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KAPITOLA 1
Uvod

Cielom tohoto dokumentu je zozbierat a publikovat riesenia cvi¢eni
z oblasti geometrickych algoritmov a ich zlozitosti.
Ku skuske treba splnit aspon jednu z nasledujicich poziadaviek:

e vyriesit dostatok tloh pocas semestra alebo
e napisat pisomku na konci semestra.

Teraz blizsie vysvetlenie kazdej z moznosti.

Ulohy riegené pocas semestrau musia byt zo Styroch oblasti — kon-
vexné obaly a ich konstrukcie, proximita, geometrické vyhladavanie a
prieniky. Z kazdej oblasti aspon jedna tloha.

Za vypracovanie jednej tilohy ziskate max. 100 bodov, pricom roz-
delenie bodov je nasledujtce:

e spravne rieSenie ulohy max. 50 bodov (maximélny pocet bodov
je uvedeny v zéatvorke pri zadani cvicenia), rozhoduje kvalita
rieSenia, jasnost metdédy a podania

e napisanie rieSenia v elektronickej podobe(LaTeX) max. 30 bo-
dov, rozhoduje kol'ko prace je na tom, aby sa to dalo publiko-
vat, ¢i dany text obsahuje aj nejaky ilustracny obrazok apod.

e ak ste vymysleli iné (zaujimavé) alebo lepsie rieSenie ako Vasi
predchodcovia (t.j. nejaké rieSenie je uz uverejnené v tejto
zbierke) ziskate prémiu max. 20 bodov (lepsie znamena Sikov-
nejsie, pochopitelnejsie, kratsie, prehl'adnejsie apod.); ak dané
cvicenie eSte nebolo rieSené, tuto prémiu ziskavate pri sprav-
nom rieseni automaticky vo vyske 10 bodov

e prémiovych 10 bodov mézete ziskat, ak si zadanie cvicenia
najdete sami na internete, v knihach apod., a Ziadne podobné
nie je v tejto zbierke a odsthlasim ho

Riesenie I'ubovolného cvicenia mozete iterovat (najviac 2x), pricom
zakazdym dostanete spatni viazbu v podobe navodov na pokracovanie.
Rovnaké rieSenia ocenim znamkou a vydelim po¢tom rovnakych rieseni
(aj iterativne, ak by sa objavili noveé).

Ku skiuske potrebujete z kazdej oblasti vyrieseny aspon jeden pri-
klad na 25 bodov a dokopy asponn 200 bodov. Kto ziska aspon 350
bodov, nemusi na skiuiske riesit priklady. Kto dosiahne 400 bodov, mé
zarucenu skisku. O znamke sa dohodneme podla kvality a mnoZstva
prikladov vyriesenych pocas semestra.
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4 1. UVOD

Ciele elektronického spracovania st dva. Jednak sa naucite pisat
texty, ktoré by mali byt ¢itatelné pre inych a jednak sa naucite, ako
ma formalne taky text vyzerat a ¢o ma obsahovat.

Ako pomocku som vytvoril sibor priklad.tar.bz2, v ktorom naj-
dete zakladna kostru texovského suboru k napisaniu rieSenia tulohy.
Obsahuje aj priklad uvedeny nizsie.

Terminy na odovzdanie tuloh su:

uloha ¢. 1: 11. 11. 2012,
uloha ¢. 2: 2. 12. 2012
tloha ¢. 3: 23. 12. 2012,
uloha ¢. 4: 6. 1. 2013.

CVICENIE 1.1 (20 bodov). Nech py,...,pPn € E? si body. Zostrojte
konvexny obal tejto mnoziny bodov tak, aby ste dosiahli optimdlnu zlo-
Zitost algoritmu.

Tento priklad by som obodoval nasledovne: je spravne vyrieseny a
pomerne zrozumitelne napisany. Cast o zaciatku algoritmu by mohla
byt opisanéa jasnejsie alebo ilustrovana obréazkom. Postup by mohol byt
dokumentovany nejakym formélnejsim algoritmom v pseudokode. Za
rieSenie je 15 bodov, za napisanie (bez obrazka a formalneho algoritmu)
je 15 bodov. Dalsich 20 bodov je za to, ze ide o novy priklad. Dokopy
teda 50 bodov.

Alternativne si mozete zvolit pisomku z prikladov z tejto zbierky
na konci semestra, ktora bude obsahovat 4 tlohy, po jednej z kazdej
tematickej oblasti. Na tuspesné absolvovanie vyzadujem 50% bodov.
Body zo semestra sa v tomto pripade nepocitaja.

Cvicenia v nasledujuicich ¢astiach pochadzaji z réznych zdrojov.
¢ast z nich je z knih ako napr. [PS85|,[dBvKOSO00]|, [BY98|, cast je
z internetu napr. [Eri| z a ¢ast z nich ma napadla pri mojej praci. Za
opravu mnohych chyb v texte vda¢im Viktorovi Majorovi.



KAPITOLA 2

Startovacie ulohy

CVICENIE 2.1 (20 bodov). Najdite algoritmus, ktory optimdlne urci
v mnozine n bodov z euklidovskej roviny, ¢ sa medzi nimi nachddzaji
tri kolinedrne body.

CVICENIE 2.2 (15 bodov). Opiste ¢o najefektivnejsiu procediru na
zistenie prieniku dvoch priamok v E2. Osetrite vsetky pripady.

CVICENIE 2.3 (15 bodov). Opiste éo najefektivnejsiu procediru na
zistenie velkosti orientovaného uhla dvoch priamok E? dangjch paramet-
ricky. OSetrite vsetky pripady.

CVICENIE 2.4 (35 bodov). V lubovolnom trojuholniku abc ndjdite
bod p taky, Ze |ap| + |bp| + |cp| je najmensie.

CVICENIE 2.5 (30 bodov). Opiste datovi Struktiru ,spdjatelnd fronta”
a operdcie vkladania, vyberania, spdjania a rozdelovania na nej pomo-
cou vhodne zvolenej stromowvej ddatovej struktiry.






KAPITOLA 3

Konvexné obaly

CVICENIE 3.1 (30 bodov). Je dand mnoZina obsahujica n bodov
v rovine. Zostrojte jednoduchy mnohouholnik, ktorého vrcholy si body
danej mnoziny. Ukdzte, Ze Q(nlogn) je dolnd hranica casovej zloZitosti.

CVICENIE 3.2 (20 bodov). Dokdzte, Ze mnohouholnik Q s najmen-
sim obvodom obsahujicim neprdazdnu konecnid mnozinu bodov P je kon-
verny. Ukdzte, Ze kaZda konvexnd mnoZina obsahujica P obsahuje aj

mnohouholnik ().

CVICENIE 3.3 (30 bodov). Ukdzte, Ze dva disjunktné konvezné mno-
houholniky maju prdave Styri spolocné oporné priamky.

CVICENIE 3.4 (30 bodov). V rovine si dané dva disjunktné kon-
vexné mnohouholniky Py, Py. Kolko mézu mat Py a P, spoloénijch opor-
nych priamok? Najdite oporné polroviny algoritmom zaloZengm vijlucne
na uhloch medzi hranami a vodorovnymi priamkamsi idicimi cez vrcholy.

CVICENIE 3.5 (20 bodov). Dany je bod p a wvrchol v konvexného
mmnohouholnika P. Nacrtnite algoritmus klasifikdcie vrchola v vzhladom
na pu (konkdvny, oporny, reflexny).

CVICENIE 3.6 (50 bodov). Nech S je mnoZina obsahujica n bodov
s celociselnymi siuradnicami v rovine. Suradnice si dané v rozmedzi 1
a n?, kde d je konstanta. Ukdzte, Ze konvewny obal S sa dd ndjst v
linedrnom case.

CVICENIE 3.7 (50 bodov). Nech S je mnozina obsahujica n bodov
s celociselnymi suradnicami v rovine. Suradnice su dané v rozmedzi
1 a m. Ndajdite algoritmus na zostrojenie konvexného obalu S v case
O(n+m).

CVICENIE 3.8 (25 bodov). Popiste inkrementdlny (on line) algorit-
mus na vytvorenie konverného obalu n-prvkovej mnoZiny bodov v rovine
a najdite jeho zlozZitost.

CVICENIE 3.9 (15 bodov). Nech S je mnozina obsahujica n tseciek

v rovine. Dokdzte, Ze konvexny obal S je totozny s konvexnym obalom
2n koncovyjch bodov useciek z mnoZiny S.

CVICENIE 3.10 (30 bodov). Nech S je mnoZzina bodov a a, b si dva
body z doplnku S také, Ze a lezi vlavo od S a b leZi vpravo od S. Zostavte
algoritmus, ktory ndjde nagkratsiu cestu z a do b idicu popod S.
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8 3. KONVEXNE OBALY

CVICENIE 3.11 (15 bodov). Ndjdite mnoZinu bodov v rovine, na
ktorej algoritmus QuickHull dosiahne horni hranicu svojej casovej zlo-
Zitostu.

CVICENIE 3.12 (30 bodov). Zostavte algoritmus konstrukcie kon-
vexného obalu monoténneho mnohouholnika (vzhladom na vertikdlnu
0s), ktorého zlozZitost je linedrna.

CVICENIE 3.13 (40 bodov). Mnohouholnik sa nazgva ortogondlne
konvexny, ak prienik lubovolnej horizontdlnej(vertikdlnej) priamky je
najviac jeden suvisly komponent. Charakterizujte ortogondlne konvexné
mnohouholniky a pokiste sa zostrojit algoritmus na otestovanie daného
mnohouholnika.

CVICENIE 3.14 (50 bodov). Nech P je axidlny mnohouholnik(t. j. jeho
strany si rovnobezné s osami). Ortogondlny konvexny obal mnohouhol-
nika P tvori najmensi(v zmysle inklizie) ortogondlne konverny mno-
houholnik obsahujici P. Zostavte algoritmus na vypocet ortogondlneho
konvexného obalu daného axidlneho mnohouholnika.

CVICENIE 3.15 (50 bodov). Predpokladajme, Ze mnoZina n bodov
P C E? je takd, Ze ndhodne vybrand podmnozina velkosti r obsahuje
O(r®) wvrcholov konvezného obalu pre nejaké o < 1. Potom vieme zo-
strogit’ algoritmus konstrukcie konvexného obalu beZiaci v c¢ase O(n).

CVICENIE 3.16 (20 bodov). Nech Q C E3 je jednoduchy mno-
hosten(uzavretd podmnoZina B3 homeomorfnd guli, ktorej hranicou je
zjednotenie konecného poctu mnohouholnikov) s n vrcholmi. Opiste al-
goritmus zloZitosti O(n) na testovanie, ¢ dany bod je z vnitra takéhoto
mnohostena.

CVICENIE 3.17 (45 bodov). Nech P,Q C E? si jednoduché mnoho-
uholniky také, Ze int P Nint Q = 0, @ je konvexny a Q C conv(P).
Ndjdite kritérium, ¢i existuje taky spojity jednoparametricky systém
¢ :[0,1] — E2 zhodnosti mnohouholnika Q (pohyb mnohouholnika Q),
ze

e $(0) = idge,

e into(t)(Q)Nint P =10, ¢t € [0,1],

e int ¢(1)(Q) Nint conv(P) = 0.
Chceme zistit, ¢i sa dd konvexny mnohouholnik Q) wyvliect” z mnoho-
uholnika P.

CVICENIE 3.18 (30 bodov). Nech K C E? je d-rozmernyj konverny
mnohosten a zobrazenie ¢: B4 — K také, Ze ¢(x) = argminye [|x —
y||. Ukdzte, Ze funkcia ¢ je dobre definovand a spojitd.

CVICENIE 3.19 (50 bodov). Nech K C E? je d-rozmernyj konverny
mnohosten a zobrazenie ¢: B4 — K také, Ze ¢(x) = argminge ||x —
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y||. Ukdzte, Ze zobrazenie ¢ zobrazuje hranicu gulovej nadplochy oba-
lujiicej K na hranicu OK. Predpokladajte, Ze zobrazemie ¢ je spojité
(pozri cvicenie 3.18).

CVICENIE 3.20 (50 bodov). Odhadnite zhora pocet k-stien d-roz-
merného konvexného mnohostena s n vrcholmi pre —1 < k < d.

CVICENIE 3.21 (15 bodov). Majme konecni neprdazdnu mnoZinu
bodov (). Dokdzte, Ze dva od seba najviac vzdialené body si vrcholmi

conv(Q).

CVICENIE 3.22. Dokdzte, Ze bod P nie je extremdlnym bodom kon-
veznej mnoZiny C C E? s neprdazdnym vniitrom prdve vtedy, ak leZi v
nejakom trojuholniku s vrcholmi leZiacimi v C, ale sam nie je vrcholom
tohto trojuholnika.

CVICENIE 3.23 (35 bodov). Napiste podrobne procediru vytvdrania
horného konvexného obalu pre algoritmus udrZiavania konvexného obalu
v E2. Nezabudnite na vyvaZovanie stromu. Ilustrujte na priklade.

CVICENIE 3.24 (30 bodov). Napiste podrobne procediru inkremen-
tdlneho vytvdrania konvexného obalu v E?, ktoryj je optimdlny.

CVICENIE 3.25 (30 bodov). Napiste podrobne procediru inkremen-
tdalneho vytvdrania konvexného obalu v E3.






KAPITOLA 4

Proximita

CVICENIE 4.1 (45 bodov). Nech A a B si mnoZiny bodov v rovine,
kazdd ma n prvkov. Ndajdite dva nagblizsie body tak, Ze jeden je z A
a druhy z B. Ukdzte, Ze tento problém vyZaduje asponi Q(nlogn) ope-
rdacii. PouvaZujte, ¢i sa nieco zmeni v pripade, ak A a B si linedrne
separovatelné.

CVICENIE 4.2 (30 bodov). Nech A a B si dve mnoZiny bodov v
rovine. PouZite Voronoiov diagram na zistenie hodnoty

min min dist(a, b)
acA beB

v case O(nlogn), kde n = |A| + |B].

CVICENIE 4.3 (30 bodov). Popiste algoritmus na trianguldciu lubo-
volného n-uholnika, tak aby jeho zloZitost bola O(nlogn).

CVICENIE 4.4 (40 bodov). Popiste algoritmus vyhladania najblizsej
dvogice bodov v rovine metdodou delenia roviny a odhadnite jeho zloZitost.

CVICENIE 4.5 (25 bodov). Dokdzte, alebo vyvrdtte turdenie: ,hrana
w,v patri do Delunayovej trianguldcie mnoZiny M prdve vtedy, ak exis-
tuje kruh, ktory okrem bodov u,v neobsahuje Ziadne iné body mnoziny
M. Uvazujte ako je to v pripade, ked nepripistame kocirkuldrne Stvo-
rice bodov v mnoZine generdtorov.

CVICENIE 4.6 (50 bodov). Dokdzte, alebo vyvrdtte turdenie: "Na
strazenie lubovolného n-uholnika staci 3 strazcov.”

CVICENIE 4.7 (35 bodov). Popiste transformdciu problému ndjde-
nia Delunayovej trianguldcie na problém ndjdenia konvexrného obalu v
3D, a zdovodnite, preco funguje.

CVICENIE 4.8 (20 bodov). Opiste algoritmus na vyhladanie Voro-
noiovho diagramu pre n bodov v rovine, uvedte jeho pamdtovi a casovi
ndrocnost.

CVICENIE 4.9 (35 bodov). Opiste transformdciu problému ndjde-

nia Voronoiovho diagramu v rovine na problém vyhladania konvexného
obalu v 3D.

CVICENIE 4.10 (10 bodov). Ukdzte, Ze trianguldcia n bodov v rovine
vyZaduje asymptoticky cas nagmenej O(nlogn).
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12 4. PROXIMITA

CVICENIE 4.11 (10 bodov). Ukdzte, Ze prienik dvoch réznych rotac-
nych kuZelov s rovnobezniymi osami, vrcholmi leZiacimi v jednej rovine
kolmej na ost rotdcie a rovnakymi vrcholovymi uhlami je hyperbola.

CVICENIE 4.12 (25 bodov). Nech P = {py,...,pn} C E? mdn pro-
kov. Dokadzte, Ze pri transformdcii roviny transformdciou danou pred-
pisom X = (xl + d(X7 pz)7 x2)7 kde x € V(pl);

(1) je bod s minimdlnou siradnicou x; v transformovanom V (p;)
prave generdtor p;,

(2) je obrazom osi dvoch susedniych bodov z V(P) bud priamka,
polpriamka alebo cast hyperboly.

CVICENIE 4.13 (25 bodov). V rovine je danigjch n bodov a ich Vo-
ronoiov diagram v ddtovej Struktire DCEL. Popiste algoritmus na vy-
hladanie minimdlnej euklidovskej kostry a odhadnite jeho zloZitost

CVICENIE 4.14 (10 bodov). Dokdzte, Ze pre lubovolné n > 3 ewis-
tuje mnozina n bodov v rovine takd, Ze aspon jedna oblast Voronotovho
diagramu md n — 1 vrcholow.

CVICENIE 4.15 (30 bodov). Dokdzte, Ze n bodov v rovine sa dd
triangulovat exponencidlne vela spésobmi.

CVICENIE 4.16. Nech P = {p1,...,p,} C E? md n prokov. Dokdzte,
Ze pri transformdcii roviny transformdciou danou predpisom x = (1 +
d(z,p;), o), kde x € V(p;),
e (1) je bod s minimdlnou siradnicou xy v transformovanom
V(p;) prdve generdtor p;,
e (2) je obrazom osi dvoch susednijch bodov z V (P) bud priamka,
polpriamka alebo cast hyperboly.

CVICENIE 4.17 (10 bodov). Opiste Voronoiov diagram a Delauna-
yovu trianguldciu pre pravidelny n-uholnik.

CVICENIE 4.18 (30 bodov). Opiste Voronoiov diagram a Delauna-
yovu trianguldciu pre konvexny n-uholnik.

CVICENIE 4.19 (50 bodov). Opiste Voronoiov diagram a Delau-
nayovu trianguldciu vnitre n-vuholnika, ktory md len zvislé a vodo-
rovné hrany, pricom prienik lubovolnej zvislej resp. vodorovnej priamky
s tymto mnohouholnikom md najviac jeden komponent suvislosti (tzv. or-
togonalne konvexny mnohouholnik ).

CVICENIE 4.20 (40 bodov). Analyzujte, éo je mnoZina bodov rov-
nako vzdialenijch od pevne daného bodu a tsecky v E2.

CVICENIE 4.21 (50 bodov). Analyzujte, éo je mnoZina bodov rov-
nako vzdialenijch od dvoch tseciek v E2.
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CVICENIE 4.22 (50 bodov). Analyzugte, ¢o je mnoZina bodov v E?
ktoré splnaji rovnicu

2

Il — pII* — ap =[x — ql|* — ag,

kde p,q € E? si lubovolné, pevne zvolené, ay,aq € R. Dajte vysledku
geometricki interpretdciu.

CVICENIE 4.23 (50 bodov). Ukdzte, Ze platia inklizie
CP C EMST C RNG C GG C DT.

CVICENIE 4.24 (30 bodov). Dokdzte, Ze obojsmerné hrany grafu
ANN sa nachddzaji v EMST.

CVICENIE 4.25 (50 bodov). Nech P = {p1,...,p,} C E*, n € N.
Nech k ¢ N, 1 <k <n-—-1 Pre Q@ C P, Q@ = {pir,---,Pi}
oznacme Q = P — Q a definujme V(Q) = {x € E? : |x — pi|| <
|x — p,l| prevsetky p; € Q,p; € Q}. Opiste mnozinu V(Q). Ndj-
dite priklad, ked je pre nejaké QQ mnozina V(Q) prdzdna. Ak to nie je
mozné, zdovodnite preco. Mnoziny {V(Q),Q C P} tvoria tzv. Vorono-
iov diagram radu k. Nakreslite ho pre niekolko bodowv.

CVICENIE 4.26 (50 bodov). Nech P = {py,...,pn} C E?, n € N
a nech W = {wy,...,w,} C R. Mocnostou bodu x € E? ku kruznici
so stredom s € E? a polomerom r € R, nazjvame ¢islo p(x,s,r) =
|x —s||> —r2. Ndjdite, co je mnoZinou V(p;) = {x € E? : p(x, p;s, w;) <
p(x,pj,w;), prevsetky j # i}. MnoZiny {V(p;),p; € P} tvoria
tzv. mocnostny Voronoiov diagram. Nakreslite ho pre niekolko bodov.

CVICENIE 4.27 (50 bodov). Nech P = {pi,...,pn} C E* n €
N a nech W = {wy,...,w,} C R. Aditivne vazenou vzdialenostou
bodu x € E? ku bodu s € E? vdhou w € R nazjvame nazjvame c¢islo
p(x,s,w) = ||x — s|| — w. Ndjdite, ¢o je mnoZinou V(p;) = {x € E*:
p(X, puwz) < p(X, Pj; wj)a pre Ugetky J 7é Z} Mnozvmy {V(pz)v p; €
P} tvoria tzu. aditivne vazeny Voronoiov diagram. Nakreslite ho pre
niekolko bodowv.

CVICENIE 4.28 (50 bodov). Nech P ={piy,...,pn} CE*, ne N a
nech W = {wy,...,w,} C Ry. Multiplikativne vaZenou vzdialenostou
bodu x € E? ku bodu s € E? vdhou w € Ry nazjvame nazjvame &islo
p(x,s,w) = w||x — s||. Ndjdite, o je mnoZinou V(p;) = {x € E? :
p(x, b w) < p(x, pj, ), pre viethy j # i}. Mnozing {V(p:), p; €
P} tvoria tzv. multiplikativne vazeny Voronoiov diagram. Nakreslite ho
pre niekolko bodow.

CVICENIE 4.29 (25 bodov). Klasifikujte prienik dvoch roznych ro-
tacnijch kuzelov s rovnobeznymi osami rotdcie a rovnakymi vrcholovymi
uhlami.
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CVICENIE 4.30 (50 bodov). Analyzugte, ¢o je mnoZina bodov v E?,
ktoré splnaji rovnicu
[x = pll +ap = Ix — ql| + aq,

kde p,q € E? si lubovolné, pevne zvolené, ap,aq € R.

CVICENIE 4.31. Ortogondlny mnohouholnik je taky, ktorého strany
st bud zvislé alebo horizontdlne. Nech P je ortogondlny mmnohouhol-
nik s n vrcholmi. Dokdzte, Ze || kamier je niekedy nutny, ale vZdy
postacugjici pocet na jeho strdaZenie.

CVICENIE 4.32 (10 bodov). Zistite, ¢i sa Voronoiov diagram dd pre
lubovolni neprazdnu mnoZinu generdtorov opisat rovinnym grafom. Ak
sa pre nejaké mnozZiny nedd, charakterizujte ich.

CVICENIE 4.33 (15 bodov). Zdévodnite podrobne, preco generdtor
ohraniceného V (p;) nelezi na 0 conv(P).

CVICENIE 4.34 (10 bodov). Ukdz, Ze Voronoiov diagram n prvkovej
mnoziny P md najviac 2n — 5 vrcholov a najviac 3n — 6 hrdn.

CVICENIE 4.35 (10 bodov). Ndjdi mnohouholnik pre ktory existuje
rovnostrannd trianguldcia.



KAPITOLA 5

Geometrické vyhl'adavanie

CVICENIE 5.1 (20 bodov). Nech S je mnoZina n trojuholnikov v E?,
ktorych hranice si po dvoch disjunktné. Nech P je mnoZina n bodov v
E2. Navrhnite algoritmus, ktory v éase O(nlogn) ndjde vietky bod P,
ktoré nelezia v Ziadnom z trojuholnikov z S.

CVICENIE 5.2 (20 bodov). V rovine je dangch n bodov. Popiste
algoritmus, ktory zisti pocet bodov vniitri zvoleného obdlZnika, ktorého
strany su rovnobezné so suradnicovymi osami. Pri algoritme je povo-
lené predspracovanie tak, aby pri viacndsobnijch pozZiadavkdch bola doba
vyhladania mensia ako O(n).

CVICENIE 5.3 (30 bodov). V rovine je dany rovinng graf s n vr-
cholmi popiste algoritmus, ktory zisti pre zadanyj bod, do ktorej z oblasti
grafu patri. Uvedte zloZitost predspracovania, zloZitost vyhladania ako
aj pamdtovi ndrocnost algoritmu.

CVICENIE 5.4 (10 bodov). Zistite, ¢i je mnohouholnik monoténny
vzhladom na dany smer.

CVICENIE 5.5 (30 bodov). Opiste algoritmus trianguldcie konvex-
ného mnohouholnika a hviezdicového mnohouholnika.

CVICENIE 5.6 (30 bodov). Ndjdite algoritmus trianguldcie jedno-
duchého mnohouholnika.

CVICENIE 5.7 (35 bodov). Ndjdite algoritmus trianguldcie mnoho-
uholnika (nie nutne jednoduchého).

CVICENIE 5.8 (25 bodov). Ndjdite algoritmus rozkladu mnohouhol-
nika na monoténne mnohouholniky vzhladom na dani smer.

CVICENIE 5.9 (20 bodov). Dokdzte alebo vyvrdtte turdenie: Dudlny
graf trianguldcie monotdnneho mnohouholnika je retazec (t.j. graf, kto-
rého kazdy vrchol md stupern, nanajvys 2).

CVICENIE 5.10 (25 bodov). Opiste algoritmus, ktory ndjde pre dany
jednoduchy mnohouholnik M uhlopriecku, ktord ho rozdeli na mnohou-
holniky My a My s nanajuys L%”J + 2 wrcholmi.

CVICENIE 5.11 (30 bodov). Nech S je mnoZina n iseciek v euk-
lidovskej rovine s jednym koncovymi bodom na priamke y = 1 a dru-
hym koncovgm bodom na priamke y = 0. Tieto isecky rozdeluji pds
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[—o0,00] X [0,1] na n + 1 oblasti. Opiste algoritmus vybudovania bi-
ndrneho vyhladdvacieho stromu na tychto useckdch z S tak, Ze oblast
obsahugjica dany bod sa dd urcit v case O(logn).

CVICENIE 5.12 (30 bodov). Nech S je teseldcia roviny zloZitosti
n a nech P je mnoZina obsahujica m bodov. Navrhnite zametaci al-
goritmus, ktory pre kazZdy bod z P ndjde region z S, do ktorého tento
bod patri. Pokiste sa ndjst algoritmus s casovou zloZitostou O((n +
m)log(n +m)).

CVICENIE 5.13 (40 bodov). Mdme n rovnobeiniych Zelezniéngch
trati s n vlakmi, ktoré jazdia konstantnymi rychlostami vy, ..., v,. V
case t = 0 su vlaky v pozicidach ki, ..., k,. Navrhnite ddtovi Struktiru
na nasledujicu ilohu: Ktory vlak je v danom case t > 0 na prvom
mieste na trati? Analyzujte c¢as predspracovania, pamdtovi zloZitost a
cas ziskania vysledku.

CVICENIE 5.14 (10 bodov). Méze byt mnohouholnik monoténny len
vzhladom na priamky s jednym smerom? Ilustrujte svoju odpoved ob-
razkom.

CVICENIE 5.15 (15 bodov). Opiste algoritmus vkladania a vyberania
prvku z kD-stromu.

CVICENIE 5.16 (10 bodov). Ndjdite spdsob reprezentdcie axidlnych
obdZnikov z E? vo viacrozmernom priestore. Akyj najmenst priestor (v
zmysle dimenzie) treba na jednoznacéni reprezentdaciu?

CVICENIE 5.17 (50 bodov). Nech S je mnozina n axidlnych obdlz-
nikov v rovine. Pre lubovolng obdlznik R = [a,b] x [c,d] C E? hladdme
mnozinu tych obdlZnikov z S, ktoré si v R. Ndjdite a opiste ddtovi
Struktiru, ktord wmozni vyriesit tito ilohu v zloZitosti M : O(nlog® n)
aT: O(log*n +k), kde k je pocet obdlZnikov v odpovedi.

CVICENIE 5.18 (50 bodov). Nech S je mnozina n mnohouholnikov
v rovine. Pre lubovolny obdlZnik R = [a,b x [c,d] C E? hladdme mno-
Zinu tych mnohouholnikov z S, ktoré su v R. Ndjdite a opiste ddtovi
Struktiru, ktord wmozni vyriesit tito wlohu v zloZitosti M : O(nlog® n)
aT: O(log*n + k), kde k je pocet mnohouholnikov v odpoved.

CVICENIE 5.19 (30 bodov). Nech P C E? je mnoZina n bodov.
Najdite takid hodnotu k > 0, Ze transformdcia dand predpisom x' =
x + ky,y = y nezmeni poradie bodov P podla siuradnice x. Najdite
algoritmus so zlozitostou O(nlogn).

CVICENIE 5.20 (35 bodov). Opiste podrobne procediru tvorby stromu
v metode retazcov. Urcte jeho zloZitost. Najdite priklad, kde by bola pa-
mdatovd zloZitost bez optimalizdcie uloZenia hran kvadratickad.

CVICENIE 5.21 (35 bodov). Opiste podrobne procediru tvorby stromu
v metode lichobezZnikoviyjch oblasti. Zamerajte sa najmda na cast ziskania
oddelugicich hrdn. Urcte jeho zloZitost.
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CVICENIE 5.22 (40 bodov). Ndjdite priklad, v ktorom nadobida
metdoda retazcov svoju asymtoticki zloZitost. Svoje turdenie zddvodnite.

CVICENIE 5.23 (35 bodov). Podrobne opiste algoritmus reqularizd-
cie grafu spolu s prikladom typickiyjch situdcii a pseudokodom.

CVICENIE 5.24 (35 bodov). Opiste detailne procediru vytvorenia
ddtovej Struktury k metode postupnijch trianguldcii spolu s pseudoko-
dom.

CVICENIE 5.25 (35 bodov). Opiste detailne procediru vytvorenia
ddtovej struktiury k metode retazcov spolu s pseudokodom.

CVICENIE 5.26 (35 bodov). Ukdzte, Ze pre lubovolné € > 0 mozno
zostrojit viacskdlové vyhladdvanie prvkov fiznej mnoZiny P C E? v
azidlnom obdlzniku, ktorého pamitovd zloZitost je O(n'*¢) a casovd
zloZitost je O(mlogn + k), kde m je pocet $kdl a k je mohutnost vy-
stupu.






KAPITOLA 6
Prieniky

CVICENIE 6.1 (30 bodov). Popiste algoritmus na vyhladanie prie-
niku dvoch konvexnijch n-uholnikov, ndjdite jeho zloZitost a zistite, i
je asymptoticky optimdlny.

CVICENIE 6.2 (30 bodov). V rovine je dangch n tuseciek. Ndjdite
algoritmus, ktory zisti, ¢i su usecky po dvoch disjunktné a urcte jeho
zloZitost.

CVICENIE 6.3 (40 bodov). V rovine je dangch n tuseciek. Zostavte
algoritmus, ktory zisti, ¢i existuje priamka pretinajica vsetky tieto usecky
a ak dno, ndjdite ju.

CVICENIE 6.4 (40 bodov). Nech S je mnoZina obsahugjica n kruznic
v rovine. Opiste zametact algoritmus na vyhladanie vetkijch prienikov
medzi kruznicami. Odhadnite zloZitost zostaveného algoritmu. Pokiste
sa upravit’ algoritmus tak, aby jeho zloZitost bola O((n + k)logn).

CVICENIE 6.5 (50 bodov). Nech S je mnoZina obsahujica n dis-
Junktnych trojuholnikov. Ndjdite n — 1 dseciek s nasledujicimi vlast-
nostams:

e kazZdd usecka spdaja hranicné body dvoch réznych trojuholnikov
z S
e vnitra useciek su po dvoch disjunktné a disjunkiné aj s troju-
holnikms
e spolu spdjaju navzdjom vsetky trojuholniky
Zostavte zametact algoritmus, ktory riesi tento problém v case O(nlogn).
Popiste pouzité ddatové Struktiry a invariant zametacej priamky(t. j. stav
zametacej priamky).

CVICENIE 6.6 (40 bodov). Nech Py je jednoduchy mnohouholnik s m
vrcholmi s danou trianguldciou. Nech Py je konvexny mnohouholnik s n
vrcholmi. Zistite, v akom case sa dd vypocitat PyN Py. V pripade, Ze ide
o cas lepsi ako prientk vsSeobecngch mnohouholnikov, svoje turdenie aj
zdovodnite. Ak to nejde lepsie, ndajdite priklad, kde sa dosahuje zloZitost
vieobecného pripadu pre akijkolvek algoritmus.

CVICENIE 6.7 (20 bodov). Dokdzte, Ze prienik m polrovin je kon-
vexny polygondlny region s najviac m vrcholmi a najviac m hranamia.

CVICENIE 6.8 (30 bodov). Nech S je mnoZina n tuseciek v rovine.
Navrhnite datovi Struktiru na ziskavanie nasledugjicej informdcie: Je
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dand priamka l, kolko useciek pretina? Analyzugjte zloZitost navrhnutého
algoritmu.

CVICENIE 6.9 (30 bodov). Zostavte algoritmus na vypocet vzdiale-
nosti medzi mnohouholnikom P s n vrcholmi a lubovolnou priamkou L.
Pokiste sa dosiahnut hranicu O(logn) pri pevnom P.

CVICENIE 6.10 (25 bodov). Ndjdite optimdlny algoritmus, ktory
otestuje, ¢t sa nejaké dve kruznice z daniych n kruznic pretinaju.

CVICENIE 6.11 (30 bodov). Nech S je mnozina n disjunktnyjch ise-
ciek v rovine a p je bod neleZiaci na Ziadnej z nich. Ndjdite vsetky tisecky
viditelné z p (t.j. vsetky obsahugice taky bod q, Ze vnitro usecky pq ne-
pretina Ziadnu tusecku z S). Ndjdite algoritmus zloZitosti O(nlogn).

CVICENIE 6.12 (50 bodov). Nech P,Q C E? si jednoduché mnoho-
uholniky také, Ze int P N int Q = 0 a Q C conv(P). Najdite kritérium,
¢i existuje taky spojity jednoparametricky systém ¢ : [0,1] — E* zhod-
nosti mnohouholnika @ (pohyb mnohouholnika @Q ), Ze

e ¢(0) = idg2,
e int¢p(t)(Q)Nint P =0, t € [0,1],
e int ¢(1)(Q) Nint conv(P) = 0.

v

Chceme zistit, ¢i sa dd mnohouholnik Q) wyvliect” z mnohouholnika P.

CVICENIE 6.13 (25 bodov). Opiste algoritmus prienitku roviny a
mnohostena v E*. Odhadnite zloZitost tohoto algoritmu.

CVICENIE 6.14 (20 bodov). Napiste algoritmus prieniku dvoch li-
chobeznikov, ktorych zdkladne lezia na rovnakijch (rovnobeznijch) priam-
kach. Ide o ciastkovi ilohu v jednom z algoritmov na pocitanie prieniku
dvoch konvexnijch mnohouholnikov.

CVICENIE 6.15 (15 bodov). Podrobne opiste spdjanie ciastkovych
riesent — prientkov dvojic lichobeznikov — do prieniku dvoch konvexnijch
mnohouholnikov v zametacom algoritme prieniku konvexnych mnohou-
holnikov.



[BY98]

[dBvKOS00]

[Eri]

[PS85]

Literatura

Jean-Daniel Boissonnat and Mariette Yvinec. Algorithmic geometry.
Cambridge University Press, Cambridge, 1998. Translated from the
1995 French original by Hervé Bronnimann.

Mark de Berg, Marc van Kreveld, Mark Overmars, and Otfried Sch-
warzkopf. Computational geometry. Springer-Verlag, Berlin, revised
edition, 2000. Algorithms and applications.

Jeff Erickson. Algorithms course materials. http://compgeon.cs.
uiuc.edu/" jeffe/.

Franco P. Preparata and Michael Tan Shamos. Computational
geometry. Texts and Monographs in Computer Science. Springer-
Verlag, New York, 1985. An introduction.

21



