GEOMETRIA 4 — KONSTRUK CNA GEOMETRIA

Obsahom predmetu je suhrn poznatkov viacerych geimkych disciplin
od elementarnej planimetrie a stereometrie, syaketideskriptivnej
geometrie, cez analyticku a diferencialnu geometzipo poitacovu

geometriu.

o ELEMENTARNA PLANIMETRIA (Geometria 3)
STEREOMETRIA (Geometria 4)

DESKRIPTIVNA GEOMETRIA (Geometria 4)

ANALYTICKA GEOMETRIA(Geometria 1)
DIFERENCIALNA GEOMETRIA (Mat.analyza, Geometria 2)
POCITACOVA GEOMETRIA
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Stadium Geometrie 4 je zamerané na rozvijanie
- priestorove] predstavivosti
- konstrakych zr&nosti
pri zostrojovani priemetov priestorovych objekta/wybranych zobrazovacich metédach
a na syntetické metody rieSenia geometrickych alebajomnej polohe objektov
Vv priestore.

GEOMETRIA 4 zimny semester

.  STEREOMETRIA

.  ZAKLADNE GEOMETRICKE TELESA
[1l. PRINCIPY PREMIETANIA

IV. ZOBRAZOVACIE METODY
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l. STEREOMETRIA
EUKLIDOVSKY PRIESTOR je trojica E= (8, V, +)
£ body AB,C
V vektory a,bc
+ <gitovanie LB+V
o OAOpB Oalv: A+alp
o OAOB OabdVv:(A+a)+b = A+ (a+b)
o ODAOG ODalVv: A+a=A < a=0
o OABOG OalVv: A+a=B

AXIOMATICKA VYSTAVBA EUKLIDOVSKEHO PRIESTORU bolapopisana
nemeckym matematikom DavidofiLBERTOM (1862-1943).



Zakladné geometrické objekty priestoru:
S bod AB,C..12,..
[7:priamka a,b,c, ...p,g...

[7: rovina a, B y,...Tp...

Z&kladné relacie:
Oincidencia Ousporiadaniedzhodnog’ Ospojitost’ OOrovnobeznos’

HILBERTOVA AXIOMATICKA SUSTAVA  obsahuje axiomy rozdelené do
piatich skupin pokh zékladnych relacii.

l. AXIOMY INCIDENCIE (I 1—lg) poZziadavky relacie vzajomnej polohy bodov,
priamok a rovin
incidovat’ = leza’ na = prechadza’ = obsahova’

Definicia I.1
Kolinearne body: mnozina bodov incidentna s nejakou priamkou
Komplanarne body: mnozina bodov incidentna s nejakou rovinou

I1 Ku kazdym dvom r6znym bodom existuje prave jedrianpka s nimi incidentna
I, Na kaZzdej priamke existuju aspdva rézne body.
I3 Existuju body, ktoré nelezia vSetky na tej isteapike.

I, Ku kazdym trom nekolinedrnym bodom existuje pri@ea rovina s nimi
incidentna.

Is V kazdej rovine lezia aspdri nekolinearne body.

ls¢ Ak dva rozne body priamky leZia v rovine, taé@ bod priamky lezi v tejto rovine.
I Ak maju dve roviny spokny bod, tak maju spotmu priamku.

ls Existuju body, ktoré vSetky nelezia v tej isyine.

PLANIMETRICKY AXIOMATICKY SYSTEM

Il. AXIOMY USPORIADANIA (U 1- Uy)

[l. AXIOMY ZHODNOSTI (Z 1- Zo)

V. AXIOMY SPOJITOSTI (8- S)

V. AXIOMA ROVNOBEZNOSTI (R 1)

R; Euklidova axioma

Bodom neleZiacim na danej priamke prechadza pedesj priamka rovnobezna
s danou priamkou.



Lobacevského axioma
Bodom neleziacim na danej priamke prechadzajuragdpe priamky rovnobezné
s danou priamkou.

GEOMETRIA TROJROZMERNEHO EUKLIDOVSKEHO PRIESTORU

STEREOMETRIA

AXIOMY INCIDENCIE
AXIOMY USPORIADANIA
AXIOMY ZHODNOSTI
AXIOMY SPOJITOSTI
AXIOMA ROVNOBEZNOSTI

00000

Désledky AXIOM INCIDENCIE:
1. Dve rdozne priamky maju najviac jeden sgalpbod

2. Rovina a priamka#ou neincidentna maju najviac jeden sgokpbod

3. Ak maju dve rdzne roviny spaioy bod, tak maju spotmt prave jednu priamku
s tymto bodom incidentnu

Definicia 1.2

RovnobeZné priamky[=rovnobeZky] - priamky jednej roviny, ktoré nemaju spéhy
bod

R6znobezné priamky [=rdznobezky] -dve priamky, ktoré maju prave jeden sgolp
bod

MimobeZné priamky [=mimobeZky] — dve priamky, ktoré nelezia v jednej rovine

Definicia 1.3

Priamka je r6znobezna s rovinou- ak priamka ma s rovinou prave jeden spoyobod
R6znobezné roviny- dve roviny, ktoré maju spaiou prave jednu priamku
Prieseénik — spol@ny bod priamky a roviny

Priese&nica — spol@na priamka rovin

Definicia 1.4
Trs priamok — mnozina vSetkych priamok prechadzajucich jedbaeom
Zvazok rovin- mnozina vSetkych rovin prechadzajucich jednoarpkiou

Tvrdenie I.1

Rovina je utend:
a) priamkou a bodom, ktory na nej nelezi
b) dvomi (réznymi) rovnobezkami
c) dvomiréznobeZzkami



Definicia 1.5

Dve priamky su rovnobeznéprave vtedy, ké& su alebo totozné alebo leZia v jednej
rovine a nemaju spatay bod

Priamka je rovnobezna s rovinouprave vtedy, ké alebo v rovine lezi alebo nemaju
spolany bod

Dve roviny su rovnobeZnéprave vtedy, ké su alebo totoZzné alebo nemaju spnip
bod

Tvrdenie |.2

Uplna klasifikacia vzajomnej polohy zakladnych gestrickych ttvarov

o Dve priamky su aleboovnobeznéalebor6znobeznéalebomimobezné
o Priamka je s rovinou alelvovnobezZnéalebor6znobezna

o Dve roviny su aleboovnobeznéalebor6znobezné

Zakladné vety o rovnobeznych geometrickych atvaroch

Veta 1.1 K1. Kritérium rovnobeznosti priamky a roviny .
Priamka je rovnobezna s rovinou prave vtedy jeerovnobezna s priamkou roviny

Al. Algoritmus konstrukciepriamka prechadzajuca danym bodom a
rovnobezndé s danou rovinou.
Dané:M- bod a- roving MOa

Al: 1. mOa, m —Tfubovd’na priamka
2.a: MOa, al| m

Veta 1.2 Ak sU dve roviny navzajom rovnobezné, tak kazdarpka jednej z nich je
rovnobezna s druhou rovinou.

Veta 1.3 Ak priamky a,bsu rovnobeZzky a priamKkaje rovnobezna s rovinaw, tak je aj
priamkaa rovnobezné s rovinoa.

Veta 1.4 Ak priamky a,b su rovnobezky gpriamkyb,c st rovnobezky, tak su aj priamky
a,crovnobezky.

Veta 1.5 Ak priamkaa je rovnobezZna s rovinam, ktora je rovnobezna s rovinfutak je
priamkaa rovnobezna s rovino.

Veta 1.6 K2. Kritérium rovnobeznosti dvoch rovin
Dve roviny su rovnobeZné prave vtedydledna z rovin obsahuje dve r6znobeZzky,
ktoré s rovnhobezné s druhou rovinou.



Veta 1.7 Ak roviny a, B s rovnobeZzné aj rovirfy, y su rovnobezné, tak je aj rovina
rovnobezna s rovinoy

Definicia 1.6

Osnova priamok- trieda vSetkych navzajom rovnobeznych priamok
Osnova rovin- trieda vSetkych navzajom rovnobeznych rovin
Priestorova vrstva— mnozina bodov medzi dvomi rovinami osnovy

Veta 1.8 Existuje prave jedna rovina prechadzajdca danydoivoa rovnobezna s danou
rovinou.

A2. Algoritmus konstrukcie rovina prechadzajica danym bodom
@nobezna s danou rovinou

Dané:M- bod a - roving MOa

A2:1. a,b:allb0a,a n b={R}
2.a- M/, alla
b M/b', b'||b

Ulohy o vzajomnej polohe zakladnych geometrickydhiarov

Konstruk ¢na stereometricka uloha
o Rozbor
o Konstrukcia
o Dobkaz
o Diskusia
Konstrukcia v stereometrii - algoritmus vytvorenia priestorového objektu paoo
emlentarnych konstrukcii

ELEMENTARNE KONSTRUKCIE
1. Zostrojt’ rovinu incidentnt s danymi tromi nekolinearnymiba
2. Zostrojt’ priesénicu dvoch r6znobeznych rovin
3. Riest v danej rovindubovd’nu planimetrickd ulohu
4. Zvolit
o Lubovdny bod, ktory lezi [nelezi] na danej priamke
LCubovdny bod, ktory lezi [nelezi] v danej rovine
LCubovdnu priamku, ktord prechadza [neprechadza] danyrornod
LCubovd’nu priamku, ktoré leZi [neleZi] v danej rovine
LCubovd’nu rovinu, ktord je [nie je] incidentna s danym bod
o Dubovdnu rovinu, ktora je [nie je] incidentna s danowaprkou
5. Zostrojt ...
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RieSenie polohovych uloh je ilustrované na jednbgiab telesach, presnejSie na ich
rovnobeznych priemetoch.
VOINE ROVNOBEZNE PREMIETANIE

o Zakladna invariantna vlastribs ROVNOBEZNOS

o Zakladny invariant — DELIACI POMER

Uloha : Urtte vzajomnu polohu priamky a roviny
Dané:a- priamka, a- rovina

A3. Algoritmus konstrukcie prieseénik priamky s rovinou
Dané:a- priamka, a- rovina

A3: 1.3 :alp, vhodna rovina
2m=anp
3.{Rl=anm=ana

Priklad: Dany je kvadeABCDA'B’C’'D’. Zostrojte priesénik priamkya=A'C s rovinou
a =ABD'.

Uloha : Urte vzajomnu polohu troch navzajom réznych rovin
1L:allp

laallpOally=Blly

1b:allBOa ny={a} =B ny={b} Oallb

2.0 n B={c}
2accy=anpBny={c}
2b:cny={M}=an Bny={M}
2ccny=0=any={a} OB ny={b} Oallbllc

Tvrdenie I.3

Klasifikacia vzajomnej polohy troch navzajom rézhyovin

VSetky tri roviny su navzajom rovnobezné

Dve rovnobezné roviny pretina tretia v navzajormabeznych priesaiciach
VSetky tri roviny maju spoknu priamku

VSetky tri roviny maju spokny prave jeden bod

VSetky dvojice rovin si navzajom r6znobezné a rdbsginice s navzajom
rovnobezné priamky
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Priklad: Zostrojt’ rovinny rez kvadraABCDA'B’C’D’ rovinoua = KLM, ak
AAK) = (ABL) =-3a CC'M) =-1.

Prie¢ka priamky — kazda priamka, ktord danu priamku pretina (ijewsr6znobezna )

Uloha : Zostrojt’ prietku mimobeZnych priamglktora prechadza danym bodom



Danéa , b- mimobezky, M- bod( MOa, M(b)

Priklad: V kvadriABCDA'B’C’D’ zostrojt’ priecku mimobeZiela=BC’ ,b=B'D’,
ktor& prechadza boddn (AA’M) = -3.

A4. Algoritmus konStrukcie prieé¢ka mimobeZiek incidujuca danym bodom
Danéa , b- mimobezky, M- bod( MOa, Mb)

A4:1l.a=aM, B=bM
2. anPB=p
3. pXalpXb=p-prigka

Uloha : Zostrojt’ priecku mimobeznych priamok rovnobezni s danou prianskou
Dané:a , b- mimobezky, s- priamka ( nie je rovnobezna arm ani sb)

A5. Algoritmus konstrukcie prieéka mimobeZiek rovnobezna s danou priamkou
Danéa , b- mimobeZky, s- priamka ( nie je rovhobeZna ara ani sb)

A5:1.a=as,s'|ls B=bs", s"||s
2anB=p

3.p existuje= p — priecka

Priklad: V kockeABCDA'B’C’D’ zostroji’ priecku mimobeZielka = A’S, S = ACn BD,
b=BE,(DD’E) = 3, rovnhobeznu s priamk&~=AB.

Uhly zakladnych geometrickych Utvarov. KolmbdMetrické vz’ahy.

Tvrdenie 1.4
Necha, bsu dve nie rovnobezné priamky?, V” dva rézne body a’, b’; a”, b” dvojice
priamok, pre ktor&’'Oa'n b’, V’Oa"n b”, a' |lalla”, b’ [|bl|b”. Potom plati :

Oa b 00a"b"

Definicia 1.7

Uhol priamok a,b- uhollubovdnych nedisjunktnych priamak, b’, pre ktoré plati
ala, bllb.

Kolmé priamky - dve priamky, ktorych uhol je pravy

Priamka kolm& na rovinu [ = kolmica na rovinu] - priamka kolmé na vSetky priamky
roviny




Priklad: V kvadriABCDA'B’C’D’ ur¢it uhol priamoka = BD’, b = B’C. Konstrukcia
|AB|=5,[BC|=4,|AA[=7.

Veta 1.9 K3. Kritérium kolmosti priamky a roviny .
Priamka je kolma na rovinu prave vtedydie kolméa na dve r6znobeZky tejto roviny.

Veta I.10EXistuje jedind priamka prechadzajuca danym bodéwiraa na danu rovinu.
DosledokVSetky priamky kolmé na tu istd rovinu st rovnob&zn

Veta 1.11 Existuje jedina rovina prechéadzajuca danym boddol@é na danu priamku
DosledokVSetky roviny kolmé na ta istl priamku sU rovnob&zn

Definicia 1.8

Péta kolmice z bodu na rovinu- priesé€nik kolmice a roviny

Vzdialenog’ bodu od roviny - dizka tséky MP, kde bodP je pata kolmice z bodM
na rovinu

Vzdialenos’ rovnobeznych rovin- vzdialenos 'ubovd’ného bodu jednej z rovin od
druhej roviny

Veta I.12Priamkou, ktora nie je kolmé na danu rovinu, prezadrave jedna rovina
kolma na danu rovinu.

Definicia 1.9

Kolmo premietacia rovina priamky - rovina incidujuca priamkou a kolma na danu
rovinu

Kolmy priemet priamky do roviny - pries€nica kolmo premietacej roviny priamky a
danej roviny

Definicia 1.10
Uhol priamky s rovinou je pravy , ak je priamka kolma na rovinu
Uhol priamky s rovinou - uhol priamky a jej kolmého priemetu do roviny

Priklad: V kockeABCDA'B’'C’'D’ ur¢it’ vzdialenog boduB’ od roviny A’BC’ a uhol
priamky BB’ s rovinouA’BC'.

Definicia 1.11

Uhol dvoch rovnobeznych rovin- nulovy uhol

Uhol réznobeZnych rovina, B - uhol priamolka, b(@aO o, b OB, ala n B, bOa n B)
Roviny su kolmé ak je ich uhol pravy

DosledokUhol priamky s rovinou je zhodny s doplnkovym uhl&mahlu priamky
s kolmicou na rovinu

DosledokUhol dvoch rovin je zhodny s uhlom kolmic na tiegginy



Veta 1.13K4. Kritérium kolmosti dvoch rovin .

Dve roviny st kolmé prave vtedy, ak jedna z nichadtuje priamku kolmua na druhu
rovinu.

Veta I.14Kolmym priemetom dvoch kolmych priamok do rovinylalmé priamky, ak
aspa jedna z priamok je rovnobeZna s rovinou a drukjena rovinu kolma.

Definicia 1.12
Os mimobeZiek - prietka kolmé na obe mimobezky

A6. Algoritmus konStrukcie :0s mimobeziek
Danéa , b- mimobeZzky

A6:1.p0a, b
2pno=k
3.kexistuje &k XalOk X b= k- o0s

Priklad: V kockeABCDA'B’'C’'D’ zostroji’ os mimobeziela = BD’, b=B'C.



.  ZAKLADNE GEOMETRICKE TELESA

Hranolova plocha Hranolovy priestor Hranol

Definicia 11.1

NechP, je 'ubovd’ny n-uholnik v rovinea al je priamka r6znobezna s rovinau
Hranolova plocha- mnozina bodov vSetkych priamok, ktoré pretimajiholnik P, a
patria do osnovy priamky

Hranolovy priestor - mnozina bodov vSetkych priamok, ktoré pretimajiholnik P, a
jeho vnutro a patria do osnovy priamky

Suvisiace pojmy

ur éujuci_n-uholnik plochy - n-uholnik P,

osnovova priamka— priamka a kazdé rovnobezZka s priamkiou

osnovova rovina— rovina rovnobezna s priamkbu

tvoriace priamky plochy — osnovové priamky patriace ploche

hrana plochy — tvoriaca priamka prechadzajlca vrcholorujircehon-uholnika
stena plochy— mnozina bodov tvoriacich priamok, ktoré pretingdnu stranu
uréujucehon-uholnika

styéné rovina plochy — osnovova rovina obsahujuca prave jednu hrarbhoatenu
plochy
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Definicia 1.2
Hranol — prienik hranolového priestot a priestorovej vrstvy @denej dvojicou
rovnobeZnych rovia, a’'# a, ktoré nie su osnovovymi rovinami plochy

Suvisiace pojmy

podstavy hranola- n-uholnikyH n a ,H n o’ ( zhodné )

vrcholy hranola — vrcholy podstav

boéné hrany —¢asti hran prislusnej hranolovej plochy patriacenbha
podstavové hrany— strany podstav

[y N

steny hranola podstavy a biné steny

Kolmy hranol - batné steny su kolmé na rovinu podstavy

Sikmy hranol — hranol, ktory nie je kolmy

Pravidelny n- boky hranol — kolmy hranol, uujici n-uholnik je pravidelny-uholnik
Nepravidelny n- boky hranol— urtujuci n-uholnik je nepravidelny-uholnik
Rovnobeznosten- hranol, ktorého podstava je rovnobeznik

Kvader — kolmy hranol, ktorého podstava je dbuk

Kocka - pravidelny hranol, ktorého kazda stena je &wor

Suvisiace pojmy:
o vySka hranola— vzdialenog rovin podstav
o os hranola v pravidelnom hranole spojnica stredov podstav

bo¢né steny—asti stien prislusnej hranolovej plochy patriacanotu (rovnobezZniky)



Ihlanova plocha Ihlanovy priestor Ihlan

Definicia 11.3

NechP, je l'ubovd’ny n-uholnik v rovinea aV je bod neleZiaci v rovine.

Uplna ihlanové plocha- mnoZina bodov vietkych priamok, ktoré pretimajiholnik P,
a prechadzaju bodom

Uplny ihlanovy priestor - mnozina bodov v3etkych priamok, ktoré pretimajiholnik
P, ajeho vnutro a prechadzaju bodem

Jednoducha ihlanovéa plocha mnoZina bodov vSetkych polpriamok s@iatkom

v bodeV , ktoré pretinajin-uholnik P,

Jednoduchy ihlanovy priestor- mnoZzina bodov vSetkych polpriamok s@iatkom

v bodeV, ktoré pretinajin-uholnik P, a jeho vnatro

Suvisiace pojmy

uréujuci_n-uholnik plochy - n-uholnik P,

vrchol — bodV

vrcholova priamka — priamka incidujuca bodom

vrcholova rovina — rovina incidujuca bodo

tvoriace priamky plochy — vrcholové priamky patriace ploche

hrana plochy — tvoriaca priamka prechadzajlca vrchologujiicehon-uholnika
stena plochy— mnoZina bodov tvoriacich priamok, ktoré pretingdnu stranu
uréujucehon-uholnika

styéna rovina plochy — vrcholova rovina obsahujica prave jednu hraahabtenu
plochy
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Definicia 1.4

Ihlan — prienik jednoduchého ihlanového priestbaupolpriestoriaV s hranénou
rovinoua pretinajucou vSetky tvoriace polpriamky prislushénovej plochy a
neprechadzajlucou vrcholovhplochy

Suvisiace pojmy

o podstava ihlana- n-uholnikl n o

o vrcholy ihlana — vrcholV a vrcholy podstavy

o boéné hrany ihlana- ¢asti hran prislusnej ihlanovej plochy patriacerila
o podstavove hrany- strany podstavy
a
a
a

boéné steny— ¢asti stien prislusnej inlanovej plochy patriacauitl
steny ihlana podstava a kimé steny
vySka ihlana vzdialenos vrcholaV od roviny podstavy

Kolmy ihlan - spojnica stredu podstavy a vrch®ge kolma na rovinu podstavy
Sikmy ihlan — ihlan, ktory nie je kolmy

Pravidelny n- boky ihlan — kolmy ihlan, u€ujuci n-uholnik je pravidelnyn-uholnik
Nepravidelny n- boky ihlan— urujuci n-uholnik je nepravidelnf-uholnik
Stvorsten— v3etky steny si trojuholniky

Pravidelny Stvorsten— vSetky steny su rovnostranné trojuholniky




Kruznicova valcova plocha Kruhovy valcovy priesst Kruhovy valec

Definicia 11.5

Nechk je Tubovd’na kruznica [kruh] v rovine al je priamka r6znobezna s rovinau
Kruznicova valcovéa plocha- mnozina bodov vSetkych priamok, ktoré pretinaju
kruznicuk a patria do osnovy priamRy

Kruhovy valcovy priestor - mnozina bodov vSetkych priamok, ktoré pretirdajih k a
patria do osnovy priamky

Suvisiace pojmy

o uréujuca kruznica [kruh] — kruznica [ kruh k

o osnovova priamka— priamkd a kazda rovnobezka s priamkou

O 0shovova rovina— rovina rovnobezna s priamkbu

o tvoriace priamky plochy — osnovové priamky patriace ploche

o dotykova rovina — osnovova rovina, ktora ma s plochou spoloprave jednu
tvoriacu priamku

Definicia 11.6

Kruhovy valec - Valec— prienik kruhového valcového priestoria priestorovej vrstvy
uréenej nie osnovymi rovinanoi, o’ # a, ktorych prienik s kruhovym valcovym
priestorom su kruhy

Suvisiace pojmy

podstavy valca- kruhyV n a,V n a’ ( zhodné )

o vySka valca— vzdialenos rovin podstav

o strana valca— use€ka hranice, ktorej krajné body st na r6znych padsta
o stred podstavy— stred kruhu

O

Kolmy [rota ény] valec- spojnica stredov podstav je kolma na rovinu pedst
Sikmy valec— valec, ktory nie je kolmy
Rovnostranny valec -vysSka kolmého valca je zhodna s priemerom podstavy




Kruznicova kuz&ova plocha Kruhovy kuZ®vy priestor Kruhovy kuzé

Definicia 1.7

Nechk je T'ubovd’na kruznica [kruh] v rovine aV je bod neleziaci v rovine.

Uplna kruznicovéa kuZzd’ovéa plocha- mnozina bodov vietkych priamok, ktoré pretinaju
kruznicuk a prechadzaju bodom

Uplny kruhovy kuzelovy priestor - mnozina bodov v3etkych priamok, ktoré pretinaji
kruhk a prechadzajui bodom

Jednoducha kruZnicova kuZz&ova plocha- mnozina bodov vSetkych polpriamok so
zaiatkom v bodeV, ktoré pretinaju kruZnick

Jednoduchy kruhovy kuZzd’ovy priestor - mnozina bodov vSetkych polpriamok so
zaiatkom v bodeV, ktoré pretinaju kruk

Suvisiace pojmy

o uréujuca kruZnica [kruh] — kruZnica [ kruh k

a vrchol — bodV

o vrcholova priamka — priamka incidujuca bodoivi

o vrcholova rovina — rovina incidujuca bodoi

o tvoriace priamky plochy — vrcholové priamky patriace ploche

o dotykova rovina plochy — vrcholova rovina obsahujlca prave jednu tvoriacu
priamku plochy

Definicia 11.8

Kruhovy kuzel - Kuzel — prienik jednoduchého kutte/ého priestori a polpriestoru
aV s hrantnou rovinoua, ktora pretina prislusny priestor v kruhu

Suvisiace pojmy

podstava kuz&a — kruhK n a

o vySka kuZd’a- vzdialenos vrcholuV od roviny podstavy
o hrana kuzePa — hranica podstavy kubz

o strana kuzd’a — UsékaVM, M — bod hrany kuZ&a

O

Kolmy [ rota &¢ny ] kuZel’ — spojnica stredu podstavy a vrch®lje kolma na rovinu
podstavy

Sikmy kuZel’ - kuze’, ktory nie je rotany

Rovnostranny kuzd’ — rota&ny kuzé’, ktorého dzka strany je zhodna s priemerom




Gulova plocha Gilia

Definicia 11.9

NechSje bod priestoru aje kladné&islo

Gurova plocha— mnoZina bodov priestoru, ktorych vzdialetwe®d boduS je zhodna
scislomr

GuPa— mnoZina bodov priestoru, ktorych vzdialefio®d boduS sgia nerovnos
O<=v<=r

Suvisiace pojmy

o stred - bodS

o polomer- &islor, dizka Gséky SA, Abod giovej plochy

o priemer —¢islod = 2r

o hlavna kruZnica- kruznica na giovej ploche, s polomerom zhodnym s polomerom
gulovej plochy

o vedPajSie kruznice— ostatné kruznice na tawvej ploche

o dotykova rovina — rovina, ktora ma s gjavou plochou spolmy prave jeden bod
o dotykovy bod - spol@ny bod guliovej plochy a dotykovej roviny
Mnohosteny

Definicia 11.10

Mnohostenova plocha- zjednotenieM koneného pétu mnohouholnikow; v Es,

ktoré spina podmienky

o prienik'ubovd’nych dvoch mnohouholnikov je $iprazdna mnozina, spaloy
vrchol alebo spokna strana danych mnohouholnikov

o kazda stran8ubovd’ného mnohouholnika je stranou nanajvys este jedného
mnohouholnika M

o existuje lomendiaraA;.....A, ktorej za&iatok A; a koniecA, su dvalubovd’ne
zvolené vrcholy dvoch mnohouholnikowr a kazda jej strand A je stranou
niektorého mnohouholnikaM

o Ziadne dva mnohouholniky s neprazdnym prienikorezialv jednej rovine

Suvisiace pojmy:

o vrcholy mnohostenovej plochy- vrcholy mnohouholnikov
o hrany mnohostenovej plochy— strany mnohouholnikov
o steny mnohostenovej plochy mnohouholniky

Definicia 11.11
Uzavreta mnohostenova plocha kazda hrana mnohostenovej plochy je prienikom
prave dvoch jej stien ( plocha deli priestor na dbkasti — vonkajSia, vnatornd )

Definicia 11.12

Jednoducha mnohostenové plocha hrany vychadzajucelnbovd’ného vrchola
plochy moZno usporiadalo postupnosti tak, Ze po sebe nasledujice hiastranami
jednej steny




Definicia 11.13
Mnohosten— jednoducha uzavretd mnohostenova plocha

Definicia 11.14
Konvexny mnohosten— mnohosten, ktory lezi v jednom polpriestor&uaom hraninou
rovinou incidujucou so stenou mnohostena

Definicia 11.15
Pravidelny mnohosten— vSetky steny st zhodné pravidelné mnohouholniky

Existuje p& pravidelnych mnohostend®. ATONOVSKE TELESA
o Stvorsten — tetraeder

kocka — hexaeder

osemsten — oktaeder

dvanas’sten — dodekaeder

dvadsa’sten — ikosaeder

000D

Definicia 11.16
Polopravidelny mnohosten-steny su dvoch typov pravidelnych mnohouholnikov

ARCHIMEDOVSKE TELESA
otupeny tetraeder
otupeny hexaeder
otupeny oktaeder
otupeny dodekaeder
otupeny ikosaeder
pravidelny n-boky hranol
rombokubooktaeder
kubooktaeder
romboikosododekaeder
ikosododekaeder

R

Definicia 11.17
Eulerove mnohosteny- konvexné mnohosteny, pre ktoré plati+ S=H + 2




. PRINCIPY PREMIETANIA

Premietanie
a stredové
o rovnobezné

Rovnobezné premietanie

Definicia I11.1
Neche U E; je rovina a {s} osnova priamok r6znobezné s rovinou
RovnobeZné premietanie- zobrazenief : Ez — €, f: A - §'n £ = {Ag

(AOS, ${s)

Suvisiace pojmy:

o priemetia - rovinag, do ktorej premietame

o smers— priamkas

o premietacia priamka - priamka patriaca do osnovys{

o uhol premietania — odchylka premietacej priamky s prieticai

Definicia Ill.2

Kosouhlé (Sikmé) premietanie- uhol premietania je ostry

Pravouhlé (kolmé) premietanie— uhol premietania je pravy

VoP’né rovnobezné premietanie- Sikmé premietanie, nezavisi na suradnicovepsast

Suvisiace pojmy:

o rovnobezny priemet bodu— priesénik premietacej priamky iddcej bodom
S priemefiou

o premietaci Utvar objektu U — mnoZina premietacich priamok vSetkych bodov
objektuU

o rovnobezny priemet objektu U — mnoZzina rovnobeznych priemetov vSetkych bodov
objektuU

o obrys priemetu objektu U ( zdanlivy obrys )— hranica rovhobezného priemetu
objektuU

o obrys objektu U ( skutoény obrys ) — prienik objektlJ a hranice premietacieho
Gtvaru objektuJ

Perspektivna (osova) afinita

Definicia 111.3

Afinné zobrazenie— zobrazenief : a - a’, A —» A’ = f(A), ktoré kazdé tri navzajom
rézne kolinearne bod&, B, Czobrazi bd’ do jedného bodu alebo troch kolinearnych
bodovA', B, C’ tak, Ze platiABC) = (A'B'C’)




Afinita roviny a na rovinu a’ - bijektivne afinné zobrazenie a - o’

Suvisiace pojmy: zobrazenief: o - o’

|y S [y Ay

rovinné pole — mnoZina bodov, priamok a Utvarov rovimy

pole vzorov— rovinné poled)

pole obrazov— rovinné poled’)
sumiestne rovinné polia— zobrazenie v jednej rovime= o’

nesumiestne rovinné polia- zobrazenie medzi dvomi r6znymi rovinam o’
obraz utvaru v zobrazenif — mnozina obrazov vSetkych jeho bodov

Vlastnosti afinného zobrazenia

a
a

000 Oo

Kompozicia kon&ného peétu afinnych zobrazeni je afinné zobrazenie
Obrazlubovd’nej trojice nekolinearnych bodov v afinite je togjinekolinearnych
bodov

Obraz priamky v afinite je priamka

Obraz dvojice rovnobeZiek v afinite je dvojica robeZiek

Zobrazenie inverzné k afinite je afinita

MnoZzina vSetkych afinit roviny na seba je grupa

Definicia 111.4
SamodruZny (invariantny) bod zobrazeniaf: (a) - (a’) — bodA, pre ktoryA = f (A)

Samodruzny Utvar zobrazeniaf : (a) —» (a’) — GtvarU, pre ktoryU = f (U)

Definicia 111.5
Perspektivha (osova) afinita- afinita f: (a) - (a’), v ktorej st vSetky body jednej

priamky samodruzné
Os afinity — priamka samodruznych bodov

Vlastnosti osovej afinity

1.

f:a - d’ je neidentickd osova afinita s osou afinity PriamkyAA’ (A0 a, A'=
f(A) # A) patria do tej istej osnovy priamok

Suvisiace pojmy:
o smer afinity — osnova {AA’}

Definicia I1l.6
Sikma4 afinita — osova afinita, v ktoréd A’/ o, AA’ 1 o
Pravouhla afinita — osova afinita, v ktorépA’ (1 o

Elacia — osova afinita, kdaA’

2.

3.

0
Osova afinita dvoch nestimiestnych rovinnych j@otbvnobeznym premietanim
f:(a) - () je neidenticka osova afinita simiestnych roviamyoli rézna od

elacie. Potom deliaci pomet'QAy), kdeA; = AA’ n 0 je konsStantny pre vSetky body
Ala



Suvisiace pojmy:
o charakteristika osovej afinity - deliaci pomerA’AAo)

4. fi:(a) > (@) a f,:(a’) - (aq) su perspektivne afinity nestimiestnych rovinnych
poli (f, % f; a (a),(01) s simiestné ). Potom zobrazeivef, ° f, je osova afinita
V rovinea s 0sou Vv priesmici rovina, o’

5. Osova afinita v rovine je &gnd osow a usporiadanou dvojicou boddy A'ZA
neleziacich na osi

Definicia Ill.7
Hlavné smery osovej afinity— dve navzajom kolmé osnovy priamok, ktorych opraz
v osovej afinite su navzajom kolmé

Obraz kruznice v afinite. Afinné vlastnosti a konstukcie elipsy

Definicia 111.8

Elipsa k — obraz kruznic&'J o’ v afinitef: a’ - a , ktor& nie je zhodnd@su ani
podobnosou

Suvisiace pojmy:

priemer elipsy — obraz priemeru kruznice

zdruZené priemery elipsy— obrazy kolmych priemerov kruznice
dotyénica elipsy— priamka, ktord ma s elipsou prave jeden spgldod
se&nica elipsy— priamka, ktord ma s elipsou prave dva spoddody

000 Oo

Vlastnosti

1. Elipsa mé stred sumernosti

2. Dotynice v krajnych bodoch priemeru elipsy su rovnoléesm zdruZzenym
priemerom

Osi elipsy— zdruzené priemery elipsy, ktoré patria do hlayngmerov

Hlavna ((ved’ajSia ) os elipsy- vasSia ( mensia ) z osi elipsy

Hlavné ((ved’ajSie ) vrcholy elipsy— prieséniky A,B( C,D) hlavnej (vetiajSej) osi s
elipsou

Trojuholnikova konsStrukcia

Pruzkova konstrukcia

Oskula&né kruznice vo vrcholoch elipsy




IV. ZOBRAZOVACIE METODY

Mongeovo zobrazenie
GaspardAMONGE (1746 — 1818) francuzsky matematik

Princip zobrazovacej metody

Suvisiace pojmy:

pravouhly trojhran —Oxyzkartezidnska suradnicova sustavasv E

prva priemetia (pddorysia) — rovinar = xy

druhd priemetia (ndarysia) - rovinav = xz

zakladnica — priesénicax = 1tn v

kolmé premietanie dom - priemetia, smer {s}, 'sOm

prvy priemet bodu A — priesénik premietacej priamk}s" a priemetnet:

A= nm

kolmé premietanie dov- priemetav, smer fs}, >s0v

o druh;’/sjpriemet bodu A - priesénik premietacej priamks$s” a priemetne:
A= nv

| S Iy Dy

O

Veta IV.1Zobrazenigh: Ez - TIxVv, A= [ Ay, Ao ], kdeAjAx X, AAc X,
A= AAA; n X, je bijekcia.

ZdruZenie priemetni— otatenie priemetnet = (1y) okolo priamkyx do priemetne
P () - (m°) =v, A-A°

Veta IV.2Zobrazenia): E; —» € =T x v, Am[ A A ], kdeAA, O x aleboA’= A, je
bijekcia.
Definicia IV.1

Mongeovo zobrazenie - Mongeova metoda - Pravouhlégmietanie na dve zdruzené
priemetne - bijektivhe zobrazeniap

Suvisiace pojmy:

zdruZené priemety boduA (podorys, narys)— bodyA.®, A,

ordinala bodu- kolmicaA.’A, na zakladnicu

pddorys U;- mnozina pédorysov bodov Gtvaru U

narys U,- mnozina narysov bodov Gtvaru U

zdruZené priemety Utvaru usporiadana dvojica pddorys a narys Utvaru U

00D 0D

Orientacia polpriestorov - vytvorenie Styroch kvadrantov
I. kvadrant : A(Xa, Ya>0, 22>0) [l.kvadrant: B(Xs, ¥s<0, z5>0)
lll.kvadrant :C(xc, Yc<0, z<0) IV. kvadrant:D(Xp, Yo>0, z5<0)




Zdruzeneé priemety priamky a — usporiadana dvojica priamaod (&)

[y R

Suvisiace pojmy:

podorysny stopnik priamky — priesénik priamky s 1.priemé&buP®=a n 1 (akD)
narysny stopnik priamky — priesénik priamky s 2.priemabuN*=a n v (ak[)
prva premietacia priamka — priamka kolméa na 1. prieniet

druha premietacia priamka — priamka kolma na 2. prienet

ZdruZené priemety roviny — zdruZené priemety ¢ujlcich prvkov roviny

O

[ |

[ S iy )

tri nekolineéarne body

dve réznobezky

dve rézne rovnobezky

bod a priamka neincidujuca danym bodom

Suvisiace pojmy:

podorysné stopa roviny— priesénica roviny a 1.priemetn@” =a n 1 (ak )
narysna stopa roviny— priesénica roviny a 2.priemetna” = a n v(ak D)
prva premietacia rovina — rovina kolméa na 1.prieniet

druhd premietacia rovina — rovina kolméa na 2.priemet

Vyznamné priamky roviny:
Hlavna priamka 1. osnovy— priamka roviny rovnobezna s prvou priefiteth!|| 1t

Hlavna priamka 2. osnovy— priamka roviny rovnobeZna s druhou prieimeth?| | v

Spéadova priamka 1.0snovy- priamka roviny kolmé na hlavné priamky 1.osnetfy h'

Veta IV.3 Podorysy hlavnej a spadovej priamky 1.0snovy stnkgbriamkys'; O h'y

Spéadova priamka 2.0snovy- priamka roviny kolmé na hlavné priamky 2.osnetii h?

Veta IvV.4 Narysy hlavnej a spadovej priamky 2.0snovy st kqgbmigmky s, O h?



METRICKE ULOHY

Sklapanie roviny — ot&anie roviny kolmej na priemit do priemetne

A7. Algoritmus konstrukcie sklapanie roviny a do prvej priemetne 1t
a, a O1t- 1. premietacia rovina

bodM:MOa,MOa n 1M (Xm, Yum, Zv)

o os ot&ania

anm=p° g
o rovina ota¢ania boduM
o":MOc" oaMOanm oM: My 0oy 0™ Oay
o stred ota&ania boduM
o n (anm)=c"n p?=M; M
o polomer ota&ania boduM
r=[ MMyl =2y 7
o sklopenéa poloha boduM
M): (M) Oo nm | (MM = zy M) O o™, | (MM:| = 2y

A8. Algoritmus konstrukcie sklapanie roviny a do druhej priemetnev
a,a Ov - 2. premietacia rovina

bodM:MOa,MOa n v, MXu, Yu, Zv)

o o0s ot&ania

an v=n® as
o rovina otac¢ania boduM
o":MOd" a"Oanv o' M, Oo™ o.M O as
o stred ota&ania boduM
a"n(anv)=d"nn* =M, Y
o polomer ota&ania boduM
r = MMa| = yy Ym
o sklopena poloha boduM
M) :M)D onv, | (MM =yy ) : (M)O 6™, | (MMy] =y

Dizka Use&kyAB
— A;B; sklopenie prvej premietacej roviny kg do prvej priemetne
— A.B; sklopenie druhej premietacej roviny dkg do druhej priemetne




Otacanie roviny do priemetne

A9. Algoritmus konStrukcie otaéanie roviny a do prvej priemetne 1t
rovinaa Ama [/ m

bodM:MOa,MOa n 1t

o 0s ot&ania
anm=p° P1
o rovina ota¢ania boduM
o":MOd" MO p*,6Mna=¢ oM Op®, oM =sh
o stred ota&ania boduM
o n p*=P° oM np® =P%
o polomer ota&ania boduM
r=|MP| | (M)(P) | dizka tseky M 1P%
o otoéena poloha boduM
Mo : Mo 6™ n 1t [ Mo P®| = | MP| Mo o™ [Mo (P9 [ = | (M)(P)]

a

Veta IV.5 Medzi pddorysmi bodov roving (o 2 1t a [/ 1) a ot@enymi polohami

bodov do prvej priemetneje vz'ah pravouhlej osovej afinity, ktorej osou je prvy
priemet pédorysnej stopy rovirmy.

A10. Algoritmus konStrukcie otac¢anie roviny a do druhej priemetnev
rovinaa Z v,a [/ v
bodM:MOa,MOanv

o o0s ot&ania

anv=n’ ny”
o rovina otaéania boduM
M:MOAM VO, oM na=¢ oMOn?, oM=<
o stred ota&ania bodu M
o n n® =N°® oM n = NS,
o polomer ot&ania boduM
r=|MN°| (M )(NY) | dizka Gseky M 5N
o otoéena poloha boduM
Mo: Mo o™ n v, [ MoNsl =[ M N Mo 0™, | Mo (N =] (M)(NS)]

Veta IV.6 Medzi narysmi bodov roving (a v, a / v) a otgenymi polohami bodov

do druhej priemetne je va’ah pravouhlej osovej afinity, ktorej osou je drydniemet
narysnej stopy roving



Veta IV.7 Zdruzené priemety kruznicel — kruznical lezi v rovine, ktora nemé osobitna

polohu

o pbédorys kruznicel je elipsal,, ktorej hlavna os leZi na pddoryse hlavnej priamky
1.0snovy a maidku zhodnu s polomerom kruZnice

o narys kruznice| je elipsal,, ktorej hlavna os lezi na naryse hlavnej priamky
2.0snovy a maidku zhodnu s polomerom kruZnice

Veta IV.8 Zdruzeneé priemety kolmicek na rovinu
o pddorys kolmicek je priamka ki kolméa na podorys hlavnej priamky 1.0sndvy
o narys kolmicek je priamka k, kolma na narys hlavnej priamky 2.osn




