B. 1 Bezierove kubiky
.bread-and-butter” curves

Hermitova kubika ma v geometrickej mati&i dva krajné bodyR,, R, a dva dotykové
vektoryr,, r, v tychto krajnych bodov. Tieto Hermitove kubiky difikaciou vekosti

dotykovych vektorow, , r, alebo ich polohy ponikajd Sirokd paletu kubickkeiviek. Pri
ilustracii tychto kriviek intuitivne citime zmenuikky, ale chyba ndm vyraznejSie ,ohra@nie”
oblasti, v ktorej krivka lezi.

Autormi spracovania kriviek, ktoré lezia v ,ohréanej* oblasti boli v obdobi rokov
1958-60 dvaja Francuzi:
Pierre Etienne Bézier — aplikovany matematik vonérRenault
Paul de Faget Casteljau - aplikovany matematiknmoef Citroen.
V roku 1970 poukazal Forrest na suvislosti medzi&®vymi vyjadreniami a Bernsteinovymi
polynémami (Bernshtein- rusky matematik odvoditdipolynémy v roku 1912 v préci
0 aproximgnych teoriach).

Postup opisu kubickych Bezierovych kriviek iluggme v sulade s mySlienkou
,ohraniit* oblag’, v ktorej krivka lezi. Upravy zrealizujeme v gednizkej maticiGy:

T
G, =[RO R, I, rl'J
Uré¢ime Stvoricu bodowg,V1,V2,V3a:

1. 1.,
V0=R01 V1=Ro+§r01 V2=R 1_73r 10

V 3=R Z
KdeV;,i=0,1,2,3, oznéuje polohové vektory bodov. Vyjadrime datova StearR,, R, a
r,, I, pomocou $tvorice bodovo, Vi, V2, Vs:

Ro=V,, R,=Vy ro' = Vv 0)’ r '1= B( Vo,
Dosadime do geometrickej matice

R, V, 1 0 0 O]V,
G - Ril 1 v, | |0 0 0 1fv,
"l 3(V,-V,)| |[-3 3 0 0|V,
v 3(V,-V,)| |0 0 -3 3|V,
a nasledne do vyjadrenia Hermita:
1 0 0 0]V,
-3 3 0 0|V
— — 2 3 1) -
rH)=TM, G, =[1t t* t*] s 6 3 o|v, =TM,G,.

-1 3 -3 1j|V,
Ziskali sme _maticové vyjadrenpolynomického segmentu pomocou geometrickych
prvkov: bodovVy,V:, V., Vs Tieto su ulozené v tzv. geometrickej ma@gl Lomen&iara

Vo V1 V. V3 sa nazyva riadiaci polygoa je to_vstupna datova Stvorife,VV V |
Po vynasobeni matita Mg dostaneme riadkova maticu :




Bo(t)=[ (1-1)° (-t} 3*(i-t) t°].
Prvky tejto matice ozréane :
Bys(t) =(1-t)°,B(t)=3(1-t Y B¢t )= 3° (&t )B,,{ Ft°

a sl to zmieSavacie funkc®é.

Teraz parametrickd reprezentaciu polynomickéhonsedu (A) kubickej krivky zapiSeme
pomocou Bernsteinovych polynomdg;,(t),i =0,1,2,%, a riadiacich bodoVg, V1,V2, Vs

F(t) = By(t)lV o+ B(t)V ;+ B{tV ,+BftV , t D<0,]>

a hovorime, Ze je zapisana v Bezierovom team@znauje sab®(t).
Teda:

D) =3 ViBs(0,10(0,) W

je Bezierovou krivkou 3° na interval@,1).
Polynémy B, (t) = (1-1)*,B,(t)= 2 (1-t ¥ B,,¢ )= 3° (=t )B,,{ =t°> mdZeme zapisa

B.(t) :(?jt‘(l—t)s“, i=0,12, (2)

su Bernsteinove polynémy 3°.

Ak vo vztahoch (1) a (2) zamenime&®lomn, dostaneme Bernsteinove polyndnty
ny . .
B..(t) = [ jt' -ty
‘ [

I
n n— ak 0O<i<n t|:|< 0>1 ol =
kde(_] - [ i(n=1)!
i
0 inak

a Bezierove krivkyn®



Wﬁ:iﬁNN t0(0,3

i=0
Treba vSak poznameni&e aki D{O,l,...,n} je (?J =0 ateda aB,(t) =0. Toto prirodzene plati
aj pren= 3.

Bernsteinove polynédmy maju mnoho zaujimavych wiasti, z ktorych vyplyvaju
dolezité vlastnosti Bezierovych kriviek.

-1 -1
(1) Z vlastnosti kombinénych¢isel (?j = (ni J+(? 1} vyplyva, Ze

. . -1) . . -1) .
(?jt' (1-t)" = (1—t)(ni jt' (-t y™ +t(?_1jt"l (1=t "D 3 teda mdzeme zapfsa

B,()=@-1)B,,(t)+tB_,, () tzv. rekurentny vzorec

(2) Z binomickej vety dostavamé:=[t + (1-t)|" = Z(?}' (1-ty" =>'B, t) ateda
i=0

i=0

> B, (t) =1, pre kazdé, tzv. rozklad jednotky
i=0
(3) Z definicie Bernsteinovych polynémov a predchadagjirlastnosti vyplyva:
B,,(0)=1 aB, (OF 0 prea= 1,2n.
B,=1aB, (@ 0 pre= 0,1,2,n;7 .
(4)B (t) = 0 pre kazdé,n at0(0,1), tzv. nezapornas

V d’'alSom texte sa sustredime hlavne na BezierovekB¥la preto vySSie uvedené
vlastnosti Bernsteinovych polynémov nas budu zaatjipre n=3.

Vlastnosti Bezierovych kubik

NechVo, V1, V2, Vs je dana postupnododov v priestor&(E? E®). Potom mnoZina bodov
v priestoreE, ktorych suradnice vyhovuju rovnici:

3
b%(t) =) V,B,(t), t0(0,1),
i=0
kde B,(t),i = 0,1,2,3, su Bernsteinove polynomy, je Bezierknngka 3°.

l.interpolacia krajnych bodov riadiaceho polygéni?(0)=V,, b*(@)=V,
2 konvexny obal: Bezierova krivka®(t) leZi v konvexnom obale svojich riadiacich bodédy,
V1, V2, Vs ( polynémyB,(t) su pretd(0,1) nezapornéy™(t) je konvexnou kombinaciou

riadiacich bodoWV)
3.vektor 1.derivacie:



3
b¥(t) = B3 (V, =-3(1-tF'V,+ (3(1-t - & (bt )y, + 3 (2 8Y,+ 8V ;=
i=0
= 3(1_t)2 (Vl —V0)+ & (1_t )Vz -V 1)+ 3’ ‘(/ 3_V 2)
Ak pouzijlemeAV, =V, -V, , tak
2
b* () =3[ -ty 2(-t) t*][aV, AV, AV, =D NV B,()
i=0
a je to Bezierova krivka 2° na vektorovej zlozke.
Pre t = 0: b¥(0)=3AV, = 3V, -V,), teda Bezierova krivkb3(t) sa v zaiatosnom bodeV,
dotyka prvej strany svojho riadiho polygonu ( dotykovy vektor j&(V, -V,))
apret=1:b*(1)=3AV, =3V,-V,), Bezierova krivkd*(t) sa v koncovom bod¥; sa dotyka
poslednej strany svojho riadiecpolygonu ( dotykovy vektor j8(V, -V,)).
4 vektor 2.derivacie :

b () =63 (Vo ~ V., #V, B, )

i=0
Pre t=0: b¥ (0)=6(V, - 2V, +V,) t.j. vektor 2. derivacie v 2&toinom bodeV, je
rovnobezny s uhloptk@u rovnobeZznika dgeného bodmvy, Vi, V>

apret=1: b¥ (1) =6(V, - 2/, +V,) t. vektor 2. derivacie v koncovom bodg je rovnobezny
s uhlopri&ou rovnobeznika deného bodmV,,V,, V.

Z dalSich vlastnosti Bezierovych kriviek uvadzame:
5.symetria

> B, OV, =3B, (-t Vs,

i i=0
t..j. Bezierova krivka sa nezmeni ak zamenime peljggiriadiacich bodov a gdsne parameter
nechame prebiekiad 1 po 0.[leboB, ; ;(1-t)=B,(t)]

6.invariantnost’ vzhPadom na transformaciu parametra
3 3 -

> BV, =3BV, ub(ab)t0(0.)

i=0 i=0 —-a

7 afinna invariantnost’ Bezierove krivky su invariantné vididom na afinné transformacie t.].
pre kazdu afinnu transformaciu T plati:

3 3
T Bs(®)V)) =2 B, 1)TV,)

i=0 i=0
t.j. afinny obraz Bezierovej krivky s vrchol¥i je Bezierova krivka s vrcholmi V().
8.pseudolokalne riadenie Bezierove krivky nemozno lokalne upravéyamena riadiaceho
boduV; sice spdsobi zmenu tvaru celej krivky, ale vyrazmény nastand v okoli bodu:é

(lokalne maximum polynémov ) inde sU menej vyrazné.



B. 2 Modelovanie Bezierovych kubik

Vo,V1,V2, Vs vstupna datova Stvorica
* nekolinearne
» kolinearne

B. 3. Vy¢islovacie algoritmy

A. (1) = BV + BtV + BV + BtV , t0(0.1)

Vypocet Bezierovej krivky mézeme zrealizavdosadzovanim hodnot parametdo uvedeného
vztahu a nasledne pospajaypaocitané body usgkami. Zmena paramettge obytajne
konStantna. Tento spdsob nie j@meefektivny lebo nereSpektuje k@<’ zakrivenia. Jeho
vyhodou je, Ze generuje dopredu znamygbaiseiek.

B. Casteljau algoritmus (CA)

V roku 1959 spracoval de Casteljau pre firmu @itralgoritmus pre Wysl'ovanie bodov
Bezierovej krivky, ktorym sa bod na krivkedigl'uje pomocou linearnej interpolacie, teda nie
priamo pomocou Bernsteinovych polynémov, ale vyaadsh z rekurzivnej vlastnosti
Bernsteinovych polynémowB (t) = (1-t)B, (t)+tB_,, ,(t).

Pre kubické Bezierove krivky algoritmusgiia hodnotub®(t) pre pevne zvoIenéD(O,J}:

bt) = ... =V ()

Vypocet mozno formalne reprezentavechémou:
CA: Dané riadiace bodyo , V1, V2, V3, parametet (0, 1)

Vot =V,, i=0,12;

Vi) =(@-tVO) +tvV 2 (), =01z
Ve(t) =@tV +v (), i=0,1
Vi) =(@-tVi )+ 2 ()

b*(t) =V, (t)

Zapis CA algoritmu pre [ N:
Vstup: riadiace body}V,,V,,...V
0 V)=V, i=01,..n

1) Vi) =@-t\V°t)+tv @), i=01.n-

atd( 04

n

r.) Vi) =@-t)v, ) +tv. '), r=12,..n5= 01.n-r

h-l) VI () = @M=tV 2 () + V2 (M) Vi) = -ty )+ 5 )
N Vo(t) =@tV ) +v ™ (t)



Vystup: bod krivky: [b"(t) =V, (t)
Teda predpis pre CA algoritmus k vyo bodu na Bezierovej krivke:
b"(t) =V, (t)

Vy¢islime pomocou :

VI (1) =@-t)V, Q)+ '), r=12,.n5i= 01.n-r

i+l

Pricom: Vo) =V,
VSimnime si kd’ robime CA pre Bezierovu krivkiubovd’ného stupan v pevnom bode
t0(0,1) potom :
a) nakazdej stran¥.V,,, jej riadiaceho polygénu vytvarame bati(t) = (1-t)V, +tV,,,
b) pre kazdér 0{1,2,..n} ku kazdej hrane&/(t)V,;'(t) vytvarame bod
VI (1) = (@-tV/ 0+ ),
Takémuto procesu tvorby bodov sa hoviméarna interpolacia.

C. Prerozde’ovanie — subdivision

Rekurzivne prerozdevacie metddy sa pouzivaju na opatovneé delenie eeitpw krivky
na polovicu, dakacomu po kazdom kroku narastacporiadiacich bodov. Tieto metddy su
efektivne pri zobrazovani aproxigmg/ch kriviek, pretoze rozdevaci proces mdézeme
predizova dovtedy pokiéi riadiaci graf neaproximuje krivku dostate presne. Suradnice
riadiacich bodov potom moZno povazéwa suradnice bodov krivky a riadiaci polygon stoit
s krivkou samotnou. Iné pouZzitie prerofoeacieho procesu je zamerané na generovanie
vatSieho pdtu riadiacich bodov pre efektivnejSie upravovame krivky. UmoZzni to
navrhova krivky dog’ zlozZitého tvaru vychadzajluc z néiého pdatu riadiacich vrcholov tak, Zze
aplikovanim prerozdevacieho procesu si obstarad@Sie riadiace body.

Splajnové prerozdevanie sa najjednoduchSie aplikuje na krivkové potygické

segmenty na interval(a(),]} reprezentované v tzv. Bezierovom tvare t.j. ponocaroximgného

riadiaceho polygénu, ktorého prvy bod j&€izéocnym a posledny koncovym bodom krivky

a dotykoveé vektory krivky v nich su ¢ené prvou a poslednou stranou riadiaceho polygénu.
NechVo, V1, V2, V3 st riadiace body &°(t) je Bezierova krivka. Pre kazd#[1(0,1)

rozdeli bodb®(a) Bezierovu krivku na dva segmenty§(t), PS(t). Oba segmenty st segmenty
polynomickej krivky 3° a preto ich mozno optissko Bezierove krivky 3° s riadiacimi bodmi:
LS(H): Vo(a@), Ve(@) V@)V @) a PSt):Vi(a)Vi(a)V, @)V ;@) naintervale(0,1).
Urcenie tychto dvoch polygénov sa nazywatdda subdivision — prerozdiovanie

VSimnime si, Zze v diagrame CA-schémy su riadiamgiytitychto kriviek na stranach tejto
trojuholnikovej schémy.

NajcastejSie sar :%, potom je krivka rozdelena do dvoch oblukov v pagtrickom

strede ( vo vSeobecnosti dva obliky nemaju rovmikku). Metodu subdivision mozno
zopakovd. Kazdé dva nové riadiace polygony sa prerozd€leto kroky moZzno opakova



Tubovdny patet krat v zavislosti od tohdj prerozdéujeme krivku preto, aby sme ziskali viac
riadiacich bodov alebo aby sme ziskali dostatololaproximujicich body na krivke.
Vysledna postupndgiadiacich polygonov v zavere konverguje ku krifkenvergencia
je rychla). Na zachytenie ,tvaru“ krivky su potrebpri rovinnej krivke dve prerozdelenia
a v priestore tri prerozdelenia.
V druhom pripade ukaiime prerozdiovaci proces, k& segmenty krivky su dostatioe
malé resp. ktka najvasej strany lomenagjiary je mensia ako dopredu zvolen® O .

D. ZvySovanie stupia — degree elevatiorf Farin )
E. Metdda dopredného diferencovanig Salomon )



