PODMIENKY SPOJITOSTI SPLAJNOVYCH KRIVIEK

Pri rieSeni Uloh praxe sa ukazuje, Ze jednodudilékg Hermitac¢i Beziera nie vzdy
dostaténe spnaju poziadavky (predstavy) navrhara na tvar vysedmivky. Ziskana krivka
mdze dos ,zle" aproximova zadané body riadiaceho polygonuliwe,daleko®).

Ukazuje sa preto vhodnejSie vytubdelu krivku z viacerych segmentov — jednoduchych
oblukov. Préom jednotlivé segmenty maju _rovnaky stiipg. ich zmieSavacie funkcie su
rovnakeého stufa. Znamena to, ze vysledné krivka bude ,zoSitdsegmentov, ale k tomu, aby
bola ,pekna - hladk&" je potrebné z&gadmienky spojitosti v bode spajania dvoch segment

A.Parametricka spojitost’

Na zabezp&enie hladkého prechodu z jedného segmeéiaistkovej polynomickej krivky
na druhy, mdézeme vyuzirézne podmienky spojitosti v spojovacich bodochgnsentov. Ak
kazdy segment krivky je opisany bodovou paramettidkinkciou tvaru:

'X(U),y < us
alebo sustavou parametrickych suradnicovych furtkaiiu:

x=xW; y= W, 2 2y @ uu),
mo6zeme parametrickl spojitokrivky zabezpéit stotoznenim parametrickych derivacii (t..
derivacii podla parametral funkcie X(u) resp. vSetkych troch stradnicovych funkef), 'y(u),
'z(u)) kazdych dvoch susediacich krivkovych segmentaehvspol@&nom hraninom bode,
pricom derivaciou rozumieme aj 0-tu derivaciu.
Ak teda predpokladame, Ze:

XU, u0{y, u) CXY,°YY, £y W ,h)a
X(UuO( ) O, Y, 2 T v,y
pricom moze by napr. (V,,v;) =(u, W), kde Up < up < U, tak, podmienky parametrickej

spojitosti mozno zapigdakto:
1° parametrickd spojit6s0-tého radu, alebo C°-spojitost’, znamena polohov( spoijitd4.;.
splnenie podmienok:

(1) *X(w) =" X(y) resp.’x(u) =" X(%);° YW =" YW, €9="€y

2°.parametrickd spojitésl-ho radu , aleboC'-spojitost’, je ekvivalentna spojitosti 0-tej a prvej
derivacie gize splneniu podmienok (1) a tiez nasledujdcich:

(2) “X'(w) =" X'() resp.*x(w) =" X(g):° V(W) =" (" L Y=""¢ ¥

3°.parametrickd_spojitds2-ho radu ,alebo C*-spojitost’, je ekvivalentna spojitosti 0-tej, 1.a
2.derivacie,cize splneniu podmienok (1), (2) a tiez nasledujpogmienky:

(3) °X"(W) = X'() resp."X' (W) = X(4)° V(W =" J(W:° 4 9=" € &.

V pripade parametrickej spojitosti 2-ho radu jehtps’ zmeny dotykového vektora
v spoji dvoch segmentov rovnaka. Teda dotga krivky hladko prechadza z jedného segmentu
krivky na druhy. Ale u spojitosti 1.radu rychtogmeny dotykového vektora méze thypa
susednych segmentoch Uplne odliS¢ide vo vSeobecnosti sa tvary dvoch segmentov krivky
mézu v okoli ich spokného bodu vyrazne Ii5i Spojitos 1.rddu jecasto postéujluca pre



digitalizaciu kresieb a niektoré dizajnérske aplika zatid ¢o spojitog 2.r&du je uZziténa pri
opise animénych drah pre pohyb kamery.

B.Geometricka spojitog’

V tomto, trochu nepresne povedané, nevyZadujemaosd derivacii parametrickych
vyjadreni segmentov krivky v spojoch, ale iba iameaiinos. Ziskame tym uité tvarovacie
parametre, ktorymi mozno ovplygva tvar krivky. PresnejSie:
1°.geometrick& spojitdis0-tého raduresp.G -spojitost’ je rovnaké ako &spojitos’ krivky t.j.
dva susedné segmenty musia’rspola@ny hranény bod, inymi slovami musi plati1). G=C°.

2°.geometricka spojitéisl-ho radu aleboG*-spoijitost’, si okrem G-spoijitosti vyzaduje, aby dva
susedné segmenty mali vo svojom spoji Umerné Ydi@d, co je ekvivalentné spojitosti
jednotkového dotykového vektora resp. existenciiol®me] dotynice vtomto bode.
Matematicka formulacia tejto podmienky je:

0 A100, B10 : 'X'(v,) = B1° X' (u)

3°.geometricka spojités2-ho radu aleboG>spojitost’, si okrem G- a G'spojitosti vyZzaduije,
aby dva susedné segmenty krivky mali vo svojom@&jmam bode spojity tzv. vektor krivosti,
v dosledkutoho maju v tomto bode spojitu aj 1.krivp&tora je jeho absolutnou hodnotou.
Matematicka formulacia tejto poziadavky pre susesbgimenty krivky je:

04200 : *X"(v) =L °X"(u)+ 2 ° X (y)
kdef1 , 2 sU spominanymi tvarovacimi parametrami.

Ak oznaime °X(u) ako'S(u) a X (u) akd™ S(u, tak mdzeme podmienky geometrickej
spojitosti pre segment$(u), """ J 0 ilustrova’:

|$'(U) . w i+1S'(L):ﬁli 0
S (=4 \
'S(Y /\ ﬂlﬂsn(w@\”‘s(o
i+ i+lS i
]SL) iS(u) ( ,82'8'(u)

Krivka generovana pomocou geometrickej spojitestios’ podobna krivke generovanej
pomocou parametrickej spojitosti (priliee f1=1 , f2=0 sa dokonca stotoznia), ale vhodnymi
volbamifl , £2 mozno tieto odliSnosti upravata




POLYNOMICKA INTERPOLACIA — SPLAJN FUNKCIE

NechnON a (%, ¥,),-.., (% , % ) je postupnas(k+1) bodov v rovineE?, kde
a=x<%<..<x%=bh. Funkciuy= f(x), xO(a B, nazveme pdastiach polynomickou

funkciou, PP-funkciou, splajnostupian, na mnozinex, < x, <...< %, ak plati:
1°f(x)="p(¥, X3(X, %)
2°'p(x,) =" PP(x,), i=0,...,k= 2,j= 0,..1— .
Body x,,...,%_,, ktoré delia interva(a, b} nak-intervalov sa nazyvaju uzkgeliace body
intervalu). Body(x,, ¥,), ..., (%_;, Y, )S@ nazyvaju spojéody spojenia).

Kubické splajnové funkcie: n=3
f)="p(Y= g+ alx ¥+ alx ¥+ & x ¥, K(,x.%).
Nech (X, Yo)s - (% ) @aa=% < X <...< % = b, t.j. mamek — intervalov

a potrebujeme it k- polynémov 3°. Kazdy polynom p(x) ma Styri koeficienty
'a,, &, a, a ateda potrebujemedir 4k polynomickych koeficientov. Tieto koeficienty
uré¢ime pomocou podmienok 1° a 2°:

1°. prechad#a1 bodmi(X,, ¥,),--., (% , % ): k+1 rovnic

2°. spojit@0.,1.a 2.derivacie k-1spojoch: 3-1) rovnic.
Pre & neznamych poznaméH(1)+ 3k-1) = 4&-2 podmienok (rovnic). K jednoz&iaému uéeniu
4k neznamych doplnime dve rovnice, ktoré reprezerdugidophujice podmienky, ktoré sa
zadavaju na krajoch intervadu= xo, b = x¢ a preto ich nazyvame krajné, okrajavéranicné

podmienky.
Varianty zadavania krajnych podmienok:

1.prvé derivacia polynémov:

‘P(x%)=0q, “TP(x)=q clamped (fixovany,zviazany,ukotveny) splajn
2.druhd derivacia polynémov v krajnych uzloch jen# O:
°p"(%)=0, “'P(x)=0 prirodzeny(natural, relaxed) splajn

3.rovnos 1. a 2. derivacie polynémov v krajnych uzloch:

"POG) =T B(%), PB(%)=" B(%)  cyklicky splajn
4.op&na rovnos 1. a 2. derivacie polynomov v krajnych uzloch:

"POG)==""P(%), “B(%)=-""B(% acyklicky splajn
5.rovnos 2.derivécii polynémov v prvych dvoch a poslednglgloch uzloch:

P (%) =" F(%), “FP(x)="" B(x) kvadratickd podmienka
6. rovnos 3.derivacie polynomov v druhom a predposlednore:uzl

"p"(0) =" F'(%), “F P (x.)=" B(x) podmienka 3.derivacie



HERMITOVE KUBICKE SPLAJNY,
HERMITOVA INTERPOLACIA, C-SPLAJN.

Nech su v priestorg (E%E® ) dané body, ktorych polohové vektory oZimae Ro,... Ry .
Zadané body chceme interpol@virivkou — splajnom, ktory je&iastkovou kubickou krivkou
zloZzenou z Hermitovych segmentavt): R, R,.;,i=0,...k-1, teda kazdy segment je opisany:

'T(1) = Hog(R, + HogOR o+ H o, +H 4ty t0(0,3
Na ich ugenie je nutné a stapozna, okrem danych bodowR,,... Rk, aj dotykové vektory
lo o,k f . Tieto vektory wime pomocou podmienky parametrickej spojitosti dura
V spoji dvoch segmentov:
C%spojitost:  'r"(1) =*r "(0).
Vieme, 2eir"(t) = H03" (t)Ri + H3?:' (t)Ri+1+ H 1;’ (t)ri' +H 22 (t)i+ ’1:
E6+12)R, + (6-12 R, + ¢ 4 63 + € 2 1),
a i+1r"(t) :(_6+12Ri+l+ (6_ 12 Ri+2+ 6 4+ 6r)+1’ + (_ 2_ a‘)+2' -
Teda'r"(1)= 6R, -R;., )+ Zi' + 4i+1, a'™r'(0)= 6R..~Ri.1)- 4i+1, - 2i+2"
Z tychto vz'ahov, po dosadeni do podmienky spojitosti 2.defivac’ (1) ="r "(0),i = 0,..k — 2
dostavame sustavu rovnic:
ri,+4i+1' +ri+2,:3Ri+2_Ri)’ (A)
pre vektory r,,...f, _, . Zapis pomocou matic:

1 410 ..0r]| [3R,-R,)
0141 ..0: :

0 .. 01 4 1 rk' 3R, -R,.,)
Tato sustava reprezentujeX) rovnic prek+1 neznamych, r/,..5 .1, . Ozngme jednotlivé
matice:M  rozmerk-1)x(k+1); R rozmerk+1)x1;Q  rozmerk-1)x1.

K jednozng&nému ugeniu vektorov r, r,,..[,_,, vmaticiR , je potrebné wit k matici M

inverznd maticu. MaticaM vSak nie je Stvorcova a preto je potrebné ddpjmina Stvorcovu
maticu rozmeruk+1)x(k+1) t.j. dopInt’ o dva nenulové riadky. Podobne aj matigaa doplini
o dva riadky na maticu rozmer+l)x1. Postupy doplnenia zavisia na vybranych aknaih
podmienkach, ktoré ovplyvnia tvar splajnovej krivkg prvom a poslednom segmente.

Hermitov splajn je matematickym modelom fyzickébgajnu a ma niektoré nevyhody.
Najv&sSou nevyhodou je to, Ze ak zmenime jeden jehoagabtiod tak sa zmeni tvar celej krivky.
Hovorime, Ze splajn_nemékalne riadenid.j. nembzeme zrekonstruavéas’ krivky bez toho,
aby sme neporusili celt krivku a preto tento sptegayvame globalny Hermitov splajn.
Modelovanie krivky sa realizuje vyberom okrajovymtdmienok.




1. Clamped (fixovany) splajn
Zadané su hodnoty vektorov 1.derivacii ¢iatocnom a koncovom bod®, Rk t.j.:
o =0, ar, =q,
Existuju r6zne moznosti &enia tychto vektorov napr.ako Besselove doige (lit) alebo ich

zadava navrhar pdd poziadaviek na tvar - sklon krivky v krajnych bot Ry, Rx.
Maticovy zapis:

10 0 . O||r,| [a,

M S 1=1Q (B)

0 . 0 0 1| |a

r,| [1 0 0 . 0Oa,
a zo sustavy (B) vypdtame| : |= M Q
r 0O .. 0 O 1 |q,

Teraz vieme opisavSetky segmenty Hermitovho splajnu v tvare:

ir(t) = Hos(t)Ri + H33(t)Ri+1+ H At)ri, +H 2&(t)i+ '1’ tD<O’]>
kdei=0,...k-1 (vSetky udaje su zname). K&e pozname vSetky segmenty Hermitovho splajnu,
pozname aj samotny splajn.

PoznamkaDal3i, aviak menej ,presny” spdsoléemia Hermitovho splajnu (nie je globalny) je
zalozeny na tom, ze namiesto dotykovych vektoréwvaynych bodoch zadanej postupnosti t.|.

r,, I'. , zvolime dotykové vektory, a r, a nasledne vyuzijeme sistavu rovnic (A):

I

r0,"'4’1""”2':'?’R ;R )= r2,:3(R2_R0)_r0,_41
r1’+42’ +r3’ =3R 3_R 1):> r3, =3(R3—R1)—I’1'—42'

Tieto Hermitove splajny sa daju lokalne upravd(@adit), lebo kazdy segment zavisi na svojich
hrancénych podmienkach (zmena riadiaceho bodu resp. de@fo vektora zmeni iba dva
segmenty). Aj k& pri konStrukcii splajnu vychadzame iba zo spojitdsderivacii, z opisu
segmentov je zrejmé, Ze tieto splajny suU aj sp@it@aju spojité aj prvé derivacie ako sa
pozZaduje v definicii splajnu.

2. Prirodzeny (relaxed) splajn
V zaliatocnom a koncovom bod®y, Ry su vektory 2.derivacie parametrického vyjadremiaky
nulové t.j. 2. derivacia polynomického vyjadreniavgho segmentu v bode= 0 a 2.derivacie
posledného segmentu v bade 1 su rovné®-vektoru.

Teda v z&iatocnom bodeRg: °r"(0)=0 tj.  3(R,-R,)-2r, -r, =0 ,

potom zavislos vektorov 1.derivacie na polohovych vektoroch dénijodov mézeme zapisa
2ry +1; =3R ;R ).

V poslednom krajnom bodg¢ “*r"(1)=0 tj 3(R,,-R,)+r., +2, =0,

teda zavislosvektorov 1.derivacie na polohovych vektoroch ddnijodov zapiSeme:



rk—ll + Zk’ =3R R ).
Teraz maticuM rozSirime o dva riadky, analogicky aj matiQu

21 0 . Or, 3R,-R,)
M L= Q ©)

0 . 0 1 2" [3R-Re)

r,| [2 1 . 0 3R,-R,)

Q .
1 2 3R« ~Ry1 )

a zo sustavy (C) vygitame

T
o < o

Priklad:

Dal3ie okrajové podmienky:
3. Cyklicky splajn
4. Acyklicky splajn
5. Kvadraticka okrajova podmienka
6. Podmienka 3.derivacie

Algoritmus konstrukcie globalneho Hermitovho spiajn

1. vstup: riadiace bodR,... R«
vyber okrajovej podmienky a &gnie rovnic pre zvolenu okrajovi podmienku

2.
3. sUstavé+1 rovnic prek+1 neznamychr, r, .0 .1, aich viislenie
4. vykreslenie Hermitovych segmentov:

ir(t) = Hos(t)Ri + H33(t)Ri+1+ H At)ri, +H 2&(t)i+ '1’ tD<O’]>' i=0,...k-1
5. vystup: globalny Hermitov splajn.

VyuZzitie Hermitovych splajnov je najma pri digitzdiciii takych aplikacii, v ktorych nie je
obtiazne navrhntisklon krivky. Pre mnohé aplikacie je vyhodnejaile sa sklony (dotykové
vektory) nemusia priamo zaddvaale daju sa ziskKaalebo odhadnl z inych, najastejSie
bodovych dat, alebo z nejakych inych doplnkovydornmacii ako napriklad kardinalny splajn,
kde sa nevyZaduje zadavanie Ziadnych dotykovychovek resp. derivacii, ale vypiaju sa
z danych riadiacich bodov a dép|iceho parametra.



