KARDINALNE SPLAJNY

Interpol&né kubické splajny, u ktorych satuju dotykoveé vektory v krajnych bodoch
segmentov pomocou dvoch fahlych (susednych) riadiacich bodov a nie je potéetadava
ani dotykové vektory na 2mmtku a konci krivky.

NechV,,V,, ..V, je zadana postupndbodov priestorie (E?E%), ktorymi potrebujeme

preloZt’ krivku zloZent z Hermitovych kubickych segmentblermitov segmentr (t) sme

definovali pomocou dvoch réznych bodBvaRi.; a vektorovr,, r,,,, ktoré boli postavené do

tlohy dotykovych vektorov v danych bodoch.
Takéto Hermitove segmenty chceme teraz defiig@eanocou usporiadanej Stvorice
bodovV_,V, V., V., arealnej konstanty> 0 takto:

i+177 i

* bod V, je za&iatocny a bodV,,, je koncovy bod segmentu:
ir(O):Vi =R, r )=V, R

i+l i+1

* zvysSné body,_,,V,,, sliZia na utenie dotykovych vektorov :

=) =SV Vi J ) N ST =SV, V).

Cislos> 0 nazyvame koeficient Gmernggiretoze vyjadruje pomer med4zkami
dotykovych vektorov segmentu v jeho krajnych bodaatzkami uhloprigok Stvoruholnika
V._VV. V.., proti'ahlych k tymto bodom.

K tomu, aby sme @ili parametrické vyjadrenie segmentu kardinalnghlajau, dosadime
do Hermitovho vyjadrenia, presnejSie do geometyjintatice krajné body a dotykové vektory
v tychto bodoch tak, ako sme ich vySSie opisali:
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Ziskali sme maticové vyjadrenie polynomického senim kardinalneho splajn&o
vynasobeni matit aM¢c dostaneme riadkovu maticu, ktorej prvky su StymieSavacie funkcie:

C_,(t) =-st+2st* - &t* Co(t) =1+ (s- 3 + (2-s)®
C,(t) = st+(3-2s)}t” + (s- 2)° C,(t) =-st?+st3.




Grafy zmieSavacich funkcii ps=1/2. (Hearn 326).
Dve zmieSavacie funkci@(t), Cy(t) st zaporné, funkci€(t), C,(t) su symetrické a pre vSetky

Styri zmieSavacie funkcie plati rozklad jednotl{ygi_lq (t)=1.

Teda parametrickd reprezentaciu segmentu (X) zaq@§®mocou zmieSavacich funkcii
a riadiacich bodov:

"o(t) = ZZ:Cr(t)Vm ,t0(0,9,s>0.

Modelova segment kardinalneho splajnu méZzeme pomocou keeficimernosts > 0.
Vyjadrime bod segmentu pte= ¥%:

ic(l) - Vi +Vi+l +1‘[Vi+vi+l _Vi—l-'-vi+2}S= S| +1(S - 'II-) S.
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Koeficient iUmernosts ovplyviiuje napnutie krivky nad Ggkou V,_V,:

* v zasade koeficient UmernostinéZzeme voti 'ubovd’ne sD(O,oo)

 zv&Sovanie hodnoty koeficientu imernastij. predlZovanie dotykovych vektorov v krajnych
bodoch vyvolava zmenSovanie odklonu krivky od dotg, ¢ize ,tahanie” sa krivky v smere
dotykového vektora a tym vznik kriviek so slabynpnatim a s moznym vyskytoniigiek.

» pre malé hodnoty koeficientu Umernastkrivka iba ,kratko sleduje” dotykovy vektor. Teda
odklon krivky sa zmenSovanim hodnoty paramstre&Suje a najvési je pres = 0, kedy

segment c(t) je Useka V.V,

i+1"

Teraz pristupime ku konstrukcii kardindlneho splajktory bude vytvoreny z opisanych
kardinalnych segmentov .
Nech je dana postupnosadiacich bodow,,V,, ...V . Vytvorime usporiadané

étvorice.\/o,Vl,VZ,V3;V1,V2,V3,V4;...M_ 1’\/i Vi+ 1vi+ 2Vi vi+ 1¥Vi+ 2¥j+ 3;"vn— 3¥n- 2¥n- :I.Vn
a zistime, Ze:
1. segmenty interpoluja body,, ...,V,_;, tzv. prirodzené ukanie kardinalneho splajnu
a riadiace body/,, V, st vdné ukortenia.
2. podmienky spojitosti pre susedné segmefuy) , "
(L°) 'e(1) =Viyy a™e(0) = Vi . 'c(1) =c(0) -
V spoji jeC®-spojitos’ (parametrick& spojitdsd.radu)
(2°) 'c'(1) =s(Vi o= Vi) a "e'(0) =5V, — Vi ) 1. '€(2) =€ (0) .
Teda v spoji j€" -spojitos’ (parametricka spojiteisl.radu)
(3°)'c"()=-BVi 4 +2(3 BY, +A- Yy +¥, 2
e"(0)= AV, +26- 3y, +2(3 VY~ ¥ 5tic"(1) = c"(0)
V spoji nie je splnena poziadavkaGfaspojitos’ (parametrickd spojitd2. radu (aniG?)).
Teda kardinalny splajn je v spojo@t-spojity t.j. v spoji je parametricka spojitds.radu.

c(t) a zistime, ze:

3. tvarovaci parameter — koeficient mernosti pene hodnoty parametsadostaneme rézne
kardinélne splajny. Parametgje globalny parameter t.j. riadi napnutie kriviownako na



vSetkych segmentoch. Ak vzdialenosti medzi riadmdciodmi su rézne tak, na niektorych
segmentoch globalny parameter (jeden pre celyrgptadpZe vyvold neZiaduce napnutia.
Existuju postupy na zaradenie spojite sa meniabedrovacieho parametra.

4. interpolacia vinych koncovV,, V, sa da zabezpe’ pomocou nasobnych bodov alebo

fantbmovych bodov:
nasobne body:doplnime postupndé$odov o bodyV_, = V,,V,,,= V,. Tym budd zname

Stvorice V_VVV , pre segmentc(t) aV, _,V, _ V.V pre segmentc(t).

n+1
fantdmové body: pridanim segmentu®c(t): V_,VVV , a segmentd™c(t): V, _,V, - V.V, .1
ziskame interpolaciu Yaych koncovV,,V,. Ak mame poziadavku na tvar tychto segmentov tak
mébzeme ich zadavako okrajové podmienky.

1. Fixovany (clamped) splajn
Zadané vektory 1. derivacie v bododh,,V, tj. %c'(0)=q, "c'(1)=q,

Vyc¢islime fantomové body_, : s(V,-V_,) =q , =V _, =V 1——1q 0
S

Vn+1: S(Vn +1_Vn— ]):qnjvn +1:Vn— 1t

n

mbp

2. Prirodzeny (relaxed) splajn
Vektor 2. derivacie v krajnych bodoch je rovdsektoru: °c’(0) =0 "*c"(1) =0.
Teda fantomoveé body :
°c'(0) =4V, +26- 3y, +2(3 &Y,- ¥, ©
1
Vo= [-26-3,-23 3y, +8/] =
3
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Ako sme uviedli koeficient Umernoss ovplyviiuje napnutie krivky avieme tento
parameter meﬁisD(O,oo). Maximalne napnutie dosiahneme pre 0, ukazuje sa v3ak, Ze tento

parameters nepredstavuje typické napnutie a preto sa defimuje kardinalnych splajnoch
parameter napati& tension akos:= (1-T)/2¢o davaT =1-2s.



Hodnotul = 0 ziskame als = % a kardinalne splajny s nulovym napnutim fIj.= 0
nazyvameCatmull-Rommove splajny aleboOverhauserove splajny (Hearn-Baker, Salomon
253-255, opis konstrukcie).

ESte uvedieme jeden pripad kardinalnych splajiktoré si ich zovSeobecnenim resp.
rozSirenim. Uprednastijem ndzov rozsSirenie, pretoZze dodavataésie dva parametig- bias,
c-continuity. Tieto dva parametre poskytndlalSiu flexibilitu pri modelovani tvaru ich
segmentov.

Kochanek — Bartelsovesplajny: nech riadiace body._,,V,,V,,,V.,, st vstupna datova

Stvorica ako pre kardinalny segment . KochanekeBsove splajny'k(t) maju nasledovné
vstupné podmienky:

« bod 'k(0) =V, je zaiatainy a bod k(1) =V,,,je koncovy bod segmentu

 vektory doty¢nic v krajnych bodoch:

'k'(0) = %(1—T ] @b)(E-c ), -Viy W (Eb)EC NV )

k(1) = %(H | @b)(E ¢ Wiy -V, W (ED)ES Wi~V iy )

kdeT — tension je parameter napatia,

b — bias- parameter predpatia , alebo Sikmosti

C — continuity — parameter spojitosti.
Pod’a Kochanek-Bartelsovej formulacie, derivacie patsiciej reprezentacie nemusia tby
spojité v krajnych bodoch segmentov. Konkrétnejfiarameterc riadi spojitos dotykového
vektora v hraninych bodoch segmentu v tom zmysle, zeTak 1 (t.j. s # 0) a parametre je
priradena nenulova hodnota, tak sklony segmentoxkykrv ich hranénych bodoch mézu by
nespojité. Parametds sa pouZiva na upravu Rkesti ohybu segmentu krivky v koncovych
bodoch. Kochanek-Bartelsove splajny sa pouzivajimoeadelovanie anintaych drah. Prudke
zmeny v pohybe objektu mozno simuléveenulovymi hodnotami parametra spojitasti
( Hearn-Baker 325, Salomon 258).



ZLOZENE BEZIEROVE KRIVKY

Opis krivky zlozitého tvaru (s Veym paitom riadiacich bodov) si vyZaduje Bezierovu
krivku vysokého stufpa, ¢o je nevyhodné najméa z numerickych dévodov a navgSm
jednoduchy Bezierov oblik ndgp poZiadavky “dobrej” aproximécie riadiaceho polygd
RieSenim mo6zu hyzloZené Bezierove krivky, ktoré su vytvorené zgnsentov jednoduchych

Bezierovych oblukov, v naSom pripade Bezierovydhikupri splneni podmienok ich hladkého
spojenia — “zositia”.

Nech %S je segment Bezierovej krivky 3° s riadiacimi badtw,,°V,,°V,,V ,:
°s: %)= B,(t)°V, t0{0,3.
Ulohou je na tato krivkdS hladko napoji inG Bezierovu krivku 3°:
's: ()= B,(t)V, t0{(0,)

ktorej riadiace body budtv,,'V,,'V,,"V .. Tieto riadiace bodyV,,'V,,'V,,V , vy&islime a to
na zaklade podmienaleometrickej spojitost:

(1°) geometricka spojitd0. raduG’-spoijitost’ (polohova spoijitod:
h(0) =D(1) = Vo=3

(2°) geometrické spojitaiSL.réduGl-spojitost’ (dotyénicova spojitos):
() =ALD(),A>0  « Vi=Vg+BLN;5-V,)
Bod 'V je bodom priamky?V,V3 .

(3°) geometricka qujitaisZ.réduQZ-spojitost’ (krivostova spoijitos):
' (0)=41" (1) +R2° (1) -
1 1
V2 =12V, + (-281-281° -5/3’2 PV + (1+28L+41° +§/32 )V3

Riadiaci botV/; je ukeny pomocou bodo¥V,,°V,,°V ..

Teda pri zabezgeni geometrickej spojitosti 2.radu zostava nafibagedného riadiaceho bodu
a to'V; pre napajany Bezierov segménft).

Je pravda, Ze moznbsgol'by parametro\3l, £2 ponuka modelovakrivku najma v okoli
napojenia dvoch segmentov. Pri praktickych apli&écisa siaha k “tvrdSej” poziadavke a tou je
parametricka spojitost' t.j. f1=1,52=0.

(1°°) parametricka spojitdL. raduC’-spojitost’ :
'(0) =°b(1) = Vo=Vs

(2°°) parametricka spojitésl.raduC’-spojitost’ :
O =BW) - VizVa+(Va-Va) © Vaz (Wit V)
Bod %V; je stred tsiky V,'V; .



(3°°) parametricka spojit6<.raduC?-spojitost’ :
=% (1) = Vo=Vi+4(NV:-V3)
Riadiaci bot/, leZi na priamke prechadzajiicej bodbm a rovnobeZnej
s priamkoty %V .

CIASTKOVY BEZIEROV SPLAJN

Teraz ke’ pozndme postup ¥isl'ovania vrcholov riadiacich polygonov pre Bezierove
krivky 3°, mézZeme prejsk splajnom, ktoré budu vytvorené zo segmentov &exiych kubik.

Splajnové krivkaS=Su) je spojity obraz systému intervalov definovanpdstupnotou
U< Wi<..< u_ do priestorlE( E* E®) taky, Ze kazdy z intervalov &, u1>, i= 0,1,...-1, sa
zobrazi na Bezierovu krivku 3°.

Prvky postupnosy ui}iL:0 s0 uzly a kazdej hodnote O(u,,u, ) prislGcha bodS(u) na
splajne. Parametersa nazyva globalny paramet@&krem globalneho parametra mozno 804
opisa aj pomocou lokalneho parametrd <0,1> t.j. ku kazdému 0O< u;, uj+1> existujet [1 <0

u-u _u-u
U~ .

,1>, ktory ziskame =

v s

Naopak, ak pracujeme len s niektorym jeho segmenadije vyhodnejSie pracova lokalnym
parametrom. Budeme pouzivaznaenies(u) ="' g(t).
Lokalne suradnice st vyhodné pri derivaciach:

ds(u) _ds(y ot _ 1 ds(t) 14
du d du A dt A

1. derivacia

ods(u) 1,
2. derivacia au (Ai) s'(t)
Body s(ui+1) =' (1) ="t 50), i=0,..L.-2, sa nazyvaju_spojovacie bodkratko spojena
Bezierovom splajne.
Suhrn Bezierovych riadiacich polygénov vSetkychnsegtov sa nazyvéastkovy Bezierov
olygon.

Teraz bude ulohou &it’ — vypaitat’ vrcholy riadiacich polygonov pre kazdy segment tak
aby v spojoch boli splnené poziadavky na spdjitgslednej krivky — splajnu.
Nech su dané dve Bezierove kubiky:

°S %) =% (VoV1 V2 Va), ul< ug, us>

1S: ) ='b (V3V4 Vs Ve), ud<up, U>, U< Us< Up
C® —spojitost’:

krivkas(u) =°S 0 'S, u< up, u>, je v bodeu= u; C° spojita <

"s(u)

sy = S(U)

=y Os(t)|t:1:ls(t)|t:0 = V3=Vj

C! —spojitost’:
krivkas(u) =°S 0 'S, u< up, u>, je v bodeu= u, C* spojita



d’su)| _d'su)

du "™ du

1 1
vy < A—OS’(t)|t:1 zzlé(t”t:o <

0 1

1 1 A A
= —3(V,-V,)=—3V,-V,)=V,= LV, + 0
A, (Vs-V,) A, V,-Vy,) 3 A, +A, 2 A +A,

Tato vlastnog mdZeme interpretovageometricky : riadiace body, V3 V4, musia by kolinearne

V,.

a musi plati deliaci pomerratio(V, V3 V;;)z%.
1
C? -spojitost’:
krivkas(u) =°S O 'S u0< up, u>, je v bodau= u, C?spoijita (C* +spojitos’ 2.derivacie)
spojitos’ 2.derivacie

d*’s(u)|  _ d*s(u)
du? |"™ du?
- (Ai)23.2(\/3— N, +V, )= %)2 3.2 ,- ¥ AV,

Po algebrickych Upravach dostaneme:
A A+D, , Dy+A A

1 " 1 .
o G (O] = (I (1)

0

-1V, + v, = v, ——=oV X
AO 1 Ao 2 Al 4 Al 5 ( )
Kazda strana vyjadrenia (X)duje bod. Préavu stranu je to boD. a pravu stran®. t.j.:
+ +
D_= —ﬁv1 + 8, AlV2 a D, = By +B, Vv, —ﬁv5 (XX)
A0 AO Al Al

Podmienka parametrickej spojitosti 2.radu poza@uje D., ktory nazvem® a upravou (XX)
dostaneme

V, = = V,+ &, DavVv,= 5 p+ b
AO+Al AO-'-Al AO+Al AO-'-Al

V.

NavySe platia deliace pomematio(V1 V2 D) =ratio(DV4 Vs) :%.

1

Teda krivkas(u) =S O 'S je v bodeu= u; C*spojita =  ak je

1.C-spojita = V2 V3 V4sU kolinearne aatio(V2 V3 Va) :%
1
A0

2. existuje boD tak, Ze platiratio(V1 V, D) =ratio(DV4 Vs) =X'
1



