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Nech je zadana postupriogadiacichV,,...V, bodov v priestor& (E? EY).
[splajnova krivka je pdastiach polynomické krivka 3° vytvorena zo segmento
A(BLB21)=Y. Q (BLB 2t V.,  tO( O,
kde zmieSavacie funkci®, (81,42t),j = 0,1,2,0 st uteneé tak, aby v spoji dvoch segmentov

bola splnena geometricka spojitdsradu.
Ozname dva susedné segmenty:

A(BLB21)=Y ,Q BLB2t Vi @ MA(BLB2)=Y. Q (BLB 2 Vs
Kazda zmieSavacia funkc@, (81, 82t),j = 0,1,2,!je funkcioupl, 52 a parametra
Q(BLB21)=cy (BLB 2y, B1B A+c, B 1B 2f+cy £ B 2jt0( Olj= 012
a koeficientyc, (41,42),9= 0,1,2,3j = 0,1,2,, ukime z podmienok geometrickej spojitosti:
* polohova spojitaSGO-spojitost’:

"q(BLB2,0)='q (815 2,1

> oQ(BLA2,0N, . =Y Q BLA 2D,
» dotyenicova spojitos Gl-spojitost’:

"q'(BLA2,0= 819 318 2,1, 5L >0

> Q(BLA2,0V, ., =BD Q' B182Y,,A1>0
» krivostova spojitos G*spojitost” |

" (BLEB2,0=BE'q" BIB2 B 1 g 1B 2,

> Q(BLB2,0V, =BT Q" B1B2Y,. +B 2 Q BB 29,

Tieto tri podmienky zabezpia 15 rovnic a doplnenim poZiadavky:
* rozklad jednotky:

> LQ(BLA21)=1
ziskame 16 rovnic pre 16 neznamycp(AL,32),g=0,1,2,3j= 0,1,2,. RieSenim sUstavy

rovnic su koeficientyc, (81,42),9=0,1,2,3j = 0,1,2, a funkcie Q,(BLB2t),j= 0,12,
mdzeme zapisa

QALA2)= (281~ i+ B 1P~ B Y
Ql(m,ﬁz.t)=§[(48f+ BErB2r B B 1 3@°F 2°%B O BB *1B +P t3)

QALA2)=5[ 2+ 91+ 3P 1+f 2~ % f 15 2 U]



Qs(ﬂl,ﬁz,t):%zﬁ, kded= B B A48 2 2

Tedai- ty segment je opisany pomocou zmieSavacich fur®gisL 52t),j = 0,1,2,a
riadiacich bodoW; Vi:1 Vi+2 Vi3
A(BLB2)=Q (BLA2t ¥, +Q BB A Y., +Q, B 1B 2V),,,*Q, 8 B BV), .

K maticovému vyjadreniug-splajnového segmentpouzijeme zapis zmieSavacich funkcii
pomocou monomialnej bazy:

281 48F+ 4B B 2 2 V,
[ — 2 43 1 _61313 6,31(8:E -1 @1 Via
am=[1 t ¢ t]'a 681 -3(28%+ BI+pB2) 3(B+B 2 Vi, |

20 2BF+pF+BHL2) -21+L L 2 1) FV.,
=T .Mﬁ . Gﬁ
kde maticaMg je maticou koeficientoy3splajnového segmentu a geometricka maGgama
vstupnu datova Stvoricd; Vi1 Visz Viss.

Vlastnosti segmentys-splajnovej krivky :

-+ Krajné body segmentiq (8L 82t)=Y"_ Q (B1B2t Y., :
zaiiatok :'q(ALA2.0) <[ P+ (Bl+ B35 B+ 2.,

oniec :'q(ALA2.Y = [ BNyt B i+ § 15 Y+ 2]

Pre £1 >0, 2 = 0 su to vnatorné body trojuholnikg Vi1 Visz aVis Visz Viss, Umiestnenie
zavisi na hodnotach parametr@it, 2.
» Konvexny obalkazda zo zmieavacich funked (B1,52t),j = 0,1,2,<pre t [1(0,))a 81 > 0,

2 = 0 nadobuda nezdporné hodnoty a zmieSavacie fumkoiea rozklad jednotky, teda bod
segmentu je konvexnou kombinaciou riadiacich bodasegment leZi v ich konvexnom obale.

Ukonéenie B-splajnovej krivky
Pre riadiaci polygornV,, ...,V je f-splajnova krivka vytvorenarz2 segmentov:

a(BLB2t),..q B1B 2 )
so zaiatkom v bode®q(1,32,0) %[ Biv,+ (B1+ #1583, + \2,]

a poslednym bodorfi®q( AL, 32,1) %[ BV, ,+ Bl 824 3,,+ 2],

Iné ukorgenie krivky sa ziska pomocou nasobnych alebo faotgoh bodov.



Technika nasobnych bodov
« dvojnasobné body pridany segment'q(SL 42;t)ma riadiace bodyV_, =V, V V.V, a
segment"?q(BL,B2t) je ukeny bodmiV .,V ,V VA =V

a [F-splajnova krivka z&na v

n+1l
3
bode q(L 82,0) , +§ V.-V, ) a korei v bode™2q(BL B2,1) . % V.-V )

« trojndsobné body. pridany segment®q(5L42t) ma riadiace bodw_,=V_ =V V, a
segment"'q(BL,B2t) je ukeny bodmiV, _,V, =V ,, =V v tomto pripade S-splajnova

n+l —

krivka zatina v bode™q(1,32,0) %/, a korti v bode"*q(31,52,1) ¥/, .

n+2?

Technika fantémovych bodowvyuZziva doplnenie riadiaceho body, na zd&iatkua boduV,.ina
konci postupnosti riadiacich bodov. Vyber okrajorypodmienok ovplyvni tvar krivky na
prvych a poslednych segmentoch.

1. fixovany (clamped)na vyber krajnych bodov

2. fixovany (clamped)3pecifikacia vektora 1.derivacie

3. prirodzeny splajn

Modelovanie #splajnovych kriviek: geometricky vyznam tvarovacich parametrov (global
parametre )

[l-bias, predpatie

Zo vzrahu '"'q'(B1,32,0)= S1q' 315 2,1 vyplyva, Ze Bl1=

"9 (81820
'd'(BLB2,1)
velkosti vektorov 1.derivacie susednych segmentowkkrivich spoiji.

*Ak hodnoty1 > 1, tak (+1)-vy segment krivky sa piahuje blizSie k spotmej dotynici ako
segment-ty.

 Pre hodnoty € 51<1 je to obratene.

» Ak B1=1, tak je odklon od dotpice v okoli spoja rovnaky.

tj. AL je pomer

[2-tension, napatie
Ozname spoje krivky§ t.j. polozime™q(£L£52,0)=S ='qB18 2,1

a teda LAY = BN+ (Bl B2 B+ B,.]=S.

Predpokladajme, Ze parametgfl je konStanta napr.fl=1 a definujme nasledovné
parametrek :=9-B2=2B8FY + 43%+ 1 ‘a K =2BLV  + (4B8L+ PV, ,+ ¥ ..

1
Potom pre spdp plati: S=——"—|K +82V_]|.
p p@ p I k+ﬂ2[ i ﬁ |+2]
. 1
Urdi ktorVi. t.]. -V., = K. +KkV/. .
réime vektoVi.p St S -V, k+[z’2[ i .+2]

Z tejto rovnosti vyplyvaju nasledovné zavery:
* Ak 2> 0, tak (1/k+2) - 0 a spofS sa priblizuje k ,svojmu* riadiacemu vrchol\.,



* Ak 2 < 0, tak ziskame podobny efekt ako pf2 > 0, avSak niektoré zmieSavacie funkcie
moézZu by zaporné a segment nepadne do konvexného obaliadietd bodov a mbze mia
slucku.

* Ak B2 - -k, tak (L[ k+/200 - o a bod S sa odtléa od riadiaceho bodui.».

VSimnime si, Ze vektorS -Vi., v podstate” nezavisi na paramef, okrem menovata k+/2.
To znamena, Ze vekt@ -Vi., ma smer nezavisly of2. Znamena to, Ze ak modifikujeng2,
tak sa meni iba vzdialendmedzi bodmi nimi ufeného vektora. Teda Uprava hodnBRyv spoji
ma za nasledok piahovanie/odti&anie tohto spoja od prisluSného riadiaceho bodspagnici
Vi S. Teda parametef2 obstarava mechanizmus modelovania napn@tplajnu. VéSia
hodnotaB2 uuje priliehavd — napnutu krivku s minimalnymgam inflexnych bodov.

Vy¢islovanie Bsplajnovych kriviek

Pri vy¢isPovani SBsplajnovych segmentO\}q(ﬁl,,BZ,t)=Z?:OQJ B1B2t V,; ,t0{ 01 sa

vyuZiva ich prepis na Bezierov kubiky, presnejseGi-spojitézlozenéBezierove kubiky — tzv.
The Farin-Boehm construction.
Predpokladajme, Ze mame dany riadiaci polyg@eny 5-splajnovymi riadiacimi bodmi

Vy,...V, adve skupiny tvarovacich  parametrov f1={B1,.51.,..8}} a
B2={p2,,82,..52}. Teda neberieme hodnot§l, B2 globalne, ale lokalne pre kazdy
segment.
Z tychto dvoch skupin parametrov skonStruujemeypoos

_ 20+p1)

P2 +2B1(1+ B1)
prei = 0,1,..n aztychto dat vytvorime dve skupiny Bezierovycéadiacich bodov, ktoré

opiSeme graficky aj matematicky:

a) na kazdej stran¥; Vi1, i = 0,1,...n-1, priradime dva tzv. vnutorri@ezierove bodyVij,
Wiz (pricom Wo1, Wh.1 2 nebudul nas zaujirig pre ktoré plati:

=\ / . —=\. + Vv
Wy =V, = V.Z a ratio(V;\W;,V,,,) = Wi =V, = 12 4
Vi+1_Wil 1+:8]i+1 i+1 Vi+l_Wi2 :B]1+1 i+1
Teda mdzeme ich vyjadri
W- - (1+ IB]T'2+1yi+1)Vi + yiVi+1
" 1+ﬁ]iz+1yi+1+yi

ratio(V;W,\V,,,) =

2
_ By, i+1Vi2+ @A+y )Vi+1’ i=01,.01.
1+,B]T+1yi+l+yi

i2

b) na kazdej stratWi, Wi.1 1, 1 = 1,...n-2, skonStruujeme jeden spojov@szierov bod
Wiz= Wis1 o takto:



) W,-W, 1 _
ratlo(WiZWiswm,l) = W 2 _WZ = Bl - Pl W, ,-W,)=W v W B
i+11 i3 i+1

Z toho vyplyva

1 .

Wi =W, 0= 141, Wit BLW, )i =1,..n-2.

Spojovacie Bezierove bodWiz = Wi spolu s vnatornymi bodmWi;, Wi urcia n-2
Bezierovych kriviek'b(t) urgenych datovymi StvoricamiW,o, Wiz, Wiz, Wig], i = 0,1,...n-2,
ktoré st navzajom pospajané spojovacimi riadiatiotimi Wiy, Wis do C spojitej splajnovej
krivky. Ale vieme dokazg Ze splajnova krivka je &spoijita a jej segmenty — Bezierove kubiky
s riadiacimi bodm[Wio, Wi1, Wiz, Wis] vycislime Casteljau algoritmom.

ParametreBl;, B2 su priradené spojomkrivky (body Wiz = Wi.1) alokalneovplyviuji tvar
krivky v okoli spoja (medzi spoje zafajeme aj z&iatocny a koncovy bod riadiaceho polygonu).

Specialny pripad lokalnycj#splajnovych kriviek st globalngsplajnové krivky. Tie
dostaneme ak poloZzim®l; = Sl a B2 = 32, pre vSetky = 0,1,...n, a to suBsplajnové krivky,
ktorych vytvorenie a modelovanie sme uz opisali.



