B-SPLAJNOVE KRIVKY
C?-SPLAJN APROXIMACNY

Pri B-splajnovych krivkach sa konStruuju dadlexibilnejSie, paastiach
polynomické funkcie, nazyvané B-splajnové funkgi-basis spline. Je zname, Ze prvy
pracoval s B-splajnovymi funkciarhbbaéevskij (19.stor). V roku 194&choenbergvyuZzil
B-splajnové funkcie k vyhladzovaniu Statistickyatajov a odStartoval modernu teoriu
aproximacie splajnami. Vyznamnou osohiwsv teorii B-splajnov boRiesenfeld
a praktikomCarl de Boor (1972).

B-splajnova krivka je aproxintad krivka vziiadom na riadiaci polygdn. NavySe
okrem riadiacich bodov sa pracuje aj s uzlami,&fmonukaju dodatmé modifikacie tvaru

krivky.

Kubick& B-splajnova krivka

Na uvod o B-splajnovych krivkach sa zameriame ovaskukciu B-splajnovych
kubickych kriviek aplikaciou poziadaviek na spogitov spoji dvoch segmentov. Zakladny
pristup konstrukcie B-splajnovej krivky ignorujelyzeskoér opiseme konstrukciu uzlov
a ich vplyv pri modelovani B-splajnovej krivky.

NechV,,V,, ... V, je postupnasvrcholov v riadiacom polygone. Kazdy segment

kubického splajnu je zviazany so Styrmi riadiacbadmi V,,V ,,,V.,, V., a Styrmi

i+1? 1
zmieSavacimi funkcianhl ,(t)
3

's(t)= > N, ;(t)V,, tO(0,d

i=o
kde N, ;(t)=a, +bt+ct?+dt*,j=0,1,2,3, si polynémy 3°.

Koeficienty a;,b;,c;,d,, j= 0,1,2,3, wime na zaklade poziadaviek parametrickej spojitosti

spoji segmentovs(t) = i N, )V, a'™s(t) = 23: N ()i
» parametricka spojitais](_loo-spojitost’ ; .
“i(0)=! 1) . Z N o)V, .1 = Z N, 5@V,
* parametricka spojitm’sfjl_l-spojitost’: :
"5(0)=" s(1) .. jzs:on,;(O)ijﬂ: st:ONj’S'(l)VHj

« parametricka spojité<C-spojitost’ :



"5'0) = S(1) t. z st (O)VIHJrl Z N,3 (1)V|+1

Z tychto podmienok Z|skame 15 rovnic pre 16 nezmzfimg{,bj ,¢;,d;,j=0,1,2,3. Vieme, zZe

) 3
i-ty segment 's(t) = Z N;;(t)Vi,; je zapisany ako kombinacia bodov a funkcii, preeto
j= 0

musi plat?’
* rozklad jednotky:Z?:O N; 5(t) =1, ¢im ziskame 16. rovnicu.

Riesenim su koeficienty,,b;,c;,d;, j=0,1,2,3:

IS To bt 1/6 bo: -1/2 Co—= 1/2 do: -1/6; a= 2/3 b]_: 0 c=-1 d]_: 1/2
a= 1/6 b2: 1/2 Co= 1/2 d2: -1/2; az=0 b3: 0 c=0 d3: 1/6.

ZmieSavacie funkcieNly,(t) = % (1-3+3*-t°) N4 (t) :%(4— 6t +3°)

1
Na(D=2@+3+3°-8)  Ny(h)= —t3

Ich z&pis v monomialnej baze:

1 4 1 O

1/-3 0 3 0

[Nos(t) Ny(t) N (t) N3£t)]=[l t ot tg}é 3 -6 3 0f
-1 3 -3 1

K maticovému vyjadreniu B-splajnovej krivky pouiije zapis:

1 4 1 0OV
. -3 0 3 ofV

'st)={1 t t* t*|= =T, Mgs .G
0= }6 3 -6 3 0| V., B8 B8

-1 3 -3 1|V,

Kde maticaMgs je maticou koeficientov B-splajnovej krivky 3°.

. 3
Vlastnosti segmentu's(t) = > N, ,(t)V,,, t0(0,)

j=0

» Krajné body segmentu

zaéiatok:‘s(O):%(\/i +4V,, +V.,,) =V, +1(V. 2V V..,

i+1 i

) a je antfazisko

trojuholnika;Wi+1 Vis2

koniec: 's()=V,, %(LZV‘”—VM) a je antiazisko trojuholnika M1 Vis2 Vi3,

. ' 3 '
» Vektor 1.derivacie segmentls (t) =) N; s(t) Vi
i



zatiatok: 's'(0) :%(\/H2 -V,) a je rovnobezny so spojnicou bode,, ,

koniec  's'(1) :E(\/H3 ~V,,,) aje rovnobezny so spojnicou bodwy,V, .

. 3 "
« Vektor 2.derivacie segmentls'(t) =D N, 5(t) Vi,
j

zatiatok: 's"(0)=(V, - 2V, +V,,,) =(V, =V,,) +(V .., ~V.,) vysledkom je rovnobeznik
Vi Vis1Vie2 V, ktorého uhloprigky sa rozpéuju a teda vektor 2.derivacie ma umiestnenie
ako vektoVi+1 Vv , Vw stredV; Vi

koniec's"(1) =(V,, = 2V,,, +V.,;) =(Vi,,=V,,,) + (V1. sV . ,) vysledkom je rovnobeznik
Vi:1Vi+2ViisW, ktorého uhloprigky sa rozpduju a vektor 2.derivacie ma umiestnenie ako
vektorViix Vn , Vi stredViiiVies

B-splajnové krivky

NechV,,V,, ... V, je postupnasvrcholov v riadiacom polygone a funkché  (u)
su B-splajnové funkcie stipp, u D(a, b> definované na uzlovom vektore

U ={u,, ... U, ;U <u,, m=n+p+ }. Potom mnozina bodov v priestdEelefinovana
predpisom

sW) =N, ,(W)V, ub(ab)
i=0
je B-splajnova krivka stufa p.

B-splajnove funkcie N; ,(u)

Je niekdko spbsobov ako definovaB-splajnové funkcie. Uvedieme rekurentny predpis,
ktory v roku 1972 zaviedli Cox a de Boor.
Dané:

* p-stupé (rad = stupe + 1 =p+1), pON - vSetky uvazované funkcie su shaps p

« (a,b) -interval,a<b, defininy obor splajnovych funkcii

* m — prirodzenécislo a neklesajuca postuptiosealnych ¢isel u,<u, < ... <u,;

u-uzly;i=0,1, ... m
B-splajnova funkciaN, ,(u), i0{0,1, ... n} stupiap pre uzlovy vektord ={u,, ... u,}je
definovana Cox — de Boor rekurzivne:
1 akuO(u, L
Ni,()(u) :< ' < i lrj|+l
iné
u-u U,p —U

Ni,p(u) :ﬁNi,p—l(u) +

i+p i i+p+l_ i+1

Ni"lyp‘l(u) u |]<ui ’ui+p+l)



N, ,(u) - stupia O, je skokova funkcia, ktorej hodnoty su 0, okrgatootvoreného
intervaluu(u,,u,,)

* p>0, N, (u) je linearna kombinacia dvoch funkcii stiagpp-1: N, ,(u) a

Ni+1,p—1(u)

Vlastnosti B-splajnovych funkcii

1.

2.
3.

pozitivnos: N, (u) >0, preuD<ui,ui+p+l)

lokalny nosé: N, ,(u) =0, preuD<u|,u,+p+1>

Ciastkové polvnomlcke funkcieN,  (u) su ciastkove polynomicke funkcie vytvorené z
(p+1) polynémov stuja p.

rozklad jednotkypre kazdéuO(u,,u,,,): z N, (u)=1

j=i-p
spojitog™: ak vnutorny uzol, ma nasobnask, tak funkcia\, ,(u) je v bodeu =u

CP™ spojita a viade inde 8 spojita (len mimo uzlov).

vyjadrenie B-splajnovych funkcii v monomidligize

t0(0,1) - lokalny parameter t = u

u L
— - reparametrizacia
U

p=0  Ng(t)=1 o
= N._,(u )a Noy(t) =1-t

N2 (u) = Ny (t) =t
P=2  N,(u) - ()-%(1‘2”2)

7. uzlovy vektor— pre nasledné modelovanie kriviek je dolezitéhopd’ vyznam nasobnych
uzlov; ¢islo k - nasobnos# uzla u,, ko’kokrat sa hodnota uzla vyskytuje v uzlovej
postupnosti

k =1 jednoduchy, jednonasobny uzol
k = p+1 maximalna nasobnotsizla

vlastnosti B-splajnovej funkcie na ndsobnych uzioch
k — p+1 redukuje saldka nosta




B-splajnova funkcia stisgp je nak -nasobnych uzloch T spojite diferencovataa

( ndsobndwuzla znizuje spojitasB-splajnovej funkcie)
Pri uzlovom vektore{ Uy, ... ,um} budeme hovoti Ze jerovhnomerny (uniform), t.j. existuje
realnecislo d =u,, —u pre vSetkyp<i<m-p-1.
V ostatnych pripadoch -nerovnomerny (nonuniform).

B-splajnové krivky stupna p

B-splajnova krivka stuga p uréena riadiacimi bodmv,,V,, ... V, (resp. riadiacim
polygénomV,,V,, ... V) a uzlovym vektoron :{uo, U
definovana predpisom:

u<u,, m=n+p+}je

m? i 1

su) =N, W)V, ub(a b)
i=0
kde N, ,(u) - B-splajnove funkcie stujap definované na uzlovom vektote
Je zrejmé, ze ak, =[x,y;,z],i=0,1, ... n, tak

n

Z)QNi,p(u)

n )g n
S =) v [N ) = D YN, (W)

M=

ZiNi,p(u)

ateda: x(u)= Zn: XN, (u), y(u)= Zn: yiN; o (), z(u) = Zn: zN,,) je parametrické
i=0 i=0 i=0
vyjadrenie B-splajnovej krivky stuap.

I
(=)

Vlastnosti i-teho segmentu' s(u) stugiap, u(u,,u,,) pre stupgp=1,2,3, ... :

. Vi

ep=1 's(u) :[Ni—l,l(u) Ni,l(u)]{v. }
| v V,
's(t) =[ Ny, (1) val(t)]{vf } =[1-t t]{vf

}:(H)vi s, t0(0)

i+1

Segment s(u) stupiap=1 je UsékaV;Vi.1.

<

. ' utl(u,u,,
*p=2 's(u) = I:Ni—Z,z(u) Ni_,,(U) N, ,z(u)] Vier té<0,]> >

Viia
V.

's(t) :[No,z(t) N, (t) N 2,2(t)] Vie1| =N Vi +N )V, +N @V,
V

i+2



. 2
Krajné body segmentis(t) = > N, (t)V,,, t0(0,)

j=0

zatiatok : is(O):%(Vi +V,,,)

koniec :'s(1 :%(VM +V,,)

1 1 0V,
Vektor prvej derivacigs'(t) =[0 1 Z]% -2 2 V.,
1 -2 1v,,
zadiatok : 's'(0)=V,,, -V,
koniec 's)=V,,-V,.,
V,
. V.
*p=3 's(u) :[Ni—s,s(u) N;_,5(U) Ni_, 5u) N, 3(U)] Vlﬂ
i+2
Vi+3

Teda, ako sme uviedli, B-splajnova krivka stap, je vytvorena zo segmentos(u) stupap.

B-splajnové krivky- konstrukcia

l.  NechV,,V,, ... V, je postupnasvrcholov v riadiacom polygone . B-splajnova krivka
stupiap, ma uzlovy vektotd ={u,, ... u,} m=n+p+1

A. U -rovnomerny (uniform) d=u,, —u
Poset segmentov:s(u) stupap, u D(ui ,U,,), jen-p+lamaximalny stupg p=n

B. U —nerovnomerny, nasobné uzly
Poset segmentov:s(u) stupap, u D(ui ,U,,) sa znizi, maximalna nasobiaglak; = p+1

Spojitos’ segmentov v bode napojenia jéC

CU —neperiodicky (clamped,otvoreny): krajné uzly s maximalnou nasstou
uzlau,=...=u_;u._ =..=

p? m_p_... m

Zaciatok B-splajnovej krivky s(u,) = Z N; ,(U)V =V,

n

i=0
koniec B-splajnovej krivky s(u,,_,) = Z N; , (U, )V =V,
i=0

Derivacie na z&atku B-splajnovej krivkys'(up) = P (V.= V,)



na konci B-splajnovej krivky s'(um_p) =L(Vn -V.,)

Upa = Unopa

B-splajnova krivka stump s(u) =( J' s(u), ud(a,b) ma nasledujlce vlastnosti:

1° definigny oborfunkeif (kriviek) — intervalD; =(a,b) =<up,um_p>

2° lokalne riadeniesegment krivky definovany na interva(ler U,), PSr<sm-p-1lje

uceny (len) riadiacimi bodmvV,_,... V

3° konvexny obalAk ud(u,,u,,,;) a psr<m-p-1,tak 's@)IKO[V,_,, ... V, |
4° spojitos: Ak k. je nasobnasuzlau=u,, tak s(u) je C°™ spojita vu=u, a C” spojita
mimo uzlov

5° invariantnog vzhladom na afinné transforméciél?(z Ni,p(u)Vi) => N, WT(V,)
i=0

i=0

Dalsie moznosti konstrukcie a modifikacie tvaru Bagmvej krivky
Il. Nasobné vrcholy

[ll. Fantdmové vrcholy

IV. Kolinearnos riadiacich bodov

V. Periodické B-splajnové krivky

Vycdislovanie B-spajnovych kriviek.

A. De Boorov algoritmus

Podobne ako u Bezierovych kriviek sa nezaobidemealbbrého algoritmu na
vycislovanie bodov B-splajnovej krivky. Vypet bodov na B-splajnovej krivke mdézZzeme
zrealizova metdodou zndmou ako de Boorov algoritmus

Prave tak, ako Casteljau algoritmus pre Beziekowky vyuZiva rekurzivny predpis
pre Bernsteinove polyndmy aj de Boorov algoritmai®giera o rekurziu B-splajnovych
funkcii:

u-u
N (u)=——
I,P( ) ui+p_ i i+p+l
Podobne ako CA algoritmus aj de Boorov algoritmmagZno pouZivéaibana
vycislovanie polynomickych segmentov. Teda B-splajnowkiars(u) sa bude de Boorovym

algoritmom vyislova’ po svojich segmentocs(u) pre{uo, ,um} :

s(u):i VN, (U) = ...

i=r-p

r u-u u,,—u !
= z v, — + V., p_u )Ni,p—l(u): z Vi(l)Ni,p—l(u)

i=r—p+l U,, ~U i+p i i=r-p+l

U, . —U
Ni,p—l(u) + I+P+_u Ni+1,p—1(u)'
i+1




De Boorov algoritmus pre B-splajnovu krivku st.p

Vstup: riadiace bodyw,,V,,..V, , ull{abh)
1. Ur¢ime prirodzenéislo r :ud(u,,u,,,)
2. Polozime:V°(u)=V,, i=r—-p,..[

V)= [1-a) ) V) ) +a) @V W),
kdea)  F——"— = 0,Lp. i=r-p+j ..

i+ptl-j Y

p :s(u) = VP(u) - bod krivky prislichajlci parametrw.

B. Boehmov algoritmus- vkladanie uzla, zjetiovanie uzlového vektora.

VloZenie nového uzla do uzlovej postupnosti Bjsaeej krivky s(u) je operacia
uréenia novej reprezentacie tejto krivky na zjemnerorazSirenom uzlovom vektore ( o ten
vloZeny uzol ) a tomu odpovedajucom — zjemnenoxia@m polygone ( o jeden vrchol viac
ako pbévodny polygon ).

Nechs(u) =)' N, ,(u)V, je B-splajnova krivka s uzlovym vektorofu, ... u,}
i=0

a nechuJ(u,,u,,,). Potom reprezentéacia krivks{u) na novom uzlovom vektore

n+l

{Ug, .- 0y O U,y .0} je dand vzahom:s(u) = ) I\Ali,p(u)\A/i kde
i=0

V, gi<s-p

V,=i(l-a V,+aV, s-p+I<i<s a au=———=—-—
u U -
Vo, s+ ki<n+ 1 e e




