KONSTRUKCIA RACIONALNYCH KRIVIEK

Doteraz sme pracovali s boddxez priestortE? resp.E?, ktory malafinné stradnicex(y)
resp. &, y, 2 a teda aj bod na krivket) sme opisali pomocou dvogft), y(t) resp. troctx(t),
y(t), z(t) parametrickych vyjadreni.

Pre zvySenie moZznosti modelovania kriviek sa zaagidgre bod reprezentovany
afinnymi sdradnicami jeho rozSirené afinné suragtnic
xYy) - (X, Y, W) kde x=1, y=i resp.X, v, 2) - (X,Y,ZW) kde x=1, y=i, z=£.
W W W W W

Téato algebricka konstrukcia sa vizualizuje akodskg/ priemet bodu do nadroviny
s rovnicouW = 1, kde stred premietania jeCztok suradnicovej susta@XYW resp.OXYZW.

V sulade s touto konStrukciou budeme riadiacim lmo¥g i = 0,...n, pridava’ ich vahy
wi, i =0,...n, t.).

V¥ = (WX WYL W) = (WY, W) respyt = (WX, WYL WZ W) = (WY W ).
Krivky sme vytvérali ako kombinacie riadiacich lmadv; , i = 0,...n, a zmieSavacich funkcii
Ti(t),i = 0,...n, v priestoreE (E?, E).
Teraz opiSeme krivku v priestdeg nasledovne:

n

O =R M) =2,V T,
¢o rozpiSeme pomocou suradnic:
X() =2 L WXT 1), Y1) =2 wYT (1), Z(t) =D wZT (1), W) =D wT(t).

Tak ako pri konstrukcii bodu smecilr jeho stredovy priemet do nadroviny s rovniddr 1, to
urobime aj s ,celou” krivkotr(t) t.j. s kazdym jej bodom:

_X@M L2 WXTO Y D WY T

X(t) 0 . y(®) : )= =ee
W) > W) W@ > wT(b) W) > wT ()

¢o mdZzeme zapisa
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> LRV, kde R WZLOWI(U

Krivka r(t) je ugena pomocou racionalnych polynémov t.j. algebrickpbdielu dvoch
polynomickych funkciiR(t) aW(t). PolyndmyRi(t) su racionalne, preto nazov racionalne
rozSirenie kriviek — racionalne krivkri vizualizacii teda mbéZzeme povazg@vacionalnu
krivku, Ze je stredovy priemet neracionalnej - st@kj (integral) krivkyR(t) do nadroviny
S rovnicouw = 1.




Racionéalne Bezierove krivkyn®

Dané su riadiace body: ,i = 0,...n, V.(X,V.,z) aich vahyw, w;>0, i=0,...n, teda ich
rozsirené afinné sdradnic®;” = (wx, Wy, ,wz ,w)= (WV,,w).

Racionalna Bezierova krivka jedené predpisom:

Z | | |n (t)W
= £iz0 = kd e
r(t) WEL( 2, SRV kde R, () WELQ

su racionalne polynomy a funkdsg,(t) su Bernsteinove polynomy.

Vlastnosti racionalnych funkciR,, (t)

e nezapornas: Riy(t) = 0, pre vSetky, n, t [01(0,1), akw; >0

- rozklad jednotky >" R (t) =1, t0(0,}

* R,0)=1 R,(0)=0 prei= 1,.n R,M=1 R, =0 prei= 0,.n-

* Rip(t) ma jedno maximum na interval@®,1)

* w =1 i=0,..n, takRin(t) = Bin(t) t.]. Bernsteinove polynomy su Specialny pripad
racionalnych zmieSavacich funkBjj(t).

Vlastnosti racionalnej Bezierovej krivky
» vlastnos konvexného obalu
akvi> 0, i= 0,...n, tak r () DKO[V,,...V ]

* invariantnog vzhadom na afinné transformécie
. Z_O B, (HwV, zi”o B, (OWT(V,)
2o Ba W 2B (W

* interpoléacia krajnych riadiacich bodov riadiacgtodygénu

(O)_@:WO_\/O:VO r(l)_&:wﬂ_\/“_ N
W(O) v, W@ o w,

» vektor 1.derivacie, vektor daigice

_[ROT _R® WO
[r®)] _{W—(t)} "W r(t) W

V krajnych bodoch:
zadiatok: r'(0)= n4 V,-V,)
W,

0

koniec. r'(})= nW‘l(\/ -V..,).
W,



Racionalne Bezierove kubikyn = 3
Dané su riadiace body; ,i = 0,1,2,3 aich vahys, w;>0, i =0,1,2,3.
Racionélna Bezierova kubika jecené:

> WV,B,(t)

zs wB,(1) :zis:ORg(t)Vi’

r(t) =

pre ktorar (0) =V, r()) =V, ar'(0)= 32 W/, -V,), r') =322 (/,-V,).
W, W,

0

Vahyw, w; >0, i =0,1,2,3, reprezentuju tvarovaci parameter.

Racionalne Bezierove kvadratické krivkyn = 2

Dané su riadiace body; ,i =0,1,2, aich vahw, i =0,1,2.
Racionalna Bezierova kvadraticka krivka jéana:
2

() = 2"ViBe®) | @0 WV + 2D Wy
ZiZ:O\NiBlz(t) (L-t)*w, + 2 (1-t W, +t2w,
Kazdéa krivka parametrizovana v kvadratickom raciooé Bezierovom tvare je kubeseka.
Typ kuzéose&ky mbéZzeme Uit pomocou menovaka:
W(t) = (1_t)2W0 +2(1-t )N1+t2W2 = (Wo_ 2N1+W2)2 + 2(’V1_W0) TW,= C

[ 2
_ (Wo_Wl)i W —W W,

Korene rovnicet,, = a typ kuzéoseky:
W, — 2w, + W,

Ak :w? =w,w,< 0, tak elipsa
w,” —w,w,= 0, tak parabola
w,” —w,w,> 0, tak hyperbola.
Z pouzivatéského fiadiska je vyhodné valiwy =w, =1, potom pre vahw;:
s W’ < 1= elipsa,
« w;? = 1= parabola
« w? > 1= hyperbola.
* w; = 0 krivka je Us&ka VoV,
* w; < 0 vyvolava singularity, vyhodné je potizri ,celej” krivke (elipse).

Volba vahyw; pre jednotlivé kuZéoseky nie je pre dizajnérov vhodnym nastrojom. Prénne

vyhodnejSie zvoti kuzd'ose&ku vyberom ,tretieho* bodu napt.= %:



1 1
r(l)_R(z)_z(VO-'-VZ)-'-Wl\/l_ 1 VoW
2 W(E) 1+w, T+w,  w,
2

Ozna&me 1 1 =s, tento parameter vyjadruje linearnu interpolaceda bodmiM aVi:
1

r(%)=(1—s)l\/l +§/,=5

a je vhodny nastroj pre dizajnéra, ktory pohybordudd doV;:
es=0- l:lSékaVoVZ

* O<s<?¥ -elipsa

*s=% - parabola

* ¥xs<0 - hyperbola.

Vy¢isPovacie algoritmy

Racionalne Bezierove krivky poskytuju pouzivata v&Siu flexibilitu v krivkovom dizajne ako
pri pouziti celistvych Bezierovych kriviek. K zadgrmpostupnosti riadiacich bod&% ,i = 0,...n,
existuje nekonane vé'a racionalnych Bezierovych kriviek, ktorych tvar detujeme pomocou
vahw;, w; >0, i= 0,...n,. Ak sa upravi vadha niektorého z riadiacich bodwreni sa cela
Bezierova krivka, ale predpokladanym spdsobomtighmutie/odtl&enie).

Na vy¢islovanie racionalnych Bezierovych kriviek sa pouBasteljau algoritmus, existuju dve

mozZnosti aplikacie:

1. Celistyym CA aplikovanim na krivkR(t): Vypocitame bodR(t) O E*, t0(0,1) a jeho
stredovy priemet ziskame vydelenim prvych troclagaic bodwR(t) jeho Stvrtou

stradnicou.
2. Zrealizujeme CA\E* s vrcholmi V" = (wx,wy,,wz,w )= (WV, ,w ) a medzivrcholy

ziskané v jednotlivych krokoch ihdigoremietneme do nadroviny/ = 1. Vysledkom je

algoritmus:
RCA:
Vstup: RB:V,,V,,.V, ;vahyw, w, ,.w, atO( 0,
Telo:

0 :w(@)=w,V’u)=V,, i=0,1.n

¢ TW () = (- 0Ow ) +w (),
- ey= AW OV W)+ WOV
Vi )= o

r=21,.n:i= 0,1,.n-r

n :r(t) =V (t)- bod krivky prislichajlci paramettu



Racionalne B-splajn krivky - NURBS krivky

NonUniform RationalB-spline Curv& (sttas’ normy IGES pre krivkovy dizajn, literatdra:
LesPiegl, WayneTiller : TheNURBS Book, Springer 1997)

Dané su riadiace body; ,i=0,...n, V,(x,V.,z) aich vahyw, w;>0, i = 0,...n, teda ich
rozSirené afinné suradnic®,” = (Wx,wy,, Wz ,w)= WV, ,w).
N; ,(u) - B-splajnove funkcie stufa p definovane na uzlovom vektoke ={u0, ,um} )

NURBS-krivka stupiap je definovana:

> WVIN () N, (U)W
2N, (W) ZT:oWi N, (u) |

su racionalne polynomy a funkdig,(u) su B-splajnové funkcig®.

s(u) =

=>" R,()V, kde R, () ub(ab) =(u,, Uy, ),

Vlastnosti racionalnych funkci , (u)

* nezapornds: Rip(u) = 0, pre vsetky, p, uD<ui,ui+p+l) akw; >0

« rozklad jednotkypre kazdéuO(u,u,): > R (u)=1

j=i-p

« lokalny nost: R (u)=0, preu D<ui ,ui+p+1>

- pre kazdé > 0 funkciaR(u) ma jedno maximunu0(u,, ., )
* spojitos’: ak vnitorny uzol, méa nasobnask , tak funkciaR (u) je v bodeu=u, CP™

spojita a vSade inde j&” spojita (len mimo uzlov).
* w =1 i=0,..n, takRp(u) = Nip(u) t.j. B-splajnové funkcie su Specialny pripad oadlnych
zmieSavacich funkcii(u).

Vlastnosti NURBS-kriviek

Pre riadiace body; ,i = 0,...n, vahyw;, w; > 0, i = 0,...n, a uzlovy vektol ={u,, ... u,} ma
NURBS-krivka stugia p vlastnosti:
1° definiény oborfunkeif (kriviek) — intervalD, =(a,b)=(u,.u,_,)

2° lokalne riadeniesegment krivky definovany na interva(ler,um), psr<m-p-1je

ugeny (len) riadiacimi bodmv, _,... V, .

r

3° konvexny obalAk uO(u,,u,,,) a psr<m-p-1, tak 'su)OKO[V,_,, ... .V, ]
4° spojitos: Ak k je nasobnasuzlau=u,, tak s(u) je C*™ spojitd vu=u, a C”spojita

mimo uzlov
5° invariantnog vzh'adom na afinné a projektivne transformacie (Ma@®) 2




Modelovanie NURBS-kriviek

* uzlovy vektor

- otvorenyU :{a, a,..,a,u Unpa DB ,.b} , interpoléacia krajnych riadiacich bodov

VI
- zmeny v uzlovom vektore spbésobia na tvare krivkeay ktoré j@’azko predvida
- za vyhodnejSiu zmenu sa pouziva Boehmov algorivmosenia uzla ( opisany pri B-
splajnoch), ktorym sa zabezpeycislenie novyctp riadiacich bodov (leZia na stranach
pévodného riadiaceho polygénu).
e zmena vahy
s(u) = Zin:o R,(WV, je NURBS-krivka au je hodnota parametra z interva:iLD<uk,uk+p+l> .

Vahaw riadiaceho bod¥y nadobuda hodnoty: Owi < . Uréime pre hodnotu parametra
u=0 body na troch NURBS-krivkach:

P=s(,w,#0,1), R=s,(u,w =0), M =s,(U,w,=1).
Ny, (T)

Ak ozn&imet = av=R,(U), tak méZeme zapita

o Nip(Mw + N, ()
izj=0 1P i kp
M=@A-tR+tV, aP=(1-v)R+w,.BodyV,,R,M P su kolinearne a potom ich dvojpomer:
(VkRMP) :Wk :M:\i_
RM RP

Pre modelovanie:

° ak vahan riadiaceho bod¥ sa zv&Suje/zmenSuje, tak hodnota parametsa
zv&sSuje/zmensSuje a krivka je pakované/odtl&ana vziiadom na riadiaci bod

° ak bodP sa pohybuje po uske incidujucej bodonVy , tak krivka meni tvar predpoklada-
nym spésobom

° ak bodP “dosiahne” bodVy, takv — 1 a wy — oo.

Vy¢isPovacie algoritmy

Racionalny De Boorov algoritmus predistovanie bodov NURBS-krivky
0° Preuld{u,,u_,): V2(U) =V, wUu)=w, i=r-p,.r

_ u-u
al(u) = :
u -u

oW () =[1-a U)W ) +a) (uw ),
W UV (U) =[1-a (u) ] w3 V3 )+ o) w v ),

prej= 0,Lp. i=r—-p+j ,,r.,

p :s(u) = VP(u).






