3. PLOCHY URCENE RIADIACOU SIEFOU
PLOCHY TENZOROVEHO SUINU

Princip vytvorenia: nech

GO
Gl
GZ
GS
je kubicka krivka s riadiacimi prvkan®,,i =0,1, 2,5 Prvky v geometrickej mati¢s vytvoria
pre parametev0(0,1) kubickd krivku

r(uy=U.M.G=UM,| *|,u0(0,}
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G(V)=V.M.g=V.M| 2| i=0,1,2,"

Teda plocha ma vektorovua rovnicu:

Gy (V)
G,(v)
G,(v)
G,(v)
Vieme, Ze pre siin matic plati (AB.C)' = C'.B. A , teda pre stin (V.M.g)" = g'.M".V' t,|.
GMWM=[g, 9. 9. ). M.V.Po dosadenido rovnice plochy, v) dostaneme:

90 Y01 Y02 Yos
Oo 91 Y2 Y3
920 Yn 92 U
O Ys1 Uz O3

r(u,v) =U.M. ,u,vd(0,3x( 0,}

r(u,v) = U.M. MT VT, uv3(0,3x( 0,1

Po vynasobeni matl¢.M resp. ¥.M)" dostaneme zmieSavacie funkcigu), resp.g, ¢ tj.

90 G901 Yoo Gos|| 94V
ruv)=[6) W L g(g],gw gn glz 313' gf(\\)) i

O30 Y1 O Osaf | 94V
#o(U)-G6 (V). Gt -+ £(W). (V. 6= > (0. 9(V. @

Stin funkcii f;(u).g; (V) sa nazyva ickenzorovy séin. V pripade, Ze obe funkcie su 3. stap
hovorime o bikubickom tenzorovom &te. Prvky g;,i=0,1,2,3, = 0,1,2, v geometrickej
matici uuju riadiacu sie’ plochy



Bezierova bikubicka plocha

ZmieSavacie funkcief, (u), g, (v) su kubicke Bernsteinove polynomy. Teda vektoraxénica:

Voo V01 V02 V03 BO!V)
VlO V11 V12 V13 BAV)
rUV)=[Bo(W B9 B0 BN T 1B.4v)
Vso V31 V32 V33 B3£V)

resp.

rUV) = > B0 Ba(WY, =300 > B(u W, ui(03x( 0}

reprezentujdikubickd Bezierovu plochu

Vlastnosti Bezierovej bikubickej plochy:
* riadiaca sié: body V. ,i =0,1,2,3j = 0,1,2,

ij?




« konvexny obalnezapornas B,(u).B;()=0i=0,1,2,3j = 0,1,2,; (obr. a/By(u).B;(V)
b/ Bys(U). Bis(V)

a/ b/

. 3 3
rozklad jednotkyzzizozjzol3,3(u). Bi(V=1
Bezierova bikubick& plocha lezi v konvexnomlehatenom riadiacimi bodmi
V;,i=0,1,2,3j = 0,1,2,
* izoparametrickéiary :
u- diara:v = v

P =320 Be (W BV = XL, BV, TBOU=T W (9 B
je Bezierova kubika s riadiacimi bod, (v, ) = Z?:OVU Ba(\v)

- Clara: u = U

FUaY) = D02 Be (W) Bo(9V, = X0 I, BV, I BOY=21.Q (W) B( )
je Bezierova kubika s riadiacimi bodi@i, (u, ) = Ziovij B.(u)

» okrajovéciary plochy

u- Giary : r(u,0)=3" Bi(uV ru)=Y" By(uyv
v- ciary rOV=3 ,Bs(W, ~— r@v)=3 BV,

* rohové body plochty r(0,0)=V,, r (LOFV 5, r (0,3 ,rn @B ., subody riadiacej
siete, ktoré leZia na Bezierovej ploche t.jcpi ich interpoluje. Ostatné body riadiacej siete
plocha aproximuje.
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» derivacie Bezierovej bikubickej plochy

V smere parametra

VOO VOl VOZ V 03 BO\{V)
or(u,v) [ ' ' ' ' } Vie Vi Vi, V|| ByYY)
=B, (u u . . =
U s (W Ba(U By(9)  By( 0 V,, V.. V., V,I|lB.v
VSO V31 V32 V 33 B3I§V)
By (V.
Al’ovoo Al’o\/m AtV 02 Aty 03 ngé ;
vV
=3[B,,(u) B,(U) By(U][aVy a*V, 2™V, A P
1,0 1 1 1 BZS(V)
2" Vy ,()\/21 AtV 2 A \ 23
Bis(V)
kde 4™V, =V, ,, -V;, . PretoZea"°V; sl vektory, sl uvedené parcialne derivacie Bezaro

plochou 2 x 3 na vektorovej zloZke (nie na bodavej)



V smere parametsa:

VOO VOl V 02 V 03 803 (V)
ar(u, v V,, V,, V,, V B 5(V)
Tl (g ) BY By B[ 0 S e Vel P
ov Vzo V21 \ 22 \ 23 823 (v)
V,, V,, V. V
30 31 32 33 833 (V)
A°’1V AV A0
00 K 0’]\/01 o v 02 Boz(V)
:3[ Bis(U) Bs(u) Bs(Y By l)] o LB BOY
Vzo A ’]\/21 A%V 22| g (V)
A0'1V30 A 0’]\/31 A%V 2 22
kde sV, =V, ,,-V,;, aopd "'V, sl vektory, teda uvedené parcilne derivacie st

Be2|erovou plochou 3 x 2 na vektorovej zlozke.

Vyc¢islime derivacie v rohovych bodoch:
vV smere parametna:

r(0,00=3V1 Vo) Ty LOF 35V )y 0.5 B(sY o)y QA ¥ )

Vv smere parametra:

r(0,00=3Ve V) Iy GOF sV )l y OH B(esY o) w BEX ¥ 2

» zmieSané derivacie Bezierovej bikubickej plochektory twistov

Bys (V)
XU
Bys (V)
| By (V) ]
A"V a™W o 2V, |[BdV)
=3.3B, ) B,(u) B,(U]la™Vy, 2™V, a™V | BYY
A"V, AW, AtV L, || BLAV)
kde 4™V, =V, 4 +V,, aopd 2"V, sl vektory, teda uvedené zmieSané
parC|aIne derivacie su Bezierovou plochou 2 X Xeldorovej zlozke.
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Vektory twistov v rohovych bodoch Bezierovej bikckej plochy:

r,(0,0)= 9™, 1, (LOE QW ., r,, 08 &N ,r , LD ¥ ,



Na obr. A je Bezierova bikubicka zaplata s nulov§wistami (vSetkymi) a na obr. B
s nenulovymi vektormi twistov, ostatné riadiace&ysiete su zhodné
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Obr.A biCB
Vycislovacie algoritmy

Casteljau algoritmus aplikovany na izoparametrick@ry plochy

Casteljau algoritmus bilinearny
Doteraz vySetrované plochy su Specialny pripad-stupiovych Bezierovych pléch :

boa(UV) =" 3" VB (UB.(), MmN ud(0}

pren =1 hovorime o plochach bilinearnych, pre 2 bikvadratickych a pre= 3 o bikubickych.

Bilinearna Bezierova zaplata

Je plocha uena bilinearnou interpolaciou riadiacich boddy,i = 0,1,j = 0,

bl,l(u:V) = Zil:oZ?:oVij 31( u) 31( V=01~ y@- W oot (- yv ot @ Yy 16t Mllz
Vo Vo ll1-V
:El_u U]|:V10 V11:||: v }



2]
=]
[a]
[B]
[P]
[H]
[1.
2]

Té&to plocha sa povaZuje za najjednoduchSiu ploshéjgjucu” Styri dané body v priestore. Je to
priamkova plocha, jej okrajovéary su Useéky, ale aj jednotlivé izoparametrické@ry. Toto
zakladné vyjadrenie bilinearnej interpolacie poerhig akan-ty krok CA reprezentujuci bod
zéplaty prislichajuci parametiy v (0,2)%( 0,3

Bikvadraticka Bezierova zaplata

Parametrické vyjadrenie pre riadiace boWy;i =0,1,2,j = 0,1,z

b, (V) =Y D" Vi B ,(1) B (Y

[N =B =R E

Riadiaca siétejto zaplaty ma deva)odovvij ,i=0,1,2,j = 0,17, medzi ktorymi je osem
okrajovych a jedeiv1; vnutorny. Tieto riadiace body vytvaraju Styri @tierové Stvoruholniky:
VOOVlO\/ Oy 12 V Zly % Yl 2!LV \/01V11V02 ly V 1y ZY 12



Ak chceme uiit bod zaplaty prislichajici bodu v(0,1)x( 0,3 , tak aplikujeme na kazdy
4-uholnik bilineéarnu (nie linearnu) interpolaciu.

Ziskame tak body:
Vo, Vg |l1-V V,, V|1V
Voo (u,v) =[1-u u][ % 01}{ } Vor(u,v) =[1-u u][ o OZM }
Vie V]l Vv Vii V|l Vv
V,, V,|l1-Vv V,, V,|l1-v
Vi) =[1-u u][ . M } Vi) =[1-u u]{ 3 }[ }
V20 V21 A V21 V22 v

Ak na tieto Styri interpolanty opéplikujeme bilinearnu interpolaciu, tak dostandyod zaplaty:
Vo (u,v) Va(u, 1-v
VEuW=[i-u ) Y Ve Y
VlO (U,V) Vll(u’ V) \
odpovedajtci parametru, v3{0,1)%( 0,3

Bikubicka Bezierova zaplata

Riadiaca si#¢ ma bodyV,,i =0,1,2,3j = 0,1,2, a parametrické vyjadrenie:

by 5(u,v) = Z?:OZ?:O Ba(U- Bo(VY,

5]
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Téato zaplata je ¢en& 16-timi riadiacimi bodmi, ktoré dia:
« devd priestorovych Stvoruholnikov:
VooV o 12V ¥ ¥ Vi A Mo VaoVay s
VOlvly Oy 12V M M \.{2 M \/21V31V22 3
VooVl o 13V ¥ ¥ Yo A Vo VapVos
ktoré bilinearnou interpolaciou pta, v) urcia
* devd interpolantov:



Voo ViV 26
VIV 3
VERVI 3
ktoré opd urcia Styri priestorové stvoruholniky, ktorych bilimagmi interpolantami su
« Styri body:
VEVEV
ktoré pomocou bilinearnej interpolacieiar

» bod:Vyy, ktory je bodom plochy a patri parametrvd(0,1)x( 0,3 tj. plati
by a(U, V) =Veo(U V).

CA algoritmus ma tvar:
Vstup' riadiace bodyw

MRVl (TRY) VAP

,,1=0,1,2,3j = 0,1,2,, parameteu, v (0,1 x( 0,}.
i=0,1,2,3j= 0,12,

Vo) VEi(uy |[1-
U] VI?&J(U’V) V|224+1(u’v)

V”(u, V) ViL(uy) | {1—v
VIJ:F]i](u7V) Vlilld+1(u V)_

VZZ(U!V) VI ]+l(u V) |:1_V
V|-2+?.] (U, V) V| iij +1( U, V)_

Vystup: b, ,(u, V) = Vo (U, V)

ij?

°: ViU,V =[1-u V};i=0,1,2,j: 0.1

\

*: VAU V) =[1-u 4 ;i=0,1,j=10,1,

3° 1 Vauv)=[1-u

<

}; i=0, j=0



B-splajnova bikubicka zaplata

ZmieSavacie funkcief, (u), g, (v) st B-splajnové kubicke funkcie . Teda vektorowdnioa:

Voo Var Viz Vsl | NofV)
Vie Vi Vi V|| Nyv)
SWV=[Ns(W N() N NGO 0 P )
Voo Va Vi Vg [ N3{V)

resp.

SV =202 NN (9, =350 5T N (U WY u@(0.4x( 0]

reprezentujdikubickd B-splajnovu zaplatu

Vlastnosti B-splajnovej bikubickej zaplaty:
* riadiaca sié: body V. ,i =0,1,2,3j = 0,1,2,

j?

* konvexny obalnezapornas N;(u).N,;(=0i=0,1,2,3j = 0,1,2,;

. 3 3
rozklad Jednotky:zi:ozj:O N5 (U).N;;(Y =1
B-splajnova bikubicka zaplata lezi v konvexnoipale uéenom riadiacimi bodmi
V.,i=0,1,2,3j = 0,1,2, riadiacej siete.

ij?
* izoparametrickéiary :
u- diara v = vk

S(UM) = 22 Na (NS = 0 I, NV TN =20 W () NC )




. . , . . . .. o 3
je B-splajnova kubika s riadiacimi bodiW, (v, ) = Z]_:OVij N;s(\)
W diara :u = Uy
3 3 3 3 3
(U, V) :Zi:O i=0 N5 (Y)- I\IJS(\b\/Ij :Zj:O[Zi:O N, ( U)Vu . ',\Is( y:Zj:OQj (Y N( )
. . - . . . .. . 3
je B-splajnova kubika s riadiacimi bod@i (u, ) :Zizovii N;s(Y)
« okrajovéciary zaplaty

u- ciary : s(u,0) s(u,1)
V- diary : s(0,v) s(d,v)

* rohoveé body zéplaty s(0,0), s(1,0), s(0,1), s (1.

Sdbor Plocha O programe

O|e?

B-splajnova plocham x n

B-splajnova bikubicka zaplata mozerhgdnym segmentom B-splajnovej plochy s riadiacou
sieou bodovV,,i =0,...m,j = 0,...n, ktora je definovana:

ij 1
SCAVED I I HC R HEAY
s uzlovymi vektormiU ={ug,...u} ,r=m+ p+1, v={y,.\} . r ¢ .

V naSom pripadep = g = 3. Konstrukcia a vlastnosti B-splajnovych pléatyc¢islovanie bodov
plochy pomocou de Boorovho algoritmu, ktory smensedli pri B-splajnovych krivkach je
v pracach: Piegl: The NURBS-book; Hoschek, Lagsendamentals of CAGD a inych.



Raciondlna bikubickd Bezierova a B-splajnova zaplta

V sulade s konStrukciou racionalnych Bezierovy@tsplajnovych kriviek, teraz riadiace body
sieteV,,i =0,1,2,3j = 0,1,2, doplnime vahamu;, w; >0, a ziskame rozSirene afinné

ij?

suradnice riadiacich bodov sieté” = (w, X% , W y, W;z, W)= (WY ,; W).

Racionalna bikubicka Bezierova plodesastredovy priemet Bezierovej plochy tenzorového
si&inu:

M) =0 > B(U-B(WY,Y uI(0,3x( 0

do nadroviny s rovnicow = 1:
20 2Bl BV WY, _
2020 Ba(W Ba(V-

r(u,v) =

BI3(U)BJ3(\/)W
> > Ba(u).By(V. W,

su racionalne funkcie, ale nie stEswm zmieSavacich funkcii. Teda ploat(a, v) nie je

plochou tenzorového siinu ale plocha"(u, v) je plochou tenzorového &au.
Predpokladajme, ze vahy > 0 pre kazdé, j, potom vlastnosti uvedene pri

neracionalnych Bezierovych plochach mbzeme u\a¢pri racionalnej Bezierovej ploche:

* riadiaca sié

* konvexny obal

* izoparametrickéiary

» okrajovéciary plochy

* rohové body plochy

=Y o X R (WYY uD(03x( 01 kde R (u Y=

Vy¢isl'ovanie bodov
— racionalny Casteljau algotitmus je aplikovany meparametrické€iary plochy.

NURBS- bikubické zaplataa ziska ako stredovy priemet segmentu B-splajipeehy:
S'UY) =X N (- Ns (0 wd{0)x( 0

do nadroviny s rovnicow = 1:

Do Ma(W)-Ns (- WY,

Do o Nia(W)N (V. vy

3 3 Ni (). N;3(V). oy

= oo UV ud(0,2%( 0,1 kdeR, (U V) = ———=3 :
N 002 Do Do Nes (W) N (9. w,

Vlastnosti tejto zaplaty ako segmentu NURBS-plostyodrobne uvedené v praci Piegl: The
NURBS-book.

s(u,v) =




