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III. PODOBNOSTNÉ  ZOBRAZENIA

1.
Základné vlastnosti podobnostných zobrazení

Definícia 1.1:   Zobrazenie f : En(E(m  sa nazýva podobnostným, ak existuje kladné číslo k tak, že pre každé dva body X,Y ( En platí:


                         (f(X)f(Y)( ( k .(XY(
Číslo k nazývame koeficient podobnostného zobrazenia.

Poznámky: 

1) Každé zhodnostné zobrazenie je podobnostné s koeficientom k ( 1

2) Ak k ( 1, hovoríme o vlastných podobnostných zobrazeniach.

3) Podobne ako pri zhodnostných zobrazeniach sa ľahko dokáže, že podobnostné zobrazenie je injektívne.

(  f(X) ( f(Y)  (   (f(X)f(Y(( 0 ( k. (XY( (  (XY(( 0 (lebo k(0)  (   X (Y ).

4) Ak f : En(En je rovnoľahlosť so stredom O a koeficientom k, potom z vlastností 

       dilatácií vieme, že pre ( X,Y( En :  f(X) ( f(Y) ( k.(X ( Y) , čiže

                                                                   (f(X)f(Y)( ( (k(. (XY(, čo znamená, že 

      zobrazenie f je podobnostné s koeficientom  (k(.

Definícia 1.2:   Bijektívnemu podobnostnému zobrazeniu hovoríme podobnosť.

Veta 1.1:   Nech f : En(E(m  je podobnostné zobrazenie s koeficientom k ( 0 a  g : E(m(E((p  je podobnostné zobrazenie s koeficientom h ( 0. Potom  g°f : En(E((p  je podobnostné zobrazenie s koeficientom  kh.

Dôkaz:   

     Platí:        (X, (En  je   (f(X)f(Y)( ( k.(XY(
            (f(X), f(Y)(E(m  je (g(f(X))g(f(Y))( ( h.(f(X)f(Y)(
     čiže    (X,Y(En  je  (g(f(X))g(f(Y))( ( h.( f(X)f(Y)( ( k.h (XY(
Dôsledok:   Zloženie rovnoľahlosti a zhodnostného zobrazenia je podobnostné zobrazenie. 

( Pri skladaní zobrazení v ľubovoľnom poradí.)  

     Otázka je, či sa dá každé podobnostné zobrazenie rozložiť na rovnoľahlosť a zhodnostné zobrazenie. Odpoveď dá nasledujúca veta.

Veta 1.2:   Každé podobnostné zobrazenie  f : En(E(m s koeficientom k sa dá vyjadriť ako zloženie rovnoľahlosti priestoru En a zhodnostného zobrazenia z En(E(m.

( Alebo:  Každé podobnostné zobrazenie f : En(E(m s koeficientom k sa dá vyjadriť ako zloženie zhodnostného zobrazenia z En(E(m a rovnoľahlosti E(m . )

Dôkaz:   Dôkaz urobíme len pre prípad rozkladu na rovnoľahlosť v priestore En a zhodnostného zobrazenia z En do E(m. Druhý prípad sa dokazuje analogicky.

      Nech f : En(E(m je podobnostné zobrazenie s koeficientom k ( 1. Zvoľme ľubovoľný bod O za stred rovnoľahlosti g s koeficientom 
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 v priestore En. Potom pre všetky body X,Y z En
platí:

                 (g°f(X)g°f(Y)( ( (f(g(X))f(g(Y))( ( k.(g(X)gY)( ( k. 
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Čiže zobrazenie g°f : En(Em( je zhodnostné zobrazenie. Označme ho h.  

Potom  h ( g°f  (  f ( g(1° h  (  f je zložením zhodnostného zobrazenia h: En(E(m a rovnoľahlosti  g(1 v priestore En, ktorej koeficient je k. 

Dôsledok:   Každé podobnostné zobrazenie je afinné zobrazenie.


V ďalšom uvedieme niektoré kritériá, kedy afinné zobrazenie je podobnostné.

Veta 1.3:   Afinné zobrazenie f : En(E(m je podobnostné s koeficientom k práve vtedy, keď jeho homogénna zložka f° spĺňa podmienku:

                                         ( x(V(En): (f°(x)( ( k.(x(
Dôkaz:   

      a)  Nech  f je podobnostné zobrazenie. Z predchádzajúcej vety vieme, že  f  je zložením zhodnostného zobrazenia a rovnoľahlosti, čiže f(g°h. Potom

                (f°(x)( ( ((g°h)°(x)( ( (h°(g°(x))( ( (h°(k.x)( ( (k.h°(x)( (  k.(x( 

      b) Nech homogénna zložka zobrazenia  f spĺňa podmienky vety. Potom

 ( X,Y(En :(f(X)f(Y)( ( (f(Y) ( f(X)( ( (f°(Y ( X)( ( k.(Y ( X( ( k.(XY(
Veta 1.4:   Afinné zobrazenie  f  je podobnostné s koeficientom k práve vtedy, keď f° spĺňa podmienku:   ( x,y(V(En) :  f°(x)(f°(y) ( k2(x(y).

Dôkaz: 

a)  Nech f je afinné a spĺňa podmienku vety. Potom  ju spĺňa aj pre dvojicu vektorov  x,x.
                           f°(x)(f°(x) ( k2((x(x)

                             (f°(x)(2 ( k2(x(2
                             ( f°(x)( ( k((x( ,  k(0 

čo je podmienka vety 1.3, a teda f je podobnostné.                               

b)  Nech  f je podobnostné s koeficientom k ( 0 , potom ( x(V(En):( f°(x)((k(x(
            f°(x)(f°(y)   ( 
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((f°(x ( y)(2 ((f°(x)(2 ( (f°(y)((  (  

                               (  
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( k2(x ( y(2 ( k2(x(2 (  k2(y(2( (
                               (  
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k2(((x ( y(2 ((x(2 ((y(2 (  (   k2( (x(y)  

Veta 1.5:   Nech A0, A1, ..., An sú lineárne nezávislé body v En a B0, B1, ..., Bn lineárne nezávislé body v Em´. Potom existuje jediné podobnostné zobrazenie f : En ( Em´ , v ktorom  f(Ai) ( Bi  , pre i ( 0,1, ..., n  práve vtedy, keď existuje k ( 0 , že pre (i,j((0,1, ..., n( platí:                                                                                                                                                                                                                                    

                                  (BiBj((k(AiAj(.
Dôkaz:   

      a)  Dokážeme najprv existenciu zobrazenia. 

      Nech  R : En( En  je ľubovoľná rovnoľahlosť s koeficientom k a Ai´ sú obrazy bodov Ai  v tejto rovnoľahlosti ( tieto body sú lineárne nezávislé, lebo rovnoľahlosť je bijektívne zobrazenie). 

       Potom zrejme  (Ai(Aj(( (  k(AiAj( ( (BiBj( pre (i,j ( 0,1, ..., n,  čiže existuje zhodnostné zobrazenie Z : En ( Em(, určené bodmi A1(, ..., An( a ich obrazmi B1, ..., Bn  . Potom zobrazenie f ( Z°R  je podobnostné z En ( Em( , pre ktoré je f(Ai) ( Bi  pre ( i (1, 2, ..., n. 
b) Jednoznačnosť  

      Nech existujú dve podobnostné zobrazenia  f a f ( s touto vlastnosťou. Vieme, že ľubovoľný bod X( En  môžeme písať ako X ( A0 ( x1(A1 ( A0) ( x2(A2 (A 0)((( ( xn(An(A0),  kde x1,...,xn ( R. Potom

     f(X)  (  f(A0 ( x1(A1 ( A0) ( ((( (  xn(An ( A0)) ( B0 ( x1(B1 ( B0) ( ((( ( xn(Bn ( B0) (
               ( f ((A0) ( x1(f ((A1) ( f ((A0)) ( ((( (  xn(f ((An) ( f ((A0)) (
               ( f (( A0 ( x1(A1 ( A0)  ( ((( (  xn(An ( A0))  (  f ((X)  

platí pre všetky body X(En , čiže zobrazenia  f a f ( sú totožné.

Dôsledok 1:   Ak A0, A1, ..., An ( En,  B0, B1, ..., Bn ( Em( sú dve lineárne nezávislé množiny bodov, že pre všetky i, j, i(j je (A0Ai(((A0Aj(, A0Ai(A0Aj  a (B0Bi(((B0Bj(, B0Bi(B0Bj , tak existuje práve jedno také podobnostné zobrazenie f: En(Em(, že f(A0) ( B0  a f(Ai) ( Bi  pre všetky i 

Dôkaz:  Trojuholníky A0AiAj a B0BiBj sú rovnoramenné pre všetky i ( j, teda platí:                    
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                                  z čoho po úprave  
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Ak podiel 
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 označíme k,  potom pre všetky  i = 1, ...  n je (B0Bi(( k(A0Ai( 

      Trojuholníky A0AiAj a B0BiBj sú aj pravouhlé, teda podľa Pytagorovej vety platí:

(BiBj(2 ((B0Bi(2 ((B0Bj(2 ( (k(A0Ai()2 ( (k(A0Aj()2  ( k2((A0Ai(2 ( (A0Aj(2 ( ( k2(AiAj(2, 

čiže  (BiBj( ( k. (AiAj(, k ( 0 pre všetky i ( j , čo znamená, že uvažované množiny bodov spĺňajú predpoklady vety 1.5.  

Dôsledok 2:    Nech  (A0, e1, ..., en(,  (B0, d1, ..., dn(  sú také dva ortogonálne repéry v priestoroch En a Em( , že (ei(((ej(, (di(((dj( pre všetky i,j. Potom existuje jedno také podobnostné zobrazenie f  z En do Em( , že f(A0) ( B0 a f(ei) ( di pre všetky i((1, 2, ..., n(. 

Dôkaz:   Ak položíme Ai ( A0 ( ei ,  Bi ( B0 ( di pre i((1, 2 , ..., n(, potom zrejme množiny bodov A0, A1, ..., An a B0, B1, ..., Bn  spĺňajú predpoklady dôsledku 1 , a teda platí tvrdenie .
Veta 1.6:   Injektívne afinné zobrazenie f  je podobnostné práve vtedy, keď jeho homogénna zložka f° zachováva veľkosť uhlov vektorov.

Dôkaz:   Pod uhlom dvoch vektorov rozumieme uhol z intervalu  (0,((.

a) Nech  f je podobnostné zobrazenie. Potom pre ľub. dva vektory u, v ( V(En) platí

                 cos((f°(u), f°(v)) (
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,

(

cos

  

   

  

  

k

k

)

(

k

  

  

)

(

)

(

)

(

)

(

2

v

u

v

u

v

u

v

u

v

u

v

u

v

u

Ð

=

×

×

=

×

×

×

×

=

°

×

°

°

×

°

f

f

f

f



 EMBED Equation.3  [image: image11.wmf], čiže

                                                  ((f°(u), f°(v))  (  ((u, v)  na intervale (0,((.

b) Nech  f° zachováva veľkosť uhlov vektorov. Nech ďalej  e1, e2, ..., en  je ortonormálna báza priestoru V(En) a nech f°(ei) ( di pre (i((1,2,...,n(. Pretože ei ( ej , je aj  di ( dj  pre (i,j ((1, ..., n(, i (j . Tiež uhol vektorov ei, e1 ( ei  sa musí rovnať uhlu ich obrazov di, d1 ( di . Rovnajú sa aj ich kosínusy.  

                                   

            e1(ei                                     cos ((e1,e1(ei)  (  cos ((d1,d1(di)   

                            e1                     
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       Po úprave a dosadení  (ei(( 1 ,  e1( ei ( d1( di ( 0 pre všetky  i ( 1  dostávame
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(d1(  a po umocnení              

                                   (d1( di)(( d1( di) ( 2((d1(d1)

                     (d1(d1) ( 2((d1(di) ( (di(di) ( 2( (d1(d1)

                                                    (d1(d1) (  (di(di)      

                                                      (d1(((di(     pre (i((1,2,...,n(.

      To znamená, že dĺžky vektorov  d1, d2, ..., dn sú rovnaké. Zobrazenie f° má potom tú vlastnosť, že ortonormálnu bázu e1, ..., en  zobrazí na navzájom kolmé vektory, ktoré majú rovnakú dĺžku. K nemu prislúchajúce afinné zobrazenie f je podľa dôsledku 2 za vetou 1.5 podobnostné zobrazenie. 

Veta 1.7:   Nech  f : En(Em( je  afinné zobrazenie s analytickým vyjadrením  Y ( A(X ( M  v nejakej kartézskej súradnicovej sústave. Potom f je podobnostné práve vtedy, keď  existuje kladné reálne číslo k tak, že AT(A ( k2( En , kde En je jednotková matica stupňa n.

Dôkaz:  

a) Nech platí  AT(A ( k2( En , k(0. Potom pre homogénnu zložku f° danú analyticky Y ( A(X platí tiež AT(A ( k2( En .

Potom (y(2 ( (y1,y2,...,yn) ( 
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( YT(Y ( (XT(AT)((A(X) ( XT((k2En)(X ( k2((XT(X) ( k2((x( , čo je kritérium podobnostného zobrazenia.

b) Nech f je podobnostné zobrazenie s koeficientom k ( 0. Z vety 1.2 vieme, že f ( h°g, kde h je zhodnostné zobrazenie a g je nejaká  rovnoľahlosť s koeficientom k. Potom analytické vyjadrenie zhodnostného zobrazenia h je Z ( BY(M  , kde BT(B ( En  a analytické vyjadrenie rovnoľahlosti g je  Y ( k(En(X . Zobrazenie f má potom analytické vyjadrenie


Z ( B((k(E(X) ( M ( k(B((BT(B)(X ( M ( k((B(BT)(B(X ( M  ( (k(B)(X ( M  , pričom

                       (k(B)T((k(B) ( k2((BT(B) ( k2(En  a to sme chceli dokázať.

Veta 1.8:   Množina všetkých podobností na priestore En tvorí grupu.

Dôkaz:   Pretože podobnosti sú bijektívne zobrazenia, ku každej podobnosti existuje inverzné zobrazenie a ľahko sa ukáže, že je to podobnosť na En . Neutrálny prvok je identita na En, lebo každá zhodnosť je zároveň aj podobnosťou.  Z vety 1.1 ďalej vyplýva, že zložením dvoch podobností na En je podobnosť na En.   

Veta 1.9:   Každá vlastná podobnosť  priestoru En má práve jeden samodružný bod. 

Dôkaz:   

      Nech f je vlastná podobnosť s koeficientom  k ( 1,  A  (  
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je matica zobrazenia.  Nech ( (1 je koreňom jej charakteristickej rovnice.  Potom existuje vektor  x(V(En), že f°(x) ( x, a teda aj  ( f°(x)(((x(.  Z vlastností podobností vyplýva, že  

( f°(x)(( k((x(. Čiže  k((x(((x(, a teda  k (1  , čo je spor s tým, že ide o vlastnú podobnosť.

      Teda ( (1 nie je koreňom charakteristickej rovnice zobrazenia f.   Inými slovami : 
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      To znamená, že determinant sústavy rovníc pre  hľadanie samodružných bodov je rôzny od nuly, a teda sústava lineárnych rovníc má práve jedno riešenie.

2.   Podobnosti v rovine.

      Vieme, že každá podobnosť sa dá zložiť zo zhodnosti a rovnoľahlosti, ktorej koeficient sa rovná koeficientu danej podobnosti. Ďalej vieme, že zložením dvoch priamych alebo nepriamych zobrazení dostávame priame zobrazenie a zložením priameho a nepriameho zobrazenia dostaneme nepriame. ( Modul zloženého zobrazenia je súčin modulov pôvodných zobrazení.) V ďalšom sa budeme zaoberať podobnosťami v rovine a pretože klasifikáciu zhodnostných zobrazení sme urobili v predchádzajúcej kapitole ( v rovine priame zhodnosti sú identita, posunutie, stredová súmernosť , otočenie  a nepriame zhodnosti sú osová súmernosť a posunutá osová súmernosť), skúmajme teraz rovnoľahlosť v rovine. 

      Ak rovnoľahlosť f v rovine  má koeficient rovnoľahlosti k, jej matica zobrazenia je 
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  (  k2  ( 0    , čiže rovnoľahlosť v rovine je priama podobnosť.

      Záverom môžeme povedať, že zložením rovnoľahlosti s priamou zhodnosťou je priama podobnosť a zložením rovnoľahlosti s nepriamou zhodnosťou je nepriama pododnosť.

(Ide o skladanie zobrazení v rovine, v trojrozmernom priestore je situácia iná, lebo tu rovnoľahlosť môže byť priama aj nepriama. Pri počítaní modulu ide totiž o determinant tretieho stupňa.)

Veta 2.1:   Každá priama vlastná podobnosť v rovine, rôzna od rovnoľahlosti sa dá písať ako zloženie rovnoľahlosti a otočenia v rovine a každá nepriama podobnosť je zloženie rovnoľahlosti a osovej súmernosti.

Dôkaz:    Skúmajme zloženie rovnoľahlosti postupne s každou zhodnosťou v rovine.

a) Najprv s priamymi zhodnosťami: Vieme z predchádzajúceho, že zložením rovnoľahlosti a identity, rovnoľahlosti a stredovej súmernosti alebo rovnoľahlosti a posunutia ( v akomkoľvek poradí) je vždy rovnoľahlosť. Nový typ podobnosti dostaneme len v prípade zloženia rovnoľahlosti a otočenia o uhol rôzny od 0°, 180°, 360°, ak uhol otočenia berieme len z intervalu (0°, 360°(.

b) V rovine poznáme len dva typy zhodností: osovú súmernosť a posunutú osovú súmernosť. Pretože zložením rovnoľahlosti a posunutia je opäť rovnoľahlosť, v obidvoch prípadoch ide o zloženie rovnoľahlosti  a osovej súmernosti, čo je tiež pre nás nový typ podobnosti, a to nepriamej.

Definícia 2.1:   Podobnosť, ktorá sa dá zložiť z rovnoľahlosti a otočenia sa nazýva centrálnopodobná rotácia ( označujeme CPR ) a podobnosť, ktorú môžeme písať ako zloženie rovnoľahlosti a nadrovinovej súmernosti,  nazývame centrálnopodobná symetria ( označujeme CPS ).

Vidíme, že v rovine existujú len tri typy podobností: rovnoľahlosť, centrálnopodobná symetria  a centrálnopodobná rotácia.

3.   Analytické vyjadrenie podobnosti v rovine.
      Nech f je ľubovoľná podobnosť v rovine. Potom je už buď rovnoľahlosť a my poznáme jej analytické vyjadrenie alebo sa dá rozložiť na rovnoľahlosť g a zhodnosť h. Čiže

                                      f  ( g(h   alebo   f ( h(g  

Nech g ( 
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     (h je priama zhodnosť)

                                             alebo     h ( 
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   (h je nepriama zhodnosť)

Zložením priamej zhodnosti h a rovnoľahlosti g dostaneme:

 f  ( 
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  ,  čo po preznačení môžeme písať v tvare   
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      Ľahko zistíme, že zložením rovnoľahlosti g a zhodnosti h ( čiže v opačnom poradí ), dostaneme také isté vyjadrenie podobnosti f.  Ak budeme s rovnoľahlosťou  g skladať nepriamu zhodnosť ( nezáleží na tom v akom poradí ), jednoduchým výpočtom dostaneme vyjadrenie podobnosti f v tvare   f  ( 
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     Záverom môžeme povedať, že analytické vyjadrenie podobnosti v rovine má práve jeden z uvedených tvarov, kde a,c,A,B  sú reálne čísla, pričom (a,c) ( (0,0). Ak  c ( 0, dostávame analytické vyjadrenie rovnoľahlosti.
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