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II. ZHODNOSTNÉ ZOBRAZENIA

      Všetky ďalšie úvahy sa budú týkať euklidovských priestorov; tj. predpokladáme, že na vektorovej zložke je zavedený skalárny súčin vektorov.

1. Základné vlastnosti zhodnostných zobrazení.

Definícia 1.1:   Nech E, E( sú dva euklidovské priestory. Zobrazenie f: E ( E( sa nazýva zhodnostným (alebo izometrickým ), ak spĺňa podmienku:

                                  ( X,Y( E :  (f(X)f(Y)( ( (XY(  

Poznámka:    Z definície priamo vyplýva, že zhodnostné zobrazenie je injektívne, lebo  

f(X) ( f(Y)  (  (f(X)f(Y)((0  (  (XY((0  (  X ( Y  , kde X,Y sú ľub. body priestoru E.

Veta 1.1:   Každé zhodnostné zobrazenie je afinným zobrazením.

Dôkaz:   Nech A,B,C(E sú tri  navzájom rôzne kolineárne body, pričom nech C je vnútorným bodom úsečky AB, tj. 

             (AB( ( (AC( (  (CB(                
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      Označme  (ABC) ( (   a vzhľadom na voľbu bodu C je ( ( 0 .  Pretože f je injekcia nemôže byť  f(A) ( f(B) ( f(C) , a teda stačí ukázať, že zobrazenie f zachováva deliaci pomer.

a) Najprv ukážeme, že f(C) je bodom úsečky f(A)f(B). Rovnosť (AB( ( (AC(( (CB(
môžeme prepísať ako (f(A)f(B)( ( (f(A)f(C)( ( (f(C)f(B)( , pretože f je zhodnostné zobrazenie. To ale znamená, že f(C) je bodom úsečky f(A)f(B)  ( inak by platila trojholníkova nerovnosť ).

b) Má zmysel počítať deliaci pomer    (( ( (f(A)f(B)f(C))   

                                                 f(C) ( f(A) ( ((( f(C) ( f(B))    a

                                                ((((( 
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      Z časti a) vieme, že obidva deliace pomery majú záporné znamienko, a teda  (( ( ( a  f je afinné. 

      Práve dokázaná veta hovorí, že každé zhodnostné zobrazenie je afinné, a preto preň platia všetky vlastnosti dokázané pre afinné zobrazenia. Tiež mu prislúcha asociované zobrazenie f°.

( Ale zrejme má nejaké vlastnosti navyše, ktorými sa budeme zaoberať v ďalšom. )

Veta 1.2:  Afinné zobrazenie f : E(E( je zhodnostným práve vtedy, keď jeho homogénna zložka spĺňa podmienku :   ( x(V(E) : (f°(x)( ( (x(
Dôkaz:   

a) nech f je zhodnostné zobrazenie, potom

      (f°(x)( ( (f(A ( x) ( f(A)( ( (f(A) f(A ( x)( ( (A(A ( x)( (((A ( x) ( A( ( (x(
b)   Nech ( x( V(E) : (f°(x)( ( (x(.  Nech ďalej A,B(E sú ľubovoľné body.  Potom

            (f(A)f(B)( ( (f(B) ( f(A)( ( (f°(B ( A)( ( (B ( A( ( (AB(
Dôsledok:   Ak f je zhodnostné zobrazenie, s vektor patriaci samodružnému smeru, potom pre  vlastné číslo ( prislúchajúce tomuto vektoru platí: (((( 1.

Dôkaz:   s patri samodružnému smeru   (  (f°(s)( ( (( .s ( ( (((.(s(
              f  je zhodnostné zobrazenie      (  (f°(s)( ( (s(                

                               čiže  (((.(s(((s(   (    (((( 1 

Veta 1.3:   Afinné zobrazenie f : E ( E(  je zhodnostné práve vtedy, keď jeho homogénna zložka f° zachováva skalárny súčin vektorov, t.j. 

( x, y ( V(E) :  f°(x).f°(y) ( x.y 

Dôkaz:   

a) Nech f° zachováva skalárny súčin pre všetky dvojice vektorov, teda aj pre dvojicu  x, x .

      Potom platí : 

       f°(x)(f°(x) ( x.x   (  (f°(x)(2 ((x(2  (  (f°(x)(((x(   (  f je zhodnostné zobrazenie. 

b) Nech f je zhodnostné zobrazenie, potom (f°(x)( ( (x( .

      Počítajme       f°(x).f°(y)    ( 
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Dôsledok:   Nech f : E (E( je afinné zobrazenie a  (e1, e2, …, en( báza vo V(En). Potom f je zhodnostné zobrazenie práve vtedy, keď f° splňa podmienku: 

(i,j( (1, 2, …, n( :  f°(ei).f°(ej) ( ei.ej  

Dôkaz:   

a) Ak f je zhodnostné, potom to platí. ( Veta 1.3)

b) Nech platí: f°(ei).f°(ej) ( ei.ej  pre (i,j( (1, 2, …, n( 

Ľubovoľné vektory x, y môžeme vyjadriť ako x ( 
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Veta 1.4:   Nech A0, A1,…, An sú lineárne nezávislé body priestoru En a A0(, A1(,…, An(( E(. Potom nutnou a postačujúcou podmienkou  existencie jediného zhodnostného zobrazenia  f  z priestoru En do E( spĺňajúceho podmienky 

(i) f(A0) ( A0( ,  f(A1) ( A1(, …,  f(An) ( An(  

je platnosť nasledujúcich rovností:

(ii) 
( i,j((0,1,…, n(  :  (Ai(Aj(( ( (AiAj(
Dôkaz:   Treba ukázať, že n(1 lineárne nezávislých bodov  a ich obrazov určuje jediné zhodnostné zobrazenie práve vtedy, ak platia vzťahy (ii).

      Uvedomme si, že v predchádzajúcom dôsledku  ( e1,..., en( bola báza, ale nemusela byť ortonormálna.

a) Nech f je zhodnostné zobrazenie, ktoré spĺňa podmienky (i). Potom je aj afinné, a teda týmito bodmi jednoznačne určené. Ďalej z definície zhodnostného zobrazenia je zrejmé, že platia vzťahy (ii).

b) Nech teraz množiny bodov  {A0, A1,…, An } a {A0(, A1(,…, An(}  spĺňajú podmienky (ii). Potom týmito bodmi je určené jediné afinné zobrazenie f : En ( E(. Treba ukázať, že je zhodnostné.

Nech  ei ( Ai  ( A0 , pre i ( 1,…, n . 
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 tvorí bázu vo V(En).  

 Potom  f°(ei) ( f(Ai) ( f(A0) ( Ai( ( A0( .

(  Použijeme vzorec ( u ( v(2 ( (u ( v)(u ( v) ( (u(2 ( 2uv ( (v(2  ) 

f°(ei).f°(ej)  ( 
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     Na základe predchádzajúceho dôsledku potom platí tvrdenie vety.

Poznámka:  Na určenie zhodnostného zobrazenia na priamke stačí poznať dva body A,B a ich obrazy, pričom úsečky AB a A(B( sú zhodné. V rovine stačí mať dané dva zhodné trojuholníky ABC a A(B(C( ( body trojuholníka ABC sa zobrazia do odpovedsajúcich bodov trojuholníka A(B(C().

Veta 1.5:   Každé zhodnostné zobrazenie zachováva uhly (špeciálne kolmosť) dvoch vektorov, priamok, nadrovín,  priamky a nadroviny.

Dôkaz:   Platnosť tvrdenia dokážeme len pre dva vektory, Ďalšie tvrdenia sú zrejme jeho dôsledkom. Nech  a, b sú ľubovoľné vektory priestoru V(En)  a  f°(a), f°(b) ich obrazy. Potom

         cos
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Veta 1.6:   Dilatácia s koeficientom ( , ((( (1  ( teda posunutie a stredová súmernosť)  sú zhodnostmné zobrazenia. 

Dôkaz:   Ak f je dilatácia, potom f°(s) ( (s, pre (s(V(E),  pričom ((( (1.  Pre ľubovoľné vektory a,b ( V(E)  potom  f°(a).f°(b) ( ((a).((b) ( (2(ab) ( ab  , čiže f° zachováva skalárny súčin vektorov, a teda f je zhodnosť.

2.  Analytické vyjadrenie zhodnostného zobrazenia.

      Pretože všetky nasledujúce úvahy sa týkajú euklidovských prietorov, budeme predpokladať, že body a vektory vyjadrujeme vzhľadom ku zvoleným kartéziánskym súradnicovým sústavám.

     Nech (O, ei( , i (1, 2, …, n je karteziánska súr. sústava v En a (P, aj(, j (1, 2, …, m v Em.

Nech  f : En(Em je afinné zobrazenie s analytickým vyjadrením                       
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symbolicky: Y ( A.X ( B
a  analytické vyjadrenie jeho homogénnej zložky symbolicky vyjadríme :  V ( A.U   

Veta 2.1:   f je zhodnostné zobrazenie práve vtedy, keď  AT. A ( En  ,  kde En je jednotková matica stupňa n alebo keď platí:
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Dôkaz:   Veta 1.2 hovorí, že f je zhodnostné zobrazenie (  (u(V(En) : (f°(u)( ( (u( . Potom tiež platí  (f(u)(2 ( (u(2.  Nech u ( (u1, u2, …, un) a f°(u) ( (v1, v2, …, vm). Rovnosť  (u(2 ( (f(u)(2  môžeme písať v maticovom tvare
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         (         UT. En .U    (     UT. (AT. A) .U       (        En  (  AT. A 

Veta 2.2:   Každé zhodnostné zobrazenie f : En( En je regulárna transformácia priestoru En na seba. ( Teda je to bijektívne zobrazenie.)

Dôkaz:   f je zhodnostné, teda prosté zobrazenie, a preto dim f(En) ( n , čo je zároveň aj dimenzia priestoru, do ktorého zobrazujeme. Ide teda o bijekciu.

. 

Poznámka:    Každému zhodnostnému zobrazeniu f z priestoru En do En prislúcha regulárna štvorcová matica stupňa n.

Veta 2.3:   Množina všetkých zhodnostných zobrazení priestoru En na seba tvorí grupu.

Dôkaz:   ( Je jednoduchý. Prenechávame čitateľovi.)

Definícia 2.1:  Bijektívne zhodnostné zobrazenie nazývame zhodnosť.

Dôsledok 1:   Ak f je zhodnosť, potom  matica A, prislúchajúca tomuto zobrazeniu, je ortonormálna matica. 

Dôkaz:   Z viet 2.1 a 2.2 vyplýva, že AT.A ( En a že A je regulárna matica, čo vlasne znamená ortonormálnosť.

Dôsledok 2:   Ak f je zhodnosť, potom (mod f ( ( 1.

Dôkaz:          (AT.A( ( (En(  (  (AT.A( ( 1  (  (A(2 ( 1 ( lebo det AT ( det A )  (  (A( ( (1  ( 

· (mod f ( ( 1   
Poznámka:   Naopak veta neplati. Afinné zobrazenia, pre ktoré  (mod f ( ( 1 nazývame ekviafinné. 

3.      Súmernosť podľa nadroviny
      Skúmajme zobrazenie f , ktoré je zhodnosťou a súčasne základnou afinitou. Nech f  nie je identickým zobrazením. Označme symbolom α nadrovinu samodružných bodov, ktorej všeobecná rovnica je g(x) (0 , Sf  smer afinity daný vektorom sf  a kf  jej koeficient. 


Vieme, že
1. f  je injekcia z En do En, teda je bijekciou a nemôže byť rovnobežným premietaním.

2. Rovnicu g(x) (0 môžeme v Euklidovom priestore En vyjadriť v tvare n.(X ( P) = 0, kde P je ľubovoľný bod nadroviny α a n je normálový vektor nadroviny α.

3. Smer Sf  afinity nie je rovnobežný s nadrovinou α . ( Lebo ak by Sf  s nadrovinou α bol rovnobežbý, potom pre body A(( , A´ = f (A) a pre pätu kolmice  P =  P´ = f (P)   z bodu A do roviny ( by platilo (PA(((P´A´( , čo by bol spor s tým, že f je zhodnosťou.)  

                                                A                             A(


                                             P(P(          

                                α               

                                                  

Z predchádzajúceho vyplýva, že  f  môžeme vyjadriť v tvare:
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      Z vety 7.3 vyplýva, že sf  určuje samodružný smer s vlastným číslom kf . Pretože f je zhodnostné zobrazenie, je (kf((1. Ale kf  = 1 je len v prípade elácie, z čoho vylýva, že kf  = (1 . 

      Analytické vyjadrenie zobrazenia f  je teda :     f(X) (
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      Vlastnosti tejto základnej afinity:

         1.     f°(sf) = ( sf
         2.    kf  =  (1

         3.    pre všetky a ( V(  je  f°(a) = a
      Vieme ďalej, že f  zachováva skalárny súčin vektorov a preto platí pre všetky a ( V( , že

a.sf  =  f°(a).f°(sf)  =  a.((sf)  =  ( a.sf  , teda  2.(a.sf) = 0, z čoho vyplýva, že (a.sf) = 0, teda vektor sf  je kolmý na všetky vektory a ( V( . Vektor sf  je teda normálovým vektorom nadroviny α. 

Analytické vyjadrenie zobrazenia f  je teda nasledovné :
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Definícia 3.1 :  Vyššie popísané zobrazenie nazývame súmernosťou podľa nadroviny α.
Poznámka. Je zrejmé, že ide o súmernosť známu zo strednej školy.

Veta 3.1:   Súmernosť f podľa nadroviny α je involutórna transformácia priestoru En  (t.j., že       f.f  = id).

Dôkaz: (Návod: počítajte f (f (X)) z analytického vyjadrenia zobrazenia f .)

Veta 3.2:   Ku každej zhodnosti  f  priestoru En  existuje k súmerností podľa nadrovín  

(k (  n + 1 ) tak, že f  je ich súčinom (zložením).

Dôkaz:  ( Konštrukcia súmerností je podobná ako pri afinných zobrazeniach.)

4.   Zhodnosti v rovine
Nech v E2 je daná súradnicová sústava (O, e1, e2(, v ktorej má zhodnosť f analytické 

vyjadrenie   f  : 
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      Ďalej vieme, že ak vektor s určuje samodružný smer zobrazenia f, potom pre vlastné číslo ( prislúchajúce tomuto zobrazeniu platí :  ((( (1.

Platí:                f je zhodnosť  (   AT. A ( E n  (  
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 a2 ( b2 ( 1  (  ak ex. uhol (  z intervalu (0,2(( tak, že môžeme písať  a ( cos(,  b ( sin(  

(lebo cos2(  (  sin2(  ( 1) .

Potom  ab ( cd ( 0   prepíšeme ako

      bcos(  (  dsin(  ( 0

      bcos(  (  (dsin(      (    b ( (.sin(  ,   d  (  ((.cos(   pre ( ( 0.

Potom  b2 ( d2 ( 1  (  (2sin2(  ( (2cos2(   ( 1   

                                        (2(sin2(  ( cos2()  ( 1

                                                         (2 ( 1     (    ((( ( 1    (    ( ( (1

Z predchádzajúceho vyplýva, že zhodnosť v rovine môžeme zapísať dvoma spôsobmi:

             ( ( (1                                                                      ( ( 1

 (1)       x( ( xcos(  (  ysin(  (  e                             (2)       x( ( xcos(  (  ysin(  (  e

             y( ( xsin(  (  ycos(  (  f                                         y( ( xsin(  (  ycos(  (  f
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   ( je to priama zhodnosť )                                         ( je to nepriama zhodnosť )

Veta 4.1:   Nech f je zhodnosť v rovine. Potom dvojnásobnému koreňu jej charakteristikej rovnice odpovedá dvojrozmerný vektorový priestor, ktorého všetky jednorozmerné podpriestory sú samodružné smery.

Dôkaz:   Zobrazenie  f: 
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      je zhodnosť, čiže  a ( d ( cos( , b ( (c ( (sin(   alebo  a ( (d ( cos(,  b ( c ( sin(  .

Jej charakteristická rovnica potom je  :     
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práve vtedy, keď  (4b2 ( 0  (  b ( 0.  Potom  (1,2  (  
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a rovnice zobrazenia f majú tvar 
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 , čo sú rovnice dilatácie, a teda každý smer priestoru V(E2)  je samodružný smer.  

      b)  Pre a ( (d , b ( c  je D ( 4a2 (  4b2 , čo je vždy kladné číslo, a teda v tomto prípade zobrazenie f nemá samodružný smer.    




Priama zhodnosť
      Vieme, že priama zhodnosť f má analytické vyjadrenie  f : 
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Hľadajme samodružné body tohto zobrazenia. Determinant sústavy rovníc na ich hľadanie je  
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      Zobrazenie f má práve jeden samodružný bod S ( (xS,yS( práve vtedy, keď determinant sústavy je rôzny od nuly, čiže keď 

                                          2(1 ( cos() ( 0  (  cos(  ( 1
Jeho súradnice vieme určiť z rovníc zhodnostného zobrazenia:

                                  xS ( 
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Pri ďalšom skúmaní priamej zhodnosti rozlíšime dva prípady:

1)   cos( ( 1

      Potom  ( ( 0 a zobrazenie  f má práve jeden samodružný bod S.

   a)   V prípade ( ( 180(, je cos( ( (1 ,  sin( ( 0 a rovnice zobrazenia f sú  
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čo sú rovnice dilatácie s koeficientom k ( (1 , čiže zhodnosť f je stredová súmernosť.

   b)  Nech ( ( 0( , ( ( 180( ,  (t.j. ( ( 0 , sin( ( 0 ).

      Z vlastností zhodnostného zobrazenia a z faktu, že S je jeho samodružný bod vieme, že pre všetky body X z priestoru E2  platí:  (SX(( (f(S)f(X)(((Sf(X)(.

Nech ( je uhol vektorov SX a Sf(X). Ak S ( (xS,yS( , X ( (x,y( ,  f(X) ( (x(,y(( , potom

cos(  (   
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      Zhrnutím týchto úvah dostávame, že f je zhodnosť v rovine, ktorá má práve jeden samodružný bod S , vzdialenosť bodu X a f(X) od bodu S je pre všetky body X priestoru E2 rovnaká a rovnaký je tiež vždy uhol vektorov SX a Sf(X).

      Práve popísané zobrazenie je známe, a je to otáčanie v rovine okolo bodu S o uhol (  alebo o uhol 360(( (. O ktorý uhol ide, zistíme z hodnoty sin(  vyskytujúcej sa v rovniciach zobrazenia f. 

Napr.    Otočenie o 30° má rovnice     
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             Otočenie o 330° má rovnice    
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      Hľadajme samodružné smery tohoto zobrazenia.
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      Táto rovnica má reálny koreň (  (  keď jej diskriminant je väčší alebo rovný 0  ( 

(  4cos2(  ( 4 ( 0  (  cos2(  ( 1 .  Pretože funkcia cos nadobúda hodnoty len z inervalu                         

((1,1(, rovnici vyhovuje hodnota cos2(  ( 1 (  cos(  ( 1 ( cos( ( (1.

      Hodnota cos( ( 1 tiež nevyhovuje, lebo sme ju vylúčili na začiatku našich úvah, čiže

cos( ( (1  (  (  ( 180°, čo je otáčanie o 180°, čiže stredová súmernosť. Stredovú súmernosť už poznáme a vieme, že má všetky smery samodružné.

      V ostatných prípadoch, t.j. keď ( ( 180°, otočenie nemá samodružné smery.

2)   cos( ( 1

      Potom  ( ( 0 a sin( (0 a rovnice zobrazenia f sú  
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 ,  čo vieme je buď identita  pre (e,f) ( (0,0)  alebo posunutie pre (e,f) ( (0,0). Obidve tieto zobraenia poznáme. V prípade identity zobrazenie má každý bod samodružný a v prípade neidentického posunutia zobrazenie namá samodružné body. Vidíme, že hodnota determinantu sústavy rovníc na hľadanie samodružných bodov sa rovná 0, čo odpovedá predchádzajúcemu ( zobrazenie buď nemá samodružný bod alebo ich má nekonečne veľa ).

Záverom našich úvah môžeme povedať, že poznáme štyri typy priamych zhodností

v rovine  v rovine, a to:

1) Otočenie o uhol ( ( 0, ( ( 180° .  Toto zobrazenie má práve jeden samodružný bod,      nemá  samodružné smery a je dané rovnicami

                         f ( 
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2) Stredová súmernosť. Toto zobrazenie má jeden samodružný bod, každý jeho smer je samodružný smer a je dané rovnicami

                         f ( 
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3)  Neidentické posunutie. Toto zobrazenie nemá samodružný bod , každý jeho smer je samodružný smer a rovnice zobrazenia sú

                         f (  
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4) Identita. Toto zobrazenia má všetky body a tiež všetky smery samodružné. Rovnice tohto zobrazenia sú

                         f (   
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Nepriama zhodnosť

      Nepriama zhodnosť má analytické vyjadrenie  f : 
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Hľadajme samodružné body zobrazenia. Riešime sústavu rovníc

                                   (cos(  ( 1)x   (    ysin(    ( e  ( 0

                                       xsin(  (   ((1 ( cos()y ( f   ( 0
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      Vidíme, že determinant sústavy na hľadanie samodružných bodov je rovný nule, čiže množina samodružných bodov je buď priamka alebo prázdna množina. ( Celý priestor nemôže tvoriť množinu samodružných bodov, lebo by išlo o identitu, čo je priama zhodnosť.) Iná možnosť nie je.

      Hľadajme samodružné smery zobrazenia  f :
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Pre (1 ( 1 dostaneme samodružný smer určený vektorom u ( (sin( , 1 ( cos().

Pre (2 ( (1 samodružný smer určuje vektor v ( (cos(  ( 1,  sin().

Potom (u(( 
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      Zvolíme novú súradnicovú sústavu  (O, u/(u(, v/(v((  za novú súradnicovú sústavu. Matica prechodu T  od tejto súradnicovej sústavy k pôvodnej (O,e1,e2( potom je

            T  ( 
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    a ak  A je matica zobrazenia f v pôvodnej súradnicovej sústave, potom v novej súradnicovej sústave je zobrazenie f dané maticou  

                                  T (1. A . T    (  
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   ,  ktorú získame vynásobením príslušných matíc.

a zobrazenie f má v nej rovnice  
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Samodružné smery sú určené vektormi (1,0) a (0,1).

Sústava rovníc pre hľadanie samodružných bodov zobrazenia f potom je
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Ak m ( 0, potom riešením sústavy je množina bodov, ktorých súradnice vyhovujú rovnici y ( 
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  ,  čiže samodružné body tvoria priamku rovnobežnú so súradnicovou osou danou vektorom (1,0). Vieme, že v tomto prípade ide o osovú súmernosť s osou o ( y ( 
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Ak  m ( 0, potom sústava rovníc nemá riešenie a zobrazenie f v tomto prípade nemá samodružné body. Je zrejmé, že zobrazenie f môžeme dostať ako zloženie dvoch zobrazení, 

a to   f ( g ° h , kde     h ( 
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    je osová súmernosť  popísaná vyššie  a  zobrazenia   g ( 
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   , čo je posunutie dané vektorom so súradnicami (m,0).  Čiže ide o posunutie v smere osi osovej súmernosti  h.  Je to zobrazenie, s ktorým sme sa zatiaľ nestretli. Jeho meno uvedieme v nasledujúcej definícii. Je to zhodnosť v rovine, ktorá nemá samodružné body a má práve dva samodružné smery navzájom kolmé.

Definícia 4.1:   Zhodnosť v rovine, ktorá sa dá rozložiť na osovú súmernosť a posunutie v smere osi súmernosti sa nazýva  posunutá súmernosť.

Pretože zmenou súradnicovej sústavy sa vlastnosti zobrazenia nemenia, v závere našich úvah môžeme povedať, že v rovine poznáme len dva typy nepriamych zhodností: 

1) Osovú súmernosť. Je to zobrazenie, ktoré má priamku samodružných bodov a dva navzájom kolmé samodružné smery.

2) Posunutú súmernosť, ktorá má tiež dva navzájom kolmé samodružné smery, ale nemá samodružné body.
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