O ZAKLADNYCH PROBLEMOCH CYKLOGRAFICKEHO ZOBRAZENIA

Zita Sklenarikova — Elena Vincekova

Abstrakt Praca sa zaobera zakladnymi problémami ,cyklockaf' zobrazovacej metody —
ako bijektivneho zobrazenia mnoziny vSetkych bodmSireného euklidovského priestoru

E, na mnozinu orientovanych kruznic (cyklov) vlastr@jiny 7zpriestoru (vratane nulovych

cyklov a orientovanych osnov navzajom rovnobeZnymliamok priemetne). Okrem
historického nértu rozvoja metddy sa mozno v zavere oboziiasnefektivnou aplikaciou
metddy na rieSenie planimetrickych uloh geometriermovanych kruznic.

Krucéové slova:cyklus, orientovana priamka; zakladna Kigsstka C, prislichajuca rovine
77 cyklografickd kuzBova plocha, izotropické priamky/body priemetgeApolloniova Gloha
v cyklografickej metéde.

Uvod
Pod cyklografickym zobrazenim rozumieme zobrazenmmoziny vSetkych bodov
rozireného euklidovského priestoEy na mnozinu orientovanych kruznic (cyklov) jednej

roviny. Z&iatky cyklografie mozno néjsv Cousineryho Géometrie perspéctive ou Principes
de projection polaire appliqués a la descriptionsdeorps (Pariz, 1828). Zladiska
cyklografie je vyznamna Cousineryho stereografidkterpretacia Gergonnovho rieSenia
Apolloniovej Glohy; je zrejmou anticipaciou Fiedbsej Cyklografiet N. Driickenmiiller
uviedol r. 1842 v diel®ie Ubertragungsprinzipien der analytischen Geomeetéklady tzv.
izotropického premietania v analytickej form@rvy, kto systematicky spracoval zobrazenie
kruznic v rovine na body priestoru bol W. Fiedler 1882 v diele Cyklographie oder
Construction der Aufgaben Uber Kreise und Kugeln Neprekonanym dielom o cyklografii
ako zobrazovacej metdde je druhy zvazok SpeciadlnpchdnaSok E. Mdillera Die
Zyklographie® pre kandidatov ditel'stva deskriptivnej geometrie na viedenskej vysékeje
technickej; kniha vySla v spracovani J. Kramesa,lléivho Ziaka, r. 1929. Prinosom
v porovnani s Fiedlerovym dielom je hlavne zavedamientovanych prvkov a pouZivanie
zv&Sa ortogonalneho premietania do roviny (namiestonptania stredoveho).

Vyznamny ¢esky matematiklan Sobotka(1860 — 1930) sa okrajovo dotkol problému
cyklografického zobrazenia v monogrdiieskriptivni geometrie promitani peralelnjiaora
vySla r. 1906. Jedinou ucelenou publikdciou venowarcyklografickému zobrazeniu
v byvalomCeskoslovensku bola knizl@yklografie L Seiferta(r. 1949).”

! B. E. Cousinery1790 — 1851), absolvent parizskej Ecole polytephei drzité ceny parizskej Akadémie vied
(1825) za vysSie uvedeny sfgometrie perspéctive. .

N. Driickenmiille(1806 — 1883), Ziak J. ltkera(1801 — 1868)

3 Wilhelm Fiedler(1832 — 1912, Ziirich), vyznamny nemecky deskriptigeometer, viac nez 40 rokov profesor
polytechniky v Zirichu vo 3vajarsku. V dieleCyklographie oder Construktion der Aufgab@mer Kreise und
Kugeln und elementare Geometrie der Kreis- und kKygeemegLeipzig 1882)je nim uvedena zobrazovacia
metdda vypracovana do najmenSich podrobnosti gqgefitie obohatené mnohymi aplikaciami; r. 1884
berlinska Akadémia priznala dielu Steinerovu prén@uvyznamnom Fiedlerovom pésobeni v Prahe a jeho
vplyve na rozvoj deskriptivnej geometrie v Rakiskumozno dozvedier [5].

* Zivotu a dielu Emila Miillera , vrcholného predstekét viedenskej geometrickej 3koly, je venovalénok [6].

® Ladislav Seifer{1843 — 1956); diel@yklografiekopiruje prvé tri kapitoly a sttme n&rtava témy niektorych
dalSich kapitol Mullerovho zvazku.



Zakladné pojmy geometrie orientovanych priamok a kuznic

Poznamka. Predpoklada sa znalbszékladnych pojmov elementarnej geometrie
euklidovskej roviny. Dalej sa predpoklada, Ze st zname pojmy: sthlas@itesne
orientované polpriamky tej istej osnovy, orientacfaiamky, orientovand priamka;
orientovany uhol, orientacia roviny a orientovangima; orientacia kruznice, kladne/zaporne
orientovana kruZnica orientovanej rovinpaldie pojmy sa zo zrejmych dévodov budud
definova’ len heslovito.

Definicia 1. Cyklus[luc]: orientovana kruznica [priamkahositgdka cyklulica: pévodna
kruznica/priamka;polomer kladnéh@aporného cykturealnecislo r/—, kde r je polomer
nositd’ky cyklu; kladna polrovina orientovanej rovinyvzhadom na dany W (uréeny
polpriamkouKL): polrovina s hranicou’ KL incidentna s bodonX, pre ktory orientovany
uhol LKX patri do zvolenej orientacie roviny (d@pa polrovina k nej sa nazywaapornou
polrovinou tej istej orientovanej rovinwzhadom na dany k); kladn& oblas kladného
[zapornéhp cyklu: vnatro[vonkajSok nositéky cyklu (vonkajSolvnutrg tejto kruZnice sa
nazyvazapornou oblau cykl); hovorime, Ze & "t sa dotyka cyklu“k, ak je priamkat
doty¢nicou nositéky cyklu "k a bul’ kladna polrovina vZladom na dany [tije ¢ag’ou
kladnej oblasti cyklu alebo je kladné ohlayklu podmnozinou tejto polrovingva cykly sa
dotykajg ak maju v spolkinom bode spokny dotykovy I&.

PozndmkaNedefinuju sa pojmyuhol dvoch Idov, vzdialenos bodu od Ida, uhol cyklu
s ldoma pod. Zrejma je platnésiasledujucich tvrdeni:

Veta 1. — Existuje prave jedendisuhlasne orientovany s danyntdin a dotykajuci sa
daného cyklu; — ku kazdym dvom disjunktnym cyklamnositeliek ktorych nelezi Ziadna
vnutri druhej existuju prave dva dotykové&dd — existuje najviac jeden cyklus dotykajuci sa
danych troch Itov.

Princip cyklografického zobrazenia. Obraz bodu

Zakladnym priestorom je rozsireny euklidovskyestor E, nad pdom realnychgéisel.
Zakladom cyklografickej zobrazovacej metddy je kélpremietanie do vlastnej roviny. Nech
mOE, je l'ubovdna vlastna rovina (priemet). Orientujme oba polpriestory priestoEj
s hranicourz (t. j. F'ubovd’ny z nich ozn&me za kladny). (Orientovana vzdialetiadastného
bodu P od priemetne sa bude ozoaa’ Z.) ® Okrem toho orientujme aj roviner napr.
orientovanym uhlonil~uv.

NechP [ E, je Tubovdny vlastny bod #; jeho kolmy priemet do rovingzr Obrazom bodu
P nazveme cyklus priemetne s polomerdna stredonP; (oznaenie: P¢). CyklusP® je teda
kladny/zaporny prave vtedy, &eje orientovana vzdialentdodu P od priemetne kladna/

zaporna. Pre bo®) priemetnerrje Q1 = Q a 22 = 0. Aby nebolo treba robivynimky,
nazveme takyto bod ,nulovym cyklom“ (s polomeronta)u

Veta2. Zobrazenigp mnoziny vietkych vlastnych bodov priestdey na mnozinu vietkych
cyklov roviny 7z ktoré boduP priradi cyklusP® vysSie uvedenym spbsobombjgekcia

Definicia 2. Zobrazeniep z predchadzajlcej vety je zobrazovacia metodaikbardeme
nazyva cyklografickym zobrazeniaiebocyklografiou MnozinaC, vSetkych cyklov roviny
7T sa nazyvapriestor cykloy rotant kuz&ovu plochu, ktorej tvoriace priamky maja
s priemeiiou 77 uhol R/2, budeme nazyvaC-kuzéova plocha(analogicky priamky/roviny,

® OznaenieZ sa zauZivalo preto, Ze prillae ortonormalnej stradnicovej sustavy sa suradaibézaO; X, y,
2) obvykle voli tak, abyx 0 y 0 /ra aby kladna polpriamka osi z incidovala s prisju$ kladnym polpriestorom
s hranicousz Tato vdba sa ukaze &&lna pri analytickom vyjadreni a odvodzovani niekth vlastnosti
cyklografického zobrazenia.



ktoré maju s priem&bu uhol zhodny s uhlor®/2 sa budd nazy¥aC-priamkyC-roviny)’;
hovorime, Zducu ~a prislicha C-rovinaa prave vtedy, k& ortogonalny priemet kladnej
polroviny roviny a (z kladného polpriestoru s hranicog inciduje s kladnou polrovinou
priemetne vzPadom na ld ~a.

Désledok a) Dva cykly su obrazmi bodov tej istejpriamkyprave vtedy, ké sa dotykaju;
b) obrazmi bodovC-roviny su vSetky cykly dotykajuce sachl ktorému dandC-rovina
prislicha; c) obrazmi bodoC-kuzéovej plochysu vSetky cykly dotykajuce sa jedného
pevného cyklu, ktory je obrazom vrcholu plochy.

Analytické vyjadrenie zakladnych Utvarov. Iny pohlad na cyklografické ,premietanie”

Nech(O; E*, EY, E je ortonorméalna baza euklidovského priestBfunad pdom reélnych
¢isel zvolena tak, aby suradnicové osiy lezali v priemetnir a kladna polpriamka
suradnicovej ost leZzala v kladnom polpriestore s hranicauNechV(u, v, w) je Tubovdny
bod priestorue®. C-kuZzd'ova plochaK" s vrcholomV ma vo zvolenej stradnicovej slstave
vyjadrenie: K —u)> + (y —v)> = @ —w)> = 0 (1). Prienikom tejto plochy s priemet je
v pripade w# 0 kruZnica (nositka cykluV ®) so stredonVi(u, v, 0) a polomeronw | :
KYnm: [(x=u?+-v>-w?=0,z=0 (2).

V zaujme jednotnych Gvah sa builalej pracova v komplexifikacii priestorlE®, pripadne
priestoru E, (pri vyjadrovani nevlastnych prvkov priestoru vmgénnych sudradniciach),
t. j. budu sa brado Gvahy i komplexné korene rovnic s realnymi laeftmi. Dosiahne sa
tak moznos vyjadrenia nulového cyklu (obraz bod{fu, v, 0)) ako prienikuC-kuze'ovej
plochy K" s priemetou —KY n 77: [(x =u) +i(y =V)) (x=u) —i(y=V)) =0,z=0 (3).
Je zrejmé, Ze priamkxu) +i(y—-v) =0,z=0a k—u) —i(y —v) = 0,z= 0 su (neredlnymi)
izotropickymi priamkanil priemetnerr s priesénikom v readlnom bod¥.

Vyjadrime si tera-kuze’ov( plochuK" (V(u, v, w)) v homogénnych stradniciacky,(xs,
X2, X3) (v priestoreE,) a skimajme jej prienik s nevlastnou rovin@u x, = 0. Po prepisani
(1) do homogénneho tvaru sa dostaner/xd — Va/Vo)? + (Xo/Xo — ValVg)® — (Xa/Xo — ValVp)? = 0,
Vo % 0 a po tpraveK: (x;Vo — Xova)? + (XaVo — Xov2)? — (XaVo —XoVa)? = 0,V # 0. Prienikk" n 77
ma vyjadrenieve’ (X2 + X* —x37) = 0,X% =0 = X®+x°—X°=0,% =0 (4),%0 je redlna
kuzd'oseka v nevlastnej rovine priestof, .

Definicia 3. Redlnu kuZoseku s vyjadrenim (4) budeme nazyvadkladna kuZéseka
prislichajuca roviner a ozngova’ C;;.

Cyklografické ,premietanie” (jedna zloZzka zolwaacej metddy cyklografia) v rozSirenom

euklidovskom priestoreE, s priemetou 77 mozno chapa nasledovne. Premietasa bude

pomocou zakladnej kuPese&ky C, premietacim utvarom kazdého vlastného baddu
priestoru jeC-kuzd'ovéa plocha s vrcholorvl a uk€ujucou kuzéosekou C, Cyklografickym
priemetom boduM je prienik kuzéovej plochyK" s priemaiou. Ak je tymto prienikom
kruznica k™, prislusny cyklusM ¢ (obraz boduM v cyklografickom zobrazeni) je kladny
[zaporny prave vtedy, k& 2 > 0 [2¥ < 0]. V pripadeZ” = 0 je obrazom bodi dvojica
izotropickych priamok priemetne s priéagkom M.

"V texte jeR ozna@enie pravého uhlaC-kuzéova plochaje skrateny nazov pre cyklograficki kiiged plochu;
analogicky pre priamku&i rovinu.

8 Je welné zaviet pojem dotyku i pre nulovy cyklus nasledoviavorime, Ze nulovy cyklus sa dotyka daného
cyklu alebo lda, ke je incidentny s ich nositkami. Specialnym pripadom vlastnosti z bodu c) potom je:
VSetky cykly prechadzajuce danym pevnym bodom gaavhi bodovC-kuzd'ovej plochy s vrcholom v tomto
bode.

° |zotropické priamky rovinys incidentné s bodon® tejto roviny st samodruznymi priamkami pravouhlej
invollcie navzajom kolmych priamok vo zvazku pridnpriemetnerrso stredonf.



Dalej sa bude este skuthazajomna poloha zakladnej kubseky C, (prislichajucej
rovine 7) a nevlastnej priamky priemetrre Zvolme silubovd’na cyklografickl kuziovu
plochu, napr. s vrcholonV(vo, v, Vs, 0), Vo Z 0 a vyjadrime prienikKY n o) n 7=
(KYn 1) n w: [(x+ix2) (—ixz) = 0,x3 = 0,% = 0]. TGto ststavu dpaji stradnice prave
dvoch bodov:*l (0, A, Ai, 0), 1 (0, A, =Ai, 0)  (5).

Definicia4. Body s analytickym vyjadrenim (5) sa nazyvajotropickéalebokruznicové
body roviny 7.

Poznamkale zrejmé, Ze izotropické body rovimyeZia na kazdej kruznici tejto rovirty.**

Cyklografia v rieSeni Apolloniovej tlohy

Kazdy cyklus dotykajlci sa danych troch cykl@v,B®,C° je obrazom spolmého bodu
troch C-kuzd'ovych pléch s vrcholmiA, B, C. Nasledujuce poznamky sa preto najprv
zaoberaju skamanim vlastnégsti prieniku dvoch takychto pléch a nasledne saujiejej
konstrukcii.

NechK”, KB stirubovd’né dveC-kuzdové plochy. Ich prienikom je krivka $tvrtého stiap
Ked’Ze jednowag’ou prieniku je zakladna kubeseka C, je i druha (vlastnajag’ prieniku
kuze'oseka; ak si nartneme kolmy priemet oboch pléch do ich sgakj roviny simernosti,
tak je zrejmé, Z&ou moZe by: a) elipsaalebohyperbola(ak sa plochy?”, K® nedotykaju a
nemaji spolend os); b)kruznica (ak maju plochyk”, K® spol@ni os); c)dvojnasobna
priamka(ak sa plochk”, KB navzajom dotykaji):2

Ozname k vlastnu kuzeose&ku prieniku. Je zrejmé, Ze jej rovimaje kolma na rovinw
sumernosti oboch pléch (obsahujucu ich osi), pripmkaa n A = sje osou kuzZkose&ky k.
(KonStrukciu kuZzéoseky k mozno vykoné jednoducho v Mongeovej metdde s priefiaeti
ra A. Grafickua ilustraciu tejto konstrukcie, &esa jedna o elipsu alebo hyperbdgitatel
mozZe najs v [3], alebo [4].) V pripade elipsy i hyperbolyapil: — priesénicap’ = a n 7 je
chordéalou nositeliek cyklo\A®, B®; — priesénica rovinrraa (o |l a, A0 o', respB0 @)

je polarou stredu roviiahlosti cyklov A°,B¢ vzhadom na nositiku cyklu A°, resp. B®;
— ki je kuz¢oseka (zhodného typu s kutese&kou k) s ohniskamid,, B; (veta Nendikova —
Catalanova).

Rovinaa a chordala nositeliek cyklod% B°maju pre bodyA, B (A0, 0, a), B(1, 0, b))
nasledujlce vyjadrenie:

a=2X-2b-a)+b*-a’-1=0,p’=an m=[x=@-b*+1)/2,z=0. (6)

Cim je priamkap” s predchadzajicim vyjadrenim, ak je niektory Ziaykulovy, pripadne su
nulové oba? V prvom pripada £ 0) ma rovnica tvarx = (1 —b? /2, z = 0; ide 0 mnoZzinu
bodov X priemetne, pre ktoréXAl|? = u (X ) (vyraz na pravej strane rovnosti je moahos
bodu X vzhadom na kruznick®). TGto priamku nazveme chordalou ba#ita kruznicek?
(nositéka cyklu B®). V druhom pripadea(= 0,b = 0) sa dostang” = [x=1/2,z= (], ¢o je
0s useéky AB v rovine 7z Za chordalu dvojice bodo&, B budeme povazoveos Useky AB.
To nam umozni jednotné rieSendalSich aplikanych dloh pre vSetky cykly, ktoré su
obrazmi vlastnych bodov priestof@], [3]

9 Body 'l ;, %, st izotropické body vSetkych rovin rovnobeznyabwénou 7z MnoZinou izotropickych bodov
prislichajucich vSetkym osnovam rovin rozSirenéhiklidovského priestoru je kruznica s vyjadrenim:
X2 + X2 + %% = 0, % = 0. Tato kruZnica sa nazyahsolGtna kruZnicaleboabsolltpriestoru E.

1 Analogickym spbésobom, ako bolo roz§irenie cyklfigk&ho zobrazenia na body priemetne (pomocou
zakladnej kuzéosetky C,), E. Miiller vyrieSil zobrazenie nevlastnych bodavio tak, ze vyjadril C-kuZevu
plochuk™ prislichajicu bodivl ako obalkudotykovychrovin.S hlavnoumyslienkou saoZznooboznant v [3].

2 pripady b), c) sa pre jednoduch@snstrukceii v aplikanych Glohach vyléia z tvah.



Uloha: Zostrojte kruZnicu, ktora sa dotyka danych treniznick®, kB, k. Ulohu vyriesime
pre kruznice navzajom nezhodné, nesustredné a yiegiate sa (v zmysle poznamky
uvedenej vyssie pre cykly). Ziime sifubovd’nu trojicu cyklov A°,B°,C°® s nositékami k*,
kB, k© v danom poradi. Neclw, resp.8 je rovina kuzéoseky vlastného prienikuC-
kuzdovych plochK”®, K©, resp.K® K a priamkas priesénicou rovina, 8. Ak existuje
cyklus X °pozadovanych vlastnosti, tak b¥datri do prieniku priamkg s niektorou z pléch
KA, KB K na obrazku 1 st zostrojené prigsigy s n K*. Pod’a vlastnosti uvedenych vy&sie
je znamy stopnik priamkg (P° = p? n p?); priamkas sa doui rovnobeZno®u s priamkou
s"=da n B (d, B sa vrcholové rovinyC-kuze'ovych plochK”, KB rovnobeznych —
v danom poradi — s rovinanai, 8. Prieséniky s n K” st zostrojené pomocou vrcholovej
roviny o= ~ss’ kuzd'ovej plochyK*:sn K*=sn (on K% =sn {"AX, “AYg} ={X, Y}.
(Obr. 1)

Xo Obr. 1

Obr. 2




Cykly X°, Y°, su rieSenim modifikovanej ulohy pre cykl®, B, C°. Rozhodnutie o

aplnom rieSeni povodnej ulohy sa ponechéitate’ovi. (Z grafického rieSenia ulohy je
zrejmé, Ze je stereometrickou interpretaciou Gemgaho rieSenia Apolloniovho problému.)
3], [7].

Na obrazku 2 je uloha vyrieSena pre cykly snedrnymi stredmi. V tomto pripade je na
konstrukciu priesgnikov priamkys = B y (B, st roviny vlastnyckasti prienikowk? n K©
akK” n K®) s kuz&ovou plocholk” vhodné poufi Mongeovu metddu s prientemi 77aA (A
je spol@na rovina stimernosti kutmvych plochk?, KB K©).
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ON BASIC PROBLEMS OF “CYKLOGRAPHIC” MAPPING

Abstract In the paper the basic problems of tiegKlographié or one-to-one mapping of all
points of the three-spacg, into the set of the oriented circles of the prtec plane

(including zero circles represented by couplessofrophic lines with the real intersection
points) are introduced. The fundamental conceph@®imapping is the projection by means of
the basic ideaC,-conic associated with the projection plameC,; x> + x> — x> = 0,% = 0.
The projection surface of an ordinary polrtis then the circular conical surface with the
vertexP and the diretrixC,; the projection “surface” of an ideal point comsisf two sets/one
set of the parallel planes. In addition some imgixes applications of the method on the
problems-solving of the geometry of oriented ciscbnd directed lines as well as a brief
outline of the development of the method are presen

Key Words: oriented circle; basi€, -conic associated with the projection plagé€-conical
surface, isotrophic lines and points; the problémmollonios in ,cyklography“ mapping



