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EMIL MULLER — VRCHOLNY PREDSTAVITE L
VIEDENSKEJ GEOMETRICKEJ SKOLY

Zita Sklenarikova

Abstrakt. V ¢lanku jestrucne opisany Zivot a praca Emila Miillera, vrcholngdnedstavitéa
viedenskej geometrickej Skoly, najma v kontexteermahcie osnov deskriptivnej geometrie
v rdmci vSeobecnej reformy oy matematiky na zZetku minulého storéia. Bez zavahania
ho mozZno ozn#’ za metodoldga a organizatora technického a pediagého vzdelavacieho
systému v oblasti deskriptivnej geometrie v Rakdgkomoriadny vyznam, ktory prisudzoval
postgradualnemu Studiu kandidatovita/stva, méze bychapany ako vyzva pri/adani
modernych trendov vo wloe matematiky a deskriptivnej geometrie naatku 21. stordia.

Abstract. In the paper there is briefly described life andrkv@f Emil Muller, the top
representative of the Wienna's geometrical schraaohely in the context of the modernization
of the instruction in descriptive geometry withive tframework of the general reform of the
education in mathematics at the beginning of thst gantury. He can be declared, without
hesitation, a methodologist and an organizer oftdehnical and teaching educational system
in the sphere of descriptive geometry in Austriae Extraordinary importance that he had
assigned to the postgraduate studies of the tegchandidates could be understood as
a challenge in our search for modern trends in édeication of mathematics and descriptive
geometry at the start of 9kentury.

Uvod

Emil Muller bol vrcholnym predstavitem tzv. viedenskej geometrickej Skoly. Ak by
sme mali charakterizovgeho poziciu ako geometra, treba poveda stal uprostred medzi
rydzo syntetickym smerom epochy rozkvetu projelgjvgeometrie a rydzo analytickym
zameranim, ktoré dominovalo odku 20. stordia. Viedenska geometricka Skola dosiahla
pod Millerovym vedenim medzinarodné uznanie.

Emil Muller sa narodil 22. aprila 1861 v nemeckorast&ku Lanskroun \Cechach.
Uz v ranom detstve stratil otca a r. 1870 priSielatkou, ktord sa medzitym znovu vydala, do
Viedne. Tam navsStevoval nizSiu a vysSSiu realku,ki@ej s vyznamenanim zmaturoval.
VysokoSkolské Stadium absolvoval v rokoch 1879 83l8a Technickej vysokej Skole vo
Viedni; okrem toho navStevoval aj prednasky na ewmestkej univerzite, a to najma
Kdnigsbergove a Weyrove. Krajne nidzna situdciansodutila Mllera péas celého Stadia
Zit takmer vyléne z vlastnych prostriedkov. Po absolvovani vojepskuzby (1883 — 1884)
zloZil weitel'ské skusky pre predmety matematika a deskriptieoangtria.

Od Skolského roku 1885/1886 bol Emil Mulk@nny ako witel’, najprv ako kandidat
na vyssej realke vo Viedni a hiieato Styri roky ako asistent na polytechnike vedsii u
svojho niekdajSieho ditela Rudolfa Staudigla. R. 1887 saastne oZenil s Gizelou
Ungerovou, sestrou svojho vtedajSieho kolegu Oskémgera. V rokoch 1890 — 92 bol
Muller suplentom Technologického priemyselného naize Viedni.

Mizivé vyhliadky zisk& v doladnom ¢ase uitel'ské miesto boli pre Millera
pohnutkou prijé r. 1892 miesto na prave zaloZenej stavebnej pstouke v Kénigsbergu
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v Prusku, kde posobil degarokov. Napriek nadmernej vyavacej ¢innosti (30 hodin
tyZzdenne) zastaval na Ustave i miesto knihovnikaagdiel sic¢as pokraova’ v Studiu
Grassmannovej tedrie extenzie, s ktoryrsataiz vo Viedni, i v samostatnom badani na tuto
tému. Rozhodujucimi pre jeho akademickl kariérui Istyky s vyznamnymi profesormi
matematiky, ktori v tongase v Konigsbergu pésobili; boli to o.D. Hilbert, O. Holder, F.
Lindemann, F. Meyer, H. Minkowski, A. SchoenflieP.aStackel Az r. 1898 sa Miller
rozhodol dokonit doktorski dizertaciu "Geometria orientovanych ¢u poda
Grassmannovych metdd'toto meSkanie poukazuje na jeho vysoké naroky rignp
sebakritiku, pretoZze uz takmer désgie publikoval rad zaujimavych prac z tejto oblabit.
o rok sa habilitoval z geometrie a mechaniky nazfifickej fakulte univerzity v Kénigsbergu.
Verejnd inaguréna prednaska odznela 3. augusta 1899 na ténreciprochych utvaroch
grafickej statiky"

R. 1902 prijal Emil Miller pozvanie za riadneho f@sora deskriptivnej geometrie na
polytechniku vo Viedni (po odchode Gustava Pesdatixkuldchodku). Tam pdsobil 25 rokov,
az do svojej smrti. V r. 1905 — 1907 bol dekanoavabného oddelenia, r. 1912 — 1913 stél
ako rektor naele vysokej Skoly.

Za poctu mozno povaZzo¥gozvanie Mullera r. 1906 na vysoku Skolu technieku
Charlottenburgu na miesto nastupcu G. Haucka; potovanie vSak neprijal. V tom istom
roku bol zvoleny za koreSpondujuceho a o desskov za riadnehoclena viedenskej
Akadémie vied. R. 1918 sa stdénom Cisarskej nemeckej akadémie prirodovedcoaNeH
(Leopoldina), r. 1925 mu bol udelen§estny doktorat na vysokej Skole technickej v
Karlsruhe. V rokoch 1918 — 1921 b&enom vyboru Nemeckej jednoty matematikov a po
dihé roky nepretrzite bol predsedom Matematickej&mosti vo Viedni.

Emil Miller zomrel po kratkefazkej chorobe 1. septembra 1927 vo Viedni.

Vedecka a pedagogicka praca

Vedecké dielo Emila Mullera sa dotyka troch hlaymgblasti. Su to:
I. Grassmannova tedria extenzlie Relativna tedria plochlll. Deskriptivha geometria a jej
vywovanie PodrobnejSie sa budeme venbdweskriptivnogeometrickym pracam autora a
jeho¢innosti tak vedeckej, ako aj pedagogickej, metagjiekorganizatorske;j.

I. Znanacag prac Emila Mullera pripada na prace venovdaiemu rozpracovaniu
Grassmannovej tedrie extenz\éd’aka Uzkej spatosti syntetického a analytického ranie
sa Mdaller od z&atku svojej tvorby az do konca Zivota usiloval lere aplikova
Grassmannove metody na r6zne oblasti geometrianjpova geometria, kruhova algua
geometria), ale i sdm tento kalkul dokladne vybwatavd’alej rozvind’. V poslednych z prac
mMOoZno zaznameriaoveé pojmove prinosy (komplexné iy, Strukturalne vetiny).

ll. Dalia séria Miillerovych prac sat@huje na oblas ktor autor nazvaRelativna
tedria ploch Mnohé z pojmov tedrie ploch mozno chépako vz'ahy plochy kistému
Stvorparametrickému systémulguych pléch. Millerovo zovSeobecnenie &pa v tom, Ze
namiesto systému govych ploch uvazoval o Stvorparametrickom systémgch ploch.
Vychodiskovym bodom béadani v tejto oblasti bola m@omka Sopha Lieho, ktory
analogickym sposobom zovSeobecnil pojgany krivosti plochy.

[ll. Deskriptivnogeometrické prace Emila Millera sme mohli rozdefi na:
1. Pévodné odborné prace a‘ebnice 2. Prace venované didaktike a histérii deskriptivnej



geometrie PretoZe podstatriéag’ vedeckej tvorby je obsiahnuta valbniciach, budeméalej
hovorit’ v bode 1 len otebnicovej tvorbe.
Zoznam prac Emila Mullera (v pte 54) mozno néisv [6].

1 Uéebnicova tvorba

UspesnaJcebnica deskriptivnej geometrie pre technické vysikady [1] vznikla z
avodnych prednaSok Emila Miillera pre poslucha oddeleni stavebného inZinierstva a
architektdry. Pozostava z dvoch zvazkov, ktoré ivgddelene, kazdy v troch vydaniath.
Zakladnou charakteristikowebnice je tesna spatotedrie a aplikacii na technické objekty.
Spaivala na presveni, Ze priestorovu predstavivosak prepotrebnu pre technika, je treba
Specialne pestovaprave vo vydovani deskriptivnej geometrie. Zakladom kon&tnyich
cviceni nadvazujucich na Gvodné prednasky Aachnické cviné ulohy pre deskriptivnu
geometriu[2]. Tento rozsiahly cwiny materidl vydal Miiller v spolupraci s inzZiniermi
pdsobiacimi na jeho katedre; tlohy vysli v Siestio§itoch v r. 1910 — 1926.

Popri tejto zakladnej agbnicovej literatire venoval E. Miller mnoho tvgieh sil
vychove uitel'ov deskriptivnej geometrie. Na dosiahnutie vy3Sighdelania posluckiav
ucitel'stva zaloZil Seminar pre deskriptivnu geometra realizoval Stvorrény cyklus
predndSok Zobrazovacie metdédy deskriptivnej geometrie, Cylfay a stereografické
premietanie, Konstrukeé Stadium priamkovych ploch, KonSitnk Studium skrutkovych a
translacnych pléch) Jeho zamerom bolo obozn&nstudentov s pokrokmi vy$Sej geometrie, a
to ich prispésobenim uzSie zameranynia@ie deskriptivnej geometrie. Otvoril tak pristup do
deskriptivnej geometrie hlavne ideam Felixa Klean@opha Lieho. Emil Millerdenoval do
predndSok vysledky vlastného vedeckého badanialsnci nadit posluchéov metédam
vedeckej prace a povzbtidch k samostatnému badaniu. Takto si na svoftikelia spomina
Ziak a neskér nasledovnik E. Mullera, Erwin Kruppg

"V Emilovi Mdlllerovi sa ojedinelym spdsobom zdratowbwadatg'ské nadanie a
poteSenie z dite/ského povolania. Akocite/’ mal osobitny talent zaujacelé auditérium
svojich ziakov. Tento ey osobny vplyv sgtval na jeho umeni podaj najelementarnejSiu
vec z vySSieho/adiska a na jeho majstrovstve v prednasani a rysowa tabuu. V jeho
prednaSkach vSak nechybali ani vSeobecné naporaerigti kazdylovek musi na svojom
mieste dosiahnumaximum tohogoho je schopny. Pri strhujicom priklade jeho benhize]
obetavosti a oddanosti povolaniu sa nemohli tietpamenutia mintiicinkom.”

Specialne prednasky Emila Millera boli uverejnenéokoch 1923 — 1931 vo
vynikajucom spracovani jeho byvalych Ziak&: Kruppu (u¢ebnica [3]) aJ. Kramesa
(u¢ebnice [4] — [5]). Obozndmime sa s niektorymi témammich, a to s prihliadnutim na
prinos prednésajuceho.

Prvy zvéazok Linearne zobrazeniama tri diely: Stredové premietanie, Principy
linearneho zobrazenia, Osobitné zobrazefiaziskovy je druhy z nich. Skimaji sa tu tzv.
linhrne zobrazovacie metodyleskriptivnej geometrie z najvSeobecnejSieh@adiska.
Mullerovi vdatime za rozdelenie zobrazovacich metdéd na zaklad fprincipov: princip
metody dvoch stép, princip metdédy dvoch obrazovxanametricky princip. Nejde o
klasifikaciu; na tu istl zobrazovaciu metddu mozotZz nazeré z viacerych hadisk.

% Prepracované $tvrté aZ Sieste vydanie vyslo estioch 1936, 1948 a 1961 vo Viedni. ZaslGZil saoo t
Miillerov Ziak, Erwin Kruppa (1885 — 1967).



Prinosom je, Ze vSetky ulohy deskriptivnej georeetrzobrazovacich metédach spadajucich
pod jeden princip, mozno ri€Sjednotne (nielen tou istou metdédou, ale naprikladkeSeni
polohovych aloh aj pouzitim tej istej konfiguragigamok).

1. 1 Princip metédy dvoch stép

Pracovnym priestorom je trojrozmerny rozsireny wlakisky priestoE, nad pdom

realnych ¢isel, avSak v niektorych pripadoch (rieSenie migiib Uloh) je nevyhnutné
uvazova o komplexifikacii zakladného (fa.

Z&kladnym prvkom priestoru jgriamka.Na ugenie priamky je potrebné zvolsi dve
navzajom rdzne rovinw 1, 0, (prva a druhd stopna rovinajalSiu vlastnu rovinur za
nakresiu alubovd’ny bod O neleZiaci v Ziadnej zo zvolenych rovin za strednpetania.
(Priesenik [Pries€nica] l'ubovd’nej priamkya [roviny & s rovinoug; sa bude nazyvai-ty
stopnik priamkya [i-t4 stopa rovinye]; oznaenie: A [e] (i = 1, 2); priemetlubovd’ného
Gtvaru z bodwD do roviny 77sa bude ozr@mva’ hornym indexom¢™.)

Priamkua [0 E, zobrazime tak, Ze zostrojime priemety jej prvélmuného stopnika
do nékresne (z bodQ) (obr.1). Zobrazenie, ktoré priamka priestoru priradi usporiadanu
dvojicu bodov(A;, AS) je navzijom jednoziaé pre vSetky priamky, ktoré nepretinaju
pries&nicu s stopnych roviro, o (t. j. s siou mimobezné).

Obr. 1

Co je v danom zmyslebrazom bodyriestoru? Bodv priestoru je stred trsu priamok
s nim incidentnych; jeho obrazom je mnoZina obrazmtkych priamoka tohto trsu, ktoré
nepretinaju priamks. Za predpokladu, Ze badd nelezi v Ziadnej zo stopnych rovin, plati (pri
dohodnutom ozrini):

Veta 1. Existujehomoldgia f; , ktord zobrazi priemety prvych stopnikov vSetkypclamok
trsu so stredonM (nepretinajucich priamki) do priemetov druhych stopnikov tychto
priamok:

fw: {A%} - {AS}i OR'(R'OR)
Tato homoldgia ma stred v bodé® a os v priamke’.



Tvrdenie je dbsledkom vahu perspektivnej kolineacie medzi rovinamj oz, so
stredom v bodeM. Tato kolineacia (stredové premietanie so streddjnzobrazuje prvé
stopniky v&etkych priamola (M O 'a) do druhych stopnikov tychto priamok; jej osou je
priamkas. Zobrazenie mnoziny vSetkych bodb priestoru ¥ O o, M O o,) na vSetky
homoldgie v nékresni je navzajom jednosme’

Na zaver uvazujme tubovdnej rovine g, ktora nie je incidentna s priamkaua
neprechadza stredo@premietania. Nech j&l('a) zvazok priamok tejto roviny so streddvh
(M O g). Ak vezmeme do uvahy, Ze prvy stopnik kazdejrpky zvazku lezi na prvej a
druhy na druhej stope roving a rovinyoi, 0, £ maju prave jeden spaioy bod, tak z vety
1 vyplyva: Homoloégidafy, ktord je obrazonfubovd’ného boduM roviny &, zobrazi priemet
prvej stopy roviny do priemetu jej druhej stofy (e; — e5). Takéto zobrazenie mnoziny
vSetkych rovin (poZadovanych vlastnosti) na uspan& dvojice navzajom réznyphiamok
nakresne, pretinajlcich sa na priargkge navzajom jednoziaé?

Pre rieSeni@olohovych ulotv systéme dvoch stép (t. j. v kazdej zobrazoveaestpde
spadajucej pod princip dvoch stbp) plati:

Veta2. V kazdom systéme dvoch stop je Uplhobrazov (vziiadom na rieSenie polohovych
Uloh) ugena vdbou priamkys’.

Na obr. 2 je ilustrované rieSenie Ulohy o vzajompephe priamkya = (A;, Aj) a
roviny £= (¢, €%), ak je dana priamkst. Ak existuje prave jeden spatoy bodM =an ¢,

Obr. 2

® Homol6giafy, moéze by rovnd’ahlosou (ak je s nevlastnou priamkou nakresne, t. j. ak st roviny,, o
navzajom rovnobezné alebo priamkkeZi v distatnej rovineo (O O g, ol| 77)). Okrem toho pre boMl (M #
O) diStarénej roviny o je fyy osovou afinitouak jes vlastna priamka) alebposunutimiv opainom pripade).
Obrazom stredu premietania je v tomto zmydémntitav nakresni.

* Pri rozlicnej vd’be bazy metddyt. j. konfiguracie {1, o,, 77 O}dostavame rdzne zobrazovacie metddy. Vo
vSetkych beZnych zobrazovacich metddach sa obvylleesia stotoiuje s niektorou stopnou rovinou.
Pripadomir= g1, bodO a rovinao, (roviny og,, /rnie su rovnobezné) su vlastné Utvary sa zaohérddiedler;
pripadoma; = 77 0, || rstvlastné roviny a bo® je nevlastnym bodom sa zaobef@lir. Wiener(1884),G.
Peschkg1887),W. Fiedler(1879) aR. Schlesingef1870).



tak jeho obrazom je homolddig, pre ktora platifu (A7) = A5, fu (e7) = e5. Sta&i zostrojt’
stred M® takejto homoldgiego je trividlna Uloha € je osou homoldgidy). Priestorovy
vyznam konstrukcie je zrejmy.

Na rieSenie metrickych dloh je potrebné paztey. absolUtnu polaritu Pojmy miery
(okrem dzky Us&ky) mozno totiz vyjadri ako projektivnevztahy Gtvarov k absolitnej
kuze'ose&ke a nevlastnej rovine. Napriklad v Laguerrovejrdeifi uhla:

1.¢=(1/20)Ino, o= (ab ki) =(ABJ J), je ddvojpomer usporiadanej Stvorice
priamok zvazku v rovine uhla, pam a, b st priamky incidentné s ramenami uhlay,ai,
izotropické priamky roviny incidentné s vrcholomlathZ vyjadreniao= (A B J J,), kdeA, B
su nevlastné body ramien uhlal@ J; izotropické body roviny uhla, je zrejmé, zZe ulgoje
invariantom vSetkych kolineacii, ktoré zobrazujatinpické priamky roviny do izotropickych
priamok. Izotropické priamky roviny prechadzajucedbm M su invariantné priamky
eliptickej involucie navzajom kolmych priamok voazku priamok roviny so stredoiv;
tieto priamky zrejme nie su realne. MnoZzina vsettkizotropickych bodov je tzv. izotropicka
(absolGtna) kuZmseska J. ° Okrem toho plati:

2. Priamka je kolma na rovinu prave vtedy, ak nevia bod priamky je p6lom
nevlastnej priamky roviny viladom na absolutnu kutteseku J.

3. Dve priamky [roviny] su kolmé prave vtedy, ak inevlastné body [priamky] su
zdruzenymi polmi [polarami] valadom na kuZ@seku J.

RieSenie metrickych Uloh v nékresni (t. j. na obde Gtvarov) umaiuje nasledujuci
poznatok:

4. Stredovym priemetom absolltnej polarity je asliipta v nakresni v4dladom na

distarent kruznicuk (O™, d) stredu premietani.

1. 2 Princip metédy dvoch obrazov

Napriek teoretickému vyznamu metddy dvoch stop udigskna geometria pri rieSeni
praktickych dloh uprednastje iné metddy zobrazenia. Poziadavky technikyak& nazorné
zobrazenie technickych objektov, ktoré by umozZpiliame meranie ditych rozmerov, mali
za néasledok vypracovanie metod, pri ktorych sasprievy uUtvar najprv premieta z
'ubovd’nych dvoch stredov na dve vhodne zvolené rovinytigbchazov "metdéda dvoch
obrazov). Prikladom je Mongeova metdda; v nej sa otazkaraaenia pomocnych
pravouhlych priemetov bodov priestoru (na dve nprmakolmé roviny) do jednej roviny
(nakresne) rieSi vhodnym a@@nim jednej z pomocnych priemetni do druhej. Katadkéto
otocenie mozno nahraglirovnobeznym premietanim jednej z rovin do druliej,vedie k
nasledujucemu zovSeobecneniu:

VSeobecny princip dvoch obrazf taky princip zobrazenia priestorového objektu
chapaného ako mnozina vSetkych jeho bodov, prioktosa kazdy bodP Gtvaru premieta

® Exaktné vysvetlenie pojmov mogiate’ najs’ napr. v [15].

® NechA, je nevlastny bod priamkg ae, nevlastna priamka roving. Pod’a vy$sie uvedeného potom plati:
Priamkaa je kolma na rovinus prave vtedy, ak priamkaﬁ(ﬂbeinica rovinyg) je antipolarou bOdlAﬁ
(Gbeznika priamkya) vzhradom na distami kruznicuk® stredu premietaniak{ = (O", d), d = |07, k® O 7).
(Antipolara bodu — vZladom na danu kruznicu — je priamka sumerne zdruiep@arou tohto bodu pbal
stredu kruznice.)



z boduO; (do roviny ;) do boduP; (i = 1, 2) a na zaver sa oba priemety P, premietnu
z dalSieho stred® premietania do roviny do bodovP', P, (obr. 3).

Pritom plati: rovinym, 7, su l'ubovd’né vlastné roviny, ktoré nie su navzajom
rovnobezné, bodyO;, O, (O; O m) su lubovd’né navzajom rb6zne body (vlastné alebo
nevlastné), rovinar je T'ubovd’na vlastna rovina a bo@® je 'ubovd’ny vlastny alebo
nevlastny bod neleZiaci v Ziadnej z rowir; .

Rovinu 7y [bod O] nazyvame i-tA pomocna priemeéta [i-ty pomocny stred
premietanig priamku O;P i-ta premietacia priamkaodu P; bod P; i-ty priemet bodu P
(analogicky sa hovori o i-tom priemete Gtv&iu (i = 1, 2); priamkax = 7; n 7, Sa hazyva
z&kladnica rovina = [bod O] sa nazyvahlavna priemeta [hlavny stred premietanja
usporiadanu dvojicu bodow(, P, ) nazyvamebrazom bodd v danej metode.

Obr. 3

Skumajme podmienky, ktoré musiis@’ usporiadana dvojica bodow(,P;) (ako
obraz bodwP). Zodpovieme najprv otazkdp plati pre prvy a druhy priemet bo®0 E, a
analogicky pre priemety bodov nejakej priamky amg\priestoru.

a) NechP je Tubovd’ny bod priestoru neleziaci na priamées ~ 0,0,. Prva a druha
premietacia priamka bod®a leZia v rovine”oP. Pre vSetky body poZadovanej vlastnosti sa
dostane zvazok rovin s osoo, ktoré pretinajd pomocné priemetne alebo v dvoch



perspektivnych zvéazkoch priamok s osou v zakladmigiripade mimobeZznosti priamok X
alebo v koncentrickych projektivnych zvazkoch prikm(so stredomo n x v pripade
r6znobeznosti priamok, X). Prvy a druhy priemet bodR teda lezia na odpovedajdcich si
priamkach zvazkov — tzv. ordinalach daného bodudima 3: “I11P1, ~1,P,). Zobrazenie,
ktoré prira’uje boduP usporiadanu dvojicu bodoWw{, P,) na odpovedajucich si ordinalach
(zvazkov ordinal) je navzajom jednozn& pre vSetky body neleZiace na priantkéieto
vyla¢ime zo zobrazenia).

b) Nechm je T'ubovd’na priamka priestoru mimobezna s priamlimuwej prvym a
druhym priemetom (t. j. priemetom z bo@udo rovinyz;, i = 1, 2) su priamkyn, mp (1110
my, 12 0 myp), pricom bodové radym('P1), mx('P2) (P O m) su projektivne. Ak je priamkan
r6znobezna s priamkoo a neprechadza Ziadnym z bodOy(obr. 4), premietacie priamky
vSetkych jej bodov leZia v rovinemo, t. j. my, mp je odpovedajlca si dvojica ordinal vSetkych
bodov priamky. Prislusné bodové rady na priamkagcih, su projektivne; tato projektivnids
zrejme zobrazuje botl; = C; do bodul, = C; (C = m n 0). Neuvazuje sa o priamkach
prechadzajucich niektorym z bod@y (singularne projektivnosti).
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Obr. 4

c) Nech jee 'ubovd’na rovina neprechadzajica Ziadnym z bo@pvPrvé a druhé
premietacie priamky vSetkych jej bodov patria dvperspektivnym trsom priamok, ktore
pretinaji pomocné priemetnekolinearnych bodovych poliach('Py) , 7o('P2) (P O €). V
tejto kolineacii si odpovedaju prvé a druhé ordmedetkych bodov roving. Vo vSetkych
dalSich pripadoch vzajomnej polohy roviaya pomocnych stredov premietania by bola
spomenuta kolineacia singularna.

Z vlastnosti premietania priamo vyplyvaju vlastnagtrazov bodov (priamok a rovin
ako mnozin bodov) v nakresmni Priemety ordindl z bod® do nakresne budeme nazyva
ordinalamiv nakresnir a analogicky priemet zakladnizékladnicoundkresne. Plati:

Veta 3 Obrazoml'ubovd’ného boduP priestoru (s vynimkou vysSie vydénych bodov) je
usporiadana dvojica bodo{R',P,) leziacich na odpovedajucich siordinalach dvoch

perspektivnych(alebo koncentrickych projektivnyctgvazkov ordinalnakresne; obrazom
priamky (neprechadzajucej Zziadnym z boddy je dvojica projektivhych bodovych radov,
pricom odpovedajlce si body lezia na odpovedajuciairdinalach; obrazom kazdej roviny
(neprechadzajucej ziadnym z bodoy sudve kolinearne bodové polianakresni, ptiom si

v tejto kolineacii odpovedaju prislusné dvojiceiné bodov roviny.



RieSenie polohovych uloh v metéde dvoch obrazoviegnotné vo vSetkych (i

osobitnych) pripadoch VYby béazy (t. j. konfiguracie @1, O,, O, 1, mp, 7}) a zaklada sa na
incidencii zakladnych atvarov a vlastnostiach ichrazov. Obrazok 5 ilustruje rieSenie
polohovej ulohy: Doufit bod X = (X;) tak, aby lezal v rovine€ ABC (A = (A, A,), B =
(B},B}), C=(C{,C))).

Poznamka
1. V rieSeniach polohovych dloh je niekedy vyhodreat’ do UGvahy mnozinu vSetkych
bodovM, pre ktoréM; = M. Plati:

a)

b)

Za predpokladu vSeobecnej polohy prvkov b&y{ o, o n x = [0) je skimana
mnozina bodov priamka a kuzéoseka C [0 ~0;0,0. Hlavhym priemetom tejto
mnoziny bodov su priamk&, a podmnoZina bodov priamKy 1,1 .

V pripade r6znobeznosti priamokxaO [0 o je skimana mnozina bodov priamka
priamkao ad’alSia priamka roviny’ OO,0,. Hlavny priemet tejto mnoziny pozostava
z priamok x;, ao".

V pripadeO 0 o su zvazky ordinal v nakresidentické Skimana mnoZina bodov
pozostava z priamky a jednej rovinyr (x O 1); jej hlavnhym priemetom je cela
nakresa. Rovinné polia £'}, { P} su pre vSetky body r'ubovd’nej roviny a (O; O

a, a # 1) vo vzahu perspektivnej kolineaciegmoldgi@; stredom tejto homoldgie je
bod Il; =1, a osou priamkda nr);,. Roviner zodpoveda v tomto zmysle identita v
nakresni. V . Mongeovej metdde je spomenuta homologiou afinitou (obr. 5b).

2. V pripadeidentickych zvéazkov ordin&l vSetky polohové ulohy (na obrazoch Utvarov)
rieSite’nébez pouzitia zakladniagdkresne.
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1. 3 Axonometricky princip

Axonometrickd zobrazovacia metéde metdda dvoch obrazov spojena s
ortonormalnym stradnicovym Stvorstend®EE,E, (‘*OE, 0 'OF, O 'OE, O '0OE,, '0OE O
'0E, 0'OE,), pricom 75 = “'OEE,, rovina 77 = 75 pretina vSetky suradnicové o€); je
nevlastny bod osnovy priamok kolmych na rovimua O = O, je fTubovd’ny bod neincidentny
so ziadnou z priemetnif (i = 1, 2). V technickej praxi sa pouziva Sikm&lel kolma
axonometria, a to v zavislosti nal@ nevlastného bodd® = O,. Na obr. 6 ide o Sikmu
axonometriu.

Hlavny priemet bodWP [utvaru U] (t. j. priemet z bod©O do ndkresned sa nazyva
axonometricky priemet bodu[Btvaru U; oznaenie:P' [U'].

Hlavny priemet kolmého priemetu bodt [Utvaru U] do roviny 7z (t. j. boduP;
[utvaruU,]) sa nazyvaxonometricky pddorys bodu[Btvaru U; ozna&enie: B'[U, ].

Obr. 6

Poznamka.Rovinu 78 mozno zvolf incidentnl s’ubovd’nou suradnicovou rovinou; potom
hovorime analogicky o axonometrickom néaryse alatdwryse bodu alebo Gtvaru.

Zakladnou vetou pre Sikma axonometriu je vBtzhlke-SchwarzovaS histériou jej
dokazu sa mozno oboznahwi¢lanku [16]:

Veta 4. Vrcholy kazdého Stvoruholnika v priemetni moZmwgZova za rovnobezny priemet
vrcholov Stvorstena vopred zvoleného tvaru (to zz@énpodobného labovd’nym danym
Stvorstenom).

Dokaz zakladnej vety pre perspektivhu axonometriu fre pripad vlastného bod)
uviedol E. Kruppa r. 1910 (na zasadani VAV). Tvréevety je nasledovneé:

Veta 5. (Zakladna veta perspektivnej axonometrie
Kazda konfiguracia{'O°,(E;EJE;),(X Y ZS)}, kde EE;ES; X({Y;Z{ sU dva
perspektivne trojuholniky so stredom perspektiinst, mdze by povaZzovana za stredovy
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priemet vrcholov ortonormalneho Stvorstet@E, Ey, E; a nevlastnych bodowX,, Y., Z,
priamok incidentnych s jeho hranal@iE,, "OE, a'OE, (v danom poradi) (obr. 7).

Obr. 7

Posledny diel zvazkd'Osobitné zobrazenia'ma Styri kapitoly: Bezné linearne
zobrazeniaReliéfna perspektivaobrazenie pohybov roviny na bodovy priesRnojektivne
zovSeobecnenie Lieho priamkovdiayuej koreSpondencie

Vel'mi strtne sa zmienime len'teznych'linearnych zobrazovacich metdédach, ktoré
sa najastejSie pouzivaju v technickej praxi a suU osobitnypripadmi predstavenych
principov zobrazenia.

a) Mongeova metoda

Nakresia 77je si&asne rovinous, rovina7zg je kolma na rovinus, O; je nevlastny bod
osnovy priamok kolmych na roving (i = 1, 2) aO je nevlastny bod osnovy priamok
kolmych na rovinur totoZnosti priemetniz a 7.

¢ E - mx &P (R R) (R P Ox,) O(R=F)

b) Metdda Sikmej (kolmej) axonometrie
Axonometricky princip

@:E, -~ mx g &: P> (P, P'), pricom PP'|| z' aleboP = P’

c) Metdda Sikmého premietania s vyuZzitim pomocnej@iee

Nakresia 77 = 78, roviny 75 . 76 sU navzajom kolméQ; je nevlastny bod osnovy
priamok kolmych na rovinuz a O = O, je l'ubovd’ny nevlastny bod neleZiaci v Ziadnej z
rovin 7z 75. Druhy priemef’'ubovd’ného bodwP je sitasne jeho Sikmym priemetom (z bodu
O do nakresner); ozna&enie: P'. Sikmy priemetP, prvého priemetlP; boduP sa nazyva
Sikmy pbdorys bode.

& E, - mxnmd:P— (P, P), (PP Ox)O(R=P)

d) Metdda stredového premietania s vyuzitim pomoanenetne

Nakresia 77 = 75, roviny 74, 75 sU navzajom kolméQ; je nevlastny bod osnovy
priamok kolmych na rovinuz a O = O, je ubovd’ny vlastny bod neleZiaci v Ziadnej z rovin
77 78. Druhy priemet bodWP je sitasne jeho stredovym priemetom z bddwo nékresne
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(ozna. P°); stredovy priemet (do nakresmeprvého priemetiP; boduP sa nazyva stredovy
(perspektivny) pddorys bodu(ozn&. B°).
@: E, » mx 5 &. P> (P°,P%), (P°P°O x°) O(P°=P°)

e) Stereoskopické zobrazenie
Plati: 77 = 72 = 75, 04, O, sUlubovd’né vlastné body neleZiace v nakresni a priamka
010, je rovnobezna s priemniedtu 77.
& E, - mx g &:.P— (P,P"), (P P"

| 0,0,) O (P =P" =P)

f) Metdda stredového premietania s pomocnym pravouphgmietanim

Plati: 77 = 77 = 75, O1 je nevlastny bod osnovy priamok kolmych na nakuesO, = O
je Tubovd’ny vlastny bod neleZiaci v nakresni. Ak ozimae H hlavny bod, t. j. kolmy priemet
boduO do nakresne, tak plati:

@ E, - mxm &: P> (P, P°),HO “PP°OP;= P°£H)
(Na zabezpesnie bijekcie je potrebné zo zobrazenia witlbbody priamkyO,H.)

Vo vSetkych pripadoch ide identické zvéazky ordinglv pripadoch a) az e) su tieto
navzajom rovnobezné, v pripade f) prechadzaju boldow pripadoch a) az d) je mnozinou
bodov P priestoru, pre ktoréR =P, (v pévodnom ozngeni v metdéde dvoch obrazov)

priamkaO,0; a jedna rovina (v Mongeovom zobrazeni rovina totsk 7 a v pripadoch b) —
d) rovina 7). Okrem toho pre kazdu rovina (ktora nie je hlavna premietacia ani prva
premietacia) plati, Ze medzi hlavnymi priemetmi lpgidov a hlavnymi priemetmi prvych
priemetov tychto bodov je vah osovej afinity s osou v hlavnom priemete priege roviny

a s rovinou 7 (v Mongeove] metode) alebo s rovingm (v pripadoch b) az d)). Odtia
vyplyva jednotné rieSenie nasledujucich polohowllth o rovine v tychto metédach:

Uloha Riesenie
1. Doucit bod [priamku] tak, Zostrgjobraz bodu [priamky] v danej osovej afinite.
aby lezali v danej rovine.
2. Zostrojt’ pries€nik priamky  Na danej usporiadanej dvojici prak zostrojf usporiada-

S rovinou. na dvojicu bodov vzor fabv danej osovej afinite.
3. Zostrojt’ pries€nicu dvoch Zostrajipriamku [bod], ktoru [ktory] dané dve [tri] osové
[spol@ny bod troch] rovin. afinity zobrazuju rako.

1.4 Cyklografia

Viac pozornosti, nez umanje obmedzeny rozsah tohto prispevku, by si zdsluzi
druhy zvazok Specialnych prednas@yklografia Princip cyklografie (ako nelinearnej
zobrazovacej metddy) je kmi jednoduchy; ide o bijektivne zobrazenie mnozudgtkych
bodov rozsireného euklidovského priestdgy na orientované kruznice (cykly) nakreshe.

Emil Muller vkladal mnoho nadeji do tejto oblastilavne v suvise s budlcnios

'S principom cyklografie sa mozno oboznémiitlej knizke Ladislava Seifert@yklografie(1949, Prometheus
Praha), ktora v podstate kopiruje prvé tri kapitistréne nd&rtava témy niektoryclk’alSich kapitol Miillerovho
zvazku.
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deskriptivnej geometrie. Chapal cyklografiu hlaak® metddutak na odvodzovanie novych

vlastnosti priestorovych geometrickych Utvarov mrgetrie orientovanych kruznic, ako aj na
odhdovanie vlastnosti planimetrickych utvarov (hlavnenfiguracii kruznic, bodov a

priamok) z priestorovych objektov pomocou postumovnetdd deskriptivnej geometrie.
Poukazoval na fascinujucu jednoduchagsSenia planimetrickych Gloh geometrie kruZnic
metodami deskriptivnej geometrie a neunaviiadhl ndmety prel'alSie badanie. Napriek

snaham E. Millera sa badanie v tejto oblasti jeledooh viac-menej uzatvorilo. Zvazok

vySiel r. 1929 v Uprave J. Kramesa, necelé dva pakivillerovej smrti.

Obrazok 8 ilustruje rieSenie Apolloniovej ulohy onstrukcii kruznice dotykajucej sa
danych troch kruznic metédou cyklografie. ZaujimgyéZe graficka realizacia rieSenia vo
v8eobecnom pripade predstavuje skvelé planimetriGeégonnovo rieSerfleproblému.
Prednogsou metddy cyklografie je, Ze umaofe vykona& konstrukciu (pozoruhodne
jednoduchu) aj v Specialnom pripaded’ka stredy danych troch kruznic — nositeliek cyklov
— kolinearne body a Gergonnovo rieSenie nevedigsledku.

2. Didaktika a histéria deskriptivnej geometrie

Emil Muller sa vSestranne zaujimal tak o najnowsisledky vedeckého badania v
geometrii, ako aj o deskriptivno-geometrické vzdatde na vSetkych stipch Skél, ale
hlavne o metodiku akademického vzdelavania. Beawni@hho moZzno ozi& za metodika a
organizatora technického &itel'skeho Skolstva v oblasti deskriptivhej geometriRakisku.
Bol nadSenym privrzencom Kleinovho programu a chépanatematiky ako abstraktnej

8 Gergonne, Joseph Diaz (1771 — 1859), franctzskgmatik a astroném
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tedrie idealnych objektov, v geometrii reprezent@t@ Hilbertovou formalizaciou zakladov
geometrie.

Clanky [8] — [13] su zv&Sa prednasky, ktorymi Emil Miiller reagoval pri r§izh
prilezitostiach na aktualne dianie. Naprikladlanku [8] sa venoval problematike postavenia
deskriptivnej geometrie ako vedy a ¥pumania deskriptivnej geometrie. Tato problematika s
dostala na programid — hlavne v krajinadch s nemeckym uradnym jazykoractatkom 20.
storaiia, v SirSom rdmci prebiehajucej reformy matemadiak vzdelavania. Za prvu
podmienku akéhokwek uvedenia deskriptivhej geometrie na vysokyohl&ih povazoval
Miller vyuovanie tejto discipliny na vsetkych strednych SkbfOkrem toho zastaval
nazor, Zze kazdy ditel matematiky by mal absolvowa(v urtitom rozumnom rozsahu)
prednésky a konstrdkeé cvitenia z deskriptivnej geometrie.

S vywiovanim deskriptivnej geometrie na strednych Skolédzko suvisi vychova
ucitelov tohto odboru. A na vychove kandidatovitel'stva, ako sme uz mali mozmnos
zaznameng si dal Emil Muller pdas celého svojho pdsobenia na technickej vysokap3k
vo Viedni mimoriadne zaleZaV prednaske [9] v ramci spolku "Realna Skola"uangntoval
okrem iného o potrebe vysSieho vzdelania kandidatowel'stva v réznych oblastiach
modernej geometrie a matematiky. Len vSestranneclamdl a rozhadeni ditelia budu
schopni pini dolezité poslanie ditel'ov — ktorym podla Mullera vZzdy bolo a ralej musi
zosta —vsStepovanie a Sirenie idey pokrdiak v Skole, ako aj mimo nej

V roku 1911 bol Miller poziadany o vypracovanieasgyr o vywovani deskriptivnej
geometrie na vysokych Skolach technickych, a tAmai"Spravy o matematickom vzdelavani
v Rakusku'pre Medzinarodnu komisiu pre wavanie matematiky [10]. Rozsiahla a obsazna
Miullerova sprava, cenna z historickéhtatliska, ma 87 stran. Mozno v nej wajprei’ad
profesorov katedier deskriptivnej geometrie na k§gdt technickych vysokych Skolach
v Rakusku (od vzniku katedier az do prvého dexida 20. stor¢ia), zoznam vSeobecnych
prednasok a konstrakych cvieni, zoznam Specialnych prednasok,cemi a seminarov,
pocty posluchdov, webné plany a osnovy, organizaciu skuSok (prijimasemestralne,
zaverené, rigorozne, témy domacich zawergch prac, klauzurnych prac, apod.). Zaver
spravy je venovany reformnym navrhom.

Na zaver sa zamyslime nad aktualimsodkazu Emila Millera spred stoia:

.Pod/a mojej mienky spiva Skolska reforma hlavne v tom, aby bolo vSetko
ucite/'stvo v najvysSej moznej miere preniknuté modermggackym a pedagogickym duchom
a aby bolo intenzivnejSie povzbudené v nadSersvmje namahavé, no krasne povolanie.”

,Z0 strany Skolskej spravy sa musi poloiiiac dbrazu na zvySenie vaznosti
ucite/'ského stavu, aj vo fingnom olfade, celkom uiite sa vSak musi zaostmpozornos na
vzdelavanie a vybercite/skych kandidataV

(Emil Muller)

°V Rakusku bola tato podmienka takmer bez vynimkpema. [17]
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