INVERZIA VZH ZADOM NA GUL20VU PLOCHU
V RIESENI SODDYHO PROBLEMU

Zita Sklenéarikova

Uvod

RieSenie ulohy o konstrukcii fvej plochy dotykajucej sa danych Styrociiauych pléch
je zovSeobecnenim analogickej planimetrickej ulohyonsStrukcii kruznice, ktora sa dotyka
danych troch kruZnic (Apolloniova GloHa)Metddy rieSenia tejto stereometrickej Glohy
mozno tiez ziskhzovSeobecnenim elementarno-geometrickych met8drmia Apolloniovho
problému ([7]). To isté plati o analytickom rieSaibhy formalne zhodnom s rieSenim
planimetrického problému ([7], [2]). Ide o rieSesigstavy Styroch kvadratickych rovnic:

(X—x)°+ -y’ + @Z-2)* - £r)°=0(=1,23,4),

kde i, Vi, z) su suradnice streds ar; polomer danej i-tej diovej plochyG;, (X, vy, 2) su
suradnice stredu mpolomer gliovej plochy, ktora je rieSenim ulohy. Odtiyplyva, Ze vo
v3eobecnom pripade ma udloha 2 16 rieSeni. Zaujimavé rieSenie Glohy zodpovemsjl
Gergonnovmu rieSeniu Apolloniovej tlohy ([jatel’ najde v [3].

V&Sia pozornod sa bude venovametdde inverzie [6] vdladom na giovu plochu
v priestore, ktory vznikne doplnenim euklidovskémiestoruE; o jeden bod~ (Mdébiov
priestof; oznaenieMs). Pred uvedenim zékladnych vlastnosti inverzid’adbm na gtovi
plochu si pripomeme definiciu zobrazenia.

Definicia 1 Inverziou vziadom na gibvu plochuG(S r) nazyvame bodové zobrazetiie
priestoruM3; na seba, ktoré kazdému bodull M3 n Es, X # S priradi bodX; = f(X)
polpriamky SX pre ktory plati SX| . |SX | =r?af(S9 =f (S = = (Z je ten bod Mébiovho
priestoru, ktorym sme doplnili prislusny euklidoysiriestorEs). Bod S sa nazyvatredoma
realnetislo r* mocnosou inverzief.

PoznamkaJe zrejmé, Ze obrazom kazdého ,&djpeho” boduX (X # S priestoruMs
v inverzii f vzhifadom na giova plochu G§ r), je k nemu zdruzeny pdl (vBadom na
plochu G) leziaci na priamkeX

Priamym dosledkom definicie sU nasledujuce mtzstt inverzie vzfadom na gtovu

plochu (alej inverziaf, alebo lenf):

1. fje bijektivnym involutornym zobrazenim priestdvig na seba.

2. Invariantnymi bodmi inverziesu prave vSetky body d&ujucej guovej plochy G.

3. Priamka (rovina) incidentnd so stredom invefzje invariantnou priamkou (rovinou)
zobrazenid.

4. Obrazom priamky (roviny) neprechadzajucej stnedimverzie je kruznica (dova
plocha) prechadzajuca tymto bodom; obrazom kruzni@gi'ovej plochy)
neprechadzajucej stredom inverzie je kruznicd’dga plocha) taktiez tymto bodom
neprechadzajuca.

! Fermatova GlohaRozsirenie Apolloniovej Glohy na priestor sa e francizskemu matematikovi Pierre
Fermatovi (1601 — 1655).

2 Mobius August Ferdinand (1790 — 1868), nemecky matemZsioberal sa o. i. nelinearnymi zobrazeniami
v geometrii.

% Pred uvaZzovanim o obraze geometrického Gtvarwerdii f je potrebné si uvedothiako je postulovany bod
>. Pozaduje sa, aby bodokn prechadzala kazda priamka a rovina priestigky) priamka (rovina) tohoto
priestoru je euklidovska priamka (rovina) doplnéodoms.



5. Obrazom vnutra dovej plochy, pre ktoru je stred inverzie vonkajsfumutornym)
bodom je vnutro (vonkajSok) jej inverzného obrazu.

6. Okrem ukujucej govej plochy G inverzié (kruznice incidentnej s G) je v zobrazéni
invariantna kazda dova plocha (kruznica) ortogonalna 9’gwou plochou G.

7. Inverzia vziiadom na glovu plochu je konformnym zobrazenim. Teda obrazeochk
navzajom sa dotykajucich ovych pléch st navzajom sa dotykajuce geometrické
Utvary z utvarov giova plocha a rovina alebo dvojica navzajom rovnoigel rovin.

Pomocou vhodnej dilatacie mozno pretransformiavahu formulovanu v Gvode na dlohu o
konStrukcii gliovej plochy dotykajucej sa danych trochlguych pléch A, B, C a
prechadzajucej danym boddm Ak existuje gliova plocha poZzadovanych vlastnosti, tak jej
obrazom Wubovd’nej inverziif so stredom v bodB je spol@éna dotykova rovina davych
ploch f(A), f(B), f(C)*. Vo vieobecnom pripade tato rovina neprechadzarbdd t. j. jej
inverznym obrazom je dova plocha vyhovujuca podmienkam modifikovanej giloh

1 Steinerov re@’azec kruznic
Nech stn, b kruznice, z ktorych jedna lezi vo vnutri druhejddujme o mnozine kruznic

{k} P: 1 dotykajucich sa kruznie, b, pricom kazda z kruznig sa dotyka kruznigiy, ki+1
(ko = kn, kn+1= k1) (0br. 1a, b). Pri konstrukcii takéhota’azca sa objavil nasledujlci problém:
.Uzavrie sa reazec kruznic z obr. 1a, ak sa za prvu kruznicwaze zvoli’lubovdna ina

z kruznic dotykajucich sa danych kruznic a, b ak#bsa v takom pripade stane gaecom
na obr. 1b?*

Obr. 1a Obr. 1b

Tento — dnes uZ klasicky problém — vyrieSitala Steinet pomocou metédy kruZnicovej
inverzie. Dokazal, Ze ak existuje jeden uzavretiazec kruznic vyhovujaci podmienkam
tlohy (do uvahy sa berie i ,viacnasobny obeh"), gk existuje nekorime mnoho; kazdy
zodpovedd'ubovd’ne zvolenej prvej kruznici z mnoziny vSetkych krigzrktoré sa dotykaju
dvoch danych kruznic. Existenciad’aca zavisi od vzajomnej polohy stredov danychrkiuz
a ich polomerov; vSetky uzavretétazce prislichajuce danym dvom pevnym Kkruzniciam
maju ten isty p&et prvkov. Réazec neexistuje, ak je ,pet kruznic vjednom obehu”
iracionalneislo ([1]).

4 Konstrukcia spolinej dotykovej roviny danych troch Bavych pléch (s pouZitim kuZevej metddy) je
trividlnou stereometrickou Ulohou. Vo vSeobecnoipauie méa Uloha osem rieSeni.

® Jacob Steiner (1796 — 1863) — profesor univerzBerline, jeden z najvyznamnejsich nemeckych gémwe
19. stor@ia



2 Soddyho re’azec g¥ovych ploch
Speciadlnym analégom Steinerovh@azca kruznic je tzv. Soddyhotezec gliovych
pléch.
n

Definicia 2. Mnozinu vSetkych gllovych ploch §},_, z ktorych kazda sa dotyka danych

troch (navzajom sa dotykajucich) Igwych pléchA, B, C tak, Ze kazdé dve za sebou
nasledujuce dlové plochy vréazci sa dotykaju, budeme nazg§v&oddyho reazcom
prislichajucom giovym plochamA, B, C.

Dalej sa budi skiinfarlastnosti Soddyho fazcov, ktoré prisliichaji danej trojicilmvych
pléch. Plati:
Veta 1.

a) Kazdy Soddyho fazec je uzavrety a obsahuje prave’ $gBovych pléch.

b) Stredy vSetkych dovych ploch vSetkych Soddyhoteezcov prislichajacich danym

gurovym plochamA, B, C leZia v tej istej rovine.

Elegantny a pozoruhodne jednoduchy dbkaz ¢ygldstnosti poskytuje pouzitie metddy
inverzie vzifadom na glovu plochu. [5]

Doékaz.a) VIubovd’nej inverzii so stredom napr. v dotykovom bod&ayych pléchA, B sa
tieto guw’ové plochy zobrazia do navzdjom rovnobeznych réviB” a plochaC do guovej

plochy C" dotykajucej sa oboch tychto rovinlatlany réazec 5} in: 154 zobrazi do fazca

zhodnych gtiovych ploch, ktoré sa dotykaju rovi, B~ a plochyC’". Z podmienok dotyku je
zrejmé, Ze stredy davych ploch réazca §°} lezia v rovine sumernosti roviA’, B” a su
vrcholmi pravidelného Sésholnika so stredom v strede plodBy (Obr. 2)

b) Kruznica, na ktorej lezia dotykové bodly gu’ovych pléch §3} (i =1, 2, ..., 6), je
ortogonalna ku vSetkym gjovym plocham §}. Jej obrazom vo zvolenegj inverzii je kruznica
alebo priamka ortogonélna ku vSetkym ploch8mV prvom pripade leZia stredy vSetkych

pléch {S} i6=1v rovine kruznice, v druhom pripade na priamkedeaitnej s bodnl;.

Obr. 2

Jedna z konfiguracii Soddyhatazca je na obr. 3. Predstavil fuederick Soddy. 1936°
Vo svojom badani postupoval komplikovanymi vyfaomi, bez pouZzitia inverzie. Pevné

® Frederick Soddy (1877 — 1956), profesor chémiamiserzite v Oxforde. Laureat Nobelovej ceny z r219
(spolu s Rutherfordom) za vyskum v oblasti radidpov; nosit€ Albertovej medaily. Po smrti manzelky r.
1937 odiSiel do déchodku a venoval sa ekonomicksoejalnym, politickym tedriam a okrem iného riegeni
zaujimavych matematickych problémov.



gulové plochyA, B, C si zvolil tak, aby sa navzajom dotykali zvonkulkgy gre ich polomery
A, 18 rC platilo: r* = r® = %j, r¢ = lilj. Pri takejto vdbe je zrejmé, Ze stredy vSetkych
gurovych pléch vSetkych fazcov vyhovujucich podmienkam ulohy leZia v sgaky
dotykovej rovine glovych pléchA, B. Polomer gliovej plochy$S si zvolil tak, aby rovina
incidentnd so stredmi gavych pléchA, B, C bola rovinou sumernosti ttazca. Dospel
k pozoruhodnému vysledku; polomery vSetkychlaywych pléch vtomto mazci su

ST 1. 1. 1.
racionalnetisla:ry =re =3j, r2 =rs =7¢j, rs =ra =55].

Obr. 3 Obr

Obr. 3 znazaije kolmé priemety vSetkych &astnenych giiovych pléch do spotmej
dotykovej roviny gliovych pléchA, B. Obrysy priemetov diovych pléch §} i6:1a guovej

plochy C su hlavné kruznice tychto pléch a obrys priemetnchyy A splyva s obrysom
priemetu plochyB (na obrazku je vyzrany preruSovanodiarou). Hlavné kruznice pléch

{S}?zltvoria re&’azec kruznic, v ktorom sa kazda z kruznic dotyksednych kruznic a
hlavnej kruznice giovej plochyC.

UvaZzujme dalej o Soddyho t@azcoch prislichajucich vSeobecne zvolenynfogym
plochamA, B, C (nemusi plati r* = r®) a predpokladajme, Ze sa inverzna éest&'e}iegl

stane premennou (t. j. pri ,obehu“ okolor'quej plochyC” nadobudne tento tazec vSetky
mozné polohy). Pévodny ttezec sa tieZz stane premennymg¢@m sa menia aj polomerny
gulovych pléchS v refazci. Skimajme mnozinu stredov vSetkych moznychip® Plati:



Veta 2.
MnoZzina stredov vSetkych tavych pléch premennéhotiazca je kruznica, kukese&ka
alebo priamka.

Db6kaz.Pre dané diové plochyA, B, C nastane prave jedna z moznosti: a) asp@ z pléch

nie st navzajom zhodné, AY1B OC.

a) Nech napr”® # r®. Vtedy je Wadanou mnoZinou stredov podmnoZina prienikucretho
dvojdielneho hyperboloidu s ohniskami v stred@h O® gurovych pléchA, B s rovinou
stredov pléclf, ¢o je kruZnica, elipsa, parabola alebo hyperbolg/(emkou nevlastnych
bodov).

b) Nechr)A = r® = r°. Mnozina stredov diovych ploch vietkych predmetnychtagcov je
priamka (s vynimkou nevlastného bodu).

Poznadmka Re'azce zodpovedajuceliptickému[parabolickémy hyperbolickémp prieniku
budeme nazywvaeliptickymi [parabolickymj hyperbolickynii retazcami (kruZnica sa pre
zjednodusSenie povazuje za elipticky prienik).

3 Priklady retazcov

Soddyho réazce prislichajuce gavym plochamA, B, C (pri A OB) z obr. 3 steliptické
Mnozina stredov diovych pléchS vSetkych tychto mazcov je elipsa, ktorej ohniska su
stredy guliovych pléchC, D (D je inverznym obrazom najmensejlguej plochyD’, ktora sa
dotyka kazdej z diovych pléch réazca §} vnutornym spésobom (obr.2Z( je najmenSou
gulovou plochou, ktord sa zvonku dotyka vSetkycHogyich pléch v réazci {S'} )).
V eliptickom pripade je stre@® inverzie O = A n B) vonkajSim bodom diovych pléch vo
vSetkych réazcoch. Obrazom vnutra kazdej Zguych pléchS” je vnutro inverznej plochy
S (dotyk dvojic gliovych ploch v réazci je vonkajSi). Neexistuje rovina, ktora by bola
spolainou dotykovou rovinou danych fuvych pléchA, B, C.

Na ¢itate’a sa ponechava rozhodnutie o tom, kedy je mnozmealas gliovych plochS

kruznicou’ Jednym prikladom je* = r® = %rc (zhodné glové plochyA, B sa dotykajl

plochy C zvnatra, v krajnych bodoch toho istého priemenchl C. Guové plochyS su tiez
navzajom zhodné.

Na zjednodusenom Soddyho modeli, v ktor&arml B, si ukdZzeme priklagarabolickéhoa
hyperbolickéharetazca, ako aj priklad fazca s priamkou stredov. Ak si zvolime polomer
gulovej plochyC tak, aby plochyA, B, C mali spol@nu prave jednu dotykovud rovinu (obr. 4),
tak vtomto pripade existuje Soddyhd’aeec, v ktorom jepé&’ gulovych ploch; réazec
uzatvara spomenutd dotykova rovina (na obrazku m&enie S). Rovina$S, je inverznym
obrazom tej z giovych pléch mnoziny §} premenného néazca, ktorej dotykovy bod
s gu'ovou plochouD” je prave stredom inverzfeObrazom vnutra piatich gjavych pléch

{S} i6:2 je vnutro inverznych pléch a obrazom vnutra plo&yje vnutro toho polpriestoru
s hranicou v dotykovej roving,, ktory neobsahuje stred inverzie. Pri Gplnom objeldmého
retazca §'} i6zlsa konfiguracia piatich gavych pléch s jednou rovinou vyskytne Saat.

VSetky ostatné t@mzce pozostavaju zo Siestich'guych ploch ako v eliptickom pripade.
MnoZina stredov diovych pléch premenného tiezca je parabola s ohniskom v strede

" Odpora sa vychadzaz inverzného modelu na obr. 2 a skfimak& by mala ki poloha zvoleného stredu
inverzie vzifadom na giovi plochuC’.

8 Inverznym obrazom dovej plochyD’ je rovina. Na obr. 4 je kolmy priemet rovifly(rovnobeZnej s rovinou
S)) do spolénej dotykovej roviny gtovych ploch A, B vyzn&eny preruSovanoéiarou.



gulovej plochy C. KonStrukcia wfujucej priamky paraboly je zrejma z vlastnosti d¢aty
vSetkych giliovych pléch réazca s giovou plocholD.

Ak si zvolime polomer diovej plochyC tak, aby plochyA, B, C (" = r® # r°) mali prave
dve spoldné dotykové roviny, tak vjednom inverznomtaeci je stred inverzie alebo

vonkajSim bodom kazdej z tavych pléch 5’}?:1 alebo vnutornym bodom prave jednej

z tychto pléch alebo na nej lezi oim pri ,obehu” jedného razca okolo giovej plochyC’

je s kazdou z tychto pléch incidentny prave dvagkrdtpripade incidencie stredu inverzie
s niektorou glovou plochou réazca §'} je inverznym obrazom tejto plochy jedna zo
spomenutych dotykovych rovin. Analogicky ako v fmé&ckom pripade sa pri jednom

,obehu" reazca vyskytne konfiguracia piatichlgwych pléch s jednou rovinou dvarifgat.

Ak je stred inverzie vonkajSim bodom kazdej z pldefazca §'} i6= 1 Pre inverzné obrazy

plati to isté,co v eliptickom pripade (obr. 5a). Po nadobudnuitinithej“ polohy (ktorej

zodpovedé konfiguracia s piatimilgwymi plochami a jednou rovinou sa stred invertéva
vnutornym bodom jednej z plochtezca §'} i6: 1> vnutro tejto gliovej plochy (naprS,’) sa
zobrazi do vonkajSka jej inverzného obre&ua vnutro kazdej diovej plochy zo zvysnej
patice sa zobrazi do vnutra jej inverzného obrdmamend to, Ze dgiava plochaS, sa dotyka
susednych diovych pléch v réazci vnatornym spésobom (obr. 5b). Po prechodiogj
plochy S;" druhou ,limitnou” polohou sa znovu zmeni jej dotgo susednymi govymi
plochami v réazci na vonkajSi. Stredy vSetkych I'guych pléch réazca navzajom sa
dotykajucich zvonku su incidentnéjesinou vetvou hyperbolys ohniskami v stredoch
gulovych pléchC, D) a stredy glovych pléch, ktoré sa dvoch pléch Yaeci dotykaju
zvnutra, prebiehaju jegruhd vetvu(Obrazky 5a, b su schematické.)

Obr. ba Obr. 5b



Na zaver uvazujme o Soddyhdagcoch prislichajucich trom navzajom zhodnyrfiogym
plochamA, B, C. MnoZinou stredov diovych ploch vSetkych fazcov je priamka, ktora je
pries€&nicou spoldnych dotykovych rovin dvojic govych ploch z tejto trojice. Existuju dve
navzajom rovnobeZné roviny, ktoré su sgalgmi dotykovymi rovinami danych ploch, B,

C; ich obrazom v inverznom tazci {S’}i6: 15U dve susedne fveé plochy, pre ktoré je stred

inverzie dotykovym bodom. Existuje teda’aeec, v ktorom su Styri giavé plochy a dve
navzajom rovnobezné roviny (obr. 6a). Pri prechkaiadej z pléch m&azca touto polohou sa
meni typ jej dotyku s plochan#i, B, C, ako aj so susednymi Bovymi plochami v réazci
(obr. 6b). V konfiguracii so Siestimi giovymi plochami sa vzdy prave jednalgua plocha
retazca dotyka susednychlgwych ploch v réazci vnutornym spdsobom. Pri jednom obehu
retazca sa vyskytne konfiguracia s dvoma rovinamyaritgu’ovymi plochami Se¥rat.

S,
S,
S
A : B
A
Ss Se

Obr. 6a

Obr. 6b



Poznamka.Pre mnozinu stredov vsSetkych I'guych pléch premenného tiazca, ktoré
prislichaju gliovym plochamA, B, C a typ ich vzajomného dotyku je teda rozhodujucigbo
spola:nych dotykovych rovin danych pléef) B, C a pomery ich polomerov.

4 Na zaver uloha pretitatela

Pre polomery; gurovych plochS (i =1, 2, ..., 6) v pédvodnom eliptickom Soddyhdazci
plati:

1 1 1 1 1

1 .
=+ ===+ ===+ = !
T h TRt ETRY . Dokazte!
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