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ABSTRAKT

Petra Klenkova: Stercometria — elementarna geometria trojrozmerného euklidovského
priestoru, Diplomova praca, Univerzita Komenského, Fakulta matematiky, fyziky
a informatiky, Ucitel'stvo vSeobecnovzdeldvacich predmetov Matematika — Deskriptivna

geometria.

Veduca diplomovej prace: RNDr. Zita Sklenarikova, PhD., Bratislava: Fakulta
matematiky, fyziky a informatiky UK, 2006.

Predlozena diplomova praca je venovana vybudovaniu zakladov stereometrie —
elementarnej geometrie trojrozmerného euklidovského priestoru. Hlavnym cielom prace —
okrem prehibenia stredoskolského ugiva — bolo usporiadanie stereometrickych poznatkov do
systému, a to vduchu syntetickej vystavby planimetrie v u¢ebnom texte ,,Elementarna
geometria euklidovskej roviny* [15]. Zakladom spracovania je didaktickd transpozicia
axiomaticko — deduktivnej metédy v geometrii. Vlastnosti stereometrickych pojmov a
objektov, 1 metoddy rieSenia stereometrickych loh objastiuje mnozstvo prikladov a cviceni
v zavere tretej a Stvrtej kapitoly textu. Pretoze rieSenie stereometrickych tloh predpokladé
osvojenie si poznatkov o zakladnych telesach a plochach, vratane ich zobrazenia vo vol'nom

rovnobeznom premietani, zaradili sme tieto poznatky do zaveru diplomovej prace.



PREDHOVOR

Stereometria alebo elementarna geometria euklidovského priestoru E; je
neodmyslitel'nym zdkladom, prvym stavebnym kamenom pre Studium zobrazovacich metod
deskriptivnej geometrie. Nesporna je jej dolezitost’ v Studiu technickych a prirodovednych
disciplin, v maliarskom umeni, socharstve, atd’., no mala by sa stat’ samozrejmou vybavou
kultarneho ¢loveka. Prvym krokom k dosiahnutiu tohoto ciel’a je vychova buducich ucitel'ov
matematiky, najmé stredoskolskych (no nielen ich), pretoze s vyucbou stereometrickych
pojmov treba zacat' najneskdr na strednej Skole. Mnoho mozno dosiahnut’ postavenim
modelov jednoduchych telies uz na zékladnej skole. Cesta od modelov k najjednoduchs§im
nacrtom moze byt propedeutikou vyucCovania stereometrie; az v niom sa vSak ziskané
poznatky upeviiuji logickymi stvislostami, ktoré su zakladom osvojenia si zrucnosti
a schopnosti spravneho zobrazovania jednoduchych objektov vo volnom rovnobeznom
premietani.

Toto vSetko bolo pre miia motivaciou pri vybere témy diplomovej prace. Uvitala som
moznost’ pokusit’ sa o vypracovanie aspoil zakladného Studijného materidlu zo stereometrie
hlavne pre Studentov ucitel'ského Studia matematiky s deskriptivnou geometriou. Verim, ze

tato diplomova préca posluzi i d’alsim zadujemcom z radov Studentov.
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Hlavnym cielom mojej diplomovej prace ,,Stereometria — elementarna geometria
trojrozmerného euklidovského priestoru® bolo prehibenie stredogkolského uéiva stereometrie,
jeho doplnenie o nové poznatky, ale hlavne usporiadanie stereometrickych poznatkov do
logického systému. Zakladom spracovania témy bola didakticka transpozicia axiomaticko —
deduktivnej metody v geometrii analogicky sucebnym textom ,,Elementdrna geometria
euklidovskej roviny* [15] autorov Z. Sklenarikovej a J. Cizmara. Praca je snahou aspoi
¢iastocne vyplnit’ existujici nedostatok dostupnej literattry s touto témou.

Diplomovéa praca pozostava z piatich kapitol. Prvéa kapitola ,,Didakticky systém axiom
stereometrie je venovana zakladnym pojmom geometrie euklidovského priestoru aich
vzajomnym vzt'ahom, ktoré¢ s vyjadrené v axiomach. Pretoze budovanie stereometrie sa robi
na zéklade planimetrického axiomatického systému, staci rozsirit’ planimetricky axiomaticky
systém o niektoré axiomy incidencie, definovat’ rovnobezné priamky v priestore a pozadovat,
aby planimetricky systém axiom platil v kazdej rovine priestoru. UZ Student, ktory sa prvy-
krat stretava so steremetriou, by mal byt oboznameny stym, ze zdkladné pojmy: bod,
priamka a rovina (zakladné objekty) a incidencia, zhodnost' (zékladné relacie) sa nedefinuji a
zékladné vyroky o tychto pojmoch — axiomy — sa nedokazuju. Nie preto, Ze ,ide o
samozrejmé tvrdenia®, ale preto, Ze pdjde o ,,hru* so zakladnymi objektmi, ktore;j ,,pravidla “
si ur€ené axiomami.

Druhé kapitola ,,Vety o rovnobeznosti zakladnych geometrickych utvarov* sa zaobera
navzdjom rovnobeznymi zakladnymi geometrickymi ttvarmi a ich vlastnostami. VSetky
najdolezitejSie tvrdenia (existencné vety, €i kritéria rovnobeznosti zékladnych geometrickych
objektov) su podrobne dokazané. Zaver kapitoly tvori klasifikacia vzadjomnej polohy troch
navzajom rdéznych rovin.

Tretia kapitola ,,Ulohy o vzdjomnej polohe zdikladnych geometrickych titvarov. Polohové
ulohy* je venovana metddam rieSenia tzv. polohovych tloh (t.j. tloh rieSitelnych na zaklade
axiom incidencie a usporiadania a reldcie rovnobeznosti zdkladnych utvarov). Patria sem
ulohy o vzijomnej polohe priamky a roviny, rovinné rezy jednoduchych telies, priecky
priamky pozadovanej vlastnosti, priecky mimobeziek a iné.

Vo stvrtej kapitole prace ,,Metrické ulohy* sa definuje pojem uhla dvoch mimobeziek,
kolmost’ priamky a roviny; nasleduji dokazy kritéria kolmosti priamky a roviny a

existen¢nych viet o priamke kolmej na rovinu a rovine kolmej na priamku; zavadzaji sa
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pojmy vzdialenost’ bodu od roviny, vzdialenost’ rovnobeznych rovin, uhol priamky s rovinou,
uhol dvoch rovin a uvedena je nevyhnutna a dostacujuca podmienka kolmosti dvoch rovin.

Kapitoly 1 - 4 tvoria jadro prace. Metody rieSenia hlavne konsStrukénych stereometric-
kych uloh st ilustrované v kapitolach 3, 4 v spojitosti s nejakym jednoduchym referenénym
telesom zobrazenym vo volnom rovnobeznom premietani. Tieto dve kapitoly obsahuju
celkom 30 vyrieSenych tloh a 96 cviceni.

V poslednej kapitole diplomovej prace ,,Dodatky” mozno najst’ doplitujlice poznatky
potrebné k rieSeniu uloh v stereometrii. V prvej Casti su uvedené pojmy polpriestor, klin,
trojhran (vratane dokazov ich vlastnosti), definované zakladné plochy a telesa (ako mnozin
bodov) a urobena klasifikacia vzajomnych poloh s rovinou a priamkou, 1 s metédou rieSenia
ulohy o vzdjomnej polohe. Druhd ¢ast’ kapitoly je venovand rovnobeznému a pravouhlému
premietaniu (zékladné vlastnosti), Pohlkeho-Schwarzovej vete, 1 historickym poznadmkam
k jej dokazu a hlavnym pojmom zobrazenia zékladnych telies vo volnom rovnobeZznom
premietani (styéné-dotykové premietacie roviny, obrys priemetu utvaru, obrys utvaru
v danom premietani, problém viditeI'nosti). Jeden priklad uvedeny v zavere a niekolko
cviceni st navrthom témy, o ktoru by bolo mozné obohatit’ rieSenie metrickych uloh na

priemetoch rovinnych utvarov a nésledne i priestorovych.
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1 DIDAKTICKY SYSTEM AXIOM STEREOMETRIE.

AXIOMY INCIDENCIE A ICH DOSLEDKY

Trojrozmernym euklidovskym priestorom Ez nazyvame systém troch mnozin B, P,
R zékladnych objektov nazyvanych bodmi, priamkami a rovinami, ktoré su viazané
zékladnymi reldciami incidencie, usporiadania, zhodnosti arovnobeznosti a spliujucich

podmienky spojitosti.

Poznamka 1.1

1. Pri vystavbe systému stereometrie sa budeme opierat’ o uz vybudovany systém planimetrie
euklidovskej roviny [15]. Staci pritom rozsirit' skupinu axiom incidencie na nasledujicich
osem axiom I;-Ig. Stereometriou budeme nazyvat’ geometriu zaloZzenu na axiémach incidencie
I(1-8) a vybudovanom planimetrickom systéme za poziadavky, ze tento plati v kazdej rovine.
Pojem rovnobeZznosti priamok sa rozsiri nasledovne: rovmobeznymi priamkami budeme

nazyvat’ dve priamky leZiace v jednej rovine, ktoré nemaju spolo¢ny bod.

2. Body a priamky budeme oznaCovat v stlade s oznacenim v planimetrii. Prvky mnoziny R

vSetkych rovin budeme oznacovat’ malymi pismenami gréckej abecedy a, S, v, ..., pri potrebe
d’alSieho rozliSenia sa budu pouzivat’ indexy alebo iné znaky, napr. o, @z, a3, ... , a', a", ...,
a pod.

Axiomy incidencie
I;. Ku kazdym dvom r6znym bodom existuje prave jedna priamka s nimi incidentna.
I,. Na kazdej priamke existuju aspon dva rozne body.
I3. Existuji body, ktoré vSetky nelezia na jednej priamke.
Ls. Ku kazdym trom nekolinedrnym bodom existuje prave jedna rovina s nimi incidentna.
Is. V kazdej rovine existuju aspon tri nekolinearne body.
Is. Ak dva body priamky lezia v rovine, tak kazdy bod tejto priamky lezi v danej rovine.
I;. Ak maju dve roviny spolo¢ny bod, tak maju spolo¢nu aspoii jednu priamku.

Is. Existuji body, ktoré nelezia vsetky v jednej rovine.

Definicia 1.1
a) Mnozina bodov sa nazyva kolinedarna [komplandrna], ak je incidentnd s nejakou

priamkou [rovinou].
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b) Dve priamky, ktoré lezia v jednej rovine a nemaji spolocny bod, budeme nazyvat’
rovnobeznymi priamkami alebo rovnobezkami.
¢) Dve priamky, ktoré nelezia v ziadnej rovine, budeme nazyvat mimobeznymi

priamkami alebo mimobezkami.

Poznamka 1.2

1. Existencia mimobeznych priamok je zarucend axiomou Ig. Ak je Stvorica bodov 4, B, C, D

—_—— e —— s e ——

nekomplanarna, tak mimobezné su dvojice priamok AB, CD; AC, BD; AD, BC.
2. Ak kazdy bod priamky a lezi v danej rovine ¢, hovorime, Ze priamka a je incidentna s

rovinou « [= lezi v rovine @]; hovorime tiez, Ze rovina « prechédza priamkou a.
Priame dosledky axiom incidencie a usporiadania vyjadruje nasledujuca veta:

Veta 1.1
a) Dve rozne priamky maji najviac jeden spolocny bod. (Oznacenie: anb=M )
b) Priamka neincidentnd s rovinou ma s touto rovinou najviac jeden spolo¢ny bod.
(Oznacenie: ana=4)
¢) Ak maji dve rézne roviny spoloény bod, tak maji spolocnii prave jednu priamku

s nim incidentnu. (Oznacenie:a N B =r)

Obr. 1.1

O dokaz vety sa Citatel’ moze pokusit’ sam.

Definicia 1.2
a) Dve priamky, ktoré maji spolo¢ny prave jeden bod, nazyvame roznobezné priamky
alebo roznobezky. Spolo€ny bod sa nazyva priesecnik priamok.
b) Ak ma priamka s rovinou spolo¢ny prave jeden bod, hovorime, Ze je s touto rovinou
roznobezna. Spolocny bod nazyvame priesecnikom priamky s rovinou alebo roviny

s priamkou.

10
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¢) Dve roviny, ktoré maji spolo¢ni prave jednu priamku, nazyvame roznobeznymi

rovinami. Spolocnu priamku nazyvame priesecnicou rovin.

Tvrdenia nasledujucej vety st dosledkami axidm incidencie a usporiadania. Znovu
pripominame, Ze nam nejde o rigoroznu axiomaticku vystavbu stereometrie, ale hlavne
o ¢asovo nenarocné usporiadanie doterajSich poznatkov zo stereometrie do logického systému
nielen odrazajuceho postupnost’ tvorby uvedenych d’alSich pojmov, ale aj ich zakladnych
vlastnosti (predovSetkym jasnym vymedzenim polohovych a metrickych vlastnosti
geometrickych ttvarov). Uz v kurze euklidovskej planimetrie sme mohli vidiet, Ze niektoré
vlastnosti utvarov zalozené na axiémach incidencie a usporiadania vyzeraji na prvy pohlad
trivialne, ¢o vSak neplati o ich dokazoch. V tomto zmysle sa predkladé ¢itatel'ovi veta 1.2 bez

dokazu.

Veta 1.2
a) V kazdej rovine existuje nekonec¢ne mnoho bodov, ktoré vsetky nelezia na tej istej
priamke.
b) Kazdym bodom prechddza nekonecne mnoho priamok, ktoré vSetky nelezia v tej istej
rovine.

¢) Existuje nekone¢ne mnoho rovin incidentnych s tou istou priamkou.

Definicia 1.3
a) Mnozinu vSetkych priamok incidentnych s danym bodom nazyvame trs priamok.
Spolo¢ny bod priamok je stredom trsu priamok.
b) Mnozinu vsetkych rovin incidentnych s jednou priamkou nazyvame zvdzok rovin.

Spolo¢na priamka je osou daného zvazku rovin.

Veta 1.3
Rovina je uréena:
a) priamkou a bodom s flou neincidentnym;
b) dvoma (r6znymi) rovnobeznymi priamkami;

¢) dvoma réznobeznymi priamkami.

Dokaz
Urobme dokaz napriklad pre pripad ¢, t.j. dané priamky a, » maji spolo¢ny prave jeden

bod (a N b = {M}). Sucastou dokazu je: 1. dokaz existencie roviny pozadovanych vlastnosti

11
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a 2. dokaz, ze takato rovina je prave jedna. Dokaz existencie je konstrukény, preto v druhom
kroku treba dokazat nezavislost’ skonStruovaného objektu — v tomto pripade roviny — od

konsStrukcie.

1. (existencia) Nech anb = M. Zvol'me si 'ubovol'né dva body 4, B tak, aby A€a, Beb
a A# M# B. (Preco existuju body 4, B ?). Potom existuje prave jedna rovina ¢ incidentnd s
trojicou nekolinearnych bodov 4, B, M (odovodnite). Podl'a axiomy I lezia obe priamky a, b

v rovine a (aU bc ). Existencia roviny pozadovanych vlastnosti je dok4zana.

2. (jednoznacnost) Jednoznacnost, t.j. nezavislost' roviny « od vyberu bodov 4, B sa
dokaze dokazom “sporom”. Ak by existovali dve roviny «, [ (a # ) incidentné s

priamkami a, b, tak by tieto navzajom rézne roviny boli obe incidentné s danou trojicou

nekolinedrnych bodov 4, B, M. To by ale bolo sporné tvrdenie s axiémou 4.
Dokazy v pripadoch a, b su celkom analogické.

Dalej sa bude definovat’ rovnobeznost’ zakladnych geometrickych tGtvarov (priamka,
rovina) za predpokladu existencie takychto utvarov. Na dokézanie existencie priamky
rovnobeznej s rovinou alebo dvojice navzajom rovnobeznych rovin je potrebné dokazat’ urcité
dostaujiice podmienky rovnobeznosti takejto dvojice Uutvarov, ktoré st inutnymi
podmienkami. Definujme ,, rovnobeznost «“ tak, aby bola relaciou ekvivalencie na mnozine
vSetkych priamok a analogicky na mnozine vSetkych rovin. Triedu vsetkych navzdjom
rovnobeznych priamok [rovin] budeme nazyvat osnova priamok [osnova rovin]. Preto v
nasledujucej definicii 1.4 pripustime za rovnobezné geometrické utvary 1 tie, ktoré¢ su
navzajom incidentné. Dokazy existencie takychto utvarov urobime v kapitole 2. Pripomefime

si najprv euklidovsku axidému R rovnobeznosti z planimetrie.

Axioma R. Existuje najviac jedna priamka prechadzajuca danym bodom, ktora je

rovnobezna s danou priamkou.

Existencia dvoch priamok absolutnej roviny, ktoré nemaji spolocny bod, vyplyva
z vlastnosti vonkajSieho uhla trojuholnika a existenc¢nej vety o priamke incidentnej s danym

bodom a kolmej na 'ubovol'na priamku roviny ([15]).

Pretoze axioma R rovnobeznosti plati v kazdej rovine priestoru, plati v euklidovskom

priestore E3 nasledujtca veta:

12
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Veta 1.4
Nech je 4 € E3 l'ubovolny bod a a € E3 'ubovol'nd priamka s nim neincidentnd. Existuje

prave jedna priamka prechadzajica bodom 4 a rovnobezna s priamkou a.

Definicia 1.4
a) Hovorime, Ze priamky a, b su navzajom rovnobezné prave vtedy, ak: alebo a = b
alebo existuje rovina, v ktorej obe priamky lezia a nemaju ziaden spolo¢ny bod.
b) Hovorime, ze priamka a je rovnobeznd s rovinou « prave vtedy, ak: alebo priamka a
lezi v rovine a alebo s iou nema ziaden spolo¢ny bod.
¢) Hovorime, Ze roviny a, [ su navzajom rovnobezné prave vtedy, ak: alebo o = S alebo

tieto roviny nemaju ziaden spolo¢ny bod.

Symbolicky: al||b<= (a=b)v(@a:aubca nanb=J)
alla=(aca)viana =9)

allf=(a=pvanp=90)

Nasledujuce tvrdenie je uplnou Kklasifikdciou vzdjomnych poléh zékladnych

geometrickych utvarov.

Veta 1.5
a) Dve priamky su alebo rovnobezné, alebo roznobezné, alebo mimobezZné.
b) Priamka je s rovinou alebo rovnobezna, alebo ro6znobezna.

¢) Dve roviny su alebo rovnobezné, alebo roznobezné.

Dokaz

a) Ak su a, b priamky, tak plati: (a = b) v (a#b). Prvd moznost’ je podl'a definicie 1.4
rovnobeznost priamok.
Ak st priamky a, b navzijom rozne, tak plati: (3 a: aubc o) alebo neexistuje Ziadna
rovina, v ktorej by lezali obe priamky. Druhd z moznosti je mimobeznost priamok.
Ak su a, b+ a priamky tej istej roviny, tak z planimetrie je zrejmé, Ze su alebo roznobezné

alebo navzdjom rovnobezné rozne.

Dokaz tvrdeni b, ¢ sa ponechava Citatelovi.
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2 VETY O ROVNOBEZNOSTI ZAKLADNYCH GEOMETRICKYCH

UTVAROV

Zakladnym pojmom pre rovnobezné geometrické utvary je rovnobeznost priamky
srovinou. Dokézme preto takzvané kritérium rovnobeznosti priamky a roviny, ktoré
formuluje nevyhnutnu a dostacujucu podmienku preto, aby dand priamka bola rovnobezna

s danou rovinou.

2.1 KRITERIUM ROVNOBEZNOSTI PRIAMKY A ROVINY. EXISTENCIA PRIAMKY

ROVNOBEZNEJ S ROVINOU

Veta 2.1. (kritérium rovnobeznosti priamky a roviny)

Priamka je rovnobezna s rovinou prave vtedy, ak je rovnobezna s priamkou roviny.

Dokaz

a) (nevyhnutnost) Ak je priamka a rovnobezna srovinou q, tak alebo priamka a lezi
v tejto rovine alebo nema srovinou & spoloény bod. V prvom pripade alla (ac a),
v druhom pripade urobme nasledujicu konstrukciu. Zvolme si I'ubovolny bod M (Me ).
Bod M nelezi na priamke a, teda existuje prave jedna rovina f = aM . Priamka b = pNa
ma pozadovanu vlastnost’. Pretoze priamky a, b lezia obe v rovine S, staci dokazat’, ze nemaja
ziaden spolo¢ny bod. Dokaz urobime sporom. Ak by existoval bod 4 € an b, tak by tento bod
bol spoloénym bodom priamky a s rovinou «. To je ale sporné tvrdenie s predpokladom
ana=Q. Zaver: al|b. (Obr. 2.1)

b) (dostatocnost) Ak je priamka a rovnobezna s priamkou b roviny e, rozliSme dva
pripady: 1. ac ¢, 2. priamka a nelezi v rovine a. V prvom pripade rovnobeznost' a||a je
zarucena definiciou 1.4. V druhom pripade zrejme plati: anb = A a||b, teda priamky a, b
lezia v jednej rovine f. Dokazeme, ze an a = . Pouzijeme metédu dokazu sporom. Ak by
existoval bod 4 (Aean a), tak z incidencie priamky a s rovinou £ by vyplynula incidencia

bodu 4 s prieseCnicou rovin , B, t.j. s priamkou b. Nasledne bod 4 by bol spolo¢nym bodom

priamok a, b, ¢o je sporné tvrdenie s rovnobeznostou tychto priamok. Zaver: a ||« .

Priklad 2.1. Dan4 je rovina « a bod 4 (4 ¢ ). Zostrojte I'ubovolnti priamku prechadzajiicu

danym bodom 4 a rovnobeznu s rovinou c.
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2 VETY O ROVNOBEZNOSTI ZAKLADNYCH GEOMETRICKYCH UTVAROV

RieSenie
Staci si zvolit’ 'ubovolnu priamku m roviny «. Axidma rovnobeznosti R zarucuje
existenciu prave jednej priamky m', ktord prechadza bodom 4 a je rovnobezna s priamkou m.

Z vety 2.1 vyplyva, Ze priamka m' je rovnobezna s rovinou a. (Obr. 2.2)

=75 N\ B

Obr. 2.1 Obr.2.2 Obr.2.3

Poznamka 2.1

1. Dosledkom rieSenia v priklade 1 je existencia nekone¢ného poctu priamok prechadzajicich
danym bodom a rovnobeznych s danou rovinou.

2. Dokazali sme, Ze kazda rovina, ktord prechddza priamkou a rovnobeZznou s danou rovinou
a (az @) anie je srovinou « rovnobeznd, pretina tito rovinu v priamke rovnobeznej

s priamkou a (obr. 2.3).

Veta 2.2
Ak st dve roviny navzajom rovnobezné, tak kazda priamka jednej z rovin je rovnobezna

s druhou rovinou.

Poznamka 2.2. V dokazoch viet 2.2 — 2.7 budeme predpokladat, ze vSetky rovnobezné
zakladné utvary vystupujice v tvrdeniach viet (v predpokladoch iv zavere) su disjunktné.
V opac¢nom pripade su dokazy trividlne. Napriklad uvazované roviny «, £ vo vete 2.2 su
navzajom rdzne, ¢o znamena o N f= . Niektoré zdokazov, ktoré st dosledkom
jednoduchej logickej uvahy (vety 2.2, 2.4 a nevyhnutnd podmienka vo vete2.5) sa

ponechavaju Citatel'ovi.

Veta 2.3
a) allbrblla=alla

b) al|lbAb|lc=allc
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Dokaz

a) Nech pre priamky a, b a rovinu a plati: anb =3, bn a= J, az a. Priamkami a, b je
urCena prave jedna rovina £. Plati: 1. S na=D v 2. B n a= {c}. V prvom pripade zrejme
platian o= . V druhom pripade z rovnobeznosti blla vyplyva blic (veta 2.1). Pre priamky
a, b, ¢ (navzajom rdzne) tej istej roviny S plati: al|lb, b||c. Dosledok a|lc je dokdzany

v planimetrii.

b) Nech priamky a, b, ¢ st navzajom rozne a a||b, b||c (obr. 2.4). Treba dokazat’, ze
priamky a, c: 1. lezia v jednej rovine; 2. nemaju spolo¢ny ziaden bod. Dékaz 1: Zvol'me si na

priamke a l'ubovolny bod 4 neleziaci na priamke ¢ (kedZe a+#c, takyto bod existuje)
a oznaéme a=cAd.Z platnosti b||c vyplyva b||a (veta 2.1) a z rovnobeZnosti priamok a, b
nasledne i rovnobeznost a ||« . Ale priamka a ma v rovine « bod 4, teda v tejto rovine lezi.

Zaver:a\JccC & .

Dokaz 2. (sporom): Ak by existoval spolo¢ny a 4

bod priamok a, ¢, tak by tymto bodom

prechadzali dve navzajom r6zne rovnobezky a, b

¢ s priamkou b (predpoklad). To je ale sporné ‘

tvrdenie s axiomou R priestoru Es. Obr. 2.4

Veta 2.4

alla nallf=allp

2.2 KRITERIUM ROVNOBEZNOSTI DVOCH ROVIN.

EXISTENCIA ROVINY ROVNOBEZNEJ S DANOU ROVINOU

Veta 2.5. (kritérium rovnobeznosti dvoch rovin)
Dve roviny st rovnobezné prave vtedy, ak jedna z nich obsahuje dve réznobezky, ktoré

su rovnobezné s druhou rovinou.

Dokaz

a) (nevyhnutnost) Sformulujte, ¢o treba dokazat’ (za predpokladu @ N =) a dokazte.
b) (dostatocnost) Nech st roviny «, f navzajom rézne a existuju dve roznobezky a, b

roviny a, pre ktoré plati: an =0 A bn B =C. Pouzijeme dokaz sporom. Ak by roviny
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2 VETY O ROVNOBEZNOSTI ZAKLADNYCH GEOMETRICKYCH UTVAROV

a, f boli navzajom réznobezné a @ N f = c, tak priamka c by pretala aspon jednu z priamok
a, b (mdéze byt rovnobezna najviac s jednou z nich). Nech je to priamka a; oznaéme cna
=A. To ale znamend, ze bod A by lezal v rovine f (cc f) abol by ispoloénym bodom
priamky a s rovinou . Je to sporné tvrdenie s predpokladom an g =O. Zaver: a N f =&

= «af| f (obr.2.5).

" S T
a \ s I Tttt =- -
« N N B e 4

N

\

\
ﬂ \ %\b
o a
Obr. 2.5 Obr. 2.6

Veta 2.6
allBABlly=ally

Dokaz
Nech roviny ¢, £ st navzajom rozne. Z podmienky « || f vyplyva, ze v rovine « existuju dve
roznobezky 'a, *a tak, Ze ‘a|| B (i=1, 2) (veta 2.5). Z platnosti ‘a|| B A By vyplyva'al|ly

(i=1,2) (veta2.4), tj.1platnost’ « ||y (kritérium rovnobeznosti dvoch rovin).

Veta 2.7
Nech 4 je bod neincidentny s rovinou . Existuje prave jedna rovina prechadzajuca

bodom A4 a rovnobezna s rovinou c.

Dokaz

a) (existencia) Existenciu roviny £ pozadovanych vlastnosti dokdzeme konStrukcne.
Staci si zvolit’ 'ubovol'né dve (rézne) priamky m, n prechadzajuce bodom A a rovnobezné
srovinou « (priklad 1). Rovina g = mn ma predpisané vlastnosti. (PopisSte podrobnejsSie

konStrukciu priamok m, n podl'a obr. 2.6).

b) Dokaz jednoznacnosti existencie roviny pozadovanych vlastnosti sa ponechava

Citatel'ovi.
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2.3 VZAJOMNE POLOHY TROJICE NAVZAJOM ROZNYCH ROVIN

V zavere druhej kapitoly este urobime klasifikaciu vzajomnych poldh trojice navzajom
roznych rovin «, S, 7. Aby sme sa pri odvodzovani vyhli zopakovaniu tej istej polohy,
urobime nasledujtici dohovor: ak sa spomedzi danych rovin vyskytne dvojica rovin navzajom

rovnobeznych, oznafime ju «,f . To samozrejme neznamend, ze dvojicou rovnobeznych
rovin nemoéze byt dvojica (a,y) alebo (f,y), ale to, ze ak si roviny «,f navzijom

réznobezné, tak uz ziadne dve z danych troch rovin nie su navzajom rovnobezné roviny.

Pre roviny «,f mdze platit alebo «a||f (tj. anf =) alebo rovina a nie je
rovnobeznad s rovinou A (t.j. a N f ={c}).
1. Nech plati || #. Pre rovinu y potom plati: alebo « || y alebo a ny ={b}.
a) Uvazujme orovinach a, S, y, pre ktor¢ «||f, «ally. Odtial' (komutativnost a
tranzitivnost’ reldcie rovnobeznosti rovin) vyplyva aj rovnobeznost’ rovin £ a y. Zdver:

a, B, v je trojica navzajom roznych rovnobeznych rovin. (Obr. 2.7a)

Obr.2.7a,b

b) Nech plati: || A a N y= {b}. Désledkom je réznobeznost’ rovin f, y (v opacnom
pripade by zplatnosti a|| S, Flly vyplyvala irovnobeZznost’ rovin «, y, o je sporné
tvrdenie s predpokladom). Je zrejmé, ze priesecnice dvojic rovin «, y; £, ¥ su navzijom
rovnobezné priamky. (Odovodnite.) Zaver: Roviny «, [ su navzdjom rovnobezné a rovina y

ich pretina v dvoch navzajom rovnobeznych priamkach b =a Ny a a = Ny .(Obr. 2.7b)

2. Nech plati: an g ={c}. Skimajme vzdjomnl polohu priamky c s rovinou y. Moze
nastat’ prave jeden z pripadov: (¢ < y ) alebo (cny={M}) alebo (cny =J).
a) Vpripade anf={c} A ccy maju tri roviny «, £, y spolocni prave jednu priamku,

teda an vy ={c}. Zaver: roviny a, B, y patria do toho istého zvdzku. (Obr. 2.7c)
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b) Vpripade anf={c} acny={M} plati: anfny={M}. Zaver: Roviny a, [, y maju
spolocny prave jeden bod, ktorym prechadzaju navzdjom rozme priesecnice dvojic rovin
(spomedzi rovin a, [, y ). (Obr. 2.7d)

¢) Vpripade anf={c} a cny=C oznaCme a Ny =1{b} a fny=1{a}. Z poznamky 2 za
prikladom 1 potom vyplyva, Ze priamky a, b st rovnobezné s priamkou c. Plati teda: c||a||b.
Zaver: Vsetky dvojice rovin (spomedzi rovin a, [, y) sa pretinaju a tieto priesecnice su
navzdjom rozne rovnobezky. (Obr. 2.7¢)

C

Obr.2.7c-¢

Mozeme vyslovit:

Veta 2.8
Existuje pat’ vzdjomnych poloh troch navzajom rdéznych rovin:
1. vSetky tri roviny st navzajom rovnobezné;
2. dve rovnobezné roviny pretina tretia v navzdjom rovnobeznych priamkach;
3. vSetky tri roviny maji spolo¢nt prave jednu priamku (os zvdzku rovin);
4. vSetky tri roviny maju spolo¢ny prave jeden bod,
5. vSetky dvojice rovin st navzajom roéznobezné roviny a ich priesecnice si navzajom

roézne rovnobezné priamky.
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3 POLOHOVE ULOHY

3 ULOHY O VZAJOMNEJ POLOHE ZAKLADNYCH GEOMETRICKYCH

UTVAROV. POLOHOVE ULOHY

Pod polohovymi tlohami v stereometrii rozumieme Ulohy riesitelné na zaklade pouzitia
axiom incidencie, usporiadania a axidmy rovnobeznosti. Ide prevazne o ulohy konstrukéné,
preto je potrebné nieo povedat o rieseni konstrukénej stereometrickej ulohy. Struktura
rieSenia stereometrickej konstrukénej ulohy sa zasadne ni¢im neodliSuje od Struktiry rieSenia
planimetrickej ulohy. RieSenie pozostava zo Styroch krokov: rozbor tlohy, konstrukcia, dokaz
a diskusia. Novy problém v stereometrii predstavuje len druhy znich. Pod konStrukciou
v planimetrii rozumieme graficki realizaciu postupu rieSenia Ulohy pomocou vhodnych
prostriedkov a metod. Adekvatnou konstrukciou v rieSeni stereometrickej ulohy by bolo
vyhotovenie priestorového objektu pozadovanych vlastnosti, ¢o je nerealizovatelna

poziadavka pre technicku zlozitost'. Prijmeme preto nasledujici dohovor.

Konstrukcia v stereometrii sa bude kryt’ so zadanim algoritmu, ktorym by bol hl'adany
priestorovy objekt vytvoreny pouzitim urcitych ,, elementarnych konstrukcii . Tieto postuluje-
me ako jednoduché zakladné ulohy veduce k objektom, ktorych existencia je zalozend na

axiomach a ich jednoduchych dosledkoch. Su to nasledujuce ulohy:

Zostrojit’ rovinu incidentn?l s danymi tromi nekolinearnymi bodmi;
Zostrojit priesecnicu dvoch roznobeznych rovin;

Riesit’ v danej rovine I'ubovolnt planimetricka Glohu;

Eal

Zvolit’ si l'ubovolny bod, ktory lezi [nelezi] na danej priamke;

Zvolit si l'ubovolny bod, ktory lezi [nelezi] v danej rovine;

Zvolit’ si 'ubovol'nt priamku, ktord prechadza [neprechadza] danym bodom,;
Zvolit si l'ubovolnu priamku, ktora lezi [neleZi] v danej rovine;

Zvolit si l'ubovolnu rovinu, ktord je [nie je] incidentna s danym bodom;
Zvolit si 'ubovolnu rovinu, ktora je [nie je] incidentna s danou priamkou.

5.  Zostrojit’ priamku prechadzajicu danym bodom a rovnobeznu s danou priamkou.

Riesenie polohovych tloh sa bude ilustrovat’ na jednoduchych geometrickych utvaroch
a telesach v tzv. vol'nom rovnobeznom premietani. Definicie zakladnych ploch a telies a
klasifikacie ich vzajomnych poldh s priamkou a rovinou, vratane vztahov dvoch rovinnych

rezov tychto telies Citatel' ndjde v piatej kapitole prace (par. 5.1). S pojmom rovnobezného

20



3 POLOHOVE ULOHY

premietania, jeho zdkladnymi vlastnostami a principmi vol'ného rovnobezného premietania,
ako aj sprincipom konStrukcie obrazov zakladnych telies vo vol'nom rovnobeznom

premietani sa moZno oboznamit’ v paragrafe 5.2 tej istej kapitoly.

3.1 VZAJOMNA POLOHA PRIAMKY A ROVINY.

ROVINNE REZY ZAKLADNYCH TELIES
Uloha 3.1. Uréte vzajomnt polohu priamky @ a roviny « .

RieSenie.

Podstatou riesenia ulohy je prevedenie danej stereometrickej tillohy na planimetricka
ulohu pomocou l'ubovol'nej vhodnej roviny, ktoré je s danou priamkou incidentna.

Nech je S T'ubovolna rovina prechadzajica priamkou a a réznobezna s rovinou o .
Potom plati: ana=(@@npf)na=an(fna)=anm, pri oznaceni m = f N« . Dokazali
sme, ze vSetky spolo¢né body priamky a a roviny a su prave vSetky spolo¢né body priamok
a, m tej istej roviny S . Pre priamky a, m teda plati a = m, resp. anm={4}, resp.

anm={} prave vtedy, ak plati a c ¢, resp. ana ={A},resp. ana=I. (Obr. 3.1 a, b, ¢)

Obr.3.1a-c

Priklad 3.1. Dany je rovnobeznosten ABCDA'B'C'D". Zostrojte priesecnik priamky
a=A'C srovinou a = AB'D'. Urdte i deliaci pomer (A'CR),kde R=ana.
RieSenie

a) 1. Zvol'me si l'ubovolnt rovinu A incidentnu s priamkou a, napr. 4= A'AC . Potom

plati: ana=(@nd)na=an(Anea).(Obr.3.2 a)

2. Zostrojime priesecnicu rovin 4 a « . Jeden jej bod je zrejme bod 4, dals$i zostrojime

pomocou roviny niektorej steny telesa (napr. 4'B'C") ako spolo¢ny bod troch rovin :
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S=AnanA'B'C'=(AnA'B'CYn(anA'B'C"Y=A4'"C'nB'D'. (Bod Sje zreyme stred
rovnobeznika 4'B'C'D" a priamka AS taznica trojuholnika 4'B'D'.)

3. ama:am(ﬂma):amTS:R

Poznamka. Ak v konstrukcii pouzijeme namiesto roviny A inu roviny (napr. y = A'B'C)
incidentnu s priamkou a, plati: ana=an(yna)=anB'O=R (0O=AD'nA'D), ¢o

znamena, ze bod R je taziskom trojuholnika 4AB'D"'. (Obr. 3.2 b)

Obr.32a-c

b) Deliaci pomer (4'CR) uréime v rovine A v rovnobezniku ACC'A'. Ak je bod S

stred jeho strany AC, utvar SASC' je tiez rovnobeznik. Oznacme U =A4'CNC 'S . Potom
plati: A'R=RU (A'R, RU su rovnobezné priemety zhodnych useciek priamky A'C' na
priamku A'C; to ist¢ mozno povedat o useckdch RU a UC vzhl'adom na zhodné usecky

AS, SC). Odtial vyplyva: (4'CR)=—-1.(Obr.3.2 c)

Zakladom pre konStrukciu rovinnych rezov zdkladnych telies je rieSenie ulohy
o vzajomnej polohe priamky a roviny, a predovsetkym aplikacia vety 2.8 (par. 2.3) venovanej
klasifikécii vzdjomnych poloh troch navzdjom réznych rovin. Na ukézku rieSenia uvadzame
nasledujuci priklad, vrieSeni ktorého — az na konStrukciu utvaru zhodného srezovym
n-uholnikom — nie je podstatné, Ze ide o rovinny rez kvadra (Gloha by sa zhodne riesila pre
rovnobeznosten so zhodne ozna¢enymi vrcholmi). Dalsie rozmanité priklady a cvienia najde

Citatel’ v zavere kapitoly.

Priklad 3.2. Zostrojte rovinny rez kvadra ABCDA'B'C'D' rovinou o =KLM a tutvar
zhodny s rezovym n-uholnikom, ak: (44'K)=(ABL)=-3, (CC'M)=-1 a |AB|:4j,

|BC|=3,,

AA|=5).
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RieSenie

a) 1. Body K, L roviny « lezia v rovine steny ABB'A' telesa, t.j. a " ABB'= KL.

2. Ziadne dva body roviny a uZ neleZia v tej istej stene. Bod M lezi na priese¢nici rovin
stien BCC'B' a DCC'D'. Pokracovat mozno konstrukciou prieseCnice roviny o
s niektorou z tychto stien. Dalsi bod roviny o vrovine steny BCC'B' nijdeme tak, Ze
zostrojime prieseénik priamky KL s touto rovinou: KLNBCC'=KL m(mmﬁ) =
=KLNBB'=1. Plati teda: a "BCC' =M1 (bod 1 je spolo¢nym bodom rovin «, ABB' a
BCC" ). Priese¢nica roviny & so stenou BCC'B' je tisecka MN c M1 (N e BC) a so stenou
ABCD tusecka LN.

2’. Kvéader je rovnobeznosten, teda prieseCnice roviny « s dvojicami stien v navzajom
rovnobeznych rovinach lezia na rovnobeznych priamkach. Tento postup konstrukcie veduci
k vyrieSeniu tlohy sa ponechéva citatel'ovi. My budeme pokracovat’ konstrukciou spolo¢nych

bodov troch rovin.

3. Zostrojme prieseCnicu roviny a srovinou A'B'C' (touto priamkou bude rovinny rez

urceny). Dva body roviny a vrovine 4'B'C' nijdeme ako v bode 2), ato konStrukciou

bodov 2,3, kde 2=KLNA'B'C' a3=MNNA'B'C' takto :

KLNA'B'C'=KLN(ABB'NA'B'CY=KLNA'B'=2

MNNA'B'C'=MNN(BCC'N"A'B'C"Y=MNNB'C'=3.

Potom o A'B'C'=23 aprieseCnica roviny « 5 47 B
so stenou A'B'C'D' je ‘setka PQ % M

(PeC'D',Qe A'D") na priamke 23. Rovinnym

rezom daného kvadra je Sestuholnik KLNMPQ so """"""""""""""" ¢

svojim  vnatrom. Zrejme plati: KL || MP, 17N
LN ||PQO a NM || QK . ViditeInost stran tohto ‘1

Sestuholnika je dosledkom zvolenej viditelnosti

stien telesa v nacrte.
Obr.33a
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b) Konstrukcia utvaru zhodného s rezovym Sestuholnikom sa urobi tak, ze ndjdeme nejaky
trojuholnik so stranami incidentnymi s rovinami troch stien telesa, do ktorého je rezovy
Sestuholnik vpisany (tak, Ze jeho strany st incidentné so stranami trojuholnika).

V postupe rieSenia ulohy je takymto trojuholnikom al23. Konstrukcia useciek 12, 13 a 23 je
zrejma zo zadania Ulohy (obr. 3.3b), t.j. 1 trojuholnika 1,2,3, zhodného s trojuholnikom 123.
Dalej stai zostrojit’ body Ko, L, strany 1,2,: Lolo= L1, K,L, = KL , body N,, O, dour¢ime z
vlastnosti rovnobeznosti: LoN,|| 2030 a KoQol| 1630. Potom je potrebné zostrojit’ napriklad bod
M, (tak, ze useCku MN c13 odmeriame v stene BCC'B'). Zvysny vrchol P, sa dourci

vyuZzitim rovnobeznosti zvys$nych stran Sestuholnika (PoM, || K,Lo).

AJ L/N

Obr.3.3Db

3.2 PRIECKA GEOMETRICKEHO UTVARU. PRIECKY DVOJICE MIMOBEZIEK

Definicia 3.1
Prieckou geometrického utvaru U nazyvame priamku, ktora ma s utvarom U spolo¢ny aspon

jeden bod. Prieckou priamky m nazyvame kazdl priamku, ktora je s priamkou m r6znobezna.

Uloha 3.2. Uréte mnozinu bodov vsetkych prieok priamky m, ktoré st rovnobezné s

priamkou a (a J'f m).

RieSenie
a) V prvej Casti rieSenia urobime odhad mnoziny M bodov poZzadovanej vlastnosti.
Zostrojme jednu priecku pozadovanej vlastnosti. K tomu si sta¢i zvolit lubovolny bod 'M na

priamke m. Existuje prave jedna priamka 'a prechddzajuca bodom 'M a rovnobeZni s

—

priamkou a. Ak zostrojime analogicky dalsiu prie¢ku *a, tak tato lezi v rovine o = m'a . Plati
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3 POLOHOVE ULOHY

totiz: 'a|lan’alla= *a|l'a= a|la (kritérium rovnobeznosti priamky a roviny); ale bod
*M priamky *a leZi v rovine &, t.j. a < a . Dokéazali sme : Mc « . (Obr. 3.4)

b) V druhej Casti treba dokazat: a <M (t]., ze kazdy bod roviny « je bodom priecky
pozadovanej vlastnosti). Nech M €« je 'ubovolny bod. Potom plati: M emvM e¢m. V
prvom pripade (vzhl'adom na a) nie je ¢o dokazovat. V druhom pripade zostrojme bodom M

priamku @ rovnobeznu s priamkou a. Téato priamka lezi v rovine o (dokaz analogicky ako v

a) ) a nie je rovnobezna s priamkou m, ¢o znamend, zZe priamky a , m su roznobezky.

Priamka a@ je teda prie¢kou priamky m rovnobeZnej s priamkou a. Zaver: M M.

Dosledkom a), b) je @ =M. Hl'adanou mnoZzinou bodov je rovina prechadzajtca priamkou m

arovnobezna s priamkoua (a:mcaralla).

Obr. 3.4

Désledok 3.1

1. Nech a, m st l'ubovolné nerovnobezné priamky. Potom existuje prave jedna rovina
prechadzajtica priamkou m a rovnobezna s priamkou a.'

2. Nech f je rovnobezné premietanie, ktorého osnova je dand priamkou a. Premietacim

utvarom priamky m nepatriacej do osnovy premietacich priamok je rovina (premietacia

rovina® priamky 7).

' V pripade mimobeZnosti priamok a, m existuje rovina obsahujiica Fubovolnii z nich a rovnobezna s druhou

priamkou. Obe roviny pozadovanej vlastnosti st navzajom rovnobezné rozne. (Oddvodnite)

S pojmom premietacieho Utvaru prislichajiceho danému geometrickému utvaru U sa mozno oboznamit’

v kapitole 5, par. 5.2.
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Uloha 3.3.
Ur¢te mnozinu bodov vSetkych prieCok priamky m, ktoré prechaddzaju danym bodom M

(M ¢m).

M n
RieSenie.
Celkom analogicky ako v rieSeni tlohy 3.2 sa
dokaze, ze hladand mnozina bodov je rovina
a=mM s vynimkou dvoch otvorenych N ‘N ‘N m
(navzdjom opacnych) polpriamok priamky n 'n 2 n
(M € nAn|lm) so zatiatkom M (obr. 3.5). Obr. 3.5

Uloha 3.4. Zostrojte prie¢ku mimobeznych priamok a, b, ktora prechadza danym bodom M

(M ¢a,M ¢b).

RieSenie
1.  (Rozbor ulohy) Ak priecka r pozadovanych vlastnosti existuje, plati: priamka r

pretina priamku a a prechadza bodom M (M ¢ a), teda lezi v rovine o = aM ; analogickou
uvahou sa dostane, ze hl'adand priamka lezi aj v rovine f =bM , t.j. je priesecnicou rovin

a, f.

2.  Konstrukcia vyplyva z rozboru ulohy. Namiesto konstrukcie priecky r» ako

priesec¢nice dvoch rovin &, S mozno zostrojit’ len jednu z tychto rovin (napriklad «) a

skonstruovat’ bod hladanej priecky na mimobezke b neleziacej v rovine « . Ak priecka

existuje, je to zrejme bod B =bNa . (Odovodnite). Priecka 7 je uréena bodmi B, M.

3.  Diskusia. Na zaver treba zodpovedat otdzku, za akych podmienok je priamka
r=an f prieCkou priamok a, b. (Incidencia M e r je zrejma.) Priamka r je komplanarna s
kazdou z priamok a, b; tito priamka nie je prieckou priamok a, b prave vtedy, ked je s
niektorou z nich rovnobezna, t.j. prave vtedy, ked: (e« n f)|la alebo (@ f)|| b, ¢o nastane

prave vtedy, ked: a|| fvb|la @ an f=Ovbna=3.Tomozno pomocou danych prvkov

vyjadrit’ v tvare: a NbM =@ v bnaM =@ . Prva moznost’ nastane napriklad pre priamky

a:%, b=A4'C'"abod M =D',ak ABCDA'B'C'D" je rovnobeznosten (obr. 3.6).
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Zaver. Mnozinou bodov s vlastnostou, Ze neexistuje
prieCka priamok a, b s nimi incidentnd su vsSetky body
dvojice navzdajom rovnobeznych rovin, z ktorych kazda
obsahuje prave jednu z mimobeziek a, b (s vynimkou bodov

oboch mimobeziek). Pre kazdy bod M neleziaci v tychto

rovindch existuje prdve jedna priecka pozadovanej

vlastnosti.’ Obr. 3.6

Priklad 3.3. Zostrojte priecku priamok BC' a B'D' prechadzajicu bodom M. Zéakladné
teleso je rovnobeznosten ABCDA'B'C'D", pre bod M plati: (44'M)=-3.*

RieSenie
1. Rozbor ulohy. Ak priecka r pozadovanych vlastnosti existuje, tak lezi v rovine

a=aM =BC'M (uloha 3.4) (obr. 3.7).

Rovinnym rezom daného rovnobeznostena rovinou

a je zrejme lichobeznik MBC'P (konsStrukcia

bodu P je zrejma; mozno ho zostrojit dvoma

spOsobmi, vysvetlite ako; bod 1= BM NA'B’ je
spoloénym bodom troch rovin (ktorych?). Dal§im
bodom priecky r je priese¢nik priamky b s rovinou

a (bna=Y),tj. r=MY .

Obr. 3.7

2. Konstrukcia
a) Konstrukcia roviny o je popisand vyssie. Body B, C', M st nekolinedrne, existuje prave
jedna rovina nimi urcend (elementarna konstrukcia z tvodu kapitoly).

b) Konstrukcia priese¢nika priamky b s rovinou « :

bna=(bNA'B'CYna=bn(A'B'C'na)=bn1C'=Y .}

? Kolko rieseni ma uloha v pripade incidencie bodu M s niektorou z mimobeziek?

*Ten isty obrazok modze znazornovat’ tak rovnobeznosten, ako aj kocku, ¢i 'ubovolny kvader (Pohlkeho veta,
kap.5)

>V tomto kroku sa ukazuje vyhodnou predbezna konstrukcia rovinného rezu referenéného telesa rovinou « ,

ktora sa objavila v rieseni polohovej ulohy.

27



3 POLOHOVE ULOHY

¢) Priecka r pozadovanych vlastnosti je priamka MY. Na obrazku je zostrojeny i bod X

priecky r na priamke a. (Prienik priecky s telesom je usecka MY.)

Uloha 3.5. Zostrojte priecku mimobeznych priamok a, b rovnobeznt s danou priamkou /

() a, 1 ) b).

RieSenie
1. Rozbor ulohy. Ak priecka r pozadovanych vlastnosti existuje, tak podl'a ulohy 3.2 lezi

vrovine @ (acaAalll) asucasne v rovine S (bc S A B]1), teda je priesenicou tychto

rovin (r=an f).

2. Konstrukcia vyplyva z rozboru ulohy. Analogicky s rieSenim ulohy 3.4 moZno

zostrojit’ jeden bod hl'adanej priecky ako priesecnik jednej z rovin «,f s tou mimobeZkou,

ktoru tato rovina neobsahuje. Tymto bodom je priamka 7 (r||/) uréena.

3. Diskusia. Na zaver treba rozhodnut, aki podmienku musi spifiat’ priamka /, aby bola
uloha rieSitel'na, ¢i nerieSitelna. Z rozboru ulohy je zrejmé, Ze priecka pozadovanych
vlastnosti neexistuje prave vtedy, ak st roviny ¢, £ navzajom rovnobezné (zrejme o # 3 ;
odovodnite). To je prave vtedy, ak su priamky a, b, [ rovnobezné s tou istou rovinou, teda ak
priamka / je rovnobezna s rovinou obsahujicou jednu z mimobeziek a rovnobeznou s druhou
z nich. V opa¢nom pripade ma uloha prave jedno rieSenie. Teda mnoZinou vsetkych priamok /
s vlastnost'ou, ze neexistuje priecka mimobeznych priamok a, b rovnobezna s ktoroukol'vek z

nich st vietky priamky rovnobezné s rovinou A (a < A A 4| b).°

Priklad 3.4. Dany je Stvorsten ABCD. Zostrojte priecku priamok a=AB, b=CD

rovnobeznu s priamkou / = MN , ak (DAM)=-5, (BCN)=-2.

RieSenie
1. (Rozbor ulohy) Ak priecka r pozadovanych vlastnosti existuje, plati: rca

(acanalll) (4loha 3.5).

% Konstrukiu roviny A - vzhl'adom na alohu 3.2 méZeme povazovat' za elementarnu konstrukciu v tom zmysle, e

ju vieme rozlozit’ na postupnost’ elementarnych konstrukcii definovanych v tivode tejto kapitoly.

28



3 POLOHOVE ULOHY

Rovinu « douréime napriklad priamkou m

(Aemaml|l), teda a = am . Priamku m na obr.3.8

treba dourcit’ bodom P=mnBCD, a to pouzitim
napriklad roviny I4 obsahujiucej priamku m.
Bodom priecky je potom priese¢nik mimobezky b s
rovinou « (Y =bnNea). PrieCka r prechadza bodom
Y a je rovnobeznd s priamkou / (Uplnost’ obrazu

priamky 7 vyplyva z incidencie s rovinou « ).

2. (Konstrukcia) Obr. 3.8
a) Najprv zostrojime priesecnik priamky m(4AemAm||l) s rovinou BCD: mnN BCD =
=(mmﬂ)ﬁm=mm(HVﬁﬁ)=mmﬁV=P. (Zrejme H:m)Teda o =ABP.
b) PrieseCnik priamky b s rovinou «a =zostrojime napr. pomocou roviny BCD s fiou
incidentnej. Plati: bna=bn (@ Na)=bn BP =Y. Priecka r prechddza bodom Y a je

rovnobeznd s priamkou /. Na obrazku je oznaceny aj bod X =anr. (Obr. 3.8)

3.3 PRIKLADY

Priklad 3.5 Dané su navzajom roznobezné roviny «,f a priamka m, pre ktora plati:

al|lm, f|m.Aka je vzajomna poloha priesecnice rovin «, f a priamky m? Dokéazte.

RieSenie
Nech je A I'ubovol'ny bod priese¢nice rovin o, f am'
nech je priamka nim prechddzajica aspriamkou m

rovnobeznd. Plati: m||m'Am|la = m'||a (veta 2.3). Ale

priamka m' mé s rovinou & spolo¢ny bod, teda je s touto

rovinou incidentnd (definicia 1.2). Analogicky priamka m'

lezi v rovine £ ,tj. m'=an g (obr. 3.9).

7 Obraz priamky m vo volnom rovnobeznom premietani nie je uplny vzhl'adom na rieSenie polohovych tloh.
Treba ur¢it dalsi bod priamky v rovine niektorej steny daného Stvorstena, t.j. vrovine BCD (bod 4 je
vrcholom). O uplnosti obrazov utvarov vzhladom na riesenie polohovych tloh vo volnom rovnobeznom

premietani je zmienka v kapitole 5 (par. 5.2). PodrobnejSie sa s problematikou mozno oboznamit’ v [12].

8 Priklady 3.1 - 3.4 sa nachadzaju v teoreticke;j Casti kapitoly.
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Zaver. Priesecnica dvoch roznobeznych rovin, z ktorych kazda je rovmobezind s danou

priamkou, je s touto priamkou rovnobezna.

(Iné rieSenie)
Z kritéria rovnobeZnosti priamky a roviny vyplyva, Ze v rovinach «,f existuje

nekone¢ne mnoho priamok, ktoré st rovnobezné s priamkou m. Vyberme z nich dve priamky

m; (1 =1,2) tak, aby: mcarm=#anf, myc frm,zanB. Rovina y=m m, je
réznobezna s rovinami «, f a pretina tieto roviny v navzajom réznych rovnobezkach m;,, m,.
Zo vzajomnej polohy troch navzdjom rdéznych rovin potom plynie, Ze vSetky tri priesecnice st

navzajom rovnobezné, t.j. (a N f)||m,(i=12),ateda (anpf)| m.

Priklad 3.6. Zostrojte rovinny rez rovnobeznostena ABCDA'B'C'D' rovinou o = KLM , ak
plati: (DD'K)=2, (ABL)=-2, (DCM)=4. (Overte incidenciu vrcholu A' telesa s danou

rovinou.)

RieSenie
1. Rovina a pretina rovinu steny ABCD telesa v priamke LM a stenu ABCD v Usecke LN
(N € BC). Zrejme plati: CM = BL advojice striedavych uhlov dvojice rovnobeznych

priamok AB, CD aich priecok BC a LM su zhodné, odkial’ vyplyva zhodnost’ trojuholnikov
BLN a CMN (veta uus) (t.j. bod N je stred hrany BC telesa).

2. PrieseCnik priamky LM s rovinou steny ADD'A' telesa, t.j. s priamkou AD ozna¢me 1.
Trojuholniky A4AL1 a BLN st podobné (veta uu; odovodnite); koeficient podobnosti
f:A4,L1+— B,L,N sa rovna 1/2 (f je rovnolahlost’ so stredom L a charakteristikou

—1/2). Preto |BN| :|A1| =1:2, odkial’ dostaneme Al = AD. K ~

3. Na zaver si vS§imnime trojuholnik 1DK. Priamka
AD" je jeho strednou prieckou (obr. 3.10) rovnobeznou so
stranou 1K. Z vlastnosti strednych priecok trojuholnika je
zrejmé, ze 1 useCka A'D' je strednd priecCka trojuholnika

1KD (A'D'||1D/\|A‘D'|:|1D|/2). To znamena, ze bod

A" je stredom usecky 1K na prieseCnici roviny o

Obr. 3.10
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s rovinou steny ADD'A' rovnobeznostena. Tym sme dokézali, ze vrchol A4' lezi v rovine « .

4. Rovinnym rezom povrchu daného rovnobeznostena rovinou « je péatuholnik
A'LNPQ vpisany do trojuholnika 1KM, priCom na strane 1K trojuholnika lezi len vrchol A4'
zostrojené¢ho rezu. KonStrukcia bodov P, QO na strane MK trojuholnika 1KM je zrejma.

Skompletizovanie zapisu sa ponechava &itatelovi.’
p p p

Priklad 3.7. Zostrojte rovinny rez rovnobeznostena ABCDA'B'C'D' rovinou o = KLM , ak
plati: (44'K)=-1/2, (BCL)=(C'D'M)=-1.

RieSenie

1. Ziadna z priamok uréenych niektorou trojicou bodov z bodov K, L, M roviny « neleZi
v rovine ziadnej steny daného rovnobeznostena K. V takomto pripade budeme postupovat
nasledovne. Vezmeme jednu zo spomenutych priamok (napriklad priamku KM) a ndjdeme jej
spolo¢ny bod s rovinou tej steny telesa, v ktorej lezi treti z danych bodov roviny « . Bod L

lezi v rovinach dvoch stien, ato v rovine ABC avrovine BCC'. Zvol'me si ktorukol'vek

znich'®, napr. rovinu ABC. Potom plati: KM N ABC = KM (AN ABC), kde A je

I'ubovolné rovina prechadzajuca priamkou KM a r6znobezna s rovinou ABC.
NavySe, pretoze zvolené teleso je rovnobeznosten
(hranol, ktorého podstava je rovnobeznik), rovinu A si
zvolime tak, aby bola rovnobezné s niektorou hranou
telesa. Pre zjednodusenie konstrukcie vezmime do
uvahy len hrany telesa réznobezné s rovinou ABC; su to

hrany patriace do osnovy priamky A4A4'. Teda

A=KAM . Prienikom roviny A stelesom je

rovnobeZznik AA4'MS , kde § je stred hrany DC, odtial Obr. 3.11

? 7 riesenia ulohy vyplyva nevyhnutnost’ overenia incidencie vrcholu daného telesa a rezovej roviny v pripade,
ak pri Crtani obrazku (ktoré nemusi byt presné) vychadza prieseCnica tejto roviny s rovinou niektorej steny
,,blizko* tohto vrcholu. Neoverenie by mohlo viest k nespravnemu vysledku — napriklad v priklade 3.6 ku
konstatovaniu, Ze rovinnym rezom je Sest'uholnik.

%P0 dost’ velkom pocte vyriesenych uloh si Citatel’ iste uvedomi, ktora z rovin moze byt vyhodnejsia z hl'adiska

grafickej ralizacie rieSenia na nacrte telesa vo volnom rovnobeznom premietani a preco.
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vyplyva: ANABC =SA",tj. KM N ABC = KM ~SA={1}.(Obr. 3.11)

2. Vrovine steny ABCD telesa lezia body 1, L roviny a, tj. a " ABC = 1L. Na priamke
1L lezi dalsi vrchol N prienikového n-uholnika o M K. Rovinnym rezom je Sestuholnik
KNLPMQ ajeho vnutro; zvy$né vrcholy P, O (PeCC', Q€ A'D") mozno zostrojit' alebo

pouzitim rovnobeznosti dvojic priamok MQ || NL, LP|| KQ (oddvodnite) alebo pomocou

konstrukcie dvojice spolo¢nych bodov dvoch trojic rovin, ato bod 2=ABCNCDD'na =

(ABC nCDD"Y(ABC na) abod3=ADD'nDCC'na =(ADD'nDCCYN(DCC'Na).

(Vysvetlite, €o je priese¢nicou rovin DCC"' a « .)

Priklad 3.8. Dand je kocka ABCDA'B'C'D' a body K, L, M, ktoré su v danom poradi

stredmi hrdn A4A4', AB, BC. Overte incidenciu stredu S kocky aroviny o =KLM . Aka je
vzajomna poloha roviny a aroviny ACD'? Urcte typy moznych prienikov danej kocky so

, , . . 12
sustavou rovin rovnobeznych s rovinou ACD".

RieSenie
Navod. Dokazte, ze vsetky telesové uhlopriecky kocky
sa pretinaju v jednom bode Sasi nim rozpolované."

Odtial' jednoducho vyplyva, Zze bod Sje stredom

sumernosti telesa, t.j. 1 hranice kocky (= povrch kocky).

V désledku toho st ispojnice stredov dvojic hran AB,

C'D'; BC, D'A' a CC', A'A rozpolované bodom S:

(KKS) = (LLS) = (MMS)=—1. (Obr.3.12)

Obr. 3.12

UStaci si uvedomit’, Ze rovina A je mnozinou bodov vSetkych prie¢ok priamky KM, ktoré sii rovnobezné
s priamkou A4A'; takéto roviny sa nazyvaju smerové alebo osnovové roviny prislusného hranolového priestoru
/plochy k danému telesu K. Klasifikaciu vzajomnej polohy osnovovej roviny danej hranolovej plochy s touto
plochou mozno néjst’ v kapitole 5 (par. 5.1) diplomove;j prace.

'2 Mnozinu vietkych navzajom rovnobeznych rovin nazyvame osnova rovin.

1 Tento fakt stadi dokéazat’ pre ubovolnu jednu dvojicu telesovych (hlavnych) uhloprie¢ok kocky. (Vysvetlite

preco)
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1. Ozna¢me f= KLS a skimajme priesecnicu rovin £ a ABC . Z rovnobeznosti
priamky KS' s rovinou ABC vyplyva rovnobeZnost’ priamok AC a SN ABC (poznamka 2 za
prikladom 2.1).

Priese¢nica rovin S a ABC teda prechadza bodom L aje rovnobeznd so stenovou
uhloprieckou AC, ¢o znamend, ze je incidentna so strednou prieckou LM trojuholnika ABC.

Dokazali sme, ze KLS =KLM (f =«). Incidencia bodu S's rovinou « je dokazana.

2.  Rovinnym rezom roviny « = KLM spovrchom telesa je pravidelny Sestuholnik

KLMKLM '

3. Z kritéria rovnobeznosti dvoch rovin je zrejmé, ze roviny a a ACD' su navzajom
rovnobezné. (Oddvodnite!) Analogicky je rovnobeznd dvojica rovin o a A'C'B. Stycné
(oporné) roviny kocky rovnobezné s rovinou ACD' prechddzaji vrcholmi D a B'; kazda
znich ma s telesom prave jeden spoloény bod (oznaéme ich 7z° a 7). (Zdovodnite)"
Z rozboru vyplyva, ze a) vSetky roviny vo vnutri priestorovej vrstvy urcenej rovnobeznymi
rovinami z¥ a A'C'B (vratane roviny A'C'B) a priestorovej vrstvy uréenej rovinami z” a
ACD' (vratane roviny ACD') pretinaju povrch telesa v rovnostrannom trojuholniku; b)
vSetky roviny vo vnutri priestorovej vrstvy uréenej rovinami ACD' a A'C'B pretinaju
povrch telesa v Sestuholniku (pravidelny Sestuholnik lezi prave v rovine « ); ¢) vsetky zvysné

roviny z danej osnovy rovin nemaju s telesom ziaden spolo¢ny bod.

Definicia 3.2. TaZnicou $tvorstena nazyvame Usedku, ktorej krajné body su vrchol telesa

a tazisko steny protil'ahlej k tomuto vrcholu.

Priklad 3.9. Dokazte, ze taZnice Stvorstena sa pretinaji v jednom bode (t'azisko telesa).

' Pojem pravidelného i polopravidelnych n-uholnikov mozno najst’ v [15]. n-uholnik sa nazyva pravidelnym, ak

st vSetky jeho strany zhodné a vsetky vrcholy lezia na jednej kruznici (kruznica danému n-uholniku opisana).

., . . . .. L. . B' .
13 Potencialnemu ¢itatelovi sa odporaca zostrojit’ prieseénicu roviny z° s rovinou ABC.
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RieSenie
1. Zvolme si Tubovolny $tvorsten ABCD. Tazisko I'ubovolnej zo stien budeme oznacovat
pismenom 7 sindexom protilahlého vrcholu k tejto stene. Taznica DT” je teda uréena

vrcholom D a taziskom T trojuholnika ABC. Zrejme plati: T° = A4S, N CS,, kde S, je stred
strany BC a S, stred strany 4B daného trojuholnika (obr. 3.13).

Z planimetrie euklidovskej roviny je
zrejmé, ze vsetky taznice trojuholnika
prechadzaju jeho taziskom a pretinajui sa
vo vnutornom bode tak, Ze deliaci pomer
taziska vzhl'adom na vrchol trojuholnika

a stred protilahlej strany sa rovna ¢islu

-2. Plati teda: (4S,T")=(CS,T")=-2.

Obr. 3.13

Analogicky zostrojme este jednu z taznic, napriklad AT* (T* je tazisko steny BCD, t.j.
(DS,T")=-2). (Kontrukcia bodu T* je zrejma zrovnosti (AS,T”)=(DS,T"), odkial
vyplyva TT” || AD ) Taznice AT*,DT” daného $tvorstena su uhloprieckami lichobeznika

ADTT” | pretinaju sa teda vo svojom vnitornom bode; oznaéme ho T.

Poznamka 3.1. V prvej etape dokazu sme dokdzali, ze l'ubovolné dve taznice dané¢ho
Stvorstena lezia na réznobezkach aich priesecnik je vnitornym bodom kazdej z nich.
V druhej ¢asti dokazu dokazeme, Ze zostrojeny bod 7 lezi na kazdej taznici telesa. K tomu
stati dokazat, Ze pre l'ubovolné dve zvolené taznice sa deliaci pomer ich priesenika
vzhl'adom na krajné body taznic v danom poradi (napriklad vrchol telesa, tazisko protilahlej

steny) rovna pevnému realnemu ¢islu k. (Pre¢o? Vysvetlite.)

2. Dokazeme, ze plati: (AT*T)=(DT"T)=k auréme tto konstantu. Pre 'ubovolné dve

rovnobezné usecky (neleziace na tej istej nositel’ke) plati, Ze 'ubovol'na z nich je obrazom
druhej v prave dvoch rovnolahlostiach stym istym koeficientom (pritom charakteristiky

rovnol'ahlosti si navzajom opacné realne Cisla). V rovine A4S, D je teda GseCka AD obrazom
use¢ky T7T” v rovnolahlosti ' f: T*, T” — A,D so stredom v bode T ako aj v rovnol'ahlosti
f:T*", T’ D,A so stredom vbode S, (obr. 3.13). Oznaéme ‘k charakteristiku

rovnolahlosti ' f . Plati: (AT“T)=(DT"T)="k, (DT"S,)=(AT"S,) = *k, kde T je vnitorny,
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resp. S, vonkajsi stred rovnolahlosti 'f, resp. *f . Z vlastnosti rovnolahlosti je zrejmé, Ze
'k|=|"k| =k, tj. 'k=-k, *k=k. Pretoze (DS,T")=(AS,T")=-2, plati aj (DT"S,)=

= (ATPS))=3 =2k . Odtial vyplyva: 'k =3, tj. (AT*T)=(DT"T)=-3.

Zaver. Vsetky Styri taznice Stvorstena sa pretinaji v jednom bode 7, ktorého
vzdialenost’ od taziska Pubovolnej steny $tvorstena sa rovna jednej §tvrtine dizky prislusne;
taZnice.

Definicia 3.3. Spolo¢ny bod t'aznic $tvorstena sa nazyva taziskom Stvorstena.

Priklad 3.10. Dokézte, ze existuji tri sustavy rovin, ktoré dany Stvorsten pretinaju
v rovnobeznikoch. Nacrtnite prienik rovinou z kazdej sustavy.

RieSenie

1. (Rozbor ulohy) Hladdme rovinu «, ktorej prienik s danym Stvorstenom ABCD je

rovnobeznik (t.j. Stvoruholnik, ktorého protil'ahlé strany st navzajom rovnobezné). Ak rovina

a existuje, musi pretinat’ dve dvojice rovin stien telesa v navzajom rovnobeznych priamkach.

Vyberme takéto dvojice: nech su to steny v rovindch ABC, ABD;CDA,CDB . Pozadujeme,

aby (amm)ﬂ (am@)/\ (am@)” (amﬁ). Roviny vSetkych stien st navzajom
réznobezné a kazdd znich mé pretinat’ rovinu . Zo vzajomnej polohy troch navzajom
roznobeznych rovin je zrejmé, Ze uvedena poZiadavka je splnena prave vtedy, ked
|| (ABC "ABD)na || (CDANCDB), tj. a||AB a «| CD. Teda kazda rovina, ktord je
rovnobeznd s dvojicou mimobeznych hran AB a CD S§tvorstena a obsahuje vnltorny bod
K niektorej zo zvySnych hran telesa, pretina teleso v rovnobezniku. Zvolenym bodom K (napr.

KeAD) je rovina « urCend (existuje prave jedna rovina ¢« incidentnd sbodom

K arovnobezné s priamkami AB a CD — dosledok V. 2.7; vysvetlite).

2. Spomedzi rovin stien telesa mozno vybrat’ esSte dvakrat dve rozne dvojice: ABC,ACD ;

BCD,ABD a ABC,BCD; ABD,ACD . Analogicky kazda rovina f, resp. y rovnobeZzna

s dvojicou hran AC, BD, resp. BC, AD a obsahujtica vnutorny bod niektorej zo zvySnych hran,

pretina dany Stvorsten ABCD v rovnobeZniku. (obr. 3.14)
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Zaver. Existuju tri ststavy navzajom rovnobeznych rovin, ktorych prienik s danym
Stvorstenom ABCD je rovnobeznik. Rovin v kazdej zo sustav je nekonecne mnoho; kazda

z nich je rovnobezna s niektorou dvojicou mimobeZznych hran telesa.

> A

Obr. 3.14
Priklad 3.11. Uréte vzijomnu polohu priamky a s pravidelnym Sestbokym hranolom

H*= ABCDEA'...E', ktorého vyska je zhodna s hlavnou uhloprieckou podstavy. V pripade

existencie prieniku zostrojte useku zhodni s prienikom (pri zvolenej dizke podstavnej hrany

telesa). [a=MN , (SCM ) =2 (S je stred podstavy AB...F), (E'F'N)=2].

RieSenie

1. (Rozbor) Vzajomnu polohu priamky s telesom urime pomocou l'ubovolnej roviny
prechadzajucej danou priamkou, ktord je alebo osnovovou rovinou vzhl'adom na prislusni
hranolova plochu H alebo pretina tuto plochu v n-uholniku. NajvyhodnejSou je osnovova
rovina plochy H (par. 5.2.1, kap. 5). Takato rovina ma s plochou spolo¢né najviac dve
tvoriace priamky (ak neobsahuje prave stenu plochy), teda jej prienik s povrchom hranola H*

. o . 16
je nanajvys rovnobeznik.

2. (Konstrukcia) Priemetnu si zvol'me tak, aby stena ABB'A' telesa bola v priecelnej
polohe, t.j. lezala v rovine rovnobezne;j s priemetiiou. Obdiznik ABB'A' na obr. 3.15 je preto
zhodny s originadlnou stenou telesa. Volny rovnobezny priemet telesa je urceny podla

Pohlkeho vety priemetom l'ubovolnej Stvorice nekomplanarnych vrcholov; zvolme si body

A, B, Sa A' (podl'a dohovoru o stene A4BB'A' je AB 1 AA',

AA '| = 2|AB| a Ssi zvolme

1%V pripade pouzitia roviny, ktord nie je osnovova, by konitrukcia vyzadovala prinajmensom pouzitie
perspektivnej afinity medzi rovnobeznym priemetom Sestuholnika AB...F a priemetom rovinného rezu
hranolovej plochy H so zvolenou rovinou s pripadnym doplnenim rezov rovin oboch podstav hranola H* touto
rovinou [13]. V ¢om moze pretinat’ rovina, ktora nie je osnovova, povrch n-bokého hranola? (3-uholnik az

(n+1)-uholnik )
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I'ubovolne vhodne (tak, aby sa napriklad neprekryvali v priemete ziadne dve hrany)).
Trojicou nekolinearnych bodov 4, B, S je obraz podstavy uréeny.!” Oznaéme si A osnovovu
rovinu prechadzajucu priamkou a. Tato rovina je urCend priamkou a a napr. osnovovou

priamkou »n plochy H prechadzajucou bodom N (N en, n|| A4'). Na konstrukciu prieniku

(ANH) staci zostrojit' priesecnicu roviny A s rovinou Sestuholnika 4B...F a jej spolocné

body s tymto Sestuholnikom (ozna¢me P, = AB...F). Plati: AnABC=NM, NM NP, =
={X,1}, kde N,= nABC =nNEF (vysvetlite). Prienikom roviny A s plochou H st
tvoriace priamky x, y plochy incidentné s bodmi X .Y, (X, ex,Y, € y,x||y| 44"). Potom
plati: an H=an(AnH)=an{x,y} ={X,Y}. Body X, Y m6zu, no nemusia patrit’ danému
hranolu H. Vo zvolenom pripade ide o body povrchu hranola H*, teda prienikom priamky
a s danym hranolom je usecka XY: amH*= XY . V opa¢nom pripade je potrebné zostrojit’
prienikovy obdiznik roviny A s telesom (trividlna tloha) a uréit jeho vzajomni polohu

s priamkou a.

~ - \ \ '{
)-E_ — o — - _K

Obr. 3.15

3. Konstrukcia use¢ky X°Y° zhodnej sseCkou XY je zrejma. Zostrojime ju napriklad

pomocou konstrukcie trojuholnika NMN, (obr. 3.15) (zrejme N e E'F'= N, € EF).

17 Podstava AB...F je pravidelny $estuholnik so stredom S, t.j. na obrazku 3.15 je SABC rovnobeznik a bod S je
stredom sumernosti Sest'uholnika AB...F’ v nakresni. Ide o obraz pravidelného Sestuholnika v afinite, ktora je

v tomto pripade rovnobeznym premietanim. ([10], cviCenie 13)
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3.4 CVICENIA

1. Dany je stvorsten ABCD a bod M roviny steny ACD (M ¢ AC w CD U AD). Zostrojte

priamku roviny steny ACD tak, aby prechadzala bodom M a bola rovnobezna s rovinou

ABC. Dokazte spravnost’ konstrukcie.

V nasledujucich tlohéch je dany rovnobeznosten ABCDA'B'C'D'. Zostrojte rovinny rez

telesa rovinou a =KLM . V pripade kocky alebo kvadra zostrojte aj Utvar zhodny

s rezovym n-uholnikom.

a)

b)

c)

d)

2)

h)

3

k)
D

K=B,L=D' (A4'M)=-1. Rieste ulohu pre kocku s dizkou hrany a. Vyjadrite
obsah rezu.

(DD'K)=(B'BL)=(DCM)=3. Dokézte, Zze vSetky vrcholy rezu su stredmi
relevantnych hran telesa.

(A'D'K)=(ABL)=(CC'M)=-1. Dokazte, ze vsetky d’alSie vrcholy rezu su stredmi
prislusnych hran telesa.

(44'K)=-1/2, (CC'L)=(DD'M)=-3. Zostrojte aj priesecnicu roviny « s rovinou
A'B'C'.

(ABK)=(CC'M)=-1, (AA'L)=-3.

K=B,L=C", (4'B'M)=1/3. Co je rovinnym rezom telesa? Zostrojte Gtvar zhodny

s rezom, ak ide o kvader: |AB| =37,

BC|=5],

AA '| =4;. Co je rovinnym rezom
v pripade kocky?

(AA'K)=(D'C'L)=-2, M =BC'"B'C. (Navod. Zostrojte napriklad priesecnik 1
priamky KL srovinou steny BCC'B' telesa pomocou roviny A= KLC'. Potom
ANBCC'=1M . Konstrukcia prienikov s rovinami d’alSich stien telesa je zrejma.)
(A'D'K)=(C'D'L)=-1/2, ADM =1/2. Rieste tlohu pre 'ubovolny kvader.
(BCK)=(C'D'L)=(C'CM)= -1/2. Obraz telesa vo volnom rovnobeznom
premietani si zvol'te podl'a obr. 3.12.

(DD'K)=3, (BB'L)=1/4, (CC'M)=-1. Zostrojte aj priesenik priamky DB'
s rovinou « .

(C'D'K)=(CC'L)=(BDM)=-1/2.

K=A4"', (ADL)=1/2, (CC'M)=1/3. Zostrojte utvar zhodny s rezom pre 'ubovolny

kvader.
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3. Zostrojte rovinny rez rovnobeznostena rovinou « , ktora prechddza danym bodom P a je
rovnobezna s rovinou f = KLM .
a) K=4,L=B',M=D',(C'D'P)=-2.
b) K=D', (AA'L)=(BB'P)=-1/2, (BD'M)=-1.
c) K=D, (44'L)=-5/2,(C'D'M)=-2, (BD'P)=—1.
d) K=B,L=C',(CDM)=-2, (ABP)=-1.

4. Zostrojte rovinny rez rovnobeznostena rovinou, ktora prechddza priamkou m =KL aje

rovnobeznd s priamkou MN. (A'D'K)=-1/2, (C'D'L)=-1, M =C", (BB'N)=-1/3.

5. Zostrojte rovinny rez kvadra ABCD...D' rovinou « = KLM autvar zhodny s rezom pri
T'ubovolne zvolenych dizkach hran kvéadra.
a) (CC'K)=-1/2,(A'D'LYy=-1, (BB'M)=1/3.
b) K, L, M st v danom poradi stredy hran 44', BC a C'D'. Dokazte, ze i prieseCniky

roviny s d’al§imi hranami telesa st ich stredmi.
6. Ktor¢ pravidelné n-uholniky mézu byt rovinnymi rezmi kocky?

7. Zostrojte rovinny rez kvadra rovinou @ rovnobeznou s rovinou ACD' a prechadzajiicou

stredom kvadra.

8. Zostrojte rovinny rez stvorstena ABCD rovinou o = MNP .
a) M edB°"® NeAD°, PeCD’. Kedy je prienikom lichobeznik? Urobte naért pre
(ABM)=-1, (ADN)=-3, (CDP)=-1/2.
b) (ABM)=-1, (BCN)=-2, (BDP)=-3. Zobrazte i a N ACD.
¢c) 1> (CDM) >0, NeBC°, PecAC®

9. Zostrojte rovinny rez trojbokého hranola H (ABC, A4") rovinou o =KLM .
a) K=B,LeA'B', M eCC'
b) (44'K)=-3, (BB'L)=-1/2, (A'C'M)=-1.
c) K=A4,L=B,(A'C'M)=-2.
d) (4BK)=(A4'C'L)=-1, (BCM)=-3.

'8 4B°je otvorena Gisetka, t.j. mnozina vietkych vnutornych bodov usedky 4B.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

e) MNca, al|AA', M e AB, NeB'C".

Dany je trojboky hranol ABCA'B'C', rovina « = MNP (M, N, P st vdanom poradi
vnutorné body hran AA4', BB', CC") a bod L, ktory je vnutornym bodom trojuholnika A'B'C".
Zostrojte priesecnik priamky CL srovinou «. Zvolte si (4A4A'M)#(BB'N)#
#(CC'P)#(44A'M).

Vyrieste priklad 3.11 pre hranol H s vyskou zhodnou s podstavnou hranou. Zvys$né prvky

zadania st nezmenené. "’

Urcte vzdjomna polohu priamky a so Sikmym Sestbokym hranolom ABCDEFA'...F'

s pravidelnou podstavou ABC...F'. Zvol'te si nacrt tak, aby Ziadna stena telesa nemala
priecelni polohu. [azm , (SCM) = 3, (BF'N) = 4]. Rozhodnite 1 o vidite'nosti

priamky a vzhl'adom na zvolent viditel'nost” hran telesa.

Urcte vzdjomnu polohu priamky a s pravidelnym pitbokym hranolom ABCDEA'..E',
ktorého vyska je zhodnd suhloprieCkou podstavy. Zostrojte aj tusecku zhodnu

s prienikom. Obraz telesa si zvol'te tak, aby podstava ABCDE bola viditeI'na (podhl'ad).
[a=MN,(ABM)=2,(BC'N)=>5]

a) Dand je rovina a=MNP (M eAD°, NeBD°, PeCD° astvorsten ABCD.
Zostrojte priesecnik priamky DL s rovinou «, ak L je vnitornym bodom trojuholnika
ABC. Zvolte si (ADM) # (BDN) # (CDP) # (ADM) .

b) Zostrojte rovinny rez $tvorstena ABCD rovinou a (MN c a, a|| AC), ak M € AB°,

N €A4D°. Méze byt rezovy Gtvar rovnobeznik?
Zostrojte rovinny rez Stvorbokého ihlana | (ABCD, V') rovinou « .
a) BMca, a| AC, M eDV".

b) a=KMN (K €AV°, body M, N st v danom poradi vntitorné body trojuholnikov CDV
a BCYV).

' Ulohy z cviGeni 11, 12 rieste v podhl'ade i nadhl'ade.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Popiste konstrukciu priamky, ktord prechadza danym bodom A, je rovnobezné s danou

rovinou « a pretina priamku b (A¢ a, A¢b, priamka b je roznobezna s rovinou « ).

Dané st mimobezné priamky a, b. Dokazte, Ze nimi mozno prelozit’ dvojicu navzajom

rovnobeznych rovin.

Dany je rovnobeznosten ABCDA'B'C'D' abody P, Q tak, ze plati: (4'D'P)=-1/2,
(C'D'Q) =-1. Zostrojte:

a) prieCku priamok 4B, B'D' rovnobeznu s priamkou AC'.

b) priecku priamok 4AB', BC' rovnobeznu s priamkou 4'C .

c) priecku priamok AB', BC' prechadzajucu bodom A'.

d) priecku priamok PQ, DD' prechadzajicu bodom B.

V poslednom pripade si zvolte kocku a zostrojte aj dizku usecky vytatej na priecke

oboma mimobezkami pri l'ubovolne zvolenej dizke hrany telesa.

Dany je rovnobeznosten ABCDA'B'C'D'. Zostrojte prieCku priamok a, b prechddzajicu
bodom M. V pripade, Ze je referenénym telesom kocka, zostrojte aj dizku usecky vytatej

na priecke oboma mimobezkami.
a) a=AD',b=CR, (A'B'R)=-1, (CDM)=2/5.

b) a=C'K, (4'B'K)=-1/2, b=DN, (BCN)=-1, (CC'M)=-3/2.

Dany je rovnobeznosten ABCDA'B'C'D'. Zostrojte priecku priamok a, b rovnobeznt

s priamkou s, ak a:ﬂ, bzl?f?, S:ZE, S=ACnBD, (DD'E)=3.

Za predpokladu, ze ABCDA'B'C'D" (z prikladu 3.3) je kvader s dizkami hran |AB| =5/,
|BC | =6ja |AA '| =3/, zostrojte dizku use¢ky vytatej na prieke oboma mimobezkami, t.j.

[x7].

a) Za predpokladu, Ze je Stvorsten ABCD (z prikladu 3.4) pravidelny a |AB| =35], zostrojte

dizku usecky vytatej na priecke danymi mimobezkami.
b) Za predpokladu zvolenej viditel'nosti hran telesa rozhodnite o viditeInosti isecky

XY c r vzhl'adom na teleso. Vymodelujte si celi konfiguraciu.
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23.Dany je $tvorboky hranol ABCDA'B'C'D' apriamka p=RS, kde R=pnDCC',
S=pNADD" (obr. 3.16). Zostrojte priese¢niky priamky p s rovinami zvys$nych stien
hranola a vyznacte graficky prienik priamky s telesom (vratane viditel'nosti vzh'adom na
zvolenu viditel'nost’ hran telesa na obrazku). Ndavod. Pouzite osnovova rovinu prislusnej
hranolovej plochy *H (ABCD c «; AA") incidentnt s danou priamkou p a zostrojte jej
prieseCnice srovinami DCC', ADD' anésledne srovinou podstavy ABCD telesa.

Konstrukcia priesecnic tejto roviny s rovinami zvysnych troch stien telesa je trividlna

(prienik hranolovej plochy s osnovovou rovinou vzhl'adom na plochu — kapitola 5).

Obr. 3.16

24. Mo6ze byt rovinnym rezom Stvorstena kosostvorec, pravouholnik alebo Stvorec? Mdze byt
takych sustav rovin viac? Skuste odhadnut’ nevyhnutné (dostacujuce) podmienky. Navod:

priklad 3.10.

25. Vyrieste priklad 3.11 pre hranol H s vyskou zhodnou s podstavnou hranou. Zvysné prvky

zadania st nezmenené.

26. Zostrojte priesek rovnobeznika KLMN a trojuholnika POR. Referencné teleso je kocka
ABCDA'B'C'D'. (AA'K )=-2, L=B,(CC'M)=-1/2,(AA'P)=2,(ACQ)=-1/3,
R=C".
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Dané st mimobezné priamky a, b. Co je mnozina vietkych bodov X, pre ktoré plati:

(ABX)=m, Aeca, Beb, me R-{0,1}.

Je danych n r6znych priamok, z ktorych kazdé dve st navzajom réznobezné. Dokazte, ze

tieto priamky bud’ vSetky prechddzaji jednym bodom, alebo vSetky lezia v jednej rovine.

Vo dvoch roznych rovinach p, p' lezia trojuholniky ABC, A'B'C', pricom A=# A',
B#B', C#C'. Priamky 4B, A'B' sa pretinaji v bode C,, priamky BC, B'C' v bode
A, apriamky C4, C'A' v bode B,. Dokazte, Ze:

a) Body 4,, B,, C, lezia na jednej priamke.

b) Priamky AA', BB', CC' prechadzaji uré¢itym bodom V.

Dané st body A4',B',C", D', ktoré vSetky nelezia v jednej rovine.
a) Mozu niektoré z tychto bodov lezat’ na jednej priamke?

b) Kolko priamok a kol'ko rovin je tymito bodmi urcenych?

c) Ako volame teleso urcené tymito bodmi?

d) Vyhladajte tri dvojice mimobeziek, ktoré urcuji dané body.

Nech su C, D dva body, ktoré neleziace v danom polpriestore pA4 . Dokézte, ze bod D lezi

v polpriestore p C .

Ak je priamka p [rovina p ] rovnobeznd s rovinou o, tak priamka p [rovina p ] lezi

v tom istom polpriestore s hranicou o . Dokazte.

Sformulujte analogické tvrdenie s tvrdenim v cvi€eni 32 pre priamku a rovinu, ktoré st

réznobezné s rovinou o .

Zvolte si 'ubovol'ny Stvorsten ABCD a vnutorné body A', B' jeho hran DA, DB v danom

poradi.

a) Zostrojte priesecnicu rovin 4B'C, A'BC .

b) Nech C' je bod, pre ktory (DCC") > 0; dokaZte, Ze existuje prieseCnica p rovin ABC,
A'B'C" azostrojte ju. Dalej dokazte, ze priamky 4B, A'B' su s priamkou p bud’

rovnobezné, alebo ju pretinaji v tom istom bode.
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35. Je dany Stvorsten ABCD; T, U, V su v danom poradi stredy hran 4B, BD,CD . Vysetrite

vzajomnu polohu trojic rovin :

a) ABU,TUV,BCD
b) ABC,BCD, AUV
¢) ABD,ABC,ABV
d) ABC,TUV,BCD.

36. Dany je Stvorsten VABC a vnatorny bod M hrany VA. Dokézte, Ze rovina
a(M € a na || ABC) pretina tseCky VB a VC v ich vnltornych bodoch.

37. Nech su dané dve dvojice navzadjom rovnobeZnych rovin p|| p', o||c’', priom p, o st

navzajom rdéznobezné roviny. DokaZzte, ze aj roviny p', o' st navzajom rdznobezné.

38. Nech je dana rovina p a v nej konvexny §tvoruholnik 4BCD. Dalej nech je dan priamka
a prechadzajiuca bodom A4, ktora nelezi v rovine p a priamka ¢ prechadzajiuca bodom C a
rovnobezné s priamkou a. Dokazte, Ze roviny Ba, D¢ sa pretinaji s rovinami Bc, Da

(v danom poradi) v priamkach u a v, pricom u || v|| a.

39. Je dana rovina p a dve navzajom rdozne rovnobezné priamky p, g ( p || ¢ ). Dokézte:

a) Akplati p|lp,platiaj gl p.
b) Ak priamka p pretina rovinu p, pretina ju i priamka q.

40. Je dany ihlan VMNPQ, ktory méa lichobeznikovi podstavu MNPQ (MN || PQ). Urcte

prieseCnicu rovin VMQ, VNP a rovin VMN, VPQ. RieSenie urobte s pouzitim siete ihlana.

41. Nech st a,f navzidjom rdéznobezné roviny a «',f' T'ubovolné dve roviny, pre ktoré
alla'#a, fl|f'# . Dokazte, ze iroviny «' f' si navzijom rdznobezné aich

priesecnica je rovnobezna s priesecnicou rovin a, [ .

42.Dané st dve rovnobezné roviny p, p' adve navzijom rovnobezné priamky r,
s roznobezn¢ s danymi rovinami. Body R, S (v danom poradi) su priese¢niky tychto

priamok s rovinou p abody R', S' (v danom poradi) priese¢niky s rovinou p'. Dokéazte,

ze plati RR'TT SS"a RR'=SS".
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43.

44

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

Zobrazte I'ubovolny Stvorsten VABC. Bodom V narysujte priamky
a'l| BC,b'||CA, c'|| AB. Dokazte, ze priamky a', b', ¢' lezia v jednej rovine, ktora je

rovnobezna s rovinou trojuholnika ABC.

. Nech je dany ihlan VABC. Po priamke BC sa pohybuje bod M.

a) Aké utvary vyplnia jednotlivé taznice trojuholnikov VAM?

b) Co je mnoZzinou bodov t'aZnic tychto trojuholnikov?

Dokéazte, ze ak lezia vsetky vrcholy vypuklého mnohouholnika v polpriestore pA4, potom

vSetky body mnohouholnika lezia v tomto polpriestore.

Zostrojte sty¢né roviny ihlanovej plochy I,( P, < o ;') prechadzajuce danym bodom M

(M=V).

Zostrojte sty¢né roviny ihlanovej plochy In(P, < «;V ) rovnobezné s danou priamkou m

Vem).

Zostrojte dotykové roviny kruznicovej valcovej plochy V(k < « ; I) prechadzajiice danym

bodom M (M #V).

Zostrojte dotykové roviny kruznicovej valcovej plochy V(k c «; /') rovnobezné s danou

priamkoum (V ¢ m).

Zostrojte dotykové roviny kruznicovej kuzelovej plochy K(k c a;V ) prechadzajice
danym bodom M (M #V).

Zostrojte dotykové roviny kruznicovej kuzelovej plochy K(k < « ;7)) rovnobezné s danou

priamkoum (V ¢ m).
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4 METRICKE ULOHY

4.1 KOLMOST ZAKLADNYCH GEOMETRICKYCH UTVAROV

Budeme definovat’” kolmost’ zdkladnych geometrickych tutvarov, a to kolmost’” dvoch
priamok, kolmost’ priamky a roviny a kolmost’ dvojice rovin. Ustrednym problémom bude
uréenie nevyhnutnych a dostacujucich podmienok dvoch navzdjom kolmych geometrickych
utvarov aich vlastnosti, na zdklade ktorych sa budu definovat nové pojmy, napriklad
vzdialenost’ dvoch geometrickych utvarov. V tejto stvislosti sa odvodia aj d’alSie vlastnosti
niektorych zékladnych telies, ako napriklad pravidelny Stvorsten, kocka, pravidelny osemsten,

ortocentricky Stvorsten a pod.

V planimetrii sa kolmé priamky (tej istej roviny) definuju ako priamky, ktorych uhol je
zhodny s pravym uhlom® a ukdZe sa, Ze moZno v rovine zostrojit prdve jednu priamku
prechadzajucu danym bodom a kolmu na Fubovolnd inu priamku roviny?'. V stereometrii
nardzame na problém ur¢enia uhla dvoch navzajom mimobeznych priamok, ktory zatial nie je
definovany. Uhol dvoch mimobeznych priamok a, b bude prirodzené definovat’ ako uhol
zhodny s uhlom T'ubovolnych dvoch réznobeziek a', b', pricom a'|la a b'||b. Aby bola
definicia korektna, dokdzeme najprv nezavislost takto definovaného uhla od vyberu dvojice

roznobeziek z dvoch danych osnov priamok uréenych priamkami a, b. Dokazeme vetu

Veta 4.1

Nech st a, b dve T'ubovolné mimobezky a M', M" dva body (M"=M"). Ak
zostrojime priamky a',b'; a",b" tak, aby M'ea'nb', M"ea"nb" a a'lla"|a,
b'||b"|| b, plati: <a'b'=<xa"b".
Dokaz
Zvolme si dva l'ubovolné body A4',B'(B'# A') incidentné s rovnomennymi priamkami
a',b' tak, aby A'# M '# B'. Dalej staéi zostrojit' body A", B" tak, aby Gitvary M 'A'A"M "
a M'B'B"M" boli rovnobezniky. Je zrejmé, ze aj Gtvar A'B'B" A" je rovnobeznikom a

trojuholniky 4'B'M' a A"B"M" su zhodné (veta sss). PretoZze zhodné trojuholniky sa

2% Pravy uhol sa definuje ako uhol zhodny so svojim susednym uhlom.

I Bezprostrednym dosledkom je existencia priamok roviny, ktoré nemajt spoloény bod (= rovnobezky) ([15]).
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zhoduji vo vietkych uhloch, plati: < A'M'B'=<A"M"B", tj. <a'b'=<xa"b", o bolo

treba dokazat’. (Obr. 4.1)

Definicia 4.1
a) Uhlom priamok a, b (a J/{ b) nazyvame uhol Tl'ubovolnych dvoch nedisjunktnych
priamok a', b', pre ktoré plati: a'||a, b'||b. Uhol dvoch rovnobezZiek nazyvame
nulovym uhlom.
b) Kolmé priamky nazyvame také priamky, ktorych uhol je pravy.
¢) Priamka kolma na rovinu [hovorime aj kolmica na rovinu] je priamka kolma na vsetky

priamky roviny.

Désledok 4.1
a) Priamka kolma na rovinu je s touto rovinou r6znobezna.

b) Priamka kolma na dve r6znobezky danej roviny je s touto rovinou r6znobezna.

Veta 4.2. (kritérium kolmosti priamky a roviny)

Priamka je kolma na rovinu prdve vtedy, ked’ je kolma na dve r6znobezné priamky tejto
roviny.
Dokaz
a) (nutnost) Predpokladajme, Ze priamka £ je kolma na rovinu « (k L «). Z kolmosti
priamky k na vSetky priamky roviny (definicia 4.1) vyplyva jej kolmost’ na 'ubovolné dve jej
réznobezky.
b) (dostatocnost) Predpoklad: priamka k je kolma na dve r6znobezky a', b' roviny o .
Treba dokazat’, ze priamka & je kolma na vSetky priamky danej roviny. Zvol'me si 'ubovolnu

priamku ¢' (¢'ff a',c' ff b") tejto roviny; staci dokazat’ kolmost’ priamok &, ¢'.
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Dalej urobime nasledujicu konstrukciu. Podl'a dosledku 4.1b je priamka k s rovinou o
réznobezna. Oznaéme P ich spolo¢ny bod a zostrojme priamky a, b, ¢ prechadzajiice tymto
bodom a rovnobezné s priamkami a', b', c' (P=anbnc, alla', b||b', c|lc') (obr. 4.2).

Staci dokazat: k£ L ¢ (preco? vysvetlite).

Obr. 4.2

Zvol'me si 'ubovolné body A, B leziace na rovnomennych priamkach a, b tak, aby
A+ P=# B apriamka c aby pretinala usecku AB. Oznaéme cMNAB={C} — ide zrejme
o vniitorny bod use¢ky AB. Dalej nech s ‘Pek (‘P# P, i=1,2) lubovolné dva body, pre
ktoré ('P>PP)=—1, tj. bod P je stredom usecky 'P’P .

Potom plati: a'PAP=a>PAP, a'PBP=APBP (sus), tj. 'PA=’°PA, 'PB="PB.
Odtial vyplyva: a'PAB=a’PAB (sss), tj. <'PAB=<«’PAB (= «<'PAC=<PAC).
Dosledkom je zhodnost trojuholnikov a'PAC,a*PAC (sus), tj. iuse¢iek 'PC,°PC. Na

zaver konstatujeme, ze a'PPC =a’PPC (sss), ¢o znamena, 7e st zhodné iuhly v tychto

trojuholnikoch pri vrchole P. Pretoze ide o susedné uhly, su oba uhly pravé, t.j. priamka

k='PP je kolma na priamku c.

Zaver: priamka k je kolma na rovinu « . Tvrdenie je dokazané. (Obr. 4.2)

Poznamka 4.1

1. Ak je priamka a kolmé na priamku b, je zrejme i1 priamka b kolmé na priamku a; budeme
preto hovorit’, ze priamky a, b su navzdjom kolmé.

2. Veta 4.2 vyjadruje nevyhnutni a dostacujicu podmienku kolmosti priamky a roviny, a to
za predpokladu existencie takejto priamky. Existenciu priamky kolmej na rovinu dokazeme
v nasledujucej vete. Namiesto vyjadrenia ,,priamka je kolmd na rovinu*“ budeme tiez
pouzivat’ vyjadrenie ,,rovina je kolma na priamku®. Analogicky ako v a) budeme hovorit,

ze priamka a rovina su navzdajom kolmé.
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Veta 4.3

Existuje prave jedna priamka prechadzajuca danym bodom M a kolma na danti rovinu « .

Dokaz

a) (existencia) 1. DokaZzeme existenciu priamky pozadovanej vlastnosti pre pripad, Ze bod
M nelezi vrovine a (M ¢ ). Dokaz bude konstrukény. Podla vety 4.2 staci zostrojit’
priamku prechadzajucu bodom M a kolmt na dve réznobezky roviny «. Nech je ac «

I'ubovol'nd priamka. M6Zeme zostrojit’ priamku b prechddzajucu bodom M, leziacu v rovine

aM akolmi na zvolenu priamku @ (obr. 4.3a).”? Priamky a, b sG navzijom roznobezné;
oznaéme ich prieseénik P. Dalej zostrojme priamku ¢ roviny « prechadzajucu bodom P a
kolmt na priamku a. Z kolmosti priamky a na navzajom r6znobezné priamky b, ¢ (preco ide
o roznobezky?) vyplyva podla vety 4.2 kolmost’ priamky @ na rovinu y = be . Je zrejmé, ze
stai zostrojit’ priamku kroviny y prechadzajicu bodom M akolmu na priamku c tejto
roviny. Tato priamka ako priamka roviny y je kolma na priamku a (definicia 4.1), teda
klan kLc; pretoze priamky a, ¢ st navzdjom roéznobezné, je podla vety 4.2 priamka
k kolma na rovinu « . Existencia priamky pozadovanych vlastnosti je dokazana®.

2. Vpripade M €« si staci zvolit’ l'ubovolny bod A4, ktory v rovine a nelezi. Podla prvej
Casti existenéného dbokazu existuje priamka k (A€k A kL a). Z definicie uhla dvoch
priamok je zrejmé, ze kazda priamka rovnobezna s priamkou kje kolma na rovinu «.

Priamka pozadovanej vlastnosti je teda priamka / (M €l A 1] k).

b) (jednoznacnost) Jednoznacnost existencie kolmice na danu rovinu « , ktora prechaddza
danym bodom M sta¢i dokazat’ pre pripad M ¢ a (preco?). Treba dokazat, ze konstrukcia
priamky k realizovand v a) nezavisi od vyberu priamky a roviny « . Urobime to dokazom
sporom. Ak by existovali dve navzajom rozne priamky 'k pozadovanej vlastnosti, tak by ich

prieseéniky ‘R s rovinou a (i = 1, 2) boli navzajom rozne body (pre¢o?), trojuholnik 'R*RM

** Treba si uvedomit,, e priamku prechadzajiicu danym bodom, ktora je kolma na int priamku, zatial vieme
zostrojit’ len v rovine; v nasledujucej vete sa ukaze, ze takychto priamok je nekonecne mnoho a vsetky lezia
v tej istej rovine. Tento vysledok nam poskytne d’alsiu konstrukciu priecky danej priamky, ktora prechadza
danym bodom a je kolma na tato priamku.

3 Pretoze priamky b, k prechadzaju obe tym istym bodom a st kolmé na priamku a, méze nastat’ i pripad k = b.
To vSak ni¢ na dokaze nemeni, znamenalo by to tol'ko, ze sme pri vybere priamky a < « ,,natrafili“ prdve na

priamku prechadzajucu priesecnikom zostrojenej priamky £ s rovinou « .
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by bol trojuholnikom s dvoma pravymi uhlami, ¢o je sporné tvrdenie s vetou o sucte

vnutornych uhlov v trojuholniku euklidovskej roviny. Tvrdenie je dokézané. (Obr. 4.3b)

Obr.43a,b

Poznamka 4.2

Je prirodzené nazvat' prieseCnik kolmice na rovinu sdanou rovinou pétou kolmice
(analogicky s planimetrickym pojmom). Okrem toho je zrejmé, Ze ak bod R je péta kolmice
kzbodu M na rovinu (M ¢ a, tj. M #R), tak plati: MX > MR pre vSetky body X # R
roviny « . To nas opraviiuje nazvat Gise¢ku MR alebo dizku tejto usedky vzdialenostou bodu

M od roviny o .

Definicia 4.2
a) Priese¢nik priamky prechédzajucej danym bodom M a kolmej na rovinu « s rovinou
a nazyvame pdtou kolmice z bodu M na rovinu « .
b) Vzdialenostou bodu M od roviny a nazyvame tsetku MR (dizku tse¢ky MR), kde

bod R je péta kolmice z bodu M na rovinu « .

Dosledok 4.2
1. Vsetky priamky kolmé na th istl rovinu su navzajom rovnobezné.

2. Vzdialenost bodu M od roviny a je najmensSia z useCiek MX (VX € ).

Priklad 4.1
a) Dokazte, ze telesova uhlopriecka kocky je kolma na vSetky jej stenové uhlopriecky,
s ktorymi nie je r6znobezna.
b) Vyberte si l'ubovolnu telesova uhlopriecku kocky aoznaéte vSetky stenové
uhlopriecky k nej kolmé. Akt maju vlastnost’ dve vhodné trojice z nich?
¢) Vkocke ABCDA'..D' urcte konStrukéne ivypoctom vzdialenost’ vrcholu A4' od

roviny AB'D'. Dlzka hrany kocky sa rovna nenulovému redlnemu ¢islu a.
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RieSenie

a) Zvolme si v kocke ABCDA'...D' telesovi uhlopriecku A'C anapriklad stenova
uhlopriecku B'D' s fiou mimobeznu. Kolmost’ dvoch mimobeznych priamok overujeme tak,
ze najdeme rovinu incidentni sjednou z danych priamok akolmi na zvySni priamku.
Nositel'ky a = A'C, b=B'D' spomenutych uhloprieok su navzdjom mimobezné priamky
(vysvetlite). Poklisme sa zostrojit’ rovinu kolmu na jednu znich a prechadzajucu jednym
z bodov zvys$nej priamky.
Rovina prechadzajuca bodom A4' akolméd na priamku b je rovina A'C'C. Plati totiz:
A'C'LbACC'"Lb apriamky A'C' a CC' st navzajom roznobezné. Kolmost' je zarucena
vetou 4.2 (vysvetlite). Navyse rovina 4'C'C obsahuje priamku a, odkial’ na zdklade definicie
kolmosti priamky a roviny vyplyva kolmost’ priamok a, b. (Obr. 4.4 a)

b) Analogicky mdzeme pre d’alSie stenové uhlopriecky dokéazat, ze: a L AB', a L AD';
al BD, al DC', al BC'. Kazd4 z dvoch trojic stenovych uhlopriecok lezi v tej istej

rovine, ktora je kolma na zvolenu telesovi uhlopriecku. Plati teda: A4'C L AB'D' a

A'C LC'DB aroviny AB'D' a C'DB su navzdjom rovnobezné.

b 1l
\D C' DI' Cv
a E . a l’l i
A : N AT R B
D E ________________ C /l ):_D ______________ C
\ [ ~
A B A= B
Obr.44a,b

Poznamka 4.3
Citatelovi sa odporuc¢a skompletizovat’ naértnuty dokaz a analogicky vyhladat’ dvojice rovin

kolmych na d’alSie stenové uhlopriecky telesa.

¢) Vzdialenost’ bodu A' od roviny o = AB'D' sa rovna dizke tise¢ky A'R, kde R je pita
kolmice zbodu A' na rovinu ¢ . Podla bodu a) priamka prechadzajuca bodom A' a kolma

na rovinu ¢ je nositel’ka telesovej uhlopriecky A'C=a danej kocky. (Obr. 4.4 b) Pétou
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kolmice a je bod R =a N« . Konstrukcia bodu R bola rieSenim tlohy 3.1 (obr. 3.2a), kde sme
zaroven dokazali, ze R je taziskom trojuholnika AB'D' aplati: (A'CR)=-1/2. Odkial

a3

vyplyva: |A0{|:|A'R|:%|A'C|:T. Konstrukcia tGse¢ky A4'R pomocou obdiznika

A'ACC"' sa nechava Citatel'ovi.

Poznamka 4.4

Vo vete 4.3 sme dokézali existenciu prave jednej priamky prechddzajucej danym bodom
a kolmej na danu rovinu. V zmysle poznamky o rieSeni konstrukénych uloh v stereometrii (v
uvode kapitoly 3) sa loha o konstrukcii priamky kolmej na rovinu pre nés stava Standardnou
konstrukciou, ktord mozno zaradit za vymenované elementdrne konStrukcie. V rieSeni
stereometrickych Uloh sa casto stretavame is potrebou konstrukcie roviny incidentnej
s danym bodom a kolmej na dant priamku. Po dokdzani nasledujucej vety 1 tato konstrukciu

zaradime medzi elementarne konstrukcie.

Veta 4.4

Existuje prave jedna rovina prechadzajica danym bodom M a kolma na dant priamku m.

Dokaz
1. Mem
a) (existencia) Dokazeme (konstrukcne), ze rovina o pozadovanych vlastnosti existuje.

Podrla vety 4.3 staci zostrojit’ dve navzajom rézne priamky prechddzajuce danym bodom M
a kolmé na dani priamku m. Podstatou rieSenia konStruk¢nej stereometrickej ulohy je jej
prevedenie na postupnost planimetrickych uloh. V tomto zmysle je konstrukcia priamky
prechadzajucej bodom M priamky m a kolmej na tato priamku uskutoc¢nitelna v 'ubovolne;j
rovine, ktora je s danou priamkou incidentna. Zo zvédzku rovin s osou v priamke m si teda
vyberme l'ubovolné dve (navzajom rdézne) roviny «,f (je to mozné podla vety 1.2)
a v tychto rovindch postupne zostrojme kolmice na priamku m pozadovanej vlastnosti:

a(aca,M ea,alm), b(bc f,M e€b,b 1 m). Je zrejmé, Ze priamKy a, b st navzijom

roznobezné (oddvodnite) aplati, Ze rovina o=ab ma pozadované vlastnosti

(M eo Ao Lm).(Obr. 4.5a)

b) (jednoznacnost) V tomto kroku treba dokéazat’ nezavislost’ zostrojenej roviny od vyberu

rovin a,f zo zvizku rovin s osou m. Dokaz urobime sporom. Ak by existovala eSte d’alSia

rovina 'o pozadovanej vlastnosti (M € 'c A 'o L m), tak priese¢nice rovin o,'c s aspon

52



4 METRICKE ULOHY

sjednou zrovin «,f by boli dve navzijom rdézne priamky (odovodnite). Nech
anc#an'c; pri oznateni an'c='a by potom vrovine a existovali dve navzijom
roznobezné priamky a,'a kolmé na priamku m tejto roviny (odévodnite kolmost) (obr. 4.5b).

To je sporné tvrdenie euklidovskej planimetrie (definicia pravého uhla).

m

Obr.45a,b

2. Vpripade M ¢ m si staci zvolit’ 'ubovolny bod N em. Podl'a kroku 1 dokazu existuje

prave jedna rovina p prechddzajica bodom N a kolmd na priamku m. Z definicie uhla dvoch
priamok a kolmosti priamky a roviny je zrejmé, ze kazda rovina rovnobeznd s rovinou p je
na priamku m kolma. Rovinou o pozadovanej vlastnosti (M € o A o 1L m) je teda rovina

incidentnd s bodom M a rovnobezna s rovinou p .

Dosledok 4.3

Dve roviny kolmé na tu istl priamku su navzajom rovnobezné. (Odovodnite)

Poznamka 4.5

Pod vzdialenostou dvoch geometrickych utvarov U ,U, sa rozumie najmensia z UseCiek XY
(alebo dizka tejto tisecky) pre X eU,, Y eU, . Citatelovi sa odporu¢a dokizat, Ze pre dve
navzajom rovnobezné roviny «,f (a # f) je useCka XY najmenSia v pripade kolmosti

priamky XY na 'ubovol'nt z rovin (t.j. na obe roviny). Mdézeme teda definovat’ vzdialenost’

dvoch rovnobeznych rovin nasledovne:

Definicia 4.3
Vzdialenostou dvoch rovnobeznych rovin nazyvame vzdialenost’ I'ubovol'ného bodu

jednej z rovin od druhej roviny.

Dokaz korektnosti definicie sa ponechava Citatel'ovi.
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Priklad 4.2. Dany je Stvorsten ABCD. Nech P je pita vysky prechadzajucej vrcholom D a
kolmej na rovinu ABC, nech V je pita kolmice zbodu D na hranu AB anech U je pita
kolmice z bodu D na hranu BC.

Dokéazte, ze plati: VP L AB, UP 1 BC a na zéklade toho dokazu odvod’te konstrukciu paty
vysky Stvorstena prechddzajicej jednym vrcholom a kolmej na protil’ahlt stenu telesa.
RieSenie

Z predpokladu DP | ABC vyplyva, ze
priamka DP je kolma na kazdd priamku
roviny ABC (definicia 4.1c), teda plati
DP 1 AB. Dalej vieme, ze DV 1 AB, teda
zoboch kolmosti je (podla vety 4.2)

zrejmé: DVP 1| AB=VP 1 AB.
Analogicky dokdzeme UP 1 BC'.

Konstrukcia paty vysky Stvorstena prechadzajicej jeho jednym vrcholom a kolmej na jeho
protilahlu stenu je pre l'ubovolny Stvorsten zrejma z vysSie uvedeného ddokazu. Postup
konsStrukcie je nasledovny. Zvolime si vrchol V S§tvorstena, ktorym ma vyska prechadzat’ a
lubovolné dve steny telesa stymto vrcholom incidentné. V rovindch oboch stien staci
zostrojit’ vysky prechadzajiice zvolenym vrcholom a nésledne pétami tychto vySok v rovine
a steny protil'ahlej k vrcholu V zostrojit’ priamky kolmé na prislusné hrany Stvorstena, ktoré

pity vySok obsahuji. Priese¢nik V, oboch kolmic je hladand pita vySky Stvorstena

VV, La).

4.2 UHLY ZAKLADNYCH GEOMETRICKYCH UTVAROV

Uhol dvoch priamok sme definovali v iivode paragrafu 4.1. V definicii uhla priamky
s rovinou bude povazovany za znamy pojem kolmého priemetu priamky do roviny. Ako sme
uz pripomenuli, zékladné pojmy a vlastnosti rovnobezného — Specialne ortogondlneho (=

kolmého) — premietania patria do obsahu piatej kapitoly tejto prace (paragraf 5.2.2).

Definicia 4.4
a) Ak je priamka kolma na rovinu, hovorime, Ze jej uhol s rovinou je pravy.
Uhlom priamky a s rovinou « (a Ll «a) nazyvame uhol priamky asjej kolmym

priemetom do roviny « . (Obr. 4.7a)
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b) Uhol dvoch rovnobeznych rovin nazyvame nulovy uhol.

Uhlom rovin a,f (o, st roznobezné¢) nazyvame uhol priamok a, b, z ktorych
kazda lezi prave v jednej z rovin a obe su kolmé na priesecnicu rovin (aca, bc S,
alanp,blanp).(Obr.4.7b)

O rovinach, ktorych uhol je zhodny s pravym uhlom hovorime, ze su navzdjom kolmé.

Konstrukcia uhla priamky a s rovinou a vyplyva z definicie. Nech je dana priamka
a s rovinou a roznobezna. Oznacme P ich spolocny bod. Musime zostrojit’ kolmy priemet
priamky a do roviny « . Je nim priamka spajajica kolmé priemety dvoch navzdjom réznych
bodov priamky a do roviny « . (Kolmy priemet l'ubovol'ného bodu X [Gtvaru U ] do roviny

o budeme oznacCovat’ pravym dolnym indexom ,,1%, t.j. X, [U, ].) Ak je bod P dostupny, tak
P=PF astaci zostrojit kolmy priemet eSte dalSicho bodu A priamky a do danej roviny.
Potom 4, =/ na , kde I* je premietacia priamka bodu 4 (tj. Ael*A I* La)a a,=PA, .
Plati: <aa=<aa, =< APA,. (Obr.4.7a)*

V pripade rovnobeznosti priamky a s rovinou « je al|a, (poznamka za prikladom 1.1),

t.j. uhol priamky s rovinou je nulovym uhlom.

Obr.4.7a,b

Konstrukeia uhla dvoch navzajom ro6znobeznych rovin «, pozostava z konStrukcie
prieseCnice a N f oboch rovin a z konStrukcie priamok a, b (acaralanf; bc f A

b 1L an f). Vo vseobecnosti st priamky a, b navzdjom mimobezné; na zédklade definicie 4.1

*V pripade nedostupného prieseénika P treba zostrojit' kolmy priemet este d’aliieho bodu B (B # 4 ) priamky

a do roviny «a (analogicky s bodom 4,), tj. a, = 4,B, . Ulohu mozno riesit’ i konstrukciou roviny & (napr.
B ea aall a)azostrojit kolmy priemet @ priamky a do tejto roviny. Plati totiz <aa = <aa . Na obr. 4.7a

je zroviny @ ozna¢eny len bod B = B a kolmy priemet 4 bodu 4 do tejto roviny.
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uhla dvoch priamok je vSak vyhodné zvolit' si priamky a, b tak, aby boli navzijom
roznobezné (t.j. prechddzali tym istym bodom P priesecnice oboch rovin). Na zaver sa uhol
X a ff=<xab uréivrovine ab . Vsetky kroky algoritmu st elementarne konStrukcie popisané
v uvode tretej kapitoly. (Obr. 4.7b)

Rovina A =ab je kolma na priese¢nicu rovin «, £ . Sta¢i zostrojit’ l'ubovolnu rovinu y
kolmi na priesecnicu danych rovin ajej prieseCnice soboma rovinami. Plati:

Xafz=x(any), (SN y));tento uhol sa urci v rovine y .

Konstrukciu uhla priamky srovinou, ¢i uhla dvoch ro6znobeznych rovin ulahcuje

nasledujuci poznatok:

Veta 4.5
a) Uhol priamky s rovinou je doplnkovym uhlom k uhlu priamky s kolmicou na tato
rovinu.

b) Uhol dvoch rovin je zhodny s uhlom priamok kolmych na tieto roviny.
Dokaz

a) Dokaz tvrdenia 1 sa nechava cCitatel'ovi.

b) Nech st «,f dané roznobezné roviny a bod M neleziaci v ziadnej z nich. Zostrojme
priamku k“, resp. k” incidentni s bodom M a kolmu na rovinu «, resp. S (obr. 4.8).
Priamky k“,k” su zrejme navzijom roznobezné (oddvodnite); oznaéme ich rovinu y . Roviny
a,B,y su navzajom roznobezné aplatii k“ Lanp, k’ Lanf. To znamena, ze
priese¢nica m rovin @ a f je kolma na rovinu y. Z definicie kolmosti priamky a roviny
vyplyva, Ze iprieseCnice Ny a fNy si priamky kolmé na priamku m. Z klasifikacie
vzajomnej polohy troch navzajom rdéznych rovin je zrejmé, ze vsetky tri roviny maji prave
jeden spolo¢ny bod; oznaéme ho R. NavySe ozna¢me P, resp. Q patu kolmice z bodu M na

rovinu « , resp. f.
Utvar MPRQ je tetivovy M

Stvoruholnik, odkial vyplyva, Ze uhol

X PRQ je doplnkom do priameho uhla

suhlom <« PMQ. Ten isty uhol je

doplnkom do priameho uhla s uhlom XRQ
(podrla obr. 4.8), ktory je zhodny s uhlom
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rovin a,f (definicia 4.4b). Teda plati: < PMQO =< XRQ = < k“k” =<a 3, ¢o bolo treba

dokazat’.

Casto sa vyskytujiucou konstrukciou v rieseni stereometrickych uloh je konstrukcia roviny
urcitych vlastnosti, ktord je kolma na int danu rovinu. Na rozhodnutie o rieSitel'nosti tejto
ulohy je uzito¢né uviest nevyhnutnu a dostaujicu podmienku kolmosti dvoch rovin.

Vyjadruje ju nasledujtica veta:

Veta 4.6 (kritérium kolmosti dvoch rovin)

Dve roviny st kolmé prave vtedy, ak jedna z rovin obsahuje priamku kolmu na druhu

rovinu.”?

Dokaz sa pre jednoduchost’ zarad’uje do cviceni v zavere kapitoly (cvicenie 20). Treba

dokazat’, Ze dan4 podmienka je nutnd i dostacujuca.

Priklad 4.3. Dany je Stvorsten ABCD, v ktorom plati: 4B L CD, AD L BC. Dokazte, Ze
potom platiaj AC L BD.

RieSenie

1. Z kolmosti priamok 4B, CD vyplyva, Ze kaZzdou z nich prechddza prave jedna rovina, ktora
je kolma na zvysnu priamku. Ila:CD c a A a L AB. Priese¢nik priamky AB s rovinou o
ozna¢me P. Zrejme plati: DP L AB, CP L AB (oddvodnite). Analogicky z kolmosti hran
AD, BC vyplyva: 3!'p:ADc f A fLBC apri oznaCeni Q =ﬁmﬁ? je zrejmé, ze
AQ 1L BC, DQ 1 BC . Priamky CP a AQ su teda nositel’kami vySok trojuholnika 4ABC, t.j.

bod D, je jeho ortocentrum.*® Roviny «, 8 su obe kolmé na rovinu ABC (oddvodnite);

odtial’ vyplyva, Ze aj ich priese¢nica o N f = DMD1 je priamka kolma na rovinu 4BC.”’

2. Na zéver dok4dzeme kolmost’ priamok AC a BD. Kedze ide o mimobezné priamky, staci

dokazat’ kolmost’ jednej z nich na rovinu obsahujicu zvy$na priamku. Je to rovina BD,D

BTakito priamku obsahuje prirodzene kazda z rovin na seba kolmych. Stadi, ak jedna z rovin je rovnobezna
s priamkou kolmou na zvy$ni rovinu (prec¢o?).

Mbze byt niektory zbodov P, O, D; vonkajsim bodom trojuholnika ABC ? Méze byt bod D; bodom
trojuholnika ABC ? Vysvetlite.

7 Priklad 4.6, par. 4.3.
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obsahujuca priamku BD. Priamka AC je kolmd na priamku BD, (D, je ortocentrum

trojuholnika 4 BC). Okrem toho je priamka 4 C kolma na priamku DD, ( DD, L. ABC'). (Obr.4.9)

Dostacujuca podmienka kolmosti priamky AC aroviny BD,D je splnena (veta 4.2.). Zaver:
AC L BD.

D

Poznamka 4.6

V priebehu rieSenia ulohy sme navySe dokézali, ze ak su nositel’ky vSetkych dvojic
mimobeznych hran Stvorstena navzdjom kolmé priamky, tak kolmy priemet kazdého vrcholu
Stvorstena do roviny protilahlej steny je ortocentrum tejto steny. Aka je dostacujica
podmienka zabezpecujiica kolmost’ dvoch dvojic mimobeznych hran Stvorstena? (Cvicenie

10, par.4.4)

Definicia 4.5
Osou mimobeziek a, b nazyvame takl prieCku priamok a, b, ktord je kolma na obe

mimobezky.

Uloha 4.1. Zostrojte os danych dvoch navzajom mimobeZnych priamok a, b.

RieSenie

a) Rozbor ulohy
Ak priamka r pozadovanych vlastnosti existuje, tak plati: (» je prieCkou priamok a, b)
a suCasne priamka » je kolmé na obe mimobezky a, b. Z kolmosti » L a A r L b vyplyva, Ze
priamka 7 je kolma na kazdu rovinu, ktord je rovnobezna s oboma mimobezkami. Zrejma je
konstrukcia I'ubovol'nej roviny « zdanej osnovy navzajom rovnobeznych rovin s oboma

priamkami a, b 1kolmice kna takito rovinu. Osou » danych mimobeZiek je teda taka ich
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priecka, ktord je rovnobeznd s priamkou k. Zrozboru ulohy je zrejma nasledujica

konstrukcia:

b) Konstrukcia

1. Zvolme si lubovolny bod M priestoru azostrojme priamky a',b' tak, aby:

Mea'nb'Aa'llanb'||b.Rovina @ =a'b' je rovnobezna s oboma mimobezkami a, b.

2. Zostrojime 'ubovol'nu priamku £ tak, aby k£ L «r.

3. Zostrojime priecku r priamok a, b rovnobeznt1 s priamkou £ (Gloha 3.5)
Z rozboru ulohy 3.5 je zrejmé, ze kazdé dve mimobezné priamky maju prdve jednu os.
Oznacme rna = A,rNb= B ; da sa dokdzat, ze iseCka 4B je najmensia spomedzi vSetkych

tsetiek XY (X €a,Y eb) (obr. 4.10)*. Je preto prirodzené definovat’:

Definicia 4.6

Vzdialenostou mimobeziek a, b nazgvame usetku 4B [dizku usetky AB], ktora je na

: . , : w29
ich osi vytatd oboma mimobezkami.

Obr. 4.10 Obr. 4.11

Poznamka 4.7

1. Ak st priamky a, b navzajom kolmé a priamka 7 je ich osou, plati: (a LbAra Lr) A
(bLanblr)=albrAbLlar.Vtomto pripade hl'adand priecka r lezi v rovinach «,

(bcprpfla;acanalb). Os mimobeziek je prieseCnicou rovin «, .

% Ak oznagime ‘o (1 =1,2) navzdjom rovnobezné roviny, z ktorych kazda obsahuje prave jednu z mimobeziek
a, b, plati: |a,[)’| :|AB|<|XY| VX, Y:Xea,Y e 8,X # A,Y # B (takato priecka je prave jedna).

* Platiteda: Aca,Beb, AB L a, ABLbD.
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2. Modzeme povedat, ze ak st dve priamky navzijom kolmé (réznobezky alebo
mimobezky), tak existuje prave jedna rovina obsahujuca jednu z priamok, ktora je kolma na
zvys$nu priamku. Pri porovnani s vetou 4.4 prichadzame k poznatku, Ze rovina z vety 4.4 je
mnozinou bodov vSetkych priamok, ktoré prechddzaju bodom M a st kolmé na priamku m.
V pripade M ¢ m je z tychto priamok r6znobezna s priamkou m prave jedna, zvy$né su s iou
mimobezné. (Obr. 4.11) To nam poskytuje novy pristup k rieSeniu nasledujicich uloh: 1.
urcit’ vzdialenost” bodu od priamky; 2. zostrojit’ patu kolmice z bodu na dant priamku; 3.

zostrojit’ bod stimerne zdruzeny s danym bodom podl’a danej priamky.

Vsetky z tychto uloh su rieSitelné v rovine incidentnej s danym bodom M a danou
priamkou m. V rieSeni tychto tloh v nejakej zobrazovacej metdde v deskriptivnej geometrii je
vel'mi Casto vyhodnejsi postup vyjadreny symbolicky v nasledujicom algoritme rieSenia:

a) Konstrukcia roviny o (M eoc Ao Lm) (vetad.4).

b) Konstrukcia priesecnika S priamky m s rovinou o .

c) Vysledkom rieSenia uloh v danom poradi je: 1. |MS ; 2. bod S; 3. bod M"':

(M'MS)=-1.
Priklad 4.4. Zostrojte os mimobeznych priamok a = TD, b=B'C aurite konstrukéne

i vypodtom ich vzdialenost’ pri P'ubovolne zvolenej dizke hrany kocky. Referenéné teleso je

kocka ABCDA'B'C'D".

RieSenie.

1. (Rozbor) V priklade 4.1a tejto kapitoly sme dokazali kolmost’ telesovej uhlopriecky
kocky so stenovou uhloprieckou (navzajom mimobeznych), preto na zostrojenie ich osi
modzeme pouzit' konsStrukciu z poznamky 4.7 (bod 1). Zvolime si rovinu « tak, aby bola

incidentnd s priamkou a a zdroven bola kolma na priamku b. Takouto rovinou je rovina

BC'D'=q. Dalej si zvolime rovinu S tak, aby bola incidentna s priamkou b a zaroveti bola
kolm4 na priamku a . Takouto rovinou je rovina CB'A = /3. Hladanou osou mimobeziek a, b
je priamka, ktora je prieseCnicourovin @, f (o=anf = AS (S =BC'nCB")).

2. Konstrukcia je zrejma z rozboru.

3. Na zaver ur¢ime vzdialenost’ oboch mimobeziek. Priese¢nik priamok a, o oznacme U.

Vzdialenost mimobeZiek a, b sa rovna dizke tise¢ky US. Z riesenia polohovej tlohy (priklad
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3.1) je zrejmé, Ze bod U je taZiskom trojuholnika AB'C. Ide o rovnostranny trojuholnik,

ktorého strana mé dizku d.v2 pri zvolenej dizke d hrany kocky.

Taznica (= vyska) trojuholnika AB'C ma dizku \
d . d < =
Ex/g, odkial US|=gx/g. (Na obr. 4.12 sa
nereSpektuje  viditelnost  konStruovanych 4 B 0
utvarov vzhl'adom na referencné teleso.) U S

iDL XN

Obr. 4.12 /,
4 B
a

4.3 PRIKLADY

Priklad 4.5. Zostrojte uhol zhodny s uhlom priamok BC' a AC avypoctom urcte jeho
velkost. Referencné teleso je pravidelny trojboky hranol ABCA'B'C', ktorého stenové

pravouholniky su Stvorce.

RieSenie

1. Rozbor. Uhol dvoch mimobeznych priamok a, b je zhodny s uhlom 'ubovolnych dvoch
roznobeziek a', b', pre ktoré¢ a'||a, b'||b (definicia 4.1a). Nech TO:a, AC =b . Potom
plati: <ab=<xab' (C'eb', b'||b) (obr. 4.13).

2. Konstrukcia. Uhol priamok a, b' zostrojime v rovine 4'BC', je nim vnutorny uhol pri

vrchole C' v rovnoramennom trojuholniku A4'BC"' s temenom B (BA'= BC").

a
C)

Obr. 4.13
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3. Vypocet. Nech bod 1 je stredom zakladne A'C' trojuholnika A'BC'. Potom plati:

|C'1| =a/2 (a je dizka podstavnej hrany telesa), BC'| =a\2, a po oznaceni « :|<):1C'B|

2 2
dostaneme cosa = T alebo o = arccosT .

Priklad 4.6. Nech pre roviny o, #«a plati: « Ly, gL y. Potom su roviny «,f alebo
rovnobezné alebo je ich priesecnica kolma na rovinu y . Dokazte.

RieSenie.

a) Ak su dve roviny navzdjom kolmé, tak priamka kolma na jednu z nich je rovnobezné so

zvy$nou rovinou (veta 4.6). Teda ak ozna¢ime m l'ubovolnu priamku, ktord je kolma na

rovinu y, plati: m||a Am|| . Dve rdzne roviny rovnobezné s tou istou priamkou moézu byt

navzajom rovnobezné alebo roznobezné.

b) V pripade r6znobeznych rovin «, f z platnosti m || e, m|| f vyplyva podla prikladu 3.5,
ze priese€nica rovin «, f je priamka rovnobezna s priamkou m. Ale kolmost’ priamky m na
rovinu y implikuje i kolmost’ 'ubovol'nej s fiou rovnobeznej priamky na ta istd rovinu. Plati

teda: (¢ f) L y. Tvrdenie je dokazané.

Priklad 4.7. Dokazte, Zze vSetky vysky Stvorstena ABCD z prikladu 4.3 prechadzaju jednym
bodom.
RieSenie

a) Podla prikladu 4.3 (poznamka 4.6) su vySky uvazované¢ho Stvorstena ABCD (tj.

Stvorstena, v ktorom st navzajom kolmé vSetky dvojice mimobeznych hrén) priamky
spajajuce vrchol Stvorstena s ortocentrom steny protil'ahlej k tomuto vrcholu. Pri Standardnom
oznageni® vyiok §tvorstena plati: v* = 44, , v! =BB, , v =CC, , v* = DD, , kde index nula
oznacuje ortocentrum steny protil'ahlej k rovnomennému vrcholu telesa. V prvom kroku
dokazeme, ze kazdé dve vysky Stvorstena st navzajom réznobezné.

D

Uvazujme napr. o vySkach v, v”. Zkonstrukcie ortocentra trojuholnika ABC

(D, = TAJ‘\? , kde A4,, C, st pity vySok trojuholnika ABC na priamkach BC a AB) a

% Index kazdej vy3ky je oznagenie vrcholu telesa, ktory je s fiou incidentny. Pod vy3kou §tvorstena sa rozumie
tak priamka incidentna s vrcholom telesa a jeho kolmym priemetom do roviny protilahlej steny, ako aj Gise¢ka

s krajnymi bodmi v tychto bodoch.
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vlastnosti daného Stvorstena vyplyva: m 1 BC, tj. DA, L BC anéasledne 4, € ﬂ . Obe
vysky v°, v* Stvorstena teda leZia vrovine AAD. Pretoze v” Jf v* (odbvodnite) plati:
V2 Av? ={F}. Analogickym spdsobom mozno dokazat, 7e kazdé dve vysky daného
Stvorstena s navzajom réznobezné.

b) Dalej dokazeme, Ze i vysky v¢ a v* prechadzaju bodom V. DokaZeme to napriklad pre
priamku v ; sta¢i dokazat’, Ze priamka CV je kolma na rovinu ABD (prec¢o?). Pre priamku CV
plati: CV < @ A CV = ACV . Ale rovina CC,D je kolma na priamku 4B, odkial’ vyplyva
CV L AB. Analogicky o rovine ACV dokaZeme, Ze je kolmé na priamku BD. Vyplyva to
zkolmosti: AC L BD a AV 1 BD (dosledok kolmosti AV L BCD ). Potom plati aj
CV L BD . Désledkom oboch kolmosti: CV L AB, CV L BD je kolmost’ priamky CV na
rovinu steny ABD, €o bolo tfeba dokazat’. (Obr. 4.14)

Doékaz pre priamku v* je analogicky; plati teda: v nv? mve mv? = {17},

Obr. 4.14

Poznamka 4.8. Bod, vktorom sa pretinaji vSetky vySky Stvorstena, sa nazyva
ortocentrum daného Stvorstena a kazdy Stvorsten, ktorého vysky prechddzaju tym istym

bodom budeme nazyvat’ ortocentrickym stvorstenom.

4.4 CVICENIA
1. Priamka kolma na rovinu je s touto rovinou ré6znobeznd. Dokézte.

2. Priamka kolma na dve r6znobezky danej roviny je s touto rovinou réznobezna. Dokazte.
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10.

11.

Zostrojte uhol vypisanych dvojic priamok: A'C,BC'; BC',CA'; BC',DF'; BC'.CE'.

Zakladné teleso je pravidelny Sestboky hranol ABC...F'', a =5j, v=6j.

Konstrukéne i vypoétom uréte vzdialenost’ vrchola C kocky od roviny BDC'. Dizku

hrany kocky si zvol'te l'ubovolne.
Dokézte, ze v kocke ABCD...D' plati: ADK 1 BCL ,kde (AA'L)=(A'B'K)=—1.

a) Konstrukéne 1vypoctom urcte uhly telesovej uhlopriecky kocky sjej hranami
a stenami.

b) V kocke ABCD...D' urcte velkost uhla dvojic rovin: A4B'D',AA'C; AB'D',A'BC.

Nacrtnite patu kolmice z vrchola D Stvorstena ABCD do roviny ABC, ak uhol ABC je
pravy a AD = BD = CD . (Navod: priklad 4.2)

Dany je Stvorsten ABCD, v ktorom plati: AB L CD, AD 1 BC . Potom plati:

a) |4B|" +|cD|" =|Ac| +|BD|" =|4D| +|BC[

b) Pravouhly priemet 'ubovolného vrchola do roviny protilahlej steny je ortocentrum
tejto steny.

Poznamka: Pred rieSenim tlohy a) zistite, Co je mnozina vsetkych bodov priestoru E, pre

ktoré je rozdiel Stvorcov vzdialenosti od dvoch danych bodov A4, B # A konStantny.

a) PopiSte konStrukciu ortocentrického Stvorstena (priklad 4.7), ak ABCca je
I'ubovolny trojuholnik. Kol'ko takych Stvorstenov existuje?

b) Dany je 'ubovolny trojuholnik ABC c o arovina S (f # a). Popiste konstrukciu
Stvorstena ABCD s navzajom kolmymi mimobeznymi hranami tak, aby vrchol D lezal

v danej rovine f.

Dany je Stvorsten ABCD, v ktorom jedna z jeho vySok prechadza ortocentrom protil'ahlej
steny ku zvolenému vrcholu (s touto vySkou incidentnému). Dokézte, ze vSetky dvojice

mimobeznych hran §tvorstena si navzajom kolmé.”!

Dany je obraz pravidelného Stvorstena ABCD (vo volnom rovnobeznom premietani).

Narysujte obraz jeho ortocentra.

*'Na zéklade prikladu 4.3 staéi dokazat’ kolmost’ dvoch dvojic navzajom mimobeznych hran.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Dany je pravidelny Stvorsten ABCD. Urcte (konstrukéne i vypoctom) polomer R, resp. »
gulovej plochy danému Stvorstenu opisanej, resp. do daného Stvorstena vpisanej pri

zvolenej dlzke a hran Stvorstena.

Nech a a 7 sa roznobezné roviny a k je priamka kolma na rovinu «. Potom plati:

pravouhly priemet priamky & do roviny 7 je kolmy na priesecnicu o N7z . Dokazte.

Dany je kvader ABCD...D',

AB|=5},

BC|=4j,

AA '| =7j. Konstruk¢ne urcte uhol

priamok BD', B'C.

Zostrojte uhol zhodny s uhlom priamky a s rovinou 4BC arovinou steny BCC'B' pre

priamku a a pravidelny Sestboky hranol z prikladu 3.11.

Napiste algoritmus rieSenia nasledujtcich uloh. Zostrojte:

a) priamku, ktord prechadza danym bodom 4, je kolmd na danu priamku a aje
rovnobezna s danou rovinou « ;

b) priamku, ktora prechddza danym bodom A4, je kolma na danu priamku aaje
réznobezna s danou priamkou b (priamky a, b nie st navzajom rovnobezné);

c¢) priamku, ktora lezi v rovine «, prechadza bodom M roviny « aje kolmé na danu
priamku a;

d) kocku, ktora ma vrchol v danom bode A4 a telesovi uhlopriecku na danej priamke p
(Adgp);

e) kocku, ktora ma stred v danom bode S a jednu hranu na danej priamke m (.S & m);

f) pravidelny Stvorboky ihlan, pre ktory je dany rovnoramenny trojuholnik 4 VB stenou;

g) pravidelny osemsten, ktory ma vrchol v danom bode A4 a telesova uhlopriecku na danej
priamke p (A ¢ p);

h) pravidelny Stvorsten, ak p, g st mimobezné priamky incidentné s hranami telesa.

Dana je kocka ABCD...D'. Zvol'te si 'ubovol'ny pravidelny Stvorsten, ktorého vrcholy su
i vrcholmi kocky. Vypoéitajte objem tohto 3tvorstena, ak dizka hrany kocky je a.
Vyjadrite kocku ako zjednotenie tohto Stvorstena a d’alSich Stvorstenov tak, aby prienik

vnutornych bodov 'ubovolnych dvoch prvkov zjednotenia bol prazdna mnozina.

Analogicka ulohu kulohe 17 rieSte pre kvéader. Hrany zvolené¢ho Stvorstena (nie

pravidelného) su stenové uhlopriecky kvadra.
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19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

Dané je kocka ABCD...D' arovina KLM. Zostrojte vzdialenost’ vrchola B' kocky od
tejto roviny.

a) K=A,L=C,(DD'M)=-1.

b) M =D",(ABK)=(BCL)=—1 .

¢) (DD'M)=-3,(ABK)=—1,(BCL)=-2.

Dokézte vetu: Dve roviny su kolmé prave vtedy, ak jedna zrovin obsahuje priamku

kolmu na druht rovinu.

Dany je pravidelny Stvorsten ABCD. Zobrazte priamku prechadzajucu l'ubovolne

zvolenym bodom P steny ABD a kolmej na rovinu steny BCD Stvorstena.

Konstrukéne i vypoctom urcte vzdialenost’ bodu P od roviny BCD pre Stvorsten ABCD a

bod P z cviéenia 21.

Zostrojte osi mimobeznych priamok a) BD', CC'; b) AB', A'D"', ak referencné teleso
ABCDA'B'C'D' je kocka.

Nech st dané tri navzéjom rovnobezné priamky k, I, m (k|| /|| m), ktoré nelezia v jedne;j
rovine. Oznac¢me K 'ubovolny bod priamky k a L, M pity kolmic KL, KM zostrojenych

z bodu K na priamky /, m. Dokézte, Ze useCka LM urcuje vzdialenost’ priamok /, m.

Nech je ABCD rovnobeznik, ktorého stred je bod O; mimo roviny p rovnobeZnika je

dany bod V, pre ktory plati: VA=VC,VB =VD . Dokézte, ze plati: OV L p.

Je dany bod M a dve priamky m, n. Bodom M zostrojte priamku ., ktora je kolma na
priamku m a pretina priamku #.

a) Urcte podmienku rieSitel'nosti.

b) Ulohu vyriete v Tubovolnom kvadri ABCDA'B'C'D' pre M =D', m= TB',

n=BD.Zvolte si stenu ABB'A' v priecelnej polohe.

Na priamke a lezia tri r6zne body P, O, R, ktorych vzdialenosti od danej roviny p sa
rovnaju. Dokazte, Zze priamka a je srovinou p rovnobeznd. (Uvazte, ze aspon dva

z bodov P, O, R lezia v tom istom polpriestore s hranicou v rovine p .)
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

3S.

36.

37.

Dve roviny st navzdjom rovnobezné prave vtedy, ked’ sa rovnaju orientované

vzdialenosti v§etkych bodov jednej z rovin od druhej roviny. Dokazte.

Uréte mnozinu vsSetkych bodov, ktorych vzdialenost od danej roviny p sa rovna

zvolenému kladnému realnemu ¢&islu d.

Nech je dana priamka a arovina p, ktoré su navzajom réznobezné, ale nie navzajom

kolmé. Ozna¢me a_pravouhly priemet priamky a do rovin a x Tubovolnu d’alSiu
o

priamku roviny p prechddzajicu priesecnikom P=an p. Dokazte, ze ostry uhol

priamok a, x je vacsi nez ostry uhol priamok a, a, .

Zostrojte priamku k prechadzajicu vrcholom A' kocky ABCDA'B'C'D' a kolmu na
rovinu @ = HKL . Body H, K, L st vdanom poradi vnutorné body hran AA', A'B',

A'D'. Zostrojte 1 priesecnik kNa .

Nech st dané dve navzajom kolmé roviny p, o aich priesecnica p. Zvol'me si v rovine

p Tubovol'nt priamku » kolmu na priamku p. Dokézte, Ze plati: » L o .

Nech je dany trojuholnik ABC a mimo jeho roviny p bod V'tak, ze plati VA=VB=VC.
Dokazte, Ze péita V, kolmice zbodu Vna rovinu p je stredom kruZnice opisane]

trojuholniku ABC.

Dany je Stvorsten ABCD, pre ktory plati: |VA|:|VB|: |VC|:v a ABC je pravouhly
trojuholnik, ktorého prepona ma dizku c. Konitrukéne i vypoétom uréte vzdialenost’ bodu

V od roviny ABC'.

Vo $tvorstene ABCD plati: ABC je pravouhly trojuholnik (a = |BC

, b=|4C]) a vyska v’
prechddza stredom S prepony 4B a |DS | =v. Konstrukéne i vypoétom uréte dizky

vSetkych hran telesa.
Prienik klina s rovinou, ktora je r6znobezna s hranou klina, je duty uhol. Dokazte.

Dizka podstavnej hrany pravidelného $tvorbokého ihlana sa rovna 4/ a dizka boénej

hrany 7;. Urcte uhol klina, ktorého steny obsahujii dve susedné bo¢né steny ihlana. Urcte
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uhol zhodny s uhlom rovin bo¢nych susednych i protilahlych stien telesa (konstrukéne i

vypoctom).
38. Sucet uhlov trojhranu je va¢si nez priamy uhol. Dokazte.””

39. Pravidelny trojhran je trojhran, ktory ma vSetky strany navzdjom zhodné. Dokazte, Ze

uhly pravidelného trojhranu st tiez navzéjom zhodné.

32 Pojem trojhranu mozno najst’ v paragrafe 5.1 poslednej kapitoly prace.
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5 DODATKY

S DODATKY

5.1 ZAKLADNE PRIESTOROVE UTVARY, PLOCHY A TELESA

Analogicky s planimetriou, kde sa medzi prvymi geometrickymi Utvarmi definuju
polpriamka, polrovina, uhol, trojuholnik a mnohouholnik (spolu so vSetkymi suvisiacimi
pojmami) a odvodzuju ich vlastnosti nevyhnutné pre d’alSie rozvijanie geometrie euklidovske;j
roviny, zavedieme pred definovanim zakladnych stereometrickych telies (hranol/ihlan,
valec/kuzel’, gul'ova plocha, gul’a) pojmy polpriestor, klin a trojhran.

Vzhladom na zameranie prace avyznam idolezitost vyucby stereometrie
predovsetkym na strednych skolach vsSetkych typov sa ohrani¢ime na konvexné telesa a ich
najdodlezitejSie vlastnosti. Po vymedzeni pojmu toho-ktorého telesa/plochy p6jde o skimanie
ich vzdjomnej polohy srovinami a priamkami a konStrukcie sty¢nych/dotykovych rovin
prislusnych ploch telesam prislichajucich, ktoré maju urciti predpisanu vlastnost. Nejde
o samoucelné konstrukcie; ich dolezitost sa ukaze pri zobrazovani zakladnych telies vo
vol'nom rovnobeznom premietani a v zobrazovacich metddach deskriptivnej geometrie.
Volnému rovnobeznému premietaniu je venovany posledny paragraf 5.2 tejto diplomove;j

prace.
5.1.1 Polpriestor, klin, trojhran

Definicia 5.1

a) Hovorime, Zze rovina o lezi medzi bodmi 4, B, ak existuje bod roviny o« leziaci
medzi bodmi 4 a B (oznacenie: o m AB); v opacnom pripade hovorime, Ze rovina « nelezi
medzi bodmi 4, B.

b) Nech je a c E; l'ubovol'na rovina a A 'ubovolny bod s iiou neincidentny. Mnozinu

vSetkych bodov M priestoru, pre ktoré plati: rovina a nelezi medzi bodmi 4, M, budeme
nazyvat polpriestor (aA) a budeme ho oznacovat ad.*® Rovina a sa nazyva hranicou

o
alebo hrani¢nou rovinou polpriestoru a4 . Vsetky body polpriestoru nepatriace rovine « sa

nazyvaju jeho vrnutornymi bodmi a mnozina vsetkych vnutornych bodov tohto polpriestoru sa

= [
nazyva vnutro polpriestoru aA alebo otvoreny polpriestor (oznadenie: aA°). Mnozina

-
3 Z definicie je zrejmé, Ze do polpriestoru a4 patria aj vietky body roviny & a samotny bod 4.

69



5 DODATKY

N

bodov, ktora je doplnkom otvoreného polpriestoru a4 ° v priestore E3 sa nazyva polpriestor
-

opacny k polpriestoru o A .

Z definicie priamo vyplyvaju nasledujtice vlastnosti:

Veta 5.1

[N

a) Ak je bod B vnutornym bodom polpriestoru a4, tak plati: aA=aB .

=

b) Polpriestor a4 je konvexnym Gtvarom.*

¢) Kazda rovina a rozdeluje priestor na dve konvexné oblasti. Ak bod 4 neleZi v rovine

s
a , tymito oblastami st otvoreny polpriestor &4 ° a polpriestor k nemu opac¢ny.

V planimetrii euklidovskej roviny je analogické tvrdenie kbodu c¢ axidomou.
V stereometrii mozno tvrdenie ¢ dokazat. Ide o zavazné tvrdenie, ktoré vSak s oh'adom na
rozsah a zameranie prace dokazovat nebudeme. Ked'Ze v dokaze pdjde vzdy o vzijomnu
polohu dvojice bodov 4, B (B# A) vzhladom na rovinu «, jednotlivé kroky dokazu su
planimetrickymi konsStrukciami v 'ubovol'nej rovine, ktord obsahuje priamku 4B. To isté plati

o dokazoch nasledujacich tvrdeni:

Veta 5.2
a) Dve roznobezné roviny rozdel'uju priestor na Styri konvexné oblasti.
b) Tri roviny, ktoré maji spolocny prave jeden bod, rozdeluji priestor na osem

konvexnych oblasti.

Definicia 5.2

Dvojicu polrovin, ktoré maju spolo¢ni hranicu a neincidujii stou istou rovinou,
nazyvame klinom. Spolocna hranica polrovin sa nazyva hrana klinu, obe polroviny su
stranami klinu. Pod uhlom klinu budeme rozumiet' uhol, ktorého ramena st prienikom

I'ubovolnej roviny kolmej na hranu klinu s jeho stranami. Pod bodmi, ktoré patria klinu,

**Definiciu konvexného (vypuklého) geometrického utvaru v priestore E; mozno bez akejkol'vek zmeny prevziat
z planimetrie ([15], str. 10). Analogicky preberieme pojmy oblast’ arozdelenie priestoru geometrickym

utvarom U na k (k € N,k > 2) konvexnych oblasti (tamtiez, str. 14); tiezZ pojem n-uholnika sa prirodzenym

sposobom rozsiri na pojem priestorového n-uholnika.
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B b

budeme rozumiet’ vSetky body oboch polrovin. Klin, ktorého stranami su polroviny a, S

budeme oznacovat La S . (Obr. 5.1¢)

r |
4

Uhol klinu je zrejme nezavisly od vyberu jeho vrcholu. Zakladna vlastnost’ klinu vyjadruje

Obr.5.1a-c

nasledujtca veta:

Veta 5.3

Klin rozdel'uje priestor na dve oblasti, z ktorych jedna je konvexné a druh4 nekonvexna.

Poznamka 5.1

1. Konvexnu oblast’ z vety 5.3 moZeme analogicky ako v pripade uhla v rovine nazvat
vautrom konvexného klinu a nekonvexnt oblast’ vnutrom nekonvexného klinu, uréenych
tymi istymi stranami. Vzhl'adom na poznadmku v tivode paragrafu sa bude vsade d’alej pod
pojmom klin rozumiet’ klin s konvexnym vnutrom. Tento mozno vyjadrit pomocou
prieniku dvoch polpriestorov, hrani¢né roviny ktorych obsahuju (po jednom) prave jednu
Z jeho stran.

2. Dokaz vety 5.3 je celkom analogicky s dokazom planimetrickej vety o nenulovom uhle,

ktory nie je priamym uhlom.

Dalej uvedieme definiciu trojhranu a v§imneme si analogicku vlastnost’ s trojuholnikom

Vv rovine.

Definicia 5.3

e

a) Nechsu a, b, ¢ T'ubovolné tri nekolinearne polpriamky so spolo¢nym zaciatkom O.

HH

Zjednotenie danych polpriamok a vnutra kazdého z troch konvexnych uhlov < a b °, Xac’a

=

< b ¢ ° sa nazyva trojhran.
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b) Bod O nazyvame vrcholom trojhranu,

i

kazda z polpriamok a, b, ¢ hranou trojhranu a

e >
akazdy zkonvexnych uhlov «<ab, «Xac a
19) c
=

X b ¢ stranou trojhranu. Stranu trojhranu s jej

vnutrom budeme nazyvat stenou trojhranu
a uhly klinov, v ktorych lezia dvojice stien buda
uhly trojhranu pri prislusnej hrane leziacej Obr. 5.2

v tychto stenach.

Z definicie st zrejmé nasledujice vlastnosti trojhranu:
1. Sucet velkosti vSetkych stran trojhranu je mensi nez 360°.

2. Sucet velkosti vSetkych uhlov trojhranu je vacsi nez 180° a mensi nez 540°.

Zakladna vlastnost’ trojhranu je vyjadrend v nasledujuce;j vete:

Veta 5.4
Trojhran rozdeluje priestor na dve oblasti, zktorych jedna je konvexna a druha

nekonvexna.

=

Ak st a, b, c¢ hrany trojhranu, tak prislusnd konvexna oblast’ je prienikom vnutra

- —

troch polpriestorov: aA°N BB°NyC° kde bccanAdea’, acc S ABeb?’

B >
abcy A Cec® Tato oblast mézeme nazvat’ vnutrom daného trojhranu (vSetky jej body st

jeho vnatornymi bodmi). Ddékaz vety 5.4 sa robit’ nebude; Citatel ho moéze ngjst’ v [11].
S pojmom mnohohranu (n-hranu) a vlastnostami konvexnych mnohohranov sa mozno

oboznamit’ v [11].
5.1.2 Hranolova plocha. Vzajomna poloha plochy s priamkou a rovinou. Hranol

Definicia 5.4

Nech je P, T'ubovolny n-uholnik roviny « a/ l'ubovolnd priamka réznobeZné s touto

rovinou. Mnozinu bodov vSetkych priamok rovnobeznych s priamkou / a pretinajucich
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n-uholnik P [n-uholnik P ajeho vnltro] nazyvame n-bokd hranolova plocha [n-boky
hranolovy priestor]. (Obr. 5.3)
a) n-uholnik P sanazyva urcujucim n-uholnikom plochy.
b) Tvoriacimi priamkami hranolovej plochy nazyvame vSetky priamky rovnobezné
s priamkou / patriace ploche.
¢) Hranou plochy nazyvame tvoriacu priamku incidentnu s vrcholom urcujiuceho
n-uholnika a stenou plochy oznafujeme mnozinu bodov vsetkych tvoriacich priamok
pretinajtcich jednu stranu urcujiiceho n-uholnika P .
d) Kazdii priamku ([rovinu] rovnobezni
s priamkou / budeme nazyvat osnovovou
priamkou [osnovovou rovinou|
hranolovej plochy. Kazda rovinu kolmu %

na tvoriace priamky plochy nazyvame

normdlovou rovinou plochy.

Poznamka 5.2

1. Z definicie konvexného tutvaru je zrejmé, Ze hranolovy priestor je konvexnym, resp.
nekonvexnym utvarom prave vtedy, ked je urCujici n-uholnik plochy konvexny, resp.
nekonvexny. (Ddkaz je trividlny a nechava sa citatelovi.) Niekedy hovorime i hranolovej
ploche prisluchajucej konvexnému n-uholniku konvexna hranolova plocha, i ked’ tato plocha
je zrejme nekonvexnym utvarom. VSade d’alej budeme brat’ do tivahy len konvexné urcujice

n-uholniky hranolovej plochy, ¢i priestoru.

2. Hranolova plocha s urujucim n-uholnikom P, vrovine « aosnovovou priamkou / sa

bude oznacovat’ symbolom Hn( P,  « ; /); analogicky budeme oznacovat prislusny hranolovy
priestor H, (P, ca; I).

Bez dokazu uvedieme nasledujicu vlastnost’ ,,konvexnych* hranolovych ploch:

Veta 5.5
Kazda ,,konvexna“ hranolova plocha rozdeluje priestor na dve oblasti, z ktorych jedna

je konvexné a druha nekonvexna.
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Definicia 5.5

Kazdy bod konvexnej oblasti z vety 5.5 sa nazyva vnutornym bodom hranolovej plochy

Hy/hranolového priestoru H,. Vietky zvy$né body priestoru nepatriace ploche Hyn budeme

nazyvat’ vonkaj$Simi bodmi plochy Hp/priestoru ﬁn. Mnozina vSetkych vnatornych bodov

hranolovej plochy sa nazyva vnatrom hranolovej plochy.

Veta 5.6
Osnovova rovina £ ma s hranolovou plochou Hn(P, c «; ) jednu z nasledujucich
vzajomnych poloh:
a) nema s plochou ziaden spolo¢ny bod;
b) obsahuje prave jednu hranu plochy;
¢) obsahuje stenu plochy;

d) ma s plochou spolocné prave dve tvoriace priamky.

Dokaz

Rovina £ je osnovova rovina, t.j. je rovnobezna s priamkou /, je teda zrejmé, Ze roviny «,
su navzajom roznobezné a existuje priesecnica tychto dvoch rovin. Rovina £ je mnoZzinou
bodov vsetkych priecok priamky (& M ) rovnobeznych s priamkou / a hranolova plocha H,
Jje mnoZzinou bodov vsetkych priecok n-uholnika P, rovnobeznych s priamkou /. Je zrejmé, Ze
rovina A je incidentna s priamkou (& N f). Na to, aby sme zistili vzajomnu polohu roviny
£ s hranolovou plochou Hy, staci zistit’ vzijomnu polohu priamky (o /) s urcujucim
n-uholnikom plochy Hy. Priamka (o m f) je v obrazkoch 5.4 a-d oznacena p.

a) Ak priamka (& N ) nema s uréujucim n-uholnikom ziaden spolo¢ny bod, je zrejmé, Ze ani
rovina f incidentna s priamkou (a M /) arovnobezna s priamkou / nema s hranolovou
plochou ziaden spolo¢ny bod. (Obr. 5.4 a)

(na)nP =0= fnH,=0)

b) Ak priamka (& m £ ) ma s urcujucim n-uholnikom spolo¢ny prave jeden bod, t.j. je sty¢nou
priamkou n-uholnika obsahujucou len jeho vrchol®, je zrejmé, Ze rovina £ ma s hranolovou

plochou spolo¢nu prave jednu tvoriacu priamku incidentnt s tymto bodom, t.j. prave jednu

hranu plochy. (Obr. 5.4 b)

35 Priamka sa nazyva sty&nou priamkou rovinného n-uholnika, ak mé s tymto n-uholnikom spoloény prave jeden

vrchol alebo prave jednu zo stran.
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(Ba)P,={A} = BrHn ="} (il n}))

Obr.54a,b

¢) Ak priamka (a " f) ma s urcujlicim n-uholnikom spolo¢ntl stranu daného n-uholnika, je
zrejmé, ze rovina f ma s hranolovou plochou spoloéni mnoZinu tvoriacich priamok

incidentnych s touto stranou urcujuceho n-uholnika, t.j. jednu stenu hranolovej plochy
incidentnu s danou stranou urcujiceho n-uholnika. (Obr. 5.4 ¢)

(Bra)nF, =i44,,; (ieil,...,n}; 4, = 4,))

Obr.54c,d

d) MozZe nastat’ posledna z moznosti, a to, Ze priamka (& N f) mé s ur€ujicim n-uholnikom
spolo¢né prave dva navzajom rozne body. Vtedy ma osnovova rovina s danou hranolovou
plochou Hpy spolo¢né prave dve tvoriace priamky incidentné s tymito bodmi. Spomenuté body
nemusia, no mozu byt’ (nesusednymi) vrcholmi n-uholnika P alebo jeden z nich je vrcholom
alebo ziaden. Potom osnovova rovina obsahuje v danom poradi dve (nesusedné) hrany plochy

alebo jednu hranu a tvoriacu priamku, ktora nie je hranou alebo dve tvoriace priamky, ktoré

nie st hranami plochy. (Obr. 5.4 d)
(Bna)nP. ={M,N#M} = BnH,={",I"})
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Definicia 5.6
Sty¢nou rovinou hranolovej plochy Hy, nazyvame taki osnovovu rovinu, ktord obsahuje

hranu alebo stenu plochy.*

Dosledok 5.1

1. Rovina, ktora nie je osnovova, pretina hranolovi plochu H, v konvexnom r-uholniku.
Pritom vSetky roviny tej istej osnovy (navzajom rovnobeznych rovin) pretinaji plochu
v zhodnych n-uholnikoch. Ak ide o Sikmua hranolova plochu, existuje i druhd sustava
rovin pretinajucich plochu v zhodnych n-uholnikoch s n-uholnikmi 1. sustavy. Patria do
nej vsetky roviny sumerne zdruzené srovinami prvej sustavy podla l'ubovolnej
normalovej roviny plochy. (Odovodnite)

2. Medzi dvoma rovinnymi rezmi hranolovej plochy navzdjom rdznobeznymi rovinami,
ktoré nie st osnovové, je vztah perspektivnej afinity, ktorej osou je priesecnica rezovych
rovin a dvojicu bodov vzor-obraz tvoria body na l'ubovolnej osnovovej priamke plochy
v tychto rovinach. Mozno dokézat’, ze i medzi rovnobeznymi priemetmi tychto rovinnych
rezov (ak roviny rezu nepatria do osnovy premietania) je vztah perspektivnej afinity
v priemetni. Urcujucimi prvkami afinity v priemetni st priemety urcujicich prvkov

povodnej perspektivnej afinity.”’

Pri vysvetlovani teorie zobrazenia zékladnych telies v rovnobeznom alebo stredovom
premietani, ako aj v konstrukcidch osvetlenia telies je potrebné uvazovat’ o sty¢nych alebo
dotykovych rovinach ploch, ktoré su sucasne stycnymi/dotykovymi rovinami tohto telesa
a navyse premietacimi rovinami.’® Bude to potrebné pri vymedzeni pojmov obrys titvaru U v
danom premietani a hranica vlastného tiena utvaru U v osvetleni. Preto zarad’'ujeme pri
kazdej z definovanych zakladnych ploch (hranolova/valcova plocha, ihlanova/kuzelova
a gulové plocha) do zdkladnych uloh rieSenia nasledujucich dvoch problémov: konstrukcia
sty¢nej/dotykovej roviny prislusnej plochy, ktord a) je incidentnd s danym bodom; b) je

rovnobezna s danou priamkou.

Styénymi rovinami hranolovej plochy st osnovové roviny v pripadoch b, ¢ z vety 5.6. Styéna rovina pretina
rovinu « urcujiceho n-uholnika v jeho sty¢nej priamke.

37'S ohPadom na rozsah prace sa dokaz tvrdenia povazuje za znamy. [13]

3V stredovom premietani, t.j. v premietani z bodu euklidovského priestoru Ej (stred premietania) nazyvame

premietacou priamkou/rovinou kazda priamku/rovinu incidentnu so stredom premietania.
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Uloha 5.1. Zostrojte styén rovinu hranolovej plochy Hn( P, < a; I), ktora prechadza danym

bodom M.
RieSenie
1. (Rozbor) Ak existuje sty¢na rovina 't pozadovanych vlastnosti, tak v tejto rovine lezi

osnovova priamka /" danej hranolovej plochy, ktora prechiadza bodom M. Priese¢nica rovin

a,'t je teda sty¢nou priamkou ‘¢ urfujiceho n-uholnika P, ktora prechadza bodom

M Na={P}.

2. (Konstrukcia) Zostrojime priamku /", pre ktora plati M <[ A [ ||] a jej priesecnik P
srovinou a (I" Nna={P}).

Dalej zostrojme styénil priamku ‘¢ uréujiiceho
n-uholnika P, prechadzajucu bodom P. Tato
sty¢na priamka je priamkou hladanej sty¢nej

roviny roviny 'z (‘t='rna). Dotykova a

rovina 'z je urCend priamkou 'z a bodom M

(iT = ifM ) (Obr 55) Obr. 5.5

3. Diskusia. Styéna rovina 'z existuje prave vtedy, ked existuje sty¢nd priamka 't
n-uholnika P, incidentna s bodom P, ¢o je prave vtedy, ked’ bod P nie je vnitornym bodom
n-uholnika P . Pre vzijomnt polohu bodu P an-uholnika P plati: a) bod P je bodom

n-uholnika, ale nie je vrcholom; b) bod P je vrcholom n-uholnika; c) bod P je vonkajSim
bodom n-uholnika; d) bod P je vnitornym bodom n-uholnika. V pripade a) mé teda uloha
prave jedno rieSenie obsahujuce stenu plochy, v pripade b) existuje nekone¢ne mnoho rovin
pozadovanej vlastnosti, z ktorych kazda obsahuje ti istti hranu plochy, v pripade c) ma uloha
prave dve rieSenia a v pripade d) rieSenie neexistuje. (Vysvetlite) Dosledkom je, Ze: a) tloha
ma prave jedno rieSenie, ak je bod M vnutornym bodom steny plochy; b) ak bod M lezi na
hrane plochy, rieSeni je nekone¢ne mnoho; ¢) ak bod M je vonkajsim bodom plochy, existuja
prave dve rieSenia; d) ak je bod M vnatornym bodom vzhladom na plochu, rieSenie

neexistuje.
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Uloha 5.2. Zostrojte styéné roviny hranolovej plochy Hn(P, — a; I) rovnobezné s danou

priamkou m (m J/f l).

RiesSenie

1. Rozbor. Ak existuje rovina 7 pozadovanych vlastnosti, plati: 7|/ A 7||m. MnoZina
vSetkych rovin rovnobeznych s danou dvojicou nerovnobeznych priamok m, [/ je osnova
navzajom rovnobeznych rovin. Ich priesecnice s rovinou « urcujiceho n-uholnika P, patria
do osnovy navzdjom rovnobeznych priamok roviny « . Staéi teda zostrojit’ jednu rovinu
zdanej osnovy rovin; zostrojme napr. rovinu 7 (mc 7 AT |[[)*. Jednou priamkou
hladanej sty¢nej roviny 7 je sty¢nd priamka ¢ n-uholnika P, rovnobezna s priamkou 7 Na .

Touto priamkou je sty¢nd rovina uréena.

2. (Konstrukcia) Zvol'me si 'ubovolny bod M na priamke m. Tymto bodom zostrojme
osnovovt priamku [” (M e A" ||]). Priamky m, [" si navzajom rdznobezné a uréuju

rovinu; ozna¢me ju 7 .

M
Dalej staci zostrojit’ prieseCnicu ¢ rovin !

T a «a azostrojitt sty¢ni priamku

1
1
I
I
I
I
I
I
1
1
1
1

t uréujuceho n-uholnika P, tak, aby bola

=

rovnobezna s priamkou 7 . Sty¢na rovina a e

7 je urcend priamkou ¢ a l'ubovolnou jej I l / l
prieckou  rovnobeznou s osnovovou

priamkou /.) (Obr. 5.6) Obr. 5.6

3. (Diskusia) Pretoze vzdy existuju prave dve sty¢né priamky daného n-uholnika P,
rovnobezné s l'ubovolnou priamkou jeho roviny, tGloha ma vzdy prave dve rieSenia.
(V Specialnom pripade, ak priamka m je rovnobeznd srovinou «, tak kazda rovina nou
prechadzajica a pretinajuca rovinu « ju pretina v priamke rovnobeZnej s priamkou m, t.j.
t=(rNna)|lm.) Roviny, ktoré su rieSenim, mozu obsahovat’ dve steny plochy alebo stenu

a hranu plochy alebo dve nesusedné hrany plochy H,. Na obr. 5.6 nastane druh4 z moznosti.

*Konstrukcia roviny 7 je zrejma z vyriesenej ulohy 3.2 v paragrafe 3.2.
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Na zaver sa urobi klasifikdcia vzajomnej polohy priamky s hranolovou plochou.

Vyjadruje ju nasledujtca veta.

Veta 5.7
Priamka @ ma s hranolovou plochou Hn( P, c «; [) jednu z nasledujucich vzdjomnych
poldh:
a) Priamka aje osnovovou priamkou a: a;) je tvoriacou priamkou plochy; a,) nema
s hranolovou plochou H;, ziaden spolo¢ny bod.
b) Priamka a nie je osnovovou priamkou a: b;) nema s plochou Ziaden spolo¢ny bod; b,)
obsahuje bod hrany alebo usecku v stene plochy Hp; bs) pretina plochu H, v dvoch
réznych bodoch.

Dokaz

a) V pripadoch, ked’ priamka aje osnovova, je dokaz zrejmy, preto sa ponechava
citatelovi.

b) DokaZme vetu pre pripady, ak priamka a nie je osnovova. Vzijomnu polohu priamky
stelesom ur¢ime pomocou lubovolnej roviny prechddzajicej danou priamkou.
NajvyhodnejSou je osnovova rovina plochy Hy, ozna¢me ju A . Staci zistit’ vzdjomnu polohu
roviny A splochou H, Plati: anHy, = (eanA)nH, =an(AnH,). Potom: 1. Ak
(AnHp)=9, tak rovina 4 nemd s plochou Hyp ziaden spolo¢ny bod (veta 5.6). V tom
pripade ani priamka a nema s plochou ziaden spolo¢ny bod. 2. Ak (A4 Hp) je hrana alebo
stena plochy Hp, tak priamka @ ma s touto hranou spolo¢ny prave jeden bod alebo so stenou
spolo¢nu usecku, teda aj s hranolovou plochou mé spolo¢ny prave bod hrany alebo tsecku
v stene plochy Hp.

3. Ak prienikom (AN H;) st dve tvoriace
priamky, tak priamka a pretina kazdu z tychto
tvoriacich priamok v jednom bode, teda
priamka a pretina hranolova plochu H,

v dvoch réznych bodoch. (Obr. 5.7)
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Definicia 5.7

—  Hranolom (n-bokym) nazyvame prienik n-bokého hranolového priestoru H

. . 40 o . .. , . v , .
a priestorovej vrstvy ~ urcéenej dvojicou navzdjom rovnobeznych rovin a,a'# a , ktoré

nie si osnovové roviny hranolového priestoru H . (Obr. 5.8)
—  Podstavami hranola nazyvame n-uholniky sich wvnutrom, ktoré su prienikom
hranolového priestoru H arovin a,a'.

—  Vrcholmi hranola su vrcholy oboch podstav hranola.

—  Boc¢nymi stenami hranola nazyvame cCasti stien prislus$nej hranolovej plochy H, patriace
hranolu. Stenami hranola nazyvame bocné steny a obe podstavy hranola.

—  Bocnymi hranami hranola nazyvame ¢asti hran prislusnej hranolovej plochy Hy, patriace
hranolu.

—  Podstavnymi hranami hranola nazyvame strany jeho podstav.

—  Vyskou hranola nazyvame vzdialenost’ rovin jeho postav.

—  Rovnobeznostenom nazyvame hranol, ktorého podstavou je rovnobeZznik.

—  Kolmym hranolom nazyvame hranol, ktorého bo¢né hrany st kolmé na roviny podstav,
v inom pripade ho nazyvame sikmym hranolom. Analogicky hovorime o kolmej/Sikme;j
hranolovej ploche.

—  Pravidelnym hranolom nazyvame kolmy hranol, ktorého podstavou je pravidelny
mnohouholnik a spojnicu stredov jeho podstav nazyvame jeho osou.

—  Kvadrom nazyvame kolmy hranol, ktorého podstavou je pravouholnik.

Obr. 5.8

40 Priestorovou vrstvou nazyvame prienik dvoch polpriestorov s hraniénymi rovinami v dvoch navzajom roznych

rovnobeznych rovinach «,f, ktora je mnozinou vsetkych bodov otvorenych tiseieck XY (X € o, Y € ).
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Dosledok 5.2

a) Obe podstavy n-bokého hranola su navzijom zhodné n-uholniky s navzijom
rovnobeznymi stranami leziacimi v tej istej bocnej stene telesa.

b) Vsetky bo¢né steny hranola st rovnobezniky s ich vnttrom.

¢) Pre kazdy hranolovy priestor/hranolovi plochu, ktoré prislichaji danému hranolu je
kazda rovina kolmd na tvoriace priamky rovinou sumernosti. (Tieto roviny nazyvame
normalovymi rovinami prislusného hranolového priestoru/hranolovej plochy. Hovorime

i 0 normalovych rovinach daného hranola.)*!

Celkom analogicky s hranolovou plochou sa definuje kruznicova valcova plocha. Pojem
ur¢ujiceho n-uholnika nahradi pojem urcujiucej kruznice plochy. Zachovava sa pojem
tvoriacej priamky, na druhej strane sa pochopitelne straca pojem hrany, ¢i steny plochy.
Z hranolovej plochy prevezmeme i pojem osnovovej roviny plochy a klasifikdciu vzéjomnej
polohu plochy tak sosnovovou rovinou ako aj s priamkou. Pojem styCnej roviny sa
prirodzene nahradi pojmom dotykovej roviny valcovej plochy. Na kazdej Sikmej valcovej
ploche existuju dve sustavy navzajom zhodnych kruznicovych rezov plochy; obe ststavy st
simerne zdruzené podla 'ubovolnej normdlovej roviny plochy. Analogické, ako v pripade
hranolovej plochy, su i dokazy vsetkych viet, ktoré sa zaoberaji vzdjomnou polohou valcovej

plochy s priamkou a rovinou. Tieto vety preto uvedieme bez dokazu.

Definicia 5.8. Nech je £ 'ubovol'na kruznica roviny « a/ 'ubovol'na priamka r6znobezna
s touto rovinou. Mnozinu bodov vsetkych priamok rovnobeznych s priamkou / a pretinajucich
kruznicu k [kruznicu £k a jej vnutro] nazyvame kruznicova valcova plocha [kruznicovy valcovy
priestor]. (Obr. 5.9)
a) KruZnica k sa nazyva urcujucou kruznicou plochy.
b) Tvoriacimi priamkami kruznicovej valcovej

plochy nazyvame vSetky priamky rovnobezné o

s priamkou / patriace ploche.

*"Normalové roviny §ikmého hranola pouzivame pri konstrukcii jeho siete, ktora sa ziska rozvinutim jeho stien
do jednej roviny pozdlz tzv. normalového rezu telesa (t.j. rovinného rezu prislusnej hranolovej plochy

normalovou rovinou), ktory sa rozvinie do tsecky.
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¢) Kazdu priamku [rovinu] rovnobeznu s priamkou / budeme nazyvat’ osnovovou priamkou
[osnovovou rovinou] kruznicovej valcovej plochy. Osnovova priamka incidentnd so
stredom urcujucej kruznice plochy sa nazyva osou plochy.

d) Rotacnd valcova plocha je plocha, ktorej os je kolma na rovinu urcujicej kruznice
plochy. Polomer tejto kruznice sa nazyva polomerom rotacnej valcovej plochy.
V opacnom pripade hovorime o Sikmej kruznicovej valcovej ploche.

e) Rovina kolma na tvoriace priamky plochy sa nazyva normdlovou rovinou valcovej

plochy.

Poznamka 5.3

1. Z definicie konvexného tutvaru je zrejmé, Ze kruznicovy valcovy priestor je konvexnym
utvarom, pretoze kruh je konvexny utvar.

2. Kruznicova valcova plocha s urujicou kruznicou k£ v rovine & a osnovovou priamkou /

sa bude oznacovat symbolom V(k c «; [); analogicky budeme oznacovat' prislusny

kruznicovy valcovy priestor V (k c « ; I).

Veta 5.8
Osnovova rovina £ ma skruznicovou valcovou plochou V(kcea; [) jednu
z nasledujtcich vzajomnych poloh:
a) nema s plochou ziaden spolo¢ny bod;
b) maé s plochou spolo¢nu prave jednu tvoriacu priamku;
¢) masplochou spolo¢né prave dve tvoriace priamky;

Rovina, ktora nie je osnovova, pretina kruznicova valcovu plochu V v kruznici alebo elipse.

(13D

Obr. 5.10

Definicia 5.9
Osnovova rovina kruznicovej valcovej plochy, ktord mé s plochou spolo¢nt prave jednu

tvoriacu priamku, sa nazyva dotykovou rovinou kruznicovej valcovej plochy. Kazda priamka
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dotykovej roviny prechadzajuca bodom plochy a rdézna od tvoriacej priamky plochy sa nazyva

dotyénicou plochy v danom bode.**

Veta 5.9
Priamka a ma s kruznicovou valcovou plochou V(k c a; /) jednu znasledujicich
vzajomnych pol6h:
a) Priamka aje osnovovou priamkou a: a;) je tvoriacou priamkou plochy; a,) nema
s kruznicovou valcovou plochou V Ziaden spolo¢ny bod.
b) Priamka a nie je osnovovou priamkou a: b;) nema s plochou Ziaden spolo¢ny bod; b,)
obsahuje bod préve jednej tvoriacej priamky plochy V (je doty€nicou plochy v tomto
bode); bs) pretina plochu V v dvoch réznych bodoch.

Definicia 5.10
—  Valcom nazyvame prienik kruznicového valcového priestoru ¥ (k & ; [) a priestorovej

vrstvy urCenej dvojicou navzijom rovnobeznych rovin «,a'#a, ktoré nie su

osnovovymi rovinami valcového priestoru V.

—  Podstavami valca nazyvame kruhy, ktoré st prienikom kruznicového valcového priestoru

V arovin a,a'. Podstavnymi hranami valca nazyvame kruznice, ktoré s prienikom
kruznicovej valcovej plochy V arovin a,a'.

— Stranou valca nazyvame cast’ tvoriacej priamky rotacnej valcovej plochy V, ktora patri
danému valcu.

— Pldsfom valca nazyvame tu Cast’ kruZnicovej valcovej plochy V, ktora je prienikom
kruznicovej valcovej plochy V a priestorovej vrstvy medzi rovinami «,o'.

—  Kolmym valcom nazyvame valec, ktorého vSetky tvoriace priamky st kolmé na roviny
podstav, v inom pripade ho nazyvame sikmym valcom.

—  Rotacnym valcom nazyvame kolmy valec, ktorého podstavami st kruznice. Polomer
rotacného valca je polomer jeho podstavy a spojnicu stredov podstav nazyvame jeho
osou.

— Rotacny valec nazyvame rovnostranny, ak je strana valca zhodna s priemerom jeho
podstavy.

—  Vyskou valca nazyvame vzdialenost’ rovin jeho postév.

“Dotykova rovina pretina rovinu uréujucej kruznice v dotyénici tejto kruznice.
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5.1.3 Ihlanova plocha. Vzajomna poloha plochy s priamkou a rovinou. Ihlan

Definicia 5.11

Nech je P, T'ubovolny konvexny n-uholnik roviny a a V' Tubovolny bod neleziaci v

rovinee . Mnozinu bodov vSetkych priamok prechadzajucich bodom V [polpriamok so

zaCiatkom v bode V], ktoré pretinaji n-uholnik P, resp. n-uholnik P sjeho vnutrom,

nazyvame uplnd n-bokad ihlanova plocha [jednoducha n-boka ihlanova plochal, resp. uplny

[jednoduchy] n-boky™ ihlanovy priestor. (Obr. 5.11)

a) n-uholnik P sa nazyva urcujucim n-uholnikom ihlanovej plochy a bod V vrcholom

plochy.

b) Vsetky priamky [polpriamky] patriace ihlanovej ploche nazyvame tvoriacimi priamkami
[tvoriacimi polpriamkami] plochy. Tvoriace priamky [polpriamky] incidentné
s vrcholmi uréujiceho n-uholnika su Aranami tplnej [jednoduchej] ihlanovej plochy.

¢) Stenou uplnej [jednoduchej] ihlanovej plochy sa nazyva mnozina bodov vsetkych
tvoriacich priamok [polpriamok] plochy, ktoré pretinaji jednu stranu urcujiceho

n-uholnika P, .

d) Kazdd priamka/rovina prechadzajlica vrcholom plochy sa nazyva vrcholova

priamka/rovina plochy.**

Obr. 5.11

BV dalsom texte budeme pri ihlanovej ploche/priestore pre strunost’ zapisu vynechavat’ pojem ,,n-boka/y«.

“V3etky pojmy definované v a-d sa vztahuju aj na prislusny ihlanovy priestor.
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Poznamka 5.4

1. Thlanova plochu, resp. ihlanovy priestor s urcujicim n-uholnikom P, vrovine a a

vrcholom V' budeme oznacovat In(P, ca; V), resp. I,(P, Ca; V). Z kontextu bude

zrejmé, €i ide o Uplnu alebo jednoduchu ihlanovu plochu (alebo ihlanovy priestor).

2. Vsulade sdohovorom (poznamka 5.2) berieme do tUvahy len konvexné urcujuce
n-uholniky ihlanovej plochy. Potom je zrejmé, Ze jednoduchy ihlanovy priestor je
konvexnym utvarom; vtedy budeme hovorit’ aj o konvexnej jednoduchej ihlanovej ploche,
i ked’ tato nie je konvexnym ttvarom. Uplny ihlanovy priestor (s konvexnym urdujucim

n-uholnikom) je nekonvexnym utvarom.

3. Pod vnutornym bodom ihlanovej plochy budeme rozumiet’ l'ubovolny bod prislusného
ihlanového priestoru (jednoduchého alebo uplného), ktory nie je bodom jemu
prisluchajicej” ihlanovej plochy. Body nepatriace ihlanovému priestoru sa jeho
vonkaj$§imi bodmi a nazyvame ich i vonkajsimi bodmi prislusnej ihlanovej plochy.
Mnozina vSetkych vnatornych bodov ihlanového priestoru/plochy sa nazyva vnutrom

ihlanového priestoru/ihlanovej plochy.

Dalej sa budeme zaoberat’ vzajomnou polohou priamky a roviny s ihlanovou plochou.
Dokazy nasledujucich tvrdeni st celkom analogické s dokazmi tvrdeni o hranolovej ploche.
Osnovovu rovinu bude vSade zastupovat vrcholova rovina ihlanovej plochy. Klasifikacia
vzajomnej polohy vrcholovej roviny a ihlanovej plochy analogicky vyplyva z klasifikacie
vzajomnej polohy priesecnice vrcholovej roviny plochy s rovinou uréujuceho n-uholnika.

Preto mo6ze byt dokaz nasledujucej vety zaradeny do cviceni (cvicenie 6, par. 5.2.5).

Veta 5.10
Vrcholova rovina £ ma suplnou [jednoduchou] ihlanovou plochou In(P, ca;V )
jednu z nasledujucich vzajomnych poloh:

a) ma s plochou spolo¢ny len vrchol;

b) obsahuje prave jednu hranu alebo stenu plochy;

0 jednoduchej/iplnej ihlanovej ploche hovorime, e je prislachajucou (prislusnou) k danému
jednoduchému/uplnému ihlanovému priestoru, ak su incidentné (t.j. dané tym istym urcujucim n-uholnikom a

vrcholom).
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¢) pretina plochu v dvoch (réznych) tvoriacich priamkach [polpriamkach].

Obr. 5.12a—-d

Zo vzijomne] polohy vrcholove] roviny
s ithlanovou plochou m6zeme odvodit’ vzajomnua polohu
I'ubovolnej priamky s plochou. Ak tato priamka nie je
vrcholovou priamkou, prelozime nou vrcholovu rovinu

plochy a klasifikaciu vzajomnej polohy priamky (ktora

neprechadza vrcholom) a plochy méZeme urobit’ ako

dosledok vety 5.10. Plati nasledujuca veta.

Veta 5.11
Priamka ma suplnou [jednoduchou] ihlanovou plochou jednu znasledujticich
vzajomnych pol6h:

a) Priamka je vrcholovou priamkou plochy a: a;) je tvoriacou priamkou [polpriamkou]
plochy; a;) ma s plochou spolo¢ny len vrchol plochy.

b) Priamka nie je vrcholovou priamkou plochy a: b;) nema s plochou ziaden spolo¢ny
bod; by) obsahuje bod hrany rézny od vrcholu, Gsecku alebo jednu polpriamku alebo
dve polpriamky [useCku alebo jednu polpriamku] v stene plochy; bs) pretina plochu
v dvoch (r6znych) bodoch.

Na obr. 5.13 priamky a, b, ¢ lezia v rovine jednej

steny uplnej ihlanovej plochy s hranami 'a, *a .

Obr. 5.13
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Definicia 5.12
Vrcholova rovina ihlanovej plochy obsahujica hranu alebo stenu plochy sa nazyva

stycnou rovinou ihlanovej plochy.

Je zrejmé, ze priesecnica stycnej roviny ihlanovej plochy In(P, c o ;V') srovinou o je
sty¢nou priamkou n-uholnika P . Z tohoto poznatku vyplyva rieSenie uloh o konStrukcii

sty¢nej roviny ihlanovej plochy, ktord ma pozadované vlastnosti. V rieSeni nasledujticich uloh
urobime len rozbor ulohy; vykonanie konstrukcie je trivialne z rozboru tilohy. Citatelovi sa

necha vykonanie diskusie analogicky s vyrieSenou ulohou 5.1.

Uloha 5.3. Zostrojte sty¢né roviny ihlanovej plochy In(P, c a;V ) prechadzajuce danym

bodom M (M #V).

(Rozbor uilohy) Ak existuje sty¢nd rovina 'z pozadovanych vlastnosti, tak v tejto rovine
lezi vrcholova priamka VM . Priese¢nica ‘Mo je sty¢nou priamkou urcujiceho
n-uholnika P , ktord prechadza bodom VM na alebo v pripade rovnobeznosti priamky

VM s rovinou a je tato priamka rovnobezna s priamkou VM. (Preco?)

Uloha 5.4. Zostrojte styéné roviny ihlanovej plochy In(P, ca;V ) rovnobezné s danou
priamkoum (V ¢ m).
(Rozbor ulohy) Ak existuje sty¢nd rovina 't pozadovanych vlastnosti, tak musi
obsahovat’ priamku [(V €l Al|lm). Priese¢nica ‘tNa je styénou priamkou
urujuceho n-uholnika P, ktord prechddza bodom /ma alebo je spriamkou /

rovnobeznd v pripade /|| & .

Désledok 5.3

Rovina, ktora nie je vrcholova ani rovnobezna so zZiadnou tvoriacou priamkou plochy, t.j.
pretinajlica vSetky tvoriace priamky ihlanovej plochy In(P, cea;V ), pretina plochu
v konvexnom #n-uholniku. Ak st dva rovinné rezy plochy n-uholniky v navzajom
rovnobeznych rovinach, tak st tieto n-uholniky podobné alebo zhodné (dva zhodné

n-uholniky lezia v rovinach sumerne zdruzenych podl'a vrcholu plochy).
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Poznamka 5.5

Medzi urujucim n-uholnikom uplnej ihlanovej plochy a rovinnym rezom plochy rovinou,
ktora nie je vrcholova, je vztah perspektivnej kolinedcie. Stredom tejto kolineédcie je vrchol
plochy, osou je priesecnica roviny urcujuceho n-uholnika plochy s rovinou rovinného rezu a
dvojica bodov vzor-obraz sa dostane na tej istej tvoriacej priamke plochy v oboch rezovych
rovindch. Na zistenie toho, ¢i existuju tvoriace priamky ihlanovej plochy rovnobezné
s rovinou rezu je potrebné overit’ vzajomnl polohu vrcholovej roviny plochy (rovnobeZnej
srovinou rezu) stouto plochou. Ak existuji takéto tvoriace priamky, musia lezat
v spomenutej vrcholovej rovine. Pre rovnobezné priemety uréujuceho n-uholnika a rovinného
rezu plati, ze st vo vztahu homologie, ktorej stredom je priemet stredu a osou priemet osi
spomenutej perspektivne] kolinedcie. Tieto pojmy vSak nemoézu patrit medzi poznatky
ziskané vo vyucovani matematiky na urovni, ked’ sa Studenti zafinaju oboznamovat’
s vystavbou stereometrie (strednd Skola, prvé ro¢niky na vysokej Skole). Preto su vSetky
priklady a cvicenia o ihlanovych plochach formulované pre jednoduché ihlanové plochy tak,

aby ich Studenti mohli vykonat na zédklade znamych poznatkov zo stereometrie.

Definicia 5.13 1%

a) [hlanom nazyvame prienik jednoduchého ihlanového

[N

priestoru I (P, ca; V) apolpriestoru aV .

Hovorime aj o jednoduchom ihlane.

b) Podstavou ihlana nazyvame n-uholnik P s jeho

. : : Obr. 5.14
vnutrom; vrchol ihlana je vrchol ihlanovej plochy I,.

¢) Bocnymi stenami [hranami] ihlana nazyvame cCasti stien [hrdn] prislusnej ihlanovej
plochy I, patriace ihlanu. Podstavnymi hranami ihlana nazyvame strany podstavy
ihlana.

d) Stenami ihlana nazyvame bo¢né steny a podstavu ihlana.

Poznamka 5.6

1. Je zrejmé, Ze bo¢né steny jednoduchého ihlana st trojuholniky.

=4

2. V pripade tiplného ihlanového priestoru 7, ked nahradime polpriestor o v definicii

5.15 priestorovou vrstvou uréenou rovinami «, «', pre ktora je bod ¥ vnitornym bodom,

hovorime o dvojihlane.
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Na zéver by sme mali definovat’ uplnu [jednoduchu] kruznicovi kuzelovil plochu a
priestor a zvySné suvisiace pojmy na zdklade prave uvedenych pojmov tykajucich sa
ihlanovej plochy tak, jako to bolo urobené v pripade zrejmej analdgie pojmov tykajicich sa
hranolovej a kruznicovej valcovej plochy. Ovladdanie vybudovanych pojmov je zéarukou
samostatného utvorenia pojmov suvisiacich s kruznicovou kuzelovou plochou/priestorom
vratane rieSenia uloh 5.3 a 5.4 o sty¢nych rovindch ihlanovej plochy, ktoré¢ budu dotykovymi
rovinami kruznicovej kuzelovej plochy. Na zaklade pozndmky 5.5 sa o rovinnych rezoch
kruznicovej kuzelovej plochy rovinami, ktoré neprechiadzaju jej vrcholom, nebudeme

zmienovat’.

Definicia 5.14
Nech je k T'ubovolnad kruznica roviny « a V Tubovolny bod nepatriaci tejto rovine.

Mnozinu bodov vSetkych priamok prechadzajicich bodom V a pretinajucich kruznicu &
[kruznicu k ajej vnuatro] nazyvame uplnd kruznicova kuzelova plocha [uplny kruznicovy
kuzelovy priestor]. Oznatujeme K (kc a; V) [K (kca; V)]

a) Kruznicu k nazyvame urcujucou kruznicou plochy.

b) Bod V' nazyvame vrcholom kruznicovej kuzel'ovej plochy.

¢) Tvoriacimi priamkami kuzelovej plochy nazyvame vsetky priamky prechadzajuce

vrcholom a patriace kuzelovej ploche.

Poznamka 5.7
Jednoduchou kruznicovou kuzelovou plochou [jednoduchym kruznicovym kuZelovym
priestorom] nazyvame mnozinu bodov vsetkych polpriamok so zaciatkom v bode

V" a pretinajucich kruznicu & [kruZnicu £ a jej vnutro].

Definicia 5.15
Vrcholovou priamkou [rovinou] nazyvame kazdu priamku [rovinu], ktord prechddza

vrcholom kuzelovej plochy.

Veta 5.12
Vrcholovd rovina £ ma suplnou kuzelovou plochou K(kcea; V) jednu
z nasledujtcich vzajomnych poloh:
a) ma s plochou spolo¢ny prave jeden bod, je nim vrchol plochy;
b) obsahuje prave jednu tvoriacu priamku plochy;

¢) masplochou spolo¢né prave dve tvoriace priamky.
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Rovina, ktord nie je vrcholova, pretina kruznicovi kuzelovu plochu v kuzel'osecke alebo

v kruznici.

Obr.5.15a-c¢

Veta 5.13
Priamka a ma stuplnou kuzelovou plochou K(kca; V' ) jednu znasledujicich
vzajomnych pol6h:
a) Priamka a je vrcholovou priamkou a: a;) je tvoriacou priamkou plochy; a;) mé s Gplnou
kuzelovou plochou spolo¢ny prave jeden bod, je nim vrchol plochy.
b) Priamka a nie je vrcholovou priamkou a: b;) nema s plochou ziaden spolo¢ny bod; b,)

obsahuje bod tvoriacej priamky plochy; ¢) pretina plochu v dvoch r6znych bodoch.

Definicia 5.16
Dotykovou rovinou kuzelovej plochy K nazyvame taku vrcholovi rovinu, ktora

obsahuje prave jednu tvoriacu priamku plochy.*°

Definicia 5.17

a) KuZelom nazyvame prienik jednoduchého kuzelového priestoru K (kca; V)

a polpriestoru (;V . Hovorime aj o jednoduchom kuzeli.

b) Podstavou kuzela nazyvame kruznicu k sjej vnutrom; vrcholom kuzela je vrchol
prislusnej kruznicovej kuzelovej plochy K.

¢) Podstavnou hranou kuzel'a nazyvame kruznicu k.

d) Plastom kuzela nazyvame tu Cast’ kruznicovej kuzel'ovej plochy K, ktora je prienikom

jednoduchej kuzel'ovej plochy K (k< a; V') a polpriestoru aHV .

% Dotykové rovina pretina rovinu o v dotyénici kruznice k.
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5.1.4 Gulova plocha. Vzajomna poloha roviny a priamky s plochou

V nasledujicom texte sa bude definovat’” gulova plocha a suvisiace pojmy a urobime
klasifikaciu vzajomnej polohy priamky a roviny s gul'ovou plochou. Pri zobrazovani plochy
vo volnom rovnobeznom premietani by sa mohlo brat do tvahy nanajvyS premietanie
pravouhlé a v nom zobrazenie niektorych — v istom zmysle vyznaénych — kruznic gulovej
plochy (napriklad zobrazenie kruznic plochy v navzajom rovnobeznych rovindch a
v priemerovych rovinach k nim kolmych). To si vSak tieZ vyZaduje prinajmenSom ovladanie
konstrukcie pravouhlého priemetu kruznice v rovine, ktora mé vSeobecnu polohu vzhl'adom
na priemetiiu. Tento poznatok sa vSak neda predpokladat’ u Studentov, ktori sa oboznamuju so
zékladmi stereometrie. S ohl'adom na rozsah prace bude obsahom tohoto paragrafu len to, ¢o

je deklarované v jeho nazve.

Definicia 5.18

Nech je S Tubovolny bod trojrozmerného euklidovského priestoru E; anech rje
I'ubovolné kladné cislo. Mnozinu vsetkych bodov priestoru, ktoré maju od daného bodu S
vzdialenost’, ktora sa rovna danému Cislu r, nazyvame gulovou plochou.

a) Bod Ssa nazyva stred a kladné realne Cislo » polomer gulovej plochy. Priemerom
gulovej plochy nazyvame ¢islo 2r.

b) Bod, ktorého vzdialenost’ od stredu gulovej plochy je mensSia nez ¢islo r, nazyvame
vautornym bodom gul'ovej plochy a bod, ktorého vzdialenost” od stredu gulovej plochy
je vacsia nez Cislo r, nazyvame vonkajsim bodom gulovej plochy. MnoZina vSetkych
vnutornych bodov danej gulovej plochy sa nazyva jej vnutrom. Gulova plochu s jej
vnutrom nazyvame gulou.

¢) Priamka/rovina prechddzajica stredom gulovej plochy sa nazyva priemerovou

priamkou/priemerovou rovinou gulovej plochy.

Poznamka 5.8

1. Z definicie 5.18 a planimetrickych poznatkov o kruznici je zrejmé, ze kazda priemerova
priamka gul'ovej plochy ma s plochou spolo¢né prave dva body. Tieto body su krajnymi
bodmi usecky, ktort tiez nazyvame priemerom gulovej plochy. Zrejmé je tiez, Ze kazda
priemerova rovina ma s danou gul'ovou plochou G(S; r) spolo¢nt kruznicu so stredom S a
polomerom 7. Takuto kruznicu nazyvame hlavnou kruznicou gulovej plochy.

2. Na zaklade poznatkov z planimetrie ide jednoducho dokazat, ze gula je konvexnym

geometrickym utvarom, ¢o znamend, ze kazda gul'ova plocha rozdeluje priestor na dve
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3.

oblasti: jedna z oblasti je konvexna (ide o vnutro gul'ovej plochy), druhé oblast’ je doplnok
gule v priestore E3, ¢o je nekonvexna oblast. Dokaz, ze doplnok gule je oblastou, je

celkom analogicky s planimetrickym ddkazom pre kruznicu.

Gul'ovu plochu [gul'u] so stredom S a polomerom r budeme oznadovat’ G (S; 7) [ G(S;r) .

Veta 5.14

Rovina ma s gul'ovou plochou G (S; 7) jednu z nasledujtcich vzajomnych poloh:

a) nema s plochou ziaden spolo¢ny bod;

b) ma s plochou spolo¢ny prave jeden bod;

¢) ma s plochou spolo¢ntl kruznicu.

Dokaz

Nech o < Ej je I'ubovolnd rovina a G (S; ) gul'ova plocha. Klasifikdciu urobime analogicky

s klasifikaciou vzajomnej polohy priamky a kruznice. Pre rovinu « nastane prave jedna

Z moznosti: a) |Sa| >r,b) |Sa| =r,c) |Sa|< r.

a)

b)

Vzdialenost’ bodu S od roviny & sa rovna dizke Gsedky SP, kde P je pita kolmice z bodu
S na rovinu « . Odtial’ je zrejmé, Ze pre kazdy d’alsi bod X roviny « je SX > SP > r, tj.
anG=Y.(0Obr. 5.16 a)

Pri oznaceni ako v bode a) plati analogicky: SX> SP =r (X e a, X # P), odkial’ vyplyva

anG={P}.(Obr.5.16 b)
Nech plati |Sa|=|SP|< r. Vpripade S =P je rovinnym rezom o NG hlavnd kruzZnica

gulovej plochy (poznamka 5.8, bod 1). Skimajme prienik pre S # P. Je zrejmé, Ze bod P
je vnutornym bodom gulovej plochy. V rovine « existuje nekone¢ne mnoho bodov
'X,?X, ..., ktoré s vonkaj$imi bodmi gul'ovej plochy G. Kazda spojnica ‘XP ma s danou
gulovou plochou spolo¢né prave dva body (dosledok axiém spojitosti). Bodov prieniku
a N G je teda nekoneéne mnoho. Nech ‘M je lubovolny z nich. Plati:

1. Trojuholnik ‘MPS je pravouhlym trojuholnikom spravym uhlom pri vrchole P,

ktorého prepona méa dizku r a odvesna SP je konstantnd pre vsetky body ‘M. Ak

oznacime |SP| =v, dostaneme: ‘P ‘M ‘ =~/r* —v*, &o je pre danli rovinu « konstanta. To

znamend, 7e kazdy z bodov ‘M je bodom kruznice k (S;\/r*> —v* ) v rovine « .
2. Obratene je zrejmé, ze pre kazdy bod M 'e k plati: |M'S|2 =7’ —v +v’ =r%, tj. bod

M je bodom gulovej plochy G.
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Z bodov 1, 2 je zrejmé: GNnea = {k}. (Obr. 5.16 ¢)

Obr.5.16a-c

Poznamka 5.9

1.

V pripade b) rovinu & nazyvame dotykovou rovinou gulovej plochy v bode P (dotykovy
bod). Kazda priamka dotykovej roviny « incidentnd s dotykovym bodom P ma s gul'ovou
plochou spolo¢ny prave bod P. Preto tuto priamku nazyvame doty¢nicou gulovej plochy.

Klasifikaciu vzadjomnej polohy priamky m s gulovou plochou G(S; ) urobime jednoducho

pomocou priemerovej roviny « , ktord je s danou priamkou incidentnd; v pripade S em
je kazda rovina priemerova, v opa¢nom pripade o = mS . Potom plati: mNnG=mn(anN
G)= =mnk, kde kje priemerovou kruznicou gulovej plochy. Priamka m bud nema

s kruznicou £ spolo¢ny Ziaden bod alebo je doty¢nicou kruznice k alebo pretina kruznicu

k prave v dvoch bodoch. To nastane prave vtedy, ked: mnG=C alebo mNG={T}
alebo mNG={M,N#M}. Vprvom pripade zrejme plati |Sm|> r a priamku m
nazyvame nesecnicou gulovej plochy. V druhom pripade |Sm|= r a priamka m je
dotycnicou plochy. V tretom pripade |Sm| < r a priamku m nazyvame secnicou plochy.

Dokazali sme:

Veta 5.15

Nech je m priamka a G gul'ové plocha. Potom plati: Priamka m je alebo nesec¢nicou

alebo doty¢nicou alebo secnicou gul'ovej plochy G.

5.2 ROVNOBEZNE PREMIETANIE

V tretej kapitole sme poznamenali, Ze rieSenie stereometrickych tloh sa bude ilustrovat’

na zakladnych telesich v metdode vol'ného rovnobezného premietania. Volné rovnobezné
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premietanie nie je zobrazovacou metédou v zmysle zobrazovacej metdody definovanej
v deskriptivnej geometrii. Nejde v nom o bijektivne zobrazenie mnoZiny bodov priestoru E;
na urcité utvary (najcastejSie usporiadané dvojice bodov) nékresne.

Obrazom geometrického utvaru U vo vol'nom rovnobeZznom premietani bude geometricky
utvar, ktory pozostava z rovnobeznych priemetov vsetkych vyznacnych bodov, ktorymi je
utvar U urCeny (bez suvisu s nejakym sturadnicovym Stvorstenom OE*E”E* priestoru). Aby
sme mohli na obraze Utvaru U riesit’ l'ubovolnli polohova tlohu, musi byt tento obraz Uplny
(vzhl'adom na rieSenie polohovych tloh). Znamena to, Ze ku obrazu 'ubovol'ného bodu utvaru
je mozné zostrojit’ obraz jeho pomocného priemetu do niektorej z jeho stien; napriklad pri
hranoloch ide o pomocné rovnobezné premietanie urcené rovinou niektorej z podstav
(priemetna), pricom do osnovy premietania patria bo¢né hrany plochy. To isté plati
o obrazoch dalSich utvarov, ktoré do ulohy vstupuju pri jej rieSeni. V pripade ihlana je
pomocnym premietanim stredové premietanie z hlavného vrcholu ihlana do roviny jeho
podstavy.?’

Zakladom zobrazovania tUtvarov vo volnom rovnobeZznom premietani je teda
rovnobezné premietanie Utvarov euklidovského priestoru do jednej roviny. V nasledujucich
paragrafoch uvedieme pojem rovnobezného premietania, odvodime jeho najddlezitejSie
vlastnosti, $pecidlne vlastnosti premietania pravouhlého/ortogonalneho. Dalej uvedieme
zakladnl vetu Sikmej axonometrie, ktora je teoretickym vychodiskom pre zobrazovanie telies
vo vol'nom rovnobeznom premietani. Paragraf o zobrazovani zakladnych telies uzatvara tato

kapitolu diplomovej prace.
5.2.1 Princip a zakladné vlastnosti rovnobeZného premietania

Definicia 5.19
a) Nech su dané pevna priamka / apevna snou roznobeznd rovina x trojrozmerného

euklidovského priestoru E;. Zobrazenie f mnoziny vSetkych bodov priestoru Es, ktoré
kazdému bodu A priradi prieseénik priamky [“(A4el’ A1"||l) srovinou 7 nazyvame
rovnobezné premietanie do roviny z (oznaenie fi ;)). f: Es—>7x, f:A"nr=A4"
Priamku [ nazyvame premietacia priamka bodu A, rovinu 7 priemetiia a osnovu priamky /
osnova premietania f. Bod A'= f(A) sa nazyva rovnobeznym priemetom bodu A v danom

rovnobeznom premietani f. (Obr. 5.17a)

*7'S pojmom tplnosti obrazu utvaru U sa mozno zoznamit' v [12].
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b) Rovnobeznym priemetom U' Tubovolného geometrického utvaru U sa bude nazyvat

mnozina rovnobeznych priemetov vSetkych bodov utvaru U.

¢) Premietacim utvarom daného geometrického utvaru U nazyvame mnozinu bodov
premietacich priamok vSetkych bodov utvaru U (oznacenie P(U)). Obrysom geometrického
Gitvaru U v danom rovnobeznom premietani budeme nazyvat’ viditelna Gast™ prieniku hranice

premietacieho utvaru P(U) s ttvarom U.

d) Nech p je lubovolna priamka, ktord je s priemetiiou réznobezna. Jej priesecnik
s priemetiiou budeme nazyvat' stopnik priamky p (oznaéenie P ). Analogicky priese¢nicu
fubovolnej roviny a(aff ) spriemetiou budeme nazgvat stopou roviny o

(oznacenie p”).

e) V pripade kolmosti priamky / danej osnovy premietania s priemetiiou hovorime o kolmom

( pravouhlom alebo ortogondlnom) premietani.

Dosledok 5.4

1. Rovnobezny priemet utvaru U je prienikom prislusného premietacicho utvaru P(U)
s priemetnou.

2. Vsetky body priemetne 7 st totozné so svojimi priemetmi.

3. RovnobeZné premietanie zachovava incidenciu geometrickych ttvarov.

Veta 5.16
a) Rovnobeznym priemetom priamky, ktora nepatri do osnovy premietania, je priamka.

b) Rovnobeznym priemetom priamky, ktorad patri do osnovy premietania, je bod.

Dokaz

a) Nech priamka p nepatri do osnovy premietania. Jej premietacim utvarom je v tomto

pripade rovina o’ (p e o’ Ao’ ||1)* apodla doésledku 5.1 je rovnobeznym priemetom p'

priamky p priesecnica tejto roviny s priemetiiou ( p'=oc” Nz ). (Obr. 5.17 a)

b) Nech priamka p patri do osnovy premietania . Potom priemety vSetkych jej bodov su

totozné s jej stopnikom P, ktory je priemetom priamky p, teda p'= P. (Obr. 5.17 b)

*®pojem viditelnosti utvaru U v danom rovnobeZnom premietani sa vysvetli v rieSeni uloh v zavere¢nom
podparagrafe 5.2.4 prace.
* Uloha 3, kapitola 3.
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p'=P=A4'=B’

Obr.5.17a,b

Poznamka 5.10
1. Rovinu o” zdokazu predchadzajucej vety nazyvame premietacia rovina priamky p.

Rovina &’ je zjednotenim premietacich priamok vsetkych bodov priamky p.

2. Kazda rovina A(A||/) je premietacou rovinou kazdej svojej priamky, ktord nepatri do
osnovy premietania. Preto budeme takato rovinu nazyvat premietacia rovina.
Rovnobeznym priemetom premietacej roviny je priamka (prieseCnica roviny s
priemetiiou).

3. Nech p je priamka, ktord nepatri do osnovy premietania. Ak je stopnik P priamky

dostupnym bodom, staci zostrojit’ rovnobezny priemet jedného bodu 4 (A4 # P). Potom
p'=A'P' (P=P'). Vopacnom pripade je potrebné zostrojit’ priemet B' d’alSieho bodu
priamky. Ak je priamka p s priemetiiou rovnobezna a nelezi v nej, tak jej rovnobezny

priemet p' je priamka s fiou rovnobezna a sta&i zostrojit’ priemet jedného jej bodu.™

Je zrejmé, Ze rovnobeznym priemetom roviny, ktora nie je premietacou rovinou, je cela
priemetia. V tomto pripade ide o perspektivnu afinitu medzi danou rovinou a priemetiiou
[13]. Kedze kazda rovina je urcend dvojicou priamok, ktoré su alebo rovnobezné alebo
réznobezné, budeme sa v d’alSom zaoberat’ rovnobeznym priemetom dvojic priamok. Najprv

vezmeme do uvahy dvojice priamok, z ktorych Ziadna nie je premietacia.

Veta 5.17
Nech z priamok a, b (b+# a) nepatri ziadna do osnovy premietania. Potom pre ich
rovnobezné priemety a', b' plati:

1. al||lb=a'||b'v a'=b'

>0 Rovnobeznost priamok p, p' je dosledkom vety 2.1 (kritérium rovnobeznosti priamky a roviny).
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2. Ak st priamky a, b roznobezné, tak priamky a', b' st alebo navzajom roznobezné alebo
a'=b".
3. Ak st priamky a, b navzajom mimobezné, tak st priamky a', b' alebo roznobezné alebo

su to dve navzajom rozne rovnobezky.

Dokaz

1. V pripade a||b je zrejmé, e premietacie roviny o “, o” sl navzajom rovnobezné”'. Ak
st tieto roviny navzajom rovnobezné rdzne, tak aj ich priesecnice s priemetiiou si navzajom
rozne rovnobezky™>. V pripade o “=oc" je a'=b".

2. V pripade rdoznobeziek s premietacie roviny o “, o’ navzdjom rdznobezné, alebo

c“=0c". Vprvom pripade maji roviny o o’ spoloéni premietaciu priamku "
spoloéného bodu M =anb. Zrejme plati: a'nb'={M". Vpripade c“=0c" je a'=b".

(Obr. 5.18 a, b)

Obr. 5.18a,b

3. Premietacie roviny mimobeznych priamok a, b6 mézu byt alebo navzijom rdéznobezné
alebo navzajom rovnobezné rozne, teda aj ich prieseCnice a', b' s priemetiiou su alebo
réznobezné priamky alebo a'||b' (a'#b'). V prvom pripade prieseCnik priamok a', b' je
priemetom niektorého bodu A4 priamky a a niektorého bodu B # 4 priamky b. Priamka 4B je

teda spolo¢nou premietacou priamkou bodov A, B a prieseCnicou premietacich rovin priamok
a, b (obr. 5.19a).

ST Kritérium rovnobeznosti dvoch rovin, veta 2.5.

52 Veta 2.8.
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Obr.5.19a,b

Veta 5.18
Nech z priamok a, b (b+# a) priamka a patri do osnovy premietania. Potom pre ich
rovnobezné priemety a', b' plati:
a) Ak su priamky a, b rovnobezné, tak a', b' je dvojica navzajom réznych bodov.
b) Ak su priamky a, b navzdjom rdznobezné, tak a' je bod a b' je priamka snim
incidentna.
¢) Ak su priamky a, b navzdjom mimobeZzné, tak a' je bod a b' je priamka snim

neincidentna.>’

Z planimetrickych poznatkov  vyplyvaju nasledujice vlastnosti rovnobezného

premietania:

Veta 5.19™
Nech A4, B st dva rozne body priamky, ktord nepatri do osnovy premietania a nech 4", B"' su
rovnobezné priemety bodov 4, B. Potom plati:

a) Rovnobeznym priemetom Usecky AB je tisecka 4'B".

b) RovnobeZznym priemetom polpriamky AB je polpriamka 4'B".

¢) Rovnobezné premietanie zachovava usporiadanie na priamke.

Veta 5.20
a) Ak M je neprazdna konvexnd mnozina bodov, potom aj jej rovnobeznym priemetom

M je neprazdna konvexnd mnoZina bodov.

%3 Dékaz tvrdeni vety 5.18 sa pre jednoduchost’ nechava &itatelovi.
> Dokaz tvrdenia 5.19a sa ni¢im nelidi od analogického planimetrického tvrdenia (veta 3.2.5, [15]), kde je

dokazand i vlastnost’ 5.19¢. Skompletizovanie dokazu sa nechava Citatelovi.
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b) Rovnobeznym priemetom konvexného n-uholnika, ktory nelezi v premietacej rovine, je
konvexny n-uholnik.
¢) Rovnobeznym priemetom konvexného n-uholnika, ktoré¢ho rovina je premietacia, je

usecka.

Veta 5.21
Nech nenulové tsecka AB je Castou priamky p, ktora je rovnobezna s priemetnou.

Potom jej rovnobeznym priemetom je usecka s iou zhodna.

Dokaz
Ak priamka AB leziv priemetni, nie je ¢o dokazovat’. Ak priamka p neleZi v priemetni, tak je
rovnobezna so svojim priemetom p', t.j. AA'|| BB'. Utvar ABB'A' je rovnobeznik, odkial

vyplyva zaver tvrdenia.

Veta 5.22

Rovnobezné premietanie roviny « do priemetne 7 je zhodnostnym zobrazenim roviny
a narovinu 7 prave vtedy, ked rovina « je rovnobeznd s priemetiiou 7 alebo rovina a je
simerne zdruzena s priemetiou sz podla lubovolnej roviny A kolmej na osnovu
premietania.>
Dokaz
L. (dostacujuca podmienka)
Nech 4, B, C st I'ubovol'né nekolinearne body roviny a (a||7)a A',B',C" ich rovnobezné
priemety. Podla vety 5.19 st trojuholniky aABC, aA'B'C" navzdjom zhodné (sss). Pretoze
plati:  AA'TTBB'TT CC' A 44'=BB'=CC', je uvazované rovnobezné premietanie
posunutim.

Nech je a Tubovolnd rovina, ktord nie je rovnobezna s rovinou . Zostrojme rovinu
A, ktora je jednou z rovin sumernosti roviny « a priemetne a zvol'me si osnovu premietania

{l} tak, aby priamka / bola kolma na rovinu A. (Na obr. 5.20 st vSetky objekty zobrazené

v kolmom premietani do roviny kolmej na priesecnicu rovin 7 a « . KedZe touto priamkou

>*S vlastnostami zhodnostnych zobrazeni euklidovského priestoru E; sa mozno oboznamit' v prednaske
z Geometrie 2 (analyticky pristup) alebo v [11]. S ohl'adom na rozsah tejto prace sa syntetické Stidium
izometrii priestoru E3 vynechalo. Povazuju sa za zname pojmy: posunutie, simernost’ podl'a roviny, otacanie

jednej roviny do druhej okolo spolo¢nej prieseénice a otacanie okolo priamky.
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prechadzaja vsetky tri roviny 7, a, A, priemetiu si tak mézeme vzdy zvolit’; kolmé priemety
vSetkych rovin zvizku s osou (@ N 7) do tejto pomocnej priemetne s priamky. Ak ozna¢ime
,»1“ Index priemetov utvarov, plati: <Aa=z<XAr=<xd,a,=<xA,7r,.) Nech Uca je
I'ubovol'ny geometricky utvar roviny & a f; ; rovnobezné premietanie.Premietaci utvar P(U)
(prislichajuci utvaru U v premietani f; ; ) je simerne zdruzeny podla roviny A, t.j. obraz
i vzor kazdého bodu premietacieho utvaru P(U) v simernosti ¢, podla roviny A leZi na
utvare P(U). Podl'a konStrukcie je (a') =¢,((2)),
kde (a') je rovinné pole sumiestne
srovinnym polom (7). Plati teda:
p,:P(U)>PU) a ¢, :(a)>(a"), t].
@, :P(U)na— P(U)Nnr. Pretoze
P(U)na=U, P(U)nz=U" a ¢, je

zhodnostné zobrazenie, utvary U, U' su

navzajom zhodné.

Obr. 5.20

1. (nutna podmienka)
V pripade roviny rovnobeznej s priemetiiou niet o dokazovat’. Staci dokdzat’, ze ak je rovina
a roznobezna s priemetiiou a pre l'ubovolny Utvar Uc « obsahujuci aspon tri nekolineérne

body je rovnobeZny priemet tohto Gtvaru v premietani ¢_, atvar U s nim zhodny, tak je
osnova {/} premietania kolmd na jednu zrovin simernosti rovin « a x. Rovnobezné
premietanie ¢_, zOzené na rovinu « je perspektivnou afinitou medzi rovinami «, 7

s bodovo samodruznou rovinou A, ktord obsahuje priamku a Nz . Ale perspektivna afinita
v priestore Ej3 je izometriou prave vtedy, ked’ je simernostou podla roviny (vyplyva to

z klasifikéacie izometrii); rovina A je zrejme jednou z rovin simernosti rovin o, 7 a / L 4.

Na zéaver tohto podparagrafu uvedieme eSte jednu ddéleziti vlastnost rovnobezného
premietania, ato zachovanie deliaceho pomeru usporiadanej trojice navzajom roznych
kolinearnych bodov (ak sa nejednd o body priamky patriacej do osnovy premietania).

Dokézeme nasledujucu vetu
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Veta 5.23

Nech 4, B, C st tri r6zne body priamky, ktora nepatri do osnovy premietania a
A',B',C" su ich rovnobezné priemety (v danom poradi). Potom A4',B',C"' si navzdjom rdzne
kolinearne body, pre ktoré plati: (ABC)=(A4'B'C").
Dokaz
Rovnobeznym priemetom p' priamky p je priamka (veta 5.1) (obr. 5.21). Ozna¢me p
priamku, pre ktort plati C e pAp|| p'(ak C = C')°. Prieseéniky osnovovych priamok 74, /*
bodov 4, B s priamkou p oznaéme v danom poradi 4,B. O trojuholnikoch CA4, CBB
plati, e s podobné (veta uu), teda pre pomery diZok ich stran plati: ‘ZC‘ : ‘EC‘ = |AC| : |BC|.
Pomer ‘ZC ‘ : ‘EC ‘ je absolutnou hodnotou deliaceho pomeru ( ABC) a analogicky |AC| : |BC|
= |(ABC )|. Ale usporiadanie bodov priamky sa rovnobeznym premietanim zachovéva (veta
5.4), teda pri P'ubovolnom usporiadani bodovej trojice 4, B, C plati: (4BC) = (ABC). Navyse
c4

=|CVAV

CB|=|C'B’

, teda z rovnosti ‘ZC‘:‘EC‘=|A'C'|:|B'C'| vyplyva (ABC) =

2

(A'B'C"). Dokazali sme (4BC) = (ABC)=(A'B'C"), teda aj (ABC) = (A'B'C").

Obr. 5.21

Pripomenme si definiciu deliaceho pomeru usporiadanej trojice navzajom roznych
kolinearnych bodov A, B, C. Rozumieme nim realne ¢islo 4 (A # 0,4 #1), ktorého absolutna
hodnota sa rovna pomeru dizok use¢iek AC a BC, aktoré je kladné v pripade stihlasnej
a zaporné v pripade nestihlasnej orientacie useciek AC, BC.

4=t
ac

>0V pripade C=C" mozno dokaz urobit’ bez konstrukcie priamky 7 .
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Zobrazenie mnoziny vSetkych bodov priamky AB (s vynimkou bodov A4, B (B# A) na
mnozinu R —{0, 1} je bijektivnym priradenim. Znamena to, ze kazdy d’alsi bod C priamky 4B
je svojim deliacim pomerom vzhladom na zdkladné body A, B (tj. realnym cislom

A=(ABC)(A#0,A#1)) jednoznacne urCeny. To nadm umozituje pohodlni formulaciu

stereometrickych uloh, kde je spravidla uréené nejaké referencné teleso a geometrické utvary
su uvazované napriklad bodmi jeho hran alebo bodmi priamok v stenach, telesovych
uhlopriecok a pod.

Na zaver urobime zhrnutie najddlezitejSich vlastnosti rovnobezného premietania a jeho
invariantov. Pod invariantnou vlastnostou rovnobezného premietania rozumieme vlastnost’
utvarov, ktord sa vtomto premietani zachovava; invariantom rozumieme realne Ccislo
priradené tUtvaru (alebo viacerym utvarom), ktoré sa taktiez v (kazdom) rovnobeznom
premietani zachovava. Niektoré vlastnosti su jednoduchymi désledkami uz uvedenych viet,

preto sa nebudtl dokazovat'’. Plati teda:

Zakladnymi invariantnymi vlastnostami rovnobezného premietania su: a) incidencia Gtvarov,
b) rovnobeznost’ priamok®’ nepatriacich do osnovy premietania. Zdkladnym invariantom
rovnobezného premietania je deliaci pomer usporiadanej trojice navzajom kolinearnych

bodov.

Désledok 5.5

1. Dalsie (odvodené) invariantné vlastnosti Gitvarov vzhPadom na rovnobezné premietanie su
(priamka alebo rovina incidentnd sutvarom nie je premietacia): vlastnost byt
rovnobeznikom; byt lichobeznikom; byt stredom usecky; delenie tisecky na n zhodnych
useciek; dvojica bodov 4, B oddelovanéd dvojicou bodov C, D (4, B, C, D je usporiadana
Stvorica navzdjom rdznych kolinedrnych bodov); dvojica priamok a, b oddel'ovand dvojicou
priamok ¢, d (a, b, ¢, d je usporiadana $tvorica navzajom roznych priamok jedného zvézku
priamok); zachovanie usporiadania trojice navzajom réznych kolinedrnych bodov a nasledne
trojice navzajom réznych priamok jedného zvézku; vlastnost’ byt konvexnym n-uholnikom,

jeho vnatornym ¢i vonkaj$im uhlom; konvexnost’ l'ubovol'nej bodovej mnoziny a d’alSie.

2. Dal$imi invariantmi rovnobezného premietania su (priamka alebo rovina incidentnd

s utvarom nie je premietacia): dvojpomer usporiadanej Stvorice navzajom rdéznych

*’Pod rovnobeznymi priamkami rozumieme itotozné priamky (a||b = a'||b', kde v pripade spolo¢nej

premietacej roviny priamok a, b je a'=5b").
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kolinearnych bodov; pomer dizok tsetiek na rovnobeznych priamkach; koeficient

rovnolahlosti dvoch rovnol'ahlych Gtvarov roviny; pomer obsahov rovinnych utvarov a pod.>®

5.2.2 Pravouhlé premietanie

Pravouhlé premietanie je Specidlnym pripadom rovnobezného premietania, preto ma
vSetky vlastnosti rovnobezného premietania. Formuladciu viet vyjadrujicich tieto vlastnosti
nebudeme uvadzat. Sta¢i ju upravit na zaklade toho, ze osnova priamky / je kolma na

priemetitu 7. Ako priklad uvedieme formulaciu vety 5.1
a) Pravouhlym priemetom priamky, ktora nie je kolma na priemetiiu, je priamka.
b) Pravouhlym priemetom priamky, ktoré je kolma na priemetiiu, je bod.

Citatel si lahko wupravi formuliciu daldich viet adésledkov uvedenych
v predchadzajicom paragrafe. Dalej uvedieme len najdoleZitejsie vlastnosti, ktoré si

Specidlnymi vlastnostami pravouhlého premietania.

Veta 5.24

Dizka pravouhlého priemetu 4'B' tseCky AB ( AB L 7) sa rovna |AB|.c0s|a

, kde o

je uhol zhodny s uhlom priamky 4B s priemetiiou (0" < |a|< 90°).

Dokaz
Predpokladajme, ze iseCka 4B nie je rovnobezna s priemetiiou (0° S|a|< 90°) (obr. 5.22).
Potom pravouhlym priemetom usecky 4B je UseCka A'B'. Zostrojme jednym z krajnych
bodov tsecky priamku p rovnobeznt s priemetiiou (napr. 4 € p); jej prieseCnik s premietacou
priamkou /* bodu B, oznaéme B .

V pravouhlom trojuholniku 2 ABB, v ktorom je

uhol o pri vrchole 4 zhodny s uhlom priamky 4B
s priemetiiou  (def.  4.4), odtial  vyplyva:

‘AE‘=|AB|.COS|6¥| a nasledne |A'B'|:|AB|.cos|a|.

(Utvar A'B'BA je pravouholnik.)

Obr. 5.22

*¥ Podrobné dokazy spomenutych vlastnosti ¢itatel’ najde v [8].
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Ak |a| =0, tak AB|| z . Podl'a vety 5.6 potom |A'B'| :|AB|.COSO,t.j. |A'B'| :|AB|. V pripade

rovnobeznosti priamky s priemetiiou je uhol priamky s priemetiou nulovym uhlom, pre
vel'kost’ ktorého funkcia kosinus nadobtida hodnotu 1. Plati teda A'B'= AB, ¢o je v sulade

s vetou 5.6.

Dosledok 5.6
Pre dizku pravouhlého priemetu A'B' usecky AB plati |4'B'|<|4B

, pricom rovnost’ nastane

prave vtedy, ak priamka 4B je rovnobezna s priemetiiou.

Veta 5.25

Pravouhlé premietanie roviny p na rovinu 7 je zhodnostnym zobrazenim prave vtedy,

ked’ je rovina p rovnobeznd s priemetiiou.

Nakoniec uvedieme jednu znajddlezitejSich vlastnosti pravého uhla vzhladom na
ortogonalne premietanie, ktoré ma vyznam predovSetkym v zobrazovacich metédach

deskriptivnej geometrie, v ktorych jednou zlozkou je pravouhlé premietanie.

Veta 5.26

Nech je uhol <« AVB zhodny s pravym uhlom, pricom Ziadne z jeho ramien nepatri do
osnovy premietania auhol lezi vrovine p rdéznobeznej s priemetiiou, ktord nie je
premietacou rovinou (p L 7 A p Jf 7). Potom plati: ortogonalnym priemetom uhla < AVB je

pravy uhol prave vtedy, ak jedno z jeho ramien je rovnobezné s priemetiiou.

Dokaz

Nech ziadne zramien uhla nepatri do osnovy premietania a rovina uhla ma pozadovanu
vlastnost’. Pravouhlé priemety ramien V4, VB uhla st polpriamky V'A', V'B'. (Obr. 5.23)
Oznaéme a, b priamky, ktoré st nositel’kami ramien VA4, VB daného uhla (v tomto poradi).

a) (nutnost) Najprv dokdzeme, ze z predpokladu a L b, al|| 7 vyplyva a' L b'. Premietacia
priamka /" vrcholu V' daného uhla je kolma na priemetiiu a nie je incidentn so Ziadnym z
jeho ramien. Plati: @ L hbaa L[”, t.j. priamka a je kolma na premietaciu rovinu o’ =bl"
priamky b. Priamka a je kolmé na vietky priamky roviny o, teda aj na jej priese¢nicu b'

s priemetiiou (b' =c” N ), teda a Lb'. Zrejme plati a'||a,ateda a' L b'.
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b) (dostatocnost) Dokazeme, Ze z predpokladu a L b, a'Lb' vyplyva, Ze jedno z ramien
VA, VB daného pravého uhla je rovnobezné s priemetiiou. Oznaéme [” priese¢nicu
premietacich rovin ¢, " priamok a, b (je to zrejme premietacia priamka vrcholu uhla.
Z predpokladov vo vete je zrejmé, Ze aspon jedna z priamok a, b je rdznobezna s priemetiou;
nech je fou priamka b. Z kolmosti priamky »' na rovinu o“ = W(b' La',b'LI") vyplyva
1 kolmost’ priamky b' na priamku « tejto roviny. NavySe plati: b L a (predpoklad). Teda
priamka a je kolma na rdznobezné priamky b,b' premietacej roviny o’ priamky b, odkial je
zrejma jej kolmost’ na tito rovinu. Zaroven plati: a' Lo, tj. alla', o je dostadujucou

podmienkou pre rovnobeznost’ priamky a s priemetiiou.

Obr. 5.23

5.2.3 Veta Pohlke — Schwarzova

O vete Pohlkeho-Schwarzovej vieme, Ze je zdkladnou vetou zobrazovacej metody
Sikmej axonometrie. Zakladom tejto zobrazovacej metddy je rovnobezné premietanie do

axonometrickej priemetne za predpokladu, Ze je v axonometrickej priemetni dany rovnobezny
[= axonometricky] priemet bazy ortonormalnej suradnicovej sustavy (O;E*,E’,E%).
Obrazom kazdého bodu M priestoru je usporiadand dvojica bodov (M,, M. )

axonometricky priemet a axonometricky podorys bodu, ktoré alebo lezia na prvej ordinale,
alebo su totozné. Jednou z vyhod takéhoto zobrazenia je jeho nazornost’ a moznost’ merania
zékladnych rozmerov objektu z jeho rovnobezného priemetu pri vhodnom umiestneni objektu
vzhl'adom na bazu stradnicovej ststavy. Usporiadanou dvojicou bodov (M, M, ) je urCeny
tzv. urcujuci rovnobeznosten bodu M (v pripade ortonormalnej suradnicovej sustavy kvader),
z ktorého mozno priamo stanovit’ siradnice daného bodu. Jedinym problémom, ktory zostava

vyriesit’ je otazka vol'by axonometrickej suradnicovej sustavy (O;E*,E”,E7) .
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Z historie dokazu Pohlkeho-Schwarzovej vety

O vyriesenie problému volby axonometrickej suradnicovej ststavy sa ako prvy pokusil Karl
Pohlke (1810 — 1876), profesor deskriptivnej geometrie na technickej vysokej skole v Berline.
Prvé znenie vety Pohlke vyslovil uz r. 1853 ako ucitel’ stavebnej akadémie v Berline. Pretoze
formulacia nebola celkom korektna a Pohlke neuviedol ddkaz tvrdenia, vznikli pochybnosti
o jeho pravdivosti. To primélo autora vyroku k podrobnejSiemu skimaniu podmienok, ktoré
musi spliat’ §tvorica komplanarnych bodov na to, aby ju bolo mozné povaZovat za
rovnobezny priemet bazy (O;E*,E’,E”) ortonormalnej suradnicovej slstavy. Znenie
zakladnej vety sikmej axonometrie uviedol Pohlke do prvého dielu svojej ucebnice
Deskriptivna geometria (r. 1860, Berlin) bez dokazu a s upozornenim, Ze elementarny dokaz
vety pravdepodobne neexistuje, a preto sa odklada (pre narocnost’) do druhého dielu uéebnice.
Este pred druhym vydanim prvého dielu ucebnice sa objavili tri dokazy vety, z ktorych
Uplnym a genialne jednoduchym bol dokaz mladého H. Schwarza, Pohlkeho Ziaka. Tento
dokaz sa dodnes uvadza vo vSetkych ucebniciach deskriptivnej geometrie. Pohlkeho dokaz
uverejneny nebol a zostal eSte viac nez desatrocie nezndmym. Schwarzov dokaz bol — po
dohode s Pohlkem — wuverejneny v druhom vydani prvého dielu Pohlkeho ucebnice

deskriptivnej geometrie.

Schwarz (1843 — 1921) dokédzal zovSeobecnené tvrdenie v tvare ,,Lubovolné tri
komplandrne usecky O'X"', O'Y', O'Z' s vlastnostou, zZe najviac tri z bodov O', X', Y', Z'
su kolinearne, mozno povazovat za rovnobeiny priemet troch useciek OX, OY, OZ
(neleziacich v jednej rovine), pre ktoré si zndme pomery ich dizok avzdjomné uhly“.
V priebehu d’alSieho polstorocia vysli mnohé dokazy Pohlkeho origindlneho 1 Schwarzovho
zovSeobecneného tvrdenia. Pripomenieme dokaz Karla Pelza (1845 — 1903), vynikajuceho
ceského geometra svetového mena, uverejneného v spise ,,0O novom dokaze Pohlkeho vety* vo
Viedni r. 1877. H. Schwarz v nom rozpoznal originadlny Pohlkeho ddkaz, s ktorym bol
oboznameny, ale ho nedokazal reprodukovat’ a Pohlke v tom ¢ase uZ nezil. Dalsi vrcholny
cesky matematik svojej doby, Jan Sobotka, rieSil problém analyticky (,,K matematickému
Studiu axonometrie®, Praha 1900). Analyticky algebrik a geometer Arthur Cayley uviedol r.
1875 elegantny analyticky dokaz. O vyzname vety nasvedcuje i fakt, ze sdm Felix Klein

(1849 — 1925), genidlny nemecky matematik (profesor univerzity v Erlangene a
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Goettingene)™ uverejnil analyticky dokaz vety v knihe ,,Elementdrna matematika z vyssieho
hladiska, Geometria I1.*“ (Berlin1908), adresovanej predovSetkym stredoSkolskym ucitelom
geometrie. Treba pripomenut’, Ze Klein sa na prelome 19. a 20. storo€ia priamo angazoval za
prestavbu obsahu stredoskolského S§tidia matematiky a vtejto suvislosti za didakticka
transpoziciu najnovsich vedeckych vysledkov v matematike do obsahu vysokoskolskej a

stredoskolskej vyucby matematiky.

Nacrt Schwarzovho dokazu zovSeobecnenej Pohlkeho vety

Veta 5.27. (Zékladnd veta Sikmej axonometrie): Vrcholy kazdého rovinného Stvoruholnika
mozno povazovat za rovnobezny priemet vrcholov Stvorstena vopred zvoleného tvaru (t.].

podobného 'ubovol'nému zvolenému Stvorstenu).

Zakladom dokazu vety je fakt, ze na kazdej trojbokej hranolovej ploche *H existuju

véetky druhy trojuholnikov. Vyjadrené exaktne: Ku kazdej ploche *H existuje rovina, ktorej
prienik s plochou je trojuholnik podobny Tlubovolnému trojuholniku. Jednoduchym

dosledkom je nasledujuce tvrdenie.

Veta 5.28. Nech "H je n-boka hranolova plocha a P, 'ubovol'ny rovinny n-uholnik, ktory je

afinny® s uréujucim n-uholnikom plochy "H . Potom existuje rovina, ktorej prienik s danou

plochou je n-uholnik podobny n-uholniku P,.

Je zrejmé, ze stai dokazat modifikované tvrdenie vety 5.27, ato, Ze existuje
rovnobezné premietanie, v ktorom priemetom (do roviny) vrcholov T'ubovolne zvoleného

Stvorstena ABCD st vrcholy Stvoruholnika 4,B,C,D, podobného l'ubovolnému danému
stvoruholniku ABCD. Ak existuje rovnobezné premietanie pozadovanych vlastnosti, tak do
priesecnika uhloprieCok predpokladaného Stvoruholnika 4,B,C,D, priemetne (dolny index

,» 1% oznacuje priemet rovnomenného bodu) sa premietnu dva body: bod M hrany AC a bod N

hrany BD (s fiou mimobeznej). Pritom plati: (AlClMl):(ZGM) a (B,D,N,)=(BDN)

% F. Klein sa stal vieobecne znamym tzv. Erlangenskym programom, v ktorom naértol program vystavby
geometrie podl'a charakteristickych grup transformacii.
5 Dva n-uholniky nazyvame afinnymi, ak existuje afinita (bijektivne afinné zobrazenie) zobrazujtica jeden

z nich do zvys$ného.
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(podobné S§tvoruholniky) a (4,C,M,)=(ACM) a (B,D,N,)=(BDN) (invariantnost
deliaceho pomeru v rovnobeznom premietani). Ak teda zostrojime body M, N tak, aby
(ACM)=(ACM) a (BDN)=(BDN), osnova rovnobezného premietania pozadovanych
vlastnosti je urend priamkou MN (obr. 5.24). Premietacie priamky vrcholov Stvorstena

ABCD s hranami $tvorbokej hranolovej plochy *H , ktor4 je hranicou premietacieho utvaru

daného Stvorstena. Cubovolny rovinny rez plochy rovinou « rdéznobeznou s priamkou MN je
Stvoruholnik  A'B'C'D' afinny sdanym  §tvoruholnikom A4BCD. Plati totix:
(ACM)=(A'C'M " =(ACM) a (BDN)=(B'D'N")= =(BDN); posledné rovnosti vo
vyrazoch vyjadruju nutnt i dostaujicu podmienku pre to, aby Stvoruholniky A'B'C'D' a
ABCD boli afinnymi. Podl'a vety 5.28 existuje rovina /3, ktorej prienik s hranolovou plochou

*H je $tvoruholnik 4,B,C,D, podobny $tvoruholniku ABCD.

D

Obr. 5.24

Ak si pozorne preCitame zovSeobecnené Schwarzovo tvrdenie (veta 5.27), musi ndm byt
zrejmé, ze Pohlkeho veta je nielen fundamentdlnou vetou zobrazovacej metddy Sikmej
axonometrie, ale aj zobrazovania zakladnych telies’ vo volnom rovnobeznom premietani.
Mozno povedat, ze metdda Sikmej axonometrie je teoretickym zdzemim pre zobrazovanie

priestorovych geometrickych utvarov vo volnom rovnobeznom premietani. V zavere¢nych

®1Z ivah musime vylugit' gulovia plochu, pre ktor nie je konstrukcia obrysu priemetu z priemetu jej troch
navzajom kolmych polpriemerov v rovnobeznom premietani (ktoré nie je pravouhlé) elementarna a je pre
stredoskolsku sterecometriu neprijatelna. Gul'ova plocha sa preto zobrazuje v rieSeni stereometrickych loh

v pravouhlom premietani, kde obrysom jej priemetu je kruh.
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poznamkach poukdazeme na niektoré problémy suvisiace s konStrukciou obrazov

geometrickych utvarov vo vol'nom rovnobeznom premietani v rieSeni stereometrickej tlohy.

Poznamky 5. 11

1. Mimoriadne doélezitym problémom je spravne zadanie ulohy (z hladiska zakladnej
klasifikacie stereometrickych uloh na ulohy zaoberajice sa vzajomnou polohou
geometrickych tutvarov - polohové ulohy ana metrické ulohy). Na to je potrebné byt
obozndmeny s pojmom uplnosti obrazu daného geometrického utvaru vzhl'adom na rieSenie
polohovych, ¢i metrickych uloh. Napriklad obraz hranola je vzhladom na riesenie polohovych
uloh uplny, ak su dané: rovnobezné priemety troch vrcholov jednej podstavy a priemet
jedného z vrcholov druhej podstavy (leziaceho s jednym z troch vybranych bodov na tej istej
hrane telesa) a ,tvar“ podstavového n-uholnika (t.j. n-uholnik, ktory je  podobny
podstavovému n-uholniku) v pripade n >3 %% Analogicky je obraz ihlana uplny vzhladom
na rieSenie polohovych tloh, ak su dané: priemety troch vrcholov podstavy, priemet hlavného
vrcholu telesa a tvar podstavového n-uholnika. Rovnobezné priemety spomenutych Styroch
bodov si mozno zvolit Tl'ubovolne vhodne (veta Pohlkeho-Schwarzova). Kazdy dalsi
geometricky utvar (priamka, rovina, atd’.), vystupujuici v zadani ulohy musi vSak byt uréeny
bodmi pevne spojenymi s telesom (t.j. mézu to byt body leZiace na priamkach incidentnych
s hranami alebo v rovinach incidentnych so stenami, pripadne s l'ubovol'nymi dvoma bo¢nymi
hranami telesa, atd’.) Podstatné je, ze kazdy bod M budeme moct dourcit’ usporiadanou

dvojicou bodov, ato jeho rovnobeznym priemetom M ' arovnobeznym priemetom M '
pomocného priemetu M, bodu M do roviny podstavy telesa. Toto pomocné (vnutorné)

premietanie je v pripade hranolov urcené osnovou bocnych hran av pripade ihlanov ide
o stredové premietanie so stredom v hlavnom vrchole telesa. Pri valcovych a kuzelovych
plochach trojicu vrcholov podstavy nahradi stred podstavy a krajné body dvoch jej kolmych
polpriemerov.

Aj odpoved na otazku uplnosti obrazu utvaru U vzhladom na rieSenie metrickych uloh
(vratane uloh suvisiacich s kolmost'ou zakladnych geometrickych utvarov) dava zobrazovacia
metoda Sikmej axonometrie: treba poznat’ rovnobezny priemet takzvaného ortonormalneho

Stvorstena (t.j. Stvorstena, v ktorom su vSetky hrany incidentné stym istym vrcholom

2Uzitoénym je nacvik doplnenia zvolenej trojice priemetov vrcholov podstavy tak, aby Gtvar po doplneni mohol
byt povazovany za rovnobezny priemet pravidelného pét’ - ¢i Sestuholnika alebo lichobeznika dané¢ho tvaru

(priklad a cvicenia v zavere kapitoly 5).
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navzajom kolmé a zhodné), ktory je pevne spojeny s atvarom U”. Tento poznatok vyjasiiuje,
preco su kocka, kvader danych rozmerov alebo pravidelny ihlan s danou hranou a vyskou
(teda implicitne tiez kocka), tak oblibenymi telesami pri ilustracii rieSenia metrickych
(1 polohovych) stereometrickych uloh. Vyhnit sa nezelanému stereotypu by umoznilo a)
vrieSeni polohovych t1loh viac pracovat srovnobeznostenmi, Sikmymi hranolmi,
I'ubovolnymi ihlanmi (s predpisanou pravidelnou podstavou alebo podstavou daného tvaru)
vratane $tvorstenov®; b) v rieSeni metrickych tloh by nacviGovanie algoritmov riesenia uloh
o zdkladnych geometrickych utvaroch mohlo S$tartovat z daného rovnobezného priemetu
stradnicového Stvorstena.

2. Po oboznameni sa s Pohlkeho vetou si iste kazdy uvedomuje nenélezitost’ poziadaviek, ¢i
prikazov na narysovanie ,sprdvneho* rovnobezného priemetu kocky (dodrziavanim
nezmyselnych pravidiel na ,,skracovanie* hran kolmych na priemetiiu, pouzivanim uhlomeru
na nameranie predpisan¢ho uhla, a pod.). Rovnako nepripustnym je vyzadovat od Zziaka
rozpoznanie objektu zjeho — sice Uplného obrazu vzhladom na rieSenie polohovych, no
netplného vzhl'adom na rieSenie metrickych uloh.

3. Treba si uvedomit’ a osvojit, Ze vo vol'nom rovnobeZznom premietani nejde o premietanie
pravouhlé. Konstrukcia kolmého priemetu troch navzajom kolmych zhodnych useciek
so spolo¢nym krajnym bodom (vo vSeobecnej polohe) nie je totiz celkom elementarna

a vyzaduje hlbsie poznatky®.

5.2.4 Zobrazovanie zakladnych telies vo vol’nom rovnobeZnom premietani

Posledny paragraf prace — v nadvéznosti na oba predchadzajuce — by ndm mal dat’
odpoved’ na otazku, sakou volnostou si mézeme zvolit priemety vyznacnych bodov
urcujucich teleso pozadovanych vlastnosti, napr. vrcholov n-bokého hranola/ihlana. Priamym
dosledkom Pohlkeho vety je, Ze rovnobezné priemety vrcholov I'ubovolného Stvorstena si
mdzeme volit’ 'ubovol'ne tak, aby tieto boli vrcholmi §tvoruholnika v ndkresni. Nepripustenie
kolinearnej trojice bodov (spomedzi priemetov vrcholov Stvorstena) ma svoj vyznam najma

vo vyucovani stereometrie na Skolskej urovni, kde vol'né rovnobezné premietanie by malo

%poziadavka uplnosti Gtvaru U vzhladom na rieSenie polohovych uloh je splnena automaticky. Zrejma je
vyhodnost’ vol'by jednej steny zakladného telesa (pripadne viacerych stien) v rovine steny (stien) spomenutého
Stvorstena.

#Stvorsten si zasluhuje pozornost’ uz tym, Ze je najjednoduchsim zakladnym telesom (analégom trojuholnika v
planimetrii). Pozoruhodné su i metrické vlastnosti niektorych $pecialnych druhov §tvorstenov.

114], [12], ai.
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sltzit’ nielen na konstrukciu z geometrického hl'adiska spravnych obrazov, ale by malo spiiat
d’alsie dve vyznamné poziadavky didaktickej povahy: prvou je zabezpecenie néazornosti
obrazov objektov, ktord by mala napomahat’ rozvoju priestorovej predstavivosti Studentov.
Kazdy ucitel’ stereometrie by si vSak mal uvedomit’, ze zakladiiou pre rozvoj priestorovej
predstavivosti je exaktné teoretické zdzemie na urovni zodpovedajicej vedomostnym
predpokladom a psychickej vyspelosti Studentov, ktor¢ sa nedd nahradit’ ziadnymi
»,hazornymi“ obrazkami, pokial ich tvorba a algoritmy rieSenia uloh nie si osvojené
na primeranej urovni. Druhou, nemenej vyznamnou poziadavkou je poziadavka jednoduchosti
konstrukcii. Preto sa nielen v didaktickej, ale i technickej praxi uprednostiiujii zobrazovacie

metody zaloZené na rovnobeznom premietani.

a) Zobrazenie n-bokého hranola H ('4°4.."Aca;'d), kde '4’4.."4 je jedna
z podstav telesa a 'A je vrchol druhej podstavy, ktory lezi s vrcholom 'A na tej istej hrane.
Z hladiska konStrukcie obrazu vrcholov hranola vo volnom rovnobeznom premietani si
modzeme zvolit lPubovolne priemety vrcholov '4,°4,°A4, '4 (Pohlkeho veta). Ak ide
o vSeobecny hranol, o ktorom nemdme Zziadne informacie, zvolime si priemety d’alSich
vrcholov *4,...,"4 Tubovolne tak, aby priemety '4,,’4,,...,"4, vSetkych vrcholov jednej
podstavy boli vrcholmi konvexného rn-uholnika (podl'a dohody je dany hranol H konvexnym
utvarom). Ak viak pozname tvar podstavného n-uholnika '4 >4 ..."A4 tak o jeho obraze vo
vol'nom rovnobeznom premietani musi platit, Zze je afinnym Utvarom k danému z-uholniku.
Teda plati: '4,°4,..."4, = f('A°A..."A), kde f je oznalenie spomenutej afinity. Afinita je
uréend napr. trojuholnikom '4°4°A4 ajeho obrazom 'A,’A4,°A4,, ktory sme si zvolili
I'ubovolne. Doplnenie priemetov vrcholov druhej podstavy je zrejmé: z platnosti
"A'AM 2 APATT T "4 4 a 'A'A=*4%A=...="4"4 vyplyva platnost tych istych
vzt'ahov pre rovnobezny priemet, t.j. vSetky vztahy zostani platné, ak ku kazdému bodu

pridame index ,,1* pravouhlého priemetu.

Pri rozhodovani o obryse priemetu anasledne obryse hranola H je vyhodné tento
povazovat’ za mnozinu zhodnych rovnobeznych Gsediek ‘X' X s use¢kou '4'A4, pri¢om bod
‘X je Tubovolny bod podstavového n-uholnika ajeho vnutra. Pre nase ucely budeme
predpokladat’, Ze usetka 'A'A nepatri do osnovy premietania. Premietacim ttvarom usecky

‘X'X je rovinny pas. Navyse mozno predpokladat, e podstava 'A’A.."A telesa lezi
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v priemetni, tj. ‘4, ='4 (i=1,2,...,n). Dve z rovin, ktoré obsahujii spomenuté rovinné pasy
su styénymi rovinami prislusnej hranolovej plochy k danému hranolu. Rovnobeznym
priemetom telesa bude konvexny obal mnoziny vsetkych usediek ‘X, ‘X .- Hranicu
rovnobezného priemetu teda (za danych podmienok) tvoria: priemety niektorych vrcholov
podstavy 'A°A4.."A telesa, niektoré (,,doplnkové“) priemety vrcholov druhej podstavy
a priemety tych bo¢nych hran telesa, ktoré lezia v sty¢nych premietacich rovinach prislusne;j
hranolovej plochy. Pri praktickej konstrukcii zostrojime zvycajne priemety vSetkych vrcholov

oboch podstav telesa; priemety bo¢nych hran, ktoré tvoria ¢ast’ obrysu priemetu telesa lezia

na styénych priamkach priemetov oboch podstav, ktoré su rovnobezné s priemetom jednej
z boénych hran (napr. '4'A4). Priamka ‘A4‘4 je stopou premietacej roviny obsahujucej hranu
"4’ telesa.

Na obr. 5.25a je dany rovnobeznosten ABCDABCD s podstavou v rovine 7 a jeho
rovnobezny priemet v premietani fr;. Pre podstavu ABCD plati: A=A, B=B,, C=C,,

D = D,; konstrukcia priemetov vrcholov druhej podstavy, za predpokladu, ze pozname napr.

priemet C vrcholu C je zrejma. Styéné priamky oboch rovnobeznikov leZia na stopach 't

styénych rovin ‘z telesa (i =1,2) a vo zvolenom pripade prechadzajii vrcholmi B 151 a Dlﬁl.
Obrysom priemetu telesa je Sestuholnik 4,B,B,C,D,D,. Obrysom hranola H v premietani f;

; sa nazyva prienik (alebo Cast’ prieniku) hranice premietacieho utvaru P(H) s telesom. Vo

zvolenom pripade je vztah medzi bodmi hranice priemetu aich vzormi na hranach telesa

bijekciou (ziadna stena telesa nelezi v premietacej rovine. Preto mézeme urcit’ bez d’alSieho
uvaZovania Giaru, ktora je obrysom — je to lomena ¢iara ABBCDD . Hranicou premietacieho
Utvaru P(H) je Sestbokd hranolova plocha suréujucim 6-uholnikom 4,B,B,C,D,D, C x
a osnovovou priamkou /).

O nie¢o komplikovanejSiu situdciu dostaneme, ak niektord zo stien telesa lezi
v premietace] rovine. Podla definicie 5.1 obrysom utvaru U v danom rovnobeZznom

premietani nazyvame viditelnu Cast’ prieniku hranice premietacieho utvaru P(U) s utvarom U
(P(U)NU). Pri urcovani vidite'nosti musime orientovat’ oba polpriestory s hranicou 7, t.j.

jeden si zvolime za kladny. Princip viditeI'nosti je nasledovny:
Z dvoch bodov X, Y na tej istej premietacej priamke je viditeIny ten, pre ktory je vicsia

orientovana vzdialenost’ tohto bodu od jeho priemetu. Ked’Zze sme si podstavu telesa zvolili
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v priemetni, mézeme si vybrat' za kladny polpriestor ten, v ktorom lezi teleso; v tomto
polpriestore su vSetky orientované vzdialenosti bodov od ich priemetov kladné, teda pre body
X, Y staci overit, ktora z GseCiek XX, YY, je vacsia.

Na obr 5.25b ma zobrazované teleso rovnobeznikovu stenu ABCD v sty¢nej premietacej

rovine. (Na obrazku je zobrazena len tato stena s jej priemetom 4,B,C,D,.) Ktoré z hran tejto

/P [ I
/ D C
X
", 5
% /
A Y B
+ i
n[ D, 4, X, C, B,

Obr.525a,b

steny patria do obrysu telesa? Orientujme oba polpriestory s hranicou 7 ; v kladnom z nich
nech lezi rovnobeznik ABCD. Je zrejmé, ze pre body 'X na premietacej priamke v stene

ABCD plati: ‘IX 1X1‘>‘2X 2Xl‘>...> , teda zbodov ‘X je viditeIny prave bod 'X

"X "X,

hrany CD; analogickym postupom overime viditenost” hrany BC. Teda ak uvazujeme len

o zvolenom rovnobezniku ABCD, plati: premietacim utvarom rovnobeznika je rovinny pds
(17, I"); rovnobeznym priemetom rovnobeznika je iisecka B,D, (prienik premietaciecho tvaru
s priemetnou) aobrysom rovnobeznika je lomena ciara BCD (viditelna Cast’ prieniku

premietacieho utvaru s danym rovnobeznikom a jeho vnutrom).

b) Pri zobrazeni ihlana | ('4°4..."Ac a; V') postupujeme analogicky. Priemetiiu 7 si

znovu zvolme tak, aby obsahovala podstavu '4°A4..."4 telesa. Pri zobrazovani telesa vo

vol'nom rovnobeznom premietani si mozeme l'ubovolne zvolit' priemety troch vrcholov
podstavy a hlavného vrcholu telesa. O doplneni priemetov d’al$ich vrcholov podstavy plati to
isté, Co pri zobrazeni hranola.

Pri konstrukcii obrysu priemetu ihlana sta¢i zostrojit' rovnobezny priemet vrcholov
podstavy a hlavného vrcholu telesa. Obrys priemetu tvori hranica konvexného obalu mnoziny

bodov vSetkych useCiek XV, kde bod X prebiecha vSetky body podstavového n-uholnika
s jeho vnutrom. Premietacim utvarom useCky XV je rovinny pas; kazda zrovin vSetkych

rovinnych pasov obsahuje premietaciu priamku /" vrcholu ¥ plochy (vrcholové premietacie
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5 DODATKY

roviny). Ak premietacia priamka /" ma s prisluinym ihlanovym priestorom spolo¢ny len
vrchol, budi do obrysu priemetu telesa okrem jeho podstavnych hrén patrit’ aj priemety
bocnych hran, ktoré lezia v sty¢nych premietacich rovindch telesa. Na obr. 5.26 je dany
patboky ihlan spodstavou ABCDE crx ahlavahym vrcholom Vajeho priemet

v rovnobeznom premietani f5 ;. Obrysom priemetu ihlana je patuholnik 4,B,C\V,E,.

Obr. 5.26

Pretoze ziadna zo stien telesa nelezi v premietacej rovine, je vztah medzi tymto
patuholnikom a zjednotenim prislusnych hrén telesa bijekciou a obrys telesa mozno urcit’
priamo z rovnobezného priemetu. Je nim priestorovy (nerovinny) patuholnik ABCVE. Obrys
telesa oddel'uje viditeI'na cast’ jeho povrchu od neviditel'nej ¢asti. Ak by lezala jedna bo¢na
stena ihlana v premietacej rovine, tak by ztroch hran telesa v tejto rovine bola viditelna

prave jedna alebo dve (v zavislosti od polohy priemetu ¥V, hlavného vrcholu telesa a

podstavovej hrany, s ktorej nositel’kou je incidentny).

¢) Pri zobrazovani kruhového valca alebo kuZela, ktorych podstavy nelezia

v premietacich rovinich a spojnica SS stredov podstav valca nie je premietacou priamkou
[premietacia priamka vrcholu V kuzela ma s kuzel'om spolo¢ny len vrchol], obrys priemetu
valca pozostava z dvoch polelips (incidentnych s elipsami, ktoré su hranicami priemetov jeho
podstav) a dvoch tuseciek, ktoré su priemetmi stran valca na tvoriacich priamkach leziacich
v dotykovych premietacich rovinach (t.j. lezia na spolo¢nych doty¢niciach elips, ktoré su

rovnobezné s priemetom Slfl spojnice stredov podstav) (obr. 5.27a).

V pripade kuzela tvori obrys priemetu ¢ast’ priemetu kruznice podstavy telesa a iseciek
'TV, (i=1,2), ktoré su priemetmi GseCiek na tvoriacich priamkach prislusnej kuzelovej

plochy, ktoré lezia v dotykovych premietacich rovinach 'z (i=1,2) a patria danému kuZzel'u.
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5 DODATKY

Use¢ky TV, lezia na stopach dotykovych rovin ‘z; st to doty&nice 't elipsy, ktora je

priemetom kruznice ohranic¢ujucej podstavu kuzela. (Obr. 5.27b)

Obr. 5.27a,b

5.2.5 Priklady a cvicenia

Priklady a cvicenia uvedené v tejto Casti povazujeme len za nacrt d’alSej témy, o ktort
by bolo vhodné rozsirit' zbierku uloh zo stereometrie. S uvedenymi prikladmi Gzko suvisia
stereometrické ulohy, sticastou rieSenia ktorych je konstrukcia priamky kolmej na 'ubovolne
zvolent rovinu. Této rovina musi byt pevne viazanid na referencné teleso, pre ktoré su
explicitne alebo implicitne dané priemety troch navzdjom kolmych zhodnych useciek (kocka,
kvader danych rozmerov, pravidelné ihlany danych rozmerov, a pod.), o umoziuje rieSenie
metrickych uloh v rovindch dvojic tychto useiek. Nasledujuci priklad demonstruje rieSenie
metrickej Glohy v rovine na rovnobeznych priemetoch ttvarov tejto roviny za predpokladu, ze

je znamy rovnobezny priemet jedného Stvorca roviny.

Priklad 5.1. Rovnobeznik ABCD je rovnobeznym priemetom S§tvorca. Dalej si dané

rovnobezné priemety p, [/ dvoch priamok roviny daného Stvorca. Zostrojte priemety

ubovolnych priamok tej istej roviny, ktoré su kolmé na originaly priamok p, 1.°°

% V rieSeni stereometrickych tloh sa originalne utvary z didaktickych dévodov oznadujii tym istym symbolom
ako obrazy tychto utvarov vo volnom rovnobeznom premietani. Rigordzne znenie ulohy 1 je napriklad
nasledovné: ,,Rovnobeznik ABCD je rovnobeznym priemetom Stvorca 4'B'C’D’. Zostrojte priemety
Tubovolnych priamok roviny 4 'B'C” kolmych na priamky p” al’ tejto roviny, ak si dané ich rovnobezné

priemety p, 1.«
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RieSenie

1. (Rozbor) Rovnobezné premietanie zobrazujuce Stvorec do rovnobeznika ABCD je afinitou
medzi dvoma rovinami, a to rovinou originalneho Stvorca a priemetiiou. Podl'a zékladnej vety
([13], veta 1.3) a jej dosledku mozno kazdu afinitu vyjadrit’ v tvare kompozicie perspektivnej
afinity a podobnosti, a to v 'ubovol'nom poradi a nekone¢ne mnoho sposobmi (os afinity si

v prisluSnom rovinnom poli mozno zvolit’ 'ubovolne).

Désledkom je, Ze v rovinnom poli rovnobeznika ABCD (t.j. v priemetni) existuje perspektivna
afinita f's osou v I'ubovolnej (vhodnej) priamke, ktord tento rovnobeznik zobrazi do Stvorca
ABCD, . fiA,B,C+— A,B,C . Veta 1.3 zaruCuje, ze rovinné pole (4,B,,C, , ..) je

podobné s rovinnym pol'om origindlneho Stvorca, ktorého rovnobeznym priemetom je

rovnobeZnik 4ABCD. Teda v rovinnom poli (4,,B,,C,, ...) st rieSiteI'né vSetky metrické Glohy

o utvaroch roviny originalneho $tvorca, az na podobnost’. Podobnost’ zachovava vsetky uhly,

odkial’ vyplyva nasledujuca konstrukcia.

2. (Konstrukcia) Zvol'me si za os afinity f dant priamku p ( p = p, ). Afinitu f douréime tak,

aby f(ABCD)=A B C D,  bol stvorec. K tomu sta¢i umiestnit’ do bodu 4 ramena dvoch

uhlov, ktoré sa zobrazia do pravych uhlov.
Vo S§tvorci st navzajom kolmé jeho strany a uhlopriecky, t.j. do pravych uhlov sa zobrazia

uhly <142 a <344 (ACnp=1, A2||BD; ADNp=3, ABnp=4;body 1,2, 3,4 st

samodruzné body prislusnych priamok). Potom plati: <1 4,2 =<3 4,4, =R (pravy uhol),
tj. bod A lezi na kruznici s priemerom 12 =12, ako aj na kruznici 3,4, =34 . Afinita f je
ur¢end (f1 B,C,D—> B ,C ,D ; ABC D, je Stvorec). (Obr. 5.28) Takéto afinity existuji

o o o o

dve; z nich vyberieme tu, pre ktoru sa neprekryvaji obrazy tvarov s ich vzormi.

Na zaver zostrojime v rovinnom poli (4,,B,,C , ...) priamky g, , k, poZadovanej vlastnosti,
tj. g9, L p, k, L1, (I,=f(l)). KonStrukcia obrazov prvkov v afinite /" sa nepopisuje ([13]).
Priamku ¢, kolml na os afinity sme zostrojili bodom C,. Pita kolmice je jej samodruznym
bodom P=P, t]. q=ITC . Priamka k, je zvolend T'ubovolne ajej vzor f'(k,)=k je

uréeny samodruznym bodom a vzorom pity R kolmice k, (R, =k, N1)).
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Riesenim ulohy su priamky ¢, k. Dvojice priamok p, q; k, / su rovnobeznymi priemetmi

dvojice  kolmych  priamok roviny Stvorca, ktorého priemetom je  dany

v 11 67
rovnobeznik.

Obr. 5.28

Cvicenia
1. Dana elipsa k je rovnobeznym priemetom kruznice. Zvol'te si (mimo elipsy k) I'ubovolny
trojuholnik ABC, ktory je priemetom trojuholnika roviny tejto kruznice. Zostrojte priemet

V' ortocentra zvoleného trojuholnika, ako aj jeho tvar (tj. urcte trojuholnik podobny

zvolenému trojuholniku).

2. Dany je vSeobecny trojuholnik ABC priemetne, ktory je rovnobeznym priemetom
rovnostranného trojuholnika. Zostrojte priemet kruZznice opisanej origindlnemu

trojuholniku.

3. Nech je dany priemet ABC trojuholnika a priemet V jeho ortocentra (bod Vnie je
ortocentrum trojuholnika ABC). Zostrojte trojuholnik, ktory je s origindlnym

trojuholnikom podobny.

57 Ako by vyzeralo rieSenie tilohy, keby sme v jej zadani nahradili rovnobeznik 4BCD elipsou & (uréenou osami

alebo zdruzenymi priemermi), ktora je rovnobeznym priemetom kruznice? (Cvicenie 1)
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Je dany Stvorsten ABCD. Existuje rovnobezné premietanie, v ktorom su priemety jeho

vrcholov vrcholmi rovnobeznika?

Dané T'ubovolné tri nekolinearne body A4, B, C st rovnobeZznym priemetom troch
vrcholov pravidelného Sest'uholnika. Dopliite jeho rovnobezny priemet i priemet kruznice

Sestuholniku opisane;.

V rovine Sestuholnika z cvic¢enia 5 zostrojte priamku kolmu na I'ubovolni int priamku

tejto roviny (tj. zostrojte rovnobezné priemety tychto utvarov). (Navod: priklad 5.1)
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ZAVER

ZAVER

Verim, Ze tato diplomova praca by mohla byt stimulom pre dalSie rozvijanie
stereometrickych poznatkov. Niektoré témy vhodné na spracovanie uz boli spomenuté.
Dal$imi by mohli byt’ napriklad syntetické §tadium grupy zhodnostnych zobrazeni, vyzna¢né
mnoziny bodov, zhodnost’ trojhranov, geometria na gulovej ploche, konvexné pravidelné
a polopravidelné mnohosteny, mocnost bodu vzhladom na gulovi plochu, inverzia

vzhl'adom na gul’'ova plochu a d’alSie.
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