ZOBRAZOVACIE METODY 1

(prvy raenik, zimny semester; prednaska 3 hod.¢ewie 2 hod. / tyZ.; 6 kreditov, 40 / 60)

Predmet Zobrazovacie metdédy 1-4 je profilujicim predmetom v Studijnom bloku
Deskriptivna geometria Studijného odboruitel’'stvo vSeobecnovzdelavacich predmetov v
prvych dvoch rénikoch Stadia. Deskriptivna geometria sa Studuferabinacii s matematikou
(Studijny blok Matematika).

Co je tozobrazovacia metdda deskriptivnej geometrii? Poklsime sa vymédento pojem.
V nasledujucej definicii sa objavitalSie pojmy, ktoré sa na zaklade stredoSkolskyamgikxov
Z geometrie sice budu zatetuitivnejasnymi, avSak takto vymedzené pojmy by zaiste Inédisp
ocakavanie ani vyspelejSieho Studenta strednej Skgly, menej Studenta vysokoSkolského.
Znxna ¢ag Stadia v prvom semestri bude musibyt preto venovana tzvgeometrickym
zékladomdeskriptivnej geometrie. Do geometrickych zakladt®skriptivnej geometrie patri
v prvom rade Stereometria alebo Elementarna geometria trojrozmerného euklidovského
priestoru Es3 a poznatky @sovej (perspektivngj afinite medzi dvoma rovinami priestorus E
(zatid’) — o zobrazeni, bez ktorého je Studium zobrazehacietéd nepredstavitee, a ktoré ma
mnoho prekvapujucich aplikacii v geometrii vobean®cnym predmetom pre deskriptivnu
geometriu (no nielen prgu!), mozno povedajej dvojcarom, je Projektivha geometriaktora je
zaradena do druhého semestra Studia.

Definicia. Pod zobrazovacou metédobudeme rozumit bijektivhe zobrazenie atvarov
trojrozmerného euklidovského (Euklidovho) priest&gudo jednej roviny tohto priestoru, ktora
budeme nazyvanakresa.

Jednou zloZzkou kazdej zobrazovacej metody jen@tanie do roviny (priemetne), ato
rovnobezné alebo stredové. (Pojem rovnobeznéhaedosttho premietania sa vysvetli
v stereometrii.) Je zrejmé, Ze Ziadne z nich nigjgktivnym priradenim a preto budeme mtsie
priradi’ k priemetu bodu eSte nejakialSiu zloZku, aby sa bijektivnbsiosiahla. Budeme sa
zaoberd len tzv. linearnymi zobrazovacimi metodami ktorych sa bodu priestoru priradi
usporiadana dvojica bodov (ako obrazov jeho &oglth dvoch priemetov do zvolenych rovin
priestoru) alebo bod a redldeslo. Pod obrazoniubovd’ného geometrického Utvaru sa bude —
ako obvykle — povaZzo¥amnoZina obrazov vSetkych bodov daného Utvaru. R@obrazovacie
metody sa od seba liSia prave spdsobom zabemiae bijekcie, teda \fbou premietania
a prislusnej priemetndz. Miller (1861 — 1927) (vrcholny deskriptivny geometer ¢@askej
geometrickej Skoly*) rozdelil linearne zobrazovaoetody potia dvoch principov — princip
metddydvochstopa princip metddylvoch obrazovStadium tychto principov presahuje ramec
zakladnej prednasky. V nasom kurze sa budeme zao®&idiom nasledujucich zobrazovacich
metdd: kétované zobrazenieMongeova metédametdoda Sikmého premietanianetéda
pravouhleja Sikmej axonometriametdda stredového premietania

Program prvého semestra (Zobrazovacie metody 1Stereometriall Perspektivna afinita
medzi dvoma rovinamill Kétované zobrazenie
Ciel: Ovladanie koétovaného zobrazenia (princip metadgSenie zakladnych polohovych
a metrickych uloh v tejto zobrazovacej metdde, kohk€ia obrazov z&kladnych pléch a telies
vratane rieSenia polohovych uloh natychto objektoa zaklade poznatkov zo stereometrie
a afinity).
Literatara je uvedena v zavere kazdej z kapitol | — 1ll. Z@kdm — vzBadom na Gvodny tmik
Stadia — jeprednaska



Geometrické zaklady deskriptivnej geometrie
(Stereometria a perspektivna afinita)

| Stereometria

OSNOVA PREDNASKY

Stereometria — elementarna geometria trojrozémerneuklidovského priestorés.
Didakticky systém axiom stereometrie.

Vzajomna poloha zakladnych geometrickych Gtvarquplna klasifikacia).
Rovnobezna vety o rovnobeznosti zakladnych geometrickych addv, kritéria
rovnobeznosti. Vzdjomna poloha troch rovin.

Struktira rieSenia kondtrinej stereometrickej Glohy. Polohové ulohy. Vzajomna
poloha priamky a roviny. Pri&y mimobeznych priamok.

Hranolova [kruznicova valcovp plocha a priestor, ihlanovkruznicova kuZkovd
plocha a priestor, hran@valed, ihlan [kuzd’]. Osnovovdvrcholov§ rovina vzifadom
na prislusnu plochu ajej vzajomna poloha s plochézéajomna poloha vSeobecnej
roviny [priamky] s plochou. Konstrukcie rovinnych rezov zakladnyehes. Guliova
plocha, vzajomné poloha rovifigriamkyj s plochou.

Uhol dvoch priamok. Kolmdspriamky a roviny, kritérium. Existéné vety o priamke
[roving incidentnej s bodom a kolmej na danu rovimwiamkd. Uhol dvoch rovin.
Kolmog® dvoch rovin (kritérium). Uhol priamky s rovinou. dttické vlastnosti
zakladnych telies.

Il Rovnobezné premietanie. Perspektivna afinita

OSNOVA PREDNASKY

Stredové a rovnobezné premietanie Utvarov priedE; do roviny. Zakladné pojmy
(stred premietania, osnova premietania, premietaciamka bodu, priemet bodu;
premietaci Gtvar geometrického Utvady obrys UtvardJ v danom premietani, priemet
GtvaruU, obrys priemetu utvarl). Vlastnosti rovnobezného premietania. Rovnobezny
priemet priamky, sy, trojice kolinearnych bodov, dvojice priamok. \Robezné
priemety zékladnych telies. Pohlkeho veta. RieS@oiehovych a metrickych dloh na
jednoduchych telesach volreom rovnobeznom premietani.

Definicia afinity medzi dvoma rovinami, vlasttio®erspektivna (osova) afinita dvoch
nesumiestnyclisumiestnych rovinnych poli. Zakladné pojmy a vlastnosti, sanuddé
prvky, invarianty. Elipsa ako obraz kruznice v &Bn Vlastnosti elipsy (stred, priemer,
doty¢nice, zdruzené priemery, osi elipsy). Bodové afinkénsStrukcie elipsy
(trojuholnikova, pruzkova, pré&ova, Rytzova konStrukcia osi elipsy zo zdruzenych
priemerov). KonStruiné vyuzitie osovej afinity v rieSeni uUloh o elipggotycnice,
pries€niky s priamkou a pod.).

Elipsa ako rovinny rez rataej valcovej plochy (veta Quetelet-Dandelinova, Q«dia).
Rovnobezny priemet diavej plochy. Ohniskové vlastnosti elipsy (ohniskéujuca
priamka prislichajuca ohnisku). &ljuca a vrcholova kruznica elipsy ako Citg
mnoziny bodov, konStrukcie datyic elipsy pozadovanych vlastnosti.



Perspektivna afinita medzi dvoma rovinami

1 Definicia. Zakladné pojmy a vlastnosti *

Definicia 1.1

Zobrazenief : (a) - ('), : A - A" =f(A), ktoré kazdé tri navzajom rézne kolinearne body
A, B, C zobrazi bd’ do jedného bodu alebo do troch kolinearnych bolo®', C' tak, Ze plati:
(AB'C')=(ABC), sa nazyvaafinné zobrazenigoviny a na rovinu — alebo do roviny &'.

Bijektivne afinné zobrazenié :(a) - (a') sa nazyva afinita medzi rovinamia a'; v pripade
a = a' hovorime o afinite v rovine.

Poznamka
1 Mnozinu bodov, priamok a utvarov nejakej roviywzt'ahu k danému zobrazerfitejto

roviny budeme nazywarovinné pole V zobrazenif : (a) - (a') je (@) rovinné pole
vzorova (a') rovinné poleobrazov Ak pdjde o zobrazenie v tej istej rovine, hovogim
Ze rovinné polia s@umiestnegv opa&nom pripade hovorime reesumiestnychovinnych
poliach.

2 Pod obrazom utvard v zobrazenf rozumieme mnoZzinu obrazov vSetkych jeho bodov,
t.j. U =f(U) ={X: XOU OX =f(X)}.

Priamo z definicie vyplyvaju nasledujlce vlastnadtiného zobrazenia:

Kompozicia konéného pdétu afinnych zobrazeni je afinné zobrazenie.
Obrazl'ubovd’nej trojice nekolinearnych bodov v afinite je nekekrna trojica bodov.
Inverzné zobrazenie k afinite je afinita.

Obrazom priamky v afinite je priamka.

Obrazom dvojice rovnobeznych priamok v afinitely@jica rovnobeznych priamok.
MnoZina v&etkych afinit roviny na seba je grépa.

OO WNPE

Dokaz (niektorych z tvrdeni 1 — 6):

2. 6porom Nech afinita f :(a) - (a') zobrazi trojicu nekolinearnych boday B, C na
trojicu kolinearnych bodow', B', C' aM O (@) je l'ubovd’ny bod. Cahko sa dokaze, Ze obraz
M’ =f(M) by potom lezal na priamk&B' (prezo?); do tejto priamky by sa zobrazili vSetky body
rovinného pda (a), ¢o je v rozpore s bijektivhdsu zobrazenia. (Obr. 1a)

4. Nech jef :(a) - (a') afinita aa 0 (@) l'ubovd’na priamka. Zvtme si na nefubovd’né
dva navzgjom rézne body, B; potom su zrejme navzajom r6zne aj ich obrAzyB' (priamku
nimi urcent ozname m’). NechM je l'ubovd’ny bod priamkya (A # M # B). Pre jeho obraz
M'= f(M) plati: (AB'M')=(ABM) (pres0?), ¢o znamena, %e bod' leZi na priamkent.
Doké&zali sme teda, Ze obraz priamkyako mnoziny vSetkych jej bodov) v danej afinitge
bodovou podmnozinou priamky, t. j. & =f(a) O m'. PretoZe pokh 3 je inverzné zobrazeriié

! Z&kladnym priestorom je trojrozmerny euklidovskieptor, tadiu ktorého je venovana kapitola | (Stenetria).

2 S pojmomgrupy geometrickych transformacii priesto(H,, E;) sa Studenti titel'skej aprobacie oboznamuji
v predmete Geometria 2. VSeobecnejSi fadho grupach transformécii geometrickych priestonozno ziskéa v
seminari vo vySSich tmikoch Stadia.



afinitou, analogicky platff*(m') O a, t. j. m O f(a) = &'. Odtid’ vyplyva zaverf(a) = m. (Obr.
1b)

Obr.la—-c

5. Nech jef : (a) - (a') afinita a priamkya, b stTubovd'né rézne rovnobezky rovinného
pola(a). Stai zostrojt’ 'ubovd’ny rovnobeznikABCD(AB [ a, CD [ b). Ak oznaime priesénik
jeho uhlopri¢ok S, tak pre obrazy vrcholov rovnobeZnika pldC'S)=(BD'S) = -1, t. j.

i Gtvar AB'C'D' je rovnobeznik (oddvodnite), odKkiayplyva zavera' || b'. (Obr. 1c)?

V pripade afinného zobrazenia dvoch sumiestmgeinnych poli nadobdda zmysel skimanie
tzv. samodruznych prvkov zobrazenia, t. j. Utvakdaré su v tomto zobrazeni invariantné (ide o
GtvaryU;, pre ktoré(U;) = U)); pritom nemusi b§ysamodruzny kazdy bod Gtvaldy.*

Definicia 1.2

BodA sa nazyvaamodruznyniinvariantnym) bodom zobrazeni: (@) - (a'), ak platiA =
f(A). Analogicky,l’'ubovdny utvarU, pre ktory platiu = f(U) nazyvamesamodruznym utvarom
zobrazenid. Ak je kazdy bod samodruznej priamky samodruZimgonhime osilno samodruznej
priamke zobrazenid (v opa&nom pripade ide o priamkalabo samodruznuAnalogicky, ak su
vSetky priamky incidentné s danym samodruznym bodamodruzné, nazyvame tergino
samodruznyrbodomzobrazenid (v opa&nom pripade hovorime o bodkbo samodruznom

Definicia 1.3
Afinita f :(a) - (a'), v ktorej st v8etky body jednej priamky samodrys#nazyvasova
(perspektivnpafinita. Priamku samodruznych bodov nazyvamseu afinityf.

Vlastnosti osovej afinity vyjadruje nasledwieta:

Veta 1.1
1 Nechf:(a) - (a') je neidentickéosovéafinitasosouo. Potom vetky priamkpA (A [7

(a), A =f(A) # A) patria do tej istej osnovy priamok (sU navzjavnobezng).

Osova afinita dvoch nesumiestnych rovinnych jgotbvnobeznym premietanim.

3 Nech f:(a) - (o) je neidenticka osova afinita simiestnych rovinnyxii rézna od
elacie. Potom deliaci pomeA'AA), kde Ay = AA n o, je konStantny pre vSetky body
A rovinného péa (a).

N

® 3 prikladmi afinnych zobrazeni sa mozno obozianaviceniach v zavere tohto paragrafu (eiia 3, 4).
* Napriklad v osovej simernosti s osoje samodruzna kazda kruznica, pre ktor( je os mimsé priemerovou
priamkou; pritom si samodruzné prave dva body takejznice.



Dobkaz

1. a) Predpokladajme, Ze ide o sumiestne rovinnéap#élietoze afinitd nie je identickym
zobrazenimf(# I), existuje bodA rovinného péa (a), pre ktory platiA’ = f(A) # A (tedaA O o,
A' [0 0). Ozn&me p priamku incidentnt s bodmii, A’ a 1 jej samodruzny bod (1 3 1ak nejde
o elaciu). Pretozé& A, 1 - A, 1, je priamkap = “Al samodruZznou priamkou zobrazehia
Dokazali sme, Ze vSetky priamky incidentné s bodoj@ho obrazom su v osovej afinite dvoch
sumiestnych rovinnych poli slabo samodruznymi pkiami zobrazenia; v pripade elacie
(definicia 14) tento fakt vyplyva z vlastnosp:|| o = p' || 0. (Obr. 2a)

Obr.2a-c

Zvd’me sidalsi bodB (B # A, B I 0) a skimajme vlastnosti bodsl = f(B). Zostrojme
priamku m prechadzajucu bodorB arovnobeZnu s priamkop. Jej obrazom je priamka
rovnobezna s priamkop prechadzajuca samodruznym bodorm o = 2, t. . m = nT. Teda
vSetky priamky incidentné s bodom a jeho obrazomnigpaavySe do tej istej osnovy priamok.
(Dokaz pre elaciu sa ponech&viate’ovi.) Zrejmé je konsStrukcia obrazB' bodu B, ato
pomocou priamkyAB. Ak tato priamka ma& samodruzny bod 3'ztak jej obraz v zobrazefi
prechadza bodmi\', 3 (v pripade rovnobeznosti s osou o je i obraz pgkianevnobeZzny s osou
afinity a prechadza bodo). V pripade incidencie bodsi s priamkouyp zostrojime obraz bodu
B vyuZzitim pomocnej dvojice bodd¥, C' =f(C) (C O p) ziskanej analogickym postupom.

b) Predpokladajme, Ze rovinné polta,((a’) su nesumiestne. Vtedy je osou afinity priamka
0= a n a' arovnobeznaspriamokAA, BB je dbésledkom invariantnosti deliaceho pomeru:
(AB1l) = (AB'l) (1="ABn o= 1=1). (Obr. 2b)

Tvrdenie2 vety 1.1 je désledkom bodu 1b dékazu.

3. Z konStrukcie bodB' v bode 1 vyplyva: B'BBy) = (A'AA); stai pouzi’ vhodné dvojice
rovnd’ahlych trojuholnikov na obrazku 2c.

Definicia 1.4

Osnovu slabo samodruZznych priamok incidentngdiodmi aich obrazmi v danej osovej
afinite nazyvamemer afinity Ak do tejto osnovy priamok patri os afinity, hooe oelacii, ak
je smer afinity kolmy na jej os, idepsavouhli osovu afinituDeliaci pomer A'AAy) z bodu 3
vety 1.1 sa nazyveharakteristika osovej afinity

Dosledok
Medzi 'ubovd’nymi dvoma rovinnymi rezmi na tej istej hranoloy#pche alebo kruZnicovej
valcovejplocherovinami,ktoréniesi osnovovani navzajom rovnobezné,\jetah perspektivnej



afinity, ktorej osowo je priesénica rovin rezu. Dvojicu bodov vzor — obraz dostaeea tej istej
tvoriacej priamke plochyako jej prieséniky s rezovymi rovinami. (Na obr. 3ge=a n a')

Obr. 3

Dalej dokaZemeakladnt vetw ueni afinity dvoch rovinnych poli. Z &itych dévodov,
ktoré sa ozrejmia v priebehu dbkazu vety, dok&Zemagprv zjednoduSené tvrdenie pre
perspektivnu afinitu dvoch sumiestnych rovinnych.po

Veta 1.2
Perspektivnafinitaroviny nasebge urcenaosouo a usporiadanodvojicounavzajom réznych
bodovA, A, z ktorych Ziaden nelezi na priande

Dokaz

a) (existencia

Necho, A, A" su priamka a body roving poZzadovanej vlastnosti. Najprv dokadZzeme, Ze
existuje perspektivna afinitav rovine a, ktora ma o a zobrazuje bod do boduA’ = f(A).
K tomu st&i urobi’ nasledujacu konstrukciu: 1. Zfrmae siTubovdnu rovinu S tak, aby mala
s rovinou a spol@&nd prave jednu priamku, ato priamkg 2. zvdme siTubovd’ny bod A
roviny B, neleZiaci na priamke. UvaZujme o perspektivnych afinitatth’, pre ktoré je priamka
0 osou/f(A) = A", %(A") = A’ a'f: (a) — (@), %: (&) - (a'), pricom nositékou rovinného pta
(a") je rovinaB a dvoch zvysnych rovinnych poli rovima(obr. 4a). Kompozicia= % - 'f je
afinitou so silno samodruznou priamkoyo je silno samodruznou priamkou oboch zobrazeni
(i=1, 2)),t.].fje perspektivna afinita poZadovanych viastno&d&yvodnite, préo f(A) = A'.)

Obr. 4a, b

® Tato dvojica bodov mdze leZaalubovd’nej osnovovej priamke vZadom na danu plochu, nemusi dstvoriacu
priamku. Napriklad pri kruznicovej valcovej plochatasto pouzivaju priegeiky osi plochy s rovinami rezov.



b) (jednoznénog, t. j. nezavislosod konstrukcie)

Treba dokaza Ze zobrazenié¢ nezavisi od viby roviny S a vyberu bodwA”™ O B To uz
vyplyva z konstrukcie v roviner, obrazoml'ubovd’ného boduB [ (a), B # Avo vSetkych
afinitach s osow, ktoré zobrazuju bod do boduA', je bod ten isty bod' (zostrojeny poth
predchadzajuceho (obr. 4b); konStrukcia pri inyolopach bodB uz bola vysvetlena v dékaze
vety 1.1). Perspektivna afinita poZadovanych vizstirje preto jedina.

Poznamka. Perspektivnu afinitu genu osow a usporiadanou dvojicou bodov vzor — obrAz (
A') budeme vSadéalej ozng&ova f(o; A, A).

Désledok.Kazdu perspektivnu afinitu roviny na seba moZnadyii v tvare kompozicie dvoch
rovnobeznych premietani (nek@éne mnoho spdsobmi).

Veta 1.3(zékladna veta ukeni afinity)
Afinita f :(a) - (@) je ukena trojicou nekolinearnych bodéy B, C a trojicou ich obrazov

A, B, C' (vdanom poradi).

Dokaz

a) (existencia

Nech st dandubovd’né nekolineérna trojica bod@\y B, C rovinného péa (a) alubovd’na
(tiez nekolinearna; pte?) trojica bodovA’, B', C' v rovinnom polia’. Tétocas’ dékazu je
konStrukna;,zostrojime“aspad jednoafinnézobrazenié tak, abyf(A) = A', f(B) =B af(C) =C..

Nech'f je rovndahlos’ v rovine a (tato rovina je nositéa rovnomenného rovinného lja)
so stredomnapr. A a koeficientom'k = | A'B/| : [ AB|. Obrazy bodov v tejto roviiahlosti
ozna&melavym hornym indexom ,1% Platff: A, B, C A, B, 'C (t. j. | *A'B| =|AB'|) a'f:
(a) - ().

Nech? je ,premiestnenie” rovinného pa () (t. j. zhodnostné zobrazenie) do roviny
(nositd’ka rovinného pta (a')), pre ktoré plati*f (*A) = A, % (‘B) = B' (takéto zhodnosti st dve;
vyberme ktorukiévek z nich) (obr. 5a).

Na zaver nechf je perspektivna afinita v rovine’ s osou v priamke” A'B', v ktorej je
obrazom boddf (*C) bod C'. Je zrejmé, Ze v3etky zobrazelfiéi = 1, 2, 3) st afinity, odkla
vyplyva, Ze aj ich kompozici¥ - *f - 'f = f je afinitou. Z konstrukcie je zrejmé, Ze afinftsna
pozadované vlastnosti.

B'?
S B=(B) AP
Co‘ ',,' DI
I o..
. M
’ “.’ M/.,'o.- el
o N C’o
A oD .
6 A

Obr. 5a, b

b) {ednoznénog, t. j. nezavislos zobrazenid od vyberu afinitf (i = 1, 2, 3))
Jednozn&nog’ vyplyva z invariantnosti deliaceho pomerd’ubovd’nej afinite. Vyberme si
I'ubovd’ny bod D rovinného pda (a). Aspai jedna spojnica bodD s niektorym vrcholom
trojuholnikaABC pretina spojnicu zvySnych vrcholov; na obr. 58B n “DC = M. Pre obraz



bodu D v afinite f:(a) - (a') plati: (D'C'M')=(DCM), kde bod M’ moZno zostroji na
zéklade rovnost{AB'M’) = (ABM). Takto zostrojeny bod' je obrazom bodi vo vietkych

afinitach, ktoré zobrazuju v danom poradi baddyB, C do bodovA', B', C', ¢o znamena, Ze
afinita pozadovanych vlastnosti je prave jedna.

Désledok

1. Kazdu afinitu moZzno vyjadtiv tvare kompozicie osovej afinity a podobnostitoa
v 'ubovd’nom poradi a nekotiee mnoho spdsobmi.

2. Medzi rovnhobeznymi priemetmi dvoch rovinnychaezej istej hranolovej (kruZnicovej
valcovej) plochy réznobeZznymi rovinami, z ktorycliadna nie je premietacou ani
osnovovou rovinou vdlmdom na danu plochu, je fah perspektivnej afinity. Osou
afinity je priemet priessice rezovych rovin a dvojica bodov vzor — obrazvjerena
priemetmi dvoch réznych priesgikov 'ubovd’nej osnovovej priamky (viadom na
dant plochu) s rovinami rezdv.

Do6kaz.Pod’a d6sledku za definiciou 1.4 k danej plodha rovinAma, a' pozadovanych
vlastnosti existuje perspektivna afinta a n P - a'n P. Ak ozn&ime g rovnobezné
premietanie, veah priemetov rovinnych rezov vyjadruje nasledugliagram:

(an P) L (a'n P)
9y 9y
(a’ﬂ P)l (0" N P)]_

Pretoze rovinya, a' nie sU premietacie, rovhobezné premietan®iZzenéna tieto roviny
uréuje perspektivnu afinitu medzi kazdou z nich agegmetom do priemetne. Je zrejmé, Ze
kompozicia ¢/a’) ° f - (g/a)™* je afinitou medzi rovnobeZnymi priemetmi rovinnyoezov
plochy P rovinami a a a' (rovnobezné priemety maju dolny index ,1“). Silnansodruznou
priamkou tejto afinity je priemet prie&@ce rovina n a', ide teda o perspektivnu afinittn
bolo treba dokaza

2 Obraz kruznice v afinite

Definicia 2.1

Obraz kruZnice v afinite ktora nie je zhodn@su ani podobna®l?, sa nazyvalipsa Obraz
priemeru kruznice nazyvampriemer elipsya obrazy dvoch navzajom kolmych priemerov
kruZnice zdruzené priemery elipsyotycnicou elipsynazyvame priamku, ktora méa s elipsou
prave jeden spotmy bod ase’nhicou elipsypriamku, ktora ma s elipsou spdf@ prave dva
body. Obrazom tetivy kruZnice jetiva elipsy

Poznamka
Z vlastnosti afinity je zrejmé, Ze domyca,resp.senicaelipsyk’ je obrazondoty¢nice,resp.
senicekruznicek v afinitef: ki— K'.

® Ak bod M lezi na priamke incidentnej s niektorou stranajutiolnikaABC, d6kaz je analogicky, pozostava len
Z jedného kroku.

" Touto priamkou mdZe ltyi 'ubovd’na tvoriaca priamka alebo os plochy.

8 Synteticky vyklad zhodnostnych a podobnostnychrazéni a ich aplikacie v rieSeni Gloh je &me zhrnuty
v uéebnom textg4].



Désledok(priamy désledok definicie
1. Rovinnym rezom kruzZnicovej valcovej plochy ramin ktora nie je osnovovou rovinou
vzh'adom na danu plochu, je elipsa alebo kruznica.
2. Rovnobeznym priemetom kruznice, ktorej rovina f@ premietacia, je elipsa alebo
KruZznica.

V dalSom texte sa budeme ventwadvodeniu vlastnosti elipsy, jej priemeru, zdryadn
priemerov a dot§nic. DokadZzeme, Ze elipsa je stredova krivka amé dsi sumernosti
prechadzajuce jej stredom. Odvodime aj niektom®zlicnych Hadisk dbolezité afinné bodové
konstrukcie elipsy’, ohniskovi ,definiciu“ elipsy pomocou vety Queteleej-Dandelinovej
o rovinnych rezoch rotaej valcovej plochy a poznatok o rovnobeznom priemguovej
plochy.

Nech f :(a) - (a') je rubovd'na afinita & O (@) l'ubovd’na kruZnica so stredo® Ak

oznaime KL 'ubovd’ny z priemerov kruznic&, tak pre jeho obrakK'L' v danej afinitef plati:
(KL'S') = (KLS) =-1. To znamena, ze elipka= f(k) mastred simernosti

Ozné&me d’alej MN priemer kruznice, ktory je kolmy na priemEL. (obr. 6). Skimajme
invariantné vlastnosti oboch priemerov atiom na afinituf. Necht- je dotynica kruZnice
kv bodelL. Tato dotgnica je rovnobezna s priamkddN, ¢o poda vlastnosti 4, 5 afinnych
zobrazeni (vyplyvajtcich priamo z definicie) znaderef(t") je dotyknica elipsyk' rovnobezna
s priamkouf(MN) = © MN'. Useky K'L' a MN' s zdruzenymi priemermi elipdy, odkia’
vyplyva vlastnog dotyc¢nic v krajnych bodoch daného priemeru elipsy uvadenasledujlce;j
vete v bode 2.

Obr. 6a, b

Nech jeUV se&nicou kruznicek, ktora je rovnobezna s priemerdvtN a nie je priemerovou
priamkou. Potom sl navzajom rovnobezné i priaraky’ a M'N' '°. Konstrukcia tetivyU'V’
elipsyk' je zrejm4; sté& pouzt’ rovnos’ nasledujucich dvojic deliacich pomer@od’a obrazka):
(MU'T) = (MU1), UV'2) = (UV2) = -1, kde 1 =MU n "KL a2 ="UV n "KL
(konStrukcia obrazov bodov 1, 2 je trividlna). Adovyplyvajuci poznatok o mnozine stredov
vSetkych tetiv elipsy rovnobeznych s jednym jejeprerom je sformulovany v bode 3
nasledujlcej vety.

° Prioritnym ci¢om je aplikécia v deskriptivnej geometrii, preddige poznatky o priemete kruznice a elipsy v
rovnobeznom i stredovom premietani.
19y znamena viadgalej obraz Gtvarl) v danej afinitef.



Veta 2.1
1. Elipsa métred sumernostje stredova krivka).
2. Dotynice v krajnych bodoch priemeru elipsy su rovnoléegm zdruzenym priemerom.
3. Senice elipsy, ktoré su rovnobezné s jednym z jegmperov, su zdruZzenym priemerom
rozpd’'ovane.

Dokazeme'alej,Zeelipsama dvenavzajonkolmé osi sumernosti. omu je potrebné uviés
pojem tzv.hlavnych smerosfinity.

Definicia 2.2
Dve navzajom kolmé osnovy priamok, ktorychaayr v danej afinitd st navzdjom kolmé
osnovy priamok, nazyvanidavné smengafinity f.

Poznamka. Najprv dokdZzeme korektnsdefinicie, teda existenciu dvoch osnov priamok
pozadovanych vlastnosti. Raddésledku 1 za vetou 1.3 &talokdza existenciu hlavnych
smerov Vubovdnej perspektivnej afinite dvoch sumiestnych rovoinypoli. Vyplynie to

z nasledujucej konstrukcie.

Nech f :(a) - (a’) je Tubovd’na perspektivna afinita, ktora nie je pravouhigo;( A, A')).
Zostrojime priamky patriace do hlavnych smerovechpéadzajuce bodos Ak existuje dvojica
priamokm, n poZzadovanej vlastnosti a ozime ich samodruzné body 1, 2, tak plattA2 [
O01A'2 OR (R je ozn&enie praveého uhla). Bod, A’ teda leZia na kruznidip s priemerom
v priamkeo. Tato pomocnd kruZnica ma stred na priamkena osi usky AA, ¢im je ukena.

Jej prieseéniky s osouw afinity f su body 1, 2 alladané priamky patriace do hlavnych smerov su
priamky ~ 1A, ~2A. (Obr. 7)

C/
________________ T ~<>l]I "
A , 2B’
s’
R e
DI tBI

Obr. 7a, b

V pripade pravouhlej afinity, ktor4 nie je wsa sumerna®u, patria do hlavnych smerov
priamky oa “AA' ; v pripade osovej sumernosti je takych dvojic po& nekonéne mnoho
(preco?).

Ak priemeryKL, MN kruznicek (z predchadzajucej konStrukcie, obr. 6) patrishdvnych
smerov afinityf, tak vlastnog 3 elipsy z vety 2.1 znamena, Ze priamkK'L' a “ MN' sua
osami sumernosti elipgy (ak f nie je osovou sumerngsu). Na obr. 7b su priemery elipsy na
jej hlavnej, resp. vdjSej osi oznéené A'B', resp.C'D’ .MdZeme teda definova
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Definicia 2.3
1. Stred sumernosti elipsy nazyvasteedom elipsy
2. Osi sumernosti elipsy budeme nazy/gaami elipsy
3. Hlavna oselipsy sa nazyva ta z oboch osi, pre ktorl priesieu incidentny je Vvési;
druhd z osi jevedajSou osouelipsy. Pod pojmom hlavna a Jv@gBia os elipsy
rozumieme niekedy i priemer elipsy na tejto oside hovorime potom oike hlavne;
a dzke vedajsej osi elipsy.

V rieSeni nasledujucich prikladov budeme destrona’ pouZitie osovej afinity na rieSenie
konsStruknych uloh o elipse (konStrukcia débic elipsy pozadovanej viastnosti, konstrukcia
osi elipsy, ak pozname dvojicu jej zdruzenych paema, a pod.). Metédou rieSenia vSetkych
tloh bude pouzitie vhodnej osovej afinity, ktordmmzi dana elipsu do kruznice. Toto mozno
urobit’ nekon€ne mnoho spésobmi; za os afinity si mozno zvilbovd’nu priamku rovinného
pola danej elipsy. Vhodny vyber osi afinity m6Ze ri@géailohy znane zjednodusi

Priklad 1. Dana je elips& dvojicou zdruzenych priemerd<l, MN. Zostrojte dotynice elipsy
k, ktoré: a) prechadzaju danym bodof priemerovef" priamky KL; b) st rovnobezné
slubovd’nou danou priamkop.
RieSenie

a) Zvol'me si osovy afinitd s osou napr. v priamke = ~ KL.* Afinitu douriime obrazom
f(M) = M' boduM tak, aby obrazom elipgybola kruznic&'. Obrazom zdruzenych priemerov
elipsy musia by navzajom kolmé priemery kruZnice; ak vezmeme dzhynincidencilkKL O o,
t. . K=K aL = L', kruznicak' je utena priemeronK'L'. Bod M’ kruznice mozno vybita
dvoma spdsobmi tak, aby priemkerN’ bol kolmy na os afinity (obr. 8ahal3ia konstrukcia je
zrejma z definicie a vlastnosti elipsylddané dotynice su obrazom dofpic kruznicek'
prechadzajlcich samodruznym bod®&n= R v inverznej afinitef . (Zrejme stai zostroji’
jednu z nich a poufivlastnos 3 z vety 2.1.)

. /
P M 1
t

L

R

It 208

S5
e
7

Obr.8a, b

b) Osovuafinitu f sizvolmeanalogicky aka rieSenpredchadzajucej tlohy tak, abyk) = k'
bola kruznicaf((o = “KL; M, M"). Doty¢nice elipsy pozadovanej vlastnosti sa v zobrateni
zobrazia do dotynic kruznicek’, ktoré su rovnobezné s priamké&p) = p'. Je preto vyhodné
umiestni’ priamkup do boduM; jej obrazp' bude uéeny samodruznym bodom 1 = tkjto
priamky a bodomM’ (to isté mozno dosiahrikonstrukciou priamky rovnobeznej s priamkou

' Priemerovou priamkou elipgynazyvame kazdu priamku incidentnfudovd’nym jej priemerom.
12 Motivéacia pre vébu osi afinity je zrejma; leZia na nej tri bollyL, R, ktoré st samodruznymi bodmi zobrazenia.
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a prechadzajucej bodorv) (obr. 8b). RieSenim Uulohy su obrazy duotic kruznice K
rovnobeZnych s priamkoaM'1 v inverznej afinitef . Navy$e st obe dalgice simerné pdd
streduSelipsy,¢o mozno pri konstrukcii vyhodne podZi

Priklad 2. Dana je elips& dvojicou zdruZzenych priemerd{L, MN. Zostrojte jej osAB, CD.
RieSenie

Zvd'me si vhodnl perspektivnu afinitd : (a) - (@), ktorad dand elipsik zobrazi do
kruznice k. Aby sa konstrukcie vzorov a obrazov Utvarov nkgneali, zvd’me si za os afinity
doty¢nicu v krajnom bode niektorého z priemerov, naphode M a kruznicu k' zostrojime
v polrovine opénej k polrovine s hranicou v tejto détyici obsahujticej danu elipsu. Priamka
=0 =0 je dot¥nicou Hadanej kruznice, odkiaryplyva konstrukcia jej stred&' . Priemer tejto
kruZnice je totiz zhodny s priemeroKL elipsyk (KL || o = KL O K'L") (obr. 9). Priemery
A'B', C'D' kruznice k', ktoré sa zobrazia do osi elipsy, lezia na priazhkpatriacich do
hlavnych smerov afinityf, odkid’ je zrejma ich konstrukcia (konStrukcia hlavnychesov je
vysvetlena v poznamke za definiciou 2.2). Na olugekzostrojeny len kolmy polprieme3D’
k priemeruA'B' kruznicek'.

Obr. 9

2.1 Afinné konstrukcie elipsy a jej doty  €nic

V nasledujucom texte odvodime niektoré, prekdptivnu geometriu ni uzitatné bodoveé
konStrukcie elipsy a jej dotpic. Tieto konstrukcie s odvodené z perspektiafiejty medzi
kruZnicou a elipsou, preto ich nazyvame afinnymrmatoukciami elipsy. Bude tarojuholnikova
apruzkova bodova konstrukciaRytzova konStrukcieosi elipsy z dvojice jej zdruZenych
priemerov, prieckova konStrukcia a konStrukcia ddtyic elipsy rovnobeZznych s danou
priamkou. Nejde len o bodow#& doty¢nicové konStrukcie elipsy; ukdZzeme si aj niektar@ i
aplikécie v rieSeni rozmanitych uloh o tejto krivke

Trojuholnikova a pruzkova bodova konStrukcia elipsy

Nechk O a je T'ubovd’na kruznica @B, CDIAB dva jej priemery. Zvime silubovd’nu
pravouhld perspektivnu afinifw rovinea (s osow = “AB), t.j. f :(a) - (a'), f(o; C, C'), kde
bodC' je vnutornym bodom priemer@D. Obrazom kruZnic& v tejto afinite je elips&k’' s osami
AB', C'D'(A =AB =B). Oznd@me si: |AB =2a,/C'D|=2b. Pre obrazM'ubovd'ného
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boduM kruznicek plati (M 'I\/IMO) = (C'CC,) = b/a (charakteristika afinityf ). Ale (C'CC,) =
(MMC,), kde M OC,M n k (k je kruZnica s priemeror@'D'), t. j. (MMC,) = (MMM,), ¢o

plati prave vtedy, k& st priamky MM'aCyMg navzajom rovnobezné. Z toho vyplyva tzv.
trojuholnikova bodova konStrukcia elipgga obr. 10 su vrcholy pravych uhlov niékgch
vyznasenych trojuholnikov bodmi elipgy). **

Obr. 10

V tej istej konStrukcii zostrojme bod 2 CD tak, aby utvarSMM' 2bol rovnobeznikom
aozngme: 3 =M n o. PretoZe aj GtvaBMM '3 je rovnobeznik, platiiM'2|=a,[M'3=b. To
znamena, ze ak sa pohybujedksedzky a (s krajnymi bodmi 2M") tak, Ze jej krajny bod 2 sa
pohybuje po priamk€D a jej vnutorny bod 3, ktorého vzdialetiazd boduM' sa rovnéb, po
priamke o, tak druhy krajny bodM' opisuje elipsuk’. Tato bodovi konStrukciu nazyvame
rozdielova ,prazkova“ bodova konstrukcia elipsy @mo ju vykond pomocou pruzka papiera,
na ktorom su vyzrgené body 2, 3M' pozadovanych vlastnosti).

Rytzova konstrukcia osi elipsy danej dvojicou zdruénych priemerov

Vychodiskom konstrukcie je pravouhléa osovaitdi f : (a') - (@) z trojuholnikovej bodove;
konstrukcie elipsyf(o = A'B'; C', C). Zvao'me silubovdné kolmé priemeryK'L', MN'
kruznice k' ; ich obrazyKL, MN v afinite f s zdruzenymi priemermi elipdy Na obr. 11a) su
zostrojené pomocou trojuholnikovej konStrukcie lgrislusné polpriemery. Budemd'dua’
odpovel na otazku, aky je ¥ah zdruzenych priemerd<, MN elipsyk a jej 0siAB, CD.

Nechg je otatenie v rovine kruznice so stredom v ba8epre ktorég(K’) = N, t. . ide
o otaenie o pravy uhol. PlatiAK'K1O A2NN' (usu) (ide o trojuholniky z trojuholnikovej
bodovej konstrukcie bodo aN elipsyKk), t. j. bodg(K) = 'K je Stvrtym vrcholom ohidnika
s tromi zvy3nymi vrcholmi 2N, N". Ak oznaime pries&niky jeho uhloprigky N*'K s hlavnou,
resp. vetiajSou osou elipsy rimskyntislicami I, resp. Il, plati:

13 v ortonormalnejuradnicoveplstave $azou<O = S x = 0, y> ma dana kruznic& rovnicu: X + y* = a” a
pravouhla osova afinithanalytické vyjadreniex’ = x, y'= (b/a)y. Odtid’ jednoducho vyplyva, ze pre kazdy biwl
elipsyk” (M"= (o, Yo) plati: &o)?/a® + (yo)?/b? = 1 (*). Obratene, kazdy bod, ktorého stradmigey, spiaju va'ah
(*), je bodom elipsyk’. To znamena, Ze rovnice:/a’ + y*/b* = 1 je v danej baze rovnicou elipsy
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INOS2 O1I'K, I'K OSN'OIIN, (I 1l O) = —1(O je stred spomenutého didika) adl SIl DR
Tymito vz'ahmi — pri danej dvojici zdruzenych priemendk, MN — je dana konstrukcia bodov
[, 1l leziacich na Badanych osiach elipsy. Na obrazku 11b je urobendtkakcia bez pomocnej
kruznicek'.

Obr. 11a, b

Prie¢kova bodova konstrukcia elipsy danej dvojicou zdrugnych priemerov

Najprv dokazeme spravnogdnej bodovej konstrukcie kruzZnide ktora je dané dvojicou
kolmych priemerovKL, MN. Invariantnog tejto konStrukcie vzZtadom nalubovd’na afinitu
zarituje jej platnos i pre elipsu. Nech bo je jednym vrcholom Stvorca dotykajuceho sa
kruznicek v krajnych bodoch jej danych kolmych priemerovr(al?a). Zvdme siTubovd’ny
vnutorny bod jedného z danych priemerov (okremdstr®kruznice k), napr. bod 100 MN
a zostrojme bod 21 PM tak, aby priamka 12 bola rovnobezna s priamR&uPotom priesénik
T priamokK1 alL2 je bodom kruZnicé a navySe, priamka3 (kde bod 3 je Stvrtym vrcholom
rovnobeZnika so zvy$nymi tromi vrcholmig, L) je dotynicou kruZnicek v bodeT. *°

Obr. 12a, b

“Bod O je stredom kruZnice s priemeror, lincidentnej so stredor8 elipsyk.

1>V prvom pripade std dokaza, Ze uholKTL je zhodny s pravym uhlom. To vyplyva z kolmosti dvadvojic
strdn zhodnych pravouhlych trojuholniko8Ka 2PL (veta sus) (pi®?). V druhom pripade rovnobezigsiamok
K1, S3 implikuje kolmog priamok S3, TL; ak vezmeme do Uvahy zhodriasse&iek SL, ST, ako aj prislusnas
bodovL, T k navzjom op&ym polrovindm s hranicot S3, znamena to, Ze body, T st simerne zdruzené fad
priamky S3. Dosledkom je zhodnosihlovSL3 aST3, ¢o znamend, Ze priamKa je dotgnicou kruznicek.
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Pomocou osovej afinity mozno odvodij nasledujucu konStrukciu daétyic danej elipsy,
patriacich do danej osnovy navzdjom rovnobeZnyctanpk. Pre jej jednoduchtsju
zaralujeme medzi najdOlezitejSie konStrukcie, s ktorysai budeme stratav deskriptivnej
geometrii pri zobrazovani kruZnicovych valcovyclhghl v zobrazovacich metédach zaloZzenych
na rovnobeznom premietani.

Nechk O a je l'ubovd’na kruznica &L, MN O KL dvojica jej navzdjom kolmych priemerov.
Zvol'me silubovd’nu osovu afinitd (ktora nie je zhodnostnym zobrazenim) v rovingak, aby
jej oso bola réznobezna s priamkakiL, MN a smer afinity aby patril do danej osnovy priamok
{m} (priamkam nie je pritom rovnobeZna s osowani so Ziadnym s priemerd{L, MN). Afinita
fje ukena:f(o; S S') (S # 9. Budeme hada suvislos medzi dotgnicami danej kruznice,
ktoré su rovnobezné s priamkoua dvojicou danych kolmych priemerov kruznice. (Q8a)

Zostrojme priemerova priamku kruznicek kolmu na priamkun a kolmé priemety dvoch
krajnych bodov jej navzajom réznych priemerov, n&rM na priamkun; ozna&me tieto body
(v danom poradiXo, Mo. Plati: AKSKy 0 ASMM, (usu), t. j.KKo OO SMy a méZzeme vyjadfi
vzdialenog hradanych dot§nic kruznicek od jej strediBtakto:

d = ISK,[* +[KK [ =[SK[” +|SMyf (1)

Obr. 13a, b

Potom dotynice 't (i = 1, 2) kruznicek (pozadovanej vlastnosti) su slabo samodruznymi
priamkami perspektivnej afinitfy a vaah (1) vyjadruje i vzdialendsdoty¢nic elipsyk’ = f(k)
(rovnobeznych s priamkam) od jej streduS' . Je zrejmé, Ze konstrukcilzéty d mdzeme urolsi
bez toho, aby sme poznali origindlnu kruzniGustai pozna dvojicu zdruZzenych priemerov
K'L', MN' elipsy k' (kolmé priemety dvoch krajnych bodov réznych preav elipsy na
priamkun su totiz tie isté bod¥o, Lo, ako v pripade kruznice). NavySe priamksi mézeme
zvolit tak, aby bola priemerovou priamkou danej elipsgtyRové bodyT elipsy s priamkamit
(i = 1, 2) zostrojime pomocou péeovej bodovej konStrukcie elipsy uvedenej vysSie.
(KonStrukcia bez pomocnej kruznice je bez komentéedend na obr. 13b. Pre zjednoduSenie
Zapisu su — v porovnani s vykladom v a) — ¢eng& vSetky Utvary bedarky.)
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Veta 2.1

1. (Veta Queteletova-Dandelinova alelg@-D veta) Rovinnym rezom rataej valcovej
plochy rovinou, ktora nie je osnovovou rovinou Fattom na plochu, ani kolma na os
plochy, je elipsa, ktorej ohnisk& (i = 1, 2) st dotykové body gavych pléch vpisanych
do danej valcovej plochy s rezovou rovinou. Yagdia os elipsy je zhodna s priemerom
2r valcovej plochy a hlavna os mdZzku 2r/sing, kde ¢ je ve’kos' uhla tvoriacich
priamok plochy s rovinou elipsy® ,

2. Elipsa je mnozina v3etkych bodov roviny, ktordjimod danych dvoch pevnych bodév
(i = 1, 2) tejto roviny konStantny &ét vzdialenosti (Wi nez vzdialena'spevnych
bodov). .

3. Elipsa je mnozina vSetkych bodov roviny, ktor@jimod pevného bodlF a pevnej
priamky'f tejto roviny (F O 'f) (i =1, 2) konstantny podiel vzdialenosti, menss i.

Pred dékazom vety definujme niektoré nové pojyskytujice sa vo vete.

Definicia 2.4 _
Pevné bod{F (i = 1, 2) z predchadzajlicej vety sa nazywajhiska elipsy pevné priamkif

urcujuce (riadiace) priamky elipsy Hovorime, Zeurcujica priamka'f prislicha ohniskuF

elipsy. Dzku Gséky 'FSnazyvamdinearnou excentricitoelipsy (s obvyklym ozrgenime).*’

Dokaz (vety 2.1)

VSetky utvary budeme zobrazéve pravouhlom premietani do roving kolmy priemet
kazdého GtvarW do roviny 7sa bude ozrava’ indexom ,1% t. j.U;. Priemetfiu 77si zvd’me
tak, aby prechadzala osawplochy a bola kolm& na rovina rovinného rezu. Potom obrysom
priemetu valcovej plochy/(o; r) su tvoriace priamkya, b plochy V v priemetni, priemetom
roviny a je priamka a priemetom elipgy=V n aje Us€kaA;B; (A=an a,B=bn a).

VpiSmed'alej do valcovej plochy dve gové plochyG ('S r) tak, aby sa dotykali roving
aozngme:Vn 'G={'},"10'A,'Gna="F,'An a="f(i=1, 2). (Obr. 14)

Obr. 14

1) NechM 0Ok je 'ubovd’ny bod am tvoriaca priamka plochy nim prechadzajuca. Ak ¢zne
ma 1 ={'L} (i=1,2), tak platifM F|+|M ¥| =M Y] +|ML| =['Ll] = |';’L,| = konstantago je

*° OhniskdF elipsy st pevné body z odsekov 2, 3 tejto vetydiitsa definovaeste pred jej dokazom.
7 Ak oznaiime 24, resp. ® dizku hlavnej, resp. védj3ej osi elipsy, tak pre linearnu excentrigitwanej elipsy
zrejme plati veah: € + b?= a’. Dokéazte.
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dosledok rovnobeznosti priamky s priemeiou. BodyA, B taktieZ patria elipsk, odkid’ mame
|A'F| +|A’F| =|B'F| +|B°F| = A'F OB°F DAF LB'F, t.}. |A'F|+|A°F| = |A'F| +|B'F| =|AB]. *°

Je zrejmé, Ze priamksB je jednou osou elipsl; druha oCD je preto kolma na priemat,
t. j. CD| =2r, odkid’ vyplyva, Ze priamkaB je hlavnou osou a prislusna konstantu mézeme

oznait 2a. Platnos vztahu2a = 2r/sing je zrejmaz pravouhlychtrojuholnikov'SS'F (i = 1, 2)
s preponou ktky a a uhlom s vikostou ¢ pri vrcholeS,
Ak ozngimeM ={X; X O a D‘X]F‘ +‘X2’F‘ =2a}, tak sme zatiadokazali inklGziuk O M.

V d’alSejcasti dokazeme, Ze i kazdy bod mnoZiviyje bodom danej elips

2) Najprv si odvodime bodovii kondtrukciu mnoZihy, ak st dané pevné bodyF, °F

a konstanta@> | 'F ?F |. Konstrukcia bodow, B mnoZinyM na priamkéeF °F je zrejma. Kazdy
bod X mnoZinyM patri prieniku dvoch kruznic so stredtfi 2F, pricom si&et dZok polomerov
kruZnic sa rovna@ *° Z tejto konstrukcie vyplyva, Ze vdetky body mngzM leZia v rovinnom
pase wtenom priamkamé’, b° (kazda z priamok prechadza rovnomennym vrchofoateboB,
leZi v rovinea a je kolma na priamkAB) a na kazdej priamke vo vnutri tohto rovinnéhoypas
kolmej na priamktAB lezia prave dva body tejto mnoziny. (Obr. 15)

NechM O M je l'ubovd’ny bod rézny od bodo, B am’ O a priamka nim prechadzajuca,
kolma na priamkuAB. Tato priamka ma s elipsduspolané prave dva bodyM, *M. Poda
bodu 1) dékazu platiM O M; ale pretoZe na priamke’ leZia najviac dva body mnoZimy, je
M = M alebo®M = M. To znamen4, Ze bad je bodom elipsyk. Dokazali sme, z&1 O k.
Zaver. k=M, ¢o bolo treba dokara

2a

—

3) Vra'me sa kpoOvodnej priestorovej konsStrukcii (obr. .1Z)podobnosti pravouhlych
trojuholnikovAM; 'L 'f; aAS; 'F1'S; (veta uu) vyplyva préubovdny z indexov il{1, 2 :

'8 Skompletizovanie ddkazu (d6kaz zhodnosti dvojeiék M 'F, M 'L, ako i dvojic Uséiek A'F, B'F pre i# j; i, |
0{1, Z) sa ponechavétate’ovi. Potrebné poznatky su&#’ou cviceni.

9 Podrobne opisanud ,ohniskovi* konstrukciu elipsyZzmm najs v [2]; tato konstrukcia, ako aj tzv. ohniskové
konStrukcie dotynic elipsy incidentnych s danym bodotnpatriacich do danej osnovy priamokf’alSie vlastnosti
elipsy su témou prvej samostatnej semestralnejepviaredmete zobrazovacie metodiitate’ovi sa odporéa
zamysli¢' nad otazkou, pre aky'ybovd’ne* zvoleny polomer;s< 2a (v ohniskovej bodovej konstrukcii elipsy)
jednej z kruznic sa ziaden bod elipsy nedostarreca.p
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‘M F‘ = ‘M _L‘ = ‘Ml_l_l‘ = ‘Sl_Fl‘ =% < 1. Ak oznaimeN = {(Xx XOalO @:E}, tak sme
ME|[mME| Mt [s's| a Xf| a
dokazali, Zek O N. Analogickym uvazovanim ako dasti 2 dbkazu vyplyva z bodovej
konStrukcie mnoziny\ platnos N O k. Zaver k =N, ¢o bolo treba dokara

Urobime e$te bodov( konstrukciu mnozMypre dany bodF, priamkuf roviny o a pre
pomere:a=1: 2 (obr. 16). Zostrojme najprv body mnozMyna priamke'o (priamka’o lezi
v rovine a, prechadza ohniskonlF aje kolma na wujicu priamkuf tomuto ohnisku
prislichajicu). Takéto body s prave dva; st toybddB pre ktoré: fFPB) = — (FPA) = 1/2
(P ="'o n ). PretozeX'F < X'f, vetkyd'alSie body mnozin\ leZia vo vntri rovinného pasu
uréeného priamkana’, b°, ktoré prechadzaji v danom poradi bodyB a st kolmé na priamku
'0. Zostrojmelubovd’ny bodM tak, aby sa jeho vzdialertbsd ukujicej priamkyf rovnala
predpisanému kladnému reélnettisiu 2 a vzdialenog od ohniskaF sa rovnalal. (Diskusia
o vhodnom vybereisla 21 sa ponechavaitate’ovi.) Konstrukcia pre vyhovujuceisio A je
trivialna.

N
] e M .
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/ N
; b
I 1 ' v
B \ E
0 F !
P St L
P ! A N, 1 ! E B
\ % N ! /
\ | ¢
\\ d N [ //
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Obr. 16

Désledok Queteletovej-Dandelinovej vety

Rovnobeznym priemetom kpvej plochyG(S, r) do roviny je elipsa a jej vnuatro alebo kruh.
Ohniska elipsy su priemety krajnych bodov priemgutovej plochy kolmého na prienmgt a jej
ved’ajsia os je zhodna s priemerontguej plochy?®

V dbkaze tvrdenia si sfiazvolit f'ubovd’nd guovu plochu, pre ktoru je valcova plocha
V z dokazu Q-D vety hranicou jej premietacieho Givarpriematu v rovine a (dosledok
samozrejme plati aj prubovd’nl z ploch'G). Treba si uvedortj Ze plochaG je s kazdou
z ploch'G zhodna (prislusné zhodnostné zobrazenie je posanktorého smer je rovnobezny
s osnovou premietania).

% Tento poznatok (priamy ddsledok Q-D vety) roz&iel rot&né kvadratické plochy vyznamriesky geometer
svetového meniarel Pelz(1845 — 1908). Pelz povazoval tito vetu za jedmajdolezitejSich viet deskriptivnej
geometrie. Na stereografickom premietani demonatr@ko z nej temer spontanne vychadzaju vSetkgtrviesti
tohoto zobrazenia. O Zivote a diele Karla Pelzamegno dozvedi& na mojej internetovej stradnke venovanej
dejinam deskriptivnej geometrie.

2L Nech jeG = (S, r) l'ubovd’na gwovéa plocha vpisana do danej kotej valcovej plochy (z vety 2.1, obr. 14).
Uvazujme o rovnobeznom premietani do roviay do osnovy ktorého patri osvalcovej plochy. Hranicou
premietacieho Gtvaru djavej plochyG je dana roténa valcova ploch®; obrysom priemetu tejto djavej plochy je
preto elipsak = a n V. Guova plochaG (i 0 {1, 2) je obrazom plochyG v rovnobeznom posunut, ktoré
zobrazi bod* do bodu'S. Obrazom priamky v posunuti je priamk#acs! rovnobezn&io pre priemefP P gulovej
plochy G kolmy na rovinua znamena, e sa zobrazi do priemeru pldéh tou istou vlastnagisu. Z dotyku
gurovych plochG s rovinoua je potom zrejmé, Zg('P) ='F (*F, ?F st ohniska elipsk) (i = 1, 2).
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Priklad 3. Vo vo'nom rovnobeznom premietani je dana kruznicova valg@ochaV urcujucou
kruznicouk v rovine a a osoud . Dalej je dana roving, ktora prechadza priamkou roviny a
a bodomS' leziacim na osi valcovej plochy (obr. 17). Zobrazte rovinny rez danej valcovej
plochy rovinoug.
RieSenie

1. Najprv zostrojme obrys priemetu valcoveygbly V. Su nim dotynice elipsyk (priemet
rovnomennej kruznice) rovnobezné s priemetomasitieto zostrojime — vratane dotykovych
bodov 'T, T — pod’a konstrukcie zo strany 15, obr. 13b. (Rovnobezignuet kruznicek si
zvo’melubovd’ne dvojicou zdruZzenych priemer&k, MN.)

Obr. 17

2. Potla dosledku za definiciou 1.4 a dbsledku 1 definkik plati: a) Rovinnym rezom
kruZnicovej valcovej plochy rovinou £ je elipsa alebo kruznicaB(n V = k'); b) Medzi
priemetmi kriviekk a k' je vz’ah perspektivnej afinitf; ktorej osou je priemet prieg@ce rovin
a n [ ={m} advojicu bodowzor — obraz tvoria priemety priesmikov osi plochy s oboma

rovinami, t. j. v danom poradi bod&/ S %* (bodSje stredom uujlcej kruZnicek plochy).

f:(@)- (@) fo=mS S)

3. Priemet rovinného red je ukeny zdruzenymi priemernt{’L", M"N’", ktoré si obrazom
danych zdruzenych priemer#i, MN priemetu kruznicé v perspektivnej afinité (Na obrazku
su samodruzné body priemerovych priamok s nimdigginych ozngenél=1 a 2=2"). Body
T', °T' (obrazy dotykovych bodo¥T , °T v afinitef), st dotykovymi bodmi priemetu rezovej
krivky s obrysom priemetu plochy. Tieto body otldi@ vidite’'nu ¢ag’ krivky k' od jej
nevidite’nej ¢asti %, Tato viditdénos’ je urkenalubovd’ne zvolenou vidittnog'ou ukujlcej
kruznicek plochy v danom rovnobeznom premietani.

22 pod’a dohody sa objekty a ich rovnobezné priemety vimem rovnobeznom premietani zobrazuji tym istym
znakom.

8 Na obr. 17 je zobrazena |&as’ kruznicovej valcovej plochy (medzi rovinamj f); preto je v skimanom pripade
krivka k' viditerna cela aobrysu priemetu zvolenggsti plochy patria okrem dvoch polelips (incidemtmy

s elipsamk, k) len Gseky 'T'T (i=1, 2).
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No

Il Kbétované zobrazenie

OSNOVA PREDNASKY

Princip zobrazovacej metody; zakladné pojmyablsodu. Obraz priamky, vzajomna
poloha dvoch priamok, obraz roviny a savisiace po{stopnik priamky, interval - spad
priamky, stupovanie priamky; stopa roviny, hlavné a spadovénpkiaroviny).

Skl4panie roviny a rieSenie tloh suvisiaciclsldapanim roviny.

Polohové ulohy (priamka a rovina, dve rovinyiepik dvoch rovinnych geometrickych
Gtvarov). Vidite’nog’. Priegky mimobeziek.

Ot&anie roviny. Afinita otdania roviny vo vSeobecnej polohe Yadom na priemét.
Priamka kolma na rovinu. RieSenie metrickychhglahly zakladnych geometrickych
atvarov.

Obraz kruZnice v kétovanom zobrazeni. Veta equrhlom priemete kruznice.

Priamka poZadovaného spadu v danej rovine; aopozadovaného spadu incidentna
s danou priamkou.

KonsStrukcie obrazov zakladnych telies. RieSen@dertnych uloh (bod na ploche —
telese, vzajomna poloha priamky aroviny s danoochmu — telesom). Princip
rovnobezného osvetlenia a suvisiace pojmy. Rovnubeisvetlenie diovej plochy a
jednoduchych telies.

KOTOVANE ZOBRAZENIE
CVICENIA

Dané su pravouhlé priemety bodsvB priamkyp a kéta bodlA (obr. 1). Douéte bodB
tak, aby: a)priamkap pretinala prieméu = v bode tej svojej polpriamky so &atkom
v bodeA, ktor4 neprechadza bodoB) b) pl| 72; c) priamkap pretinala priemét vo
vnutornom bode Usky AB; d) priamkap pretinala prieméu 7 vo vnatornom bode tej
svojej polpriamkyr so z&iatkom v bodeB, ktora neprechadza bodolme)B=pn 7.

Zobrazte pravidelny gioky ihlan s podstavo@BCDEV priemetnizza vySkouv = 7, ak
je dany stre@ podstavy a jeden vrchdl [S(3; 3; 0),A(-1; 3,5; 0)].

Zobrazte pravidelny S#soky hranol s podstavoABCDEF v rovine 7' (rovhobeZnej
s priemetiou 71s kotou —20) a vySkou = 15, ak je dany stre8podstavy a jeden vrchol
A[S(0; 5; —=20) A(2; 1; —20)].

Dané su okétované priemety bodgvB, M a pravouhly priemet bod priamkyp (obr.
2). RiesSte ulohy: a) overte incidenciu badua priamkyp; b) ukte kotu boduN tak,aby
patril priamke p; c) zobrazte bod. priamky p s kotou -5 (resp.\/§, resp. 3/7);
d) zobrazte bo& priamkyp tak, aby|KB| = 10.

Riete predchadzajicu Glohu pre nasledujlice digdiot bodov:Z* = 125,72 = 121,
7 =124,7 = 120.

Uréte dzku Useéky AB, uhol priamkyp = “AB s priemetou, stopnik priamkyp a interval

priamky p (ak je to mozné): a) priamkanie je kolma na priemgn az* = 2,2 = -3;
b) priamkap nie je kolma na priem&t aZ* = 126,72 = 131; c¢) priamka je kolma na
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priemetiu, koty bodovA, B si zvd'te T'ubovd’ne. Vo vSetkych pripadoch si body, B,
zvol'te 'ubovdne.

7. Lubovdny trojuholnik A;B1C; v nakresni nech je priemetom trojuholnikBC, pricom
Z'=—-1,7 = 4,7 = 4. Rie$te Ulohy: a) zobraztaziskoT trojuholnika a ufte jeho kétu;
b) ukte dzky taznic trojuholnika; c) dte uhly priamok incidentnych t&Znicami
trojuholnika s priemébu; d) zostrojte stopniky stran trojuholnika.

8. Rieste predchadzajicu tlohu (okrem bodu d)Ypre627,2% = 631,2° = 629.
9. Dané st obrazy priamdkB, CD: |AB|= 6, |C,D,|=5,7"= 11,7 =8, =27 =5.
Ktora z priamok ma v&i uhol s priemébu? Ukte graficky i vyp@tom.

10. Zvd'te si priemetp; priamky p a priemetM; jej boduM; nechZ” = 7. Vystupiujte
priamkup, ak méa spad: a) ¥; b) 1; c) 5/2; d) 25% (pri pexmalenej jednotke iiky).
-2

|AB]

11.Co je mnozina stopnikov v3etkych priamok, ktoré péstzaji danym bodoid (zy # 0)
a maju konstantny spad?

PoznamkaSpad priamky v percentach sa roviglu [100.

12. Priamkya, b lezia v tej istej premietacej rovine a pre boslyB (A [0 a, B [0 b) plati:
A1 =By, 2 = 2,2 = — 1. Interval priamky sa rovna 2, interval priamKy sa rovna 2/3.
Zostrojte priesénik priamok a, b, ak maju a) suhlasne orientované stupnice;
b) nesuhlasne orientované stupnice.

13. Zostrojte priamkum, ktora prechadza danym bodokh a je rovnobezna s priamkou
a =~"AB. VSetky body su dané okétovanym priemetmi. (Ola, B)

14. Doutte priamkub tak, aby bola rdznobezna s priamkog “AB a prechadzala bodo@
(obr. 4).

15. Zostrojte priamkib prechadzajucu bodor@, rovnobezna s priemetu a pretinajlicu
priamkua =~AB. (Obr. 5)

16. Priemet  trojuholnikaABC doplite na priemet rovnobeznikahBCD (|AB,|=6,
IB.C|=4,|C,A|=7 2" = 3,2 = 7,2 = 8). Zostrojte spojnice bodov s rovnajucimi sa
kétami (naprlz = 4,%z = 7). Aka je vzajomna poloha tychto spojnic?

17. Priamkan prechadza bodoiR a jej spad sa rovna 5/3. Zobrazte priarhppechadzajlcu

bodomQ tak, aby bola kolma na priamkuo a leZala siou v tej istej premietacej rovine.
Dané su okétované priemety bod®\Q a ich vzdialenas (Obr. 6)

18. Zobrazte kocklABCD...D', ktorej stenaABCD lezi v premietacej rovineA(= (A1, 7),
B= (B, 5),|AB|=4)

19. Zvd'te silubovdny trojuholnik A;B;C; v priemetni. Nech?* = 22,72 = 19 a© = 17.

Zobrazte hlavna priamku rovinABC s kétou 19, spadovu priamku tejto roviny
incidentnd s bodom a ukte uhol roviny s priemeébu.
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20. V rovine ABC z predchadzajucej Ulohy date priamkum a zostrojte us#u, ktorej
dizka sa rovna intervalu tejto priamky. (Obr. 7)

21. Rovinap je dana obrazom svojej spadovej prian#y= "MN. Dougte priamkum
s danou rovinou incidentnd. (Obr. 8)

22. Zobrazte rovinur’, ktor4 prechadza bodoM a je rovnobezna s rovinam Rovinaa je
uréend: a) obrazom spadovej priangy= “AB; b) tromi bodmiA, B, C. (Obr. 9 a, b)

23. Doutte priamkul (A 01,1 || B ak rovinagje urena obrazom svojej spadovej priamky
s =“MN. (Obr. 10)

24. Zostrojte priesmicu rovina a £, ak su obe roviny dené obrazmi spadovych priamok
(s =~AB, &’ =“CD). (Obr. 11)

25. Zostrojte prienik rovinnych atvarov s hraniootrojuholnikochABC aDEF [a) A(-1; O;
0), B(4; 5; 4),C(-4; 4; 5),D(4; 0; 1),E(-4; 3; 3),F(0; 6; O); b)A(-2; 1; 1),B(0; 4; 5),
C(3; 2; 2),D(-2; 3; 4),E(3; 0; 5),F(0; 5; 0); c)A(-4; 1,5; 1),B(4; 2,5; 1),C(-1; 7; 5),
D(-5,5; 4,5; 2,5)E(5; 6; 0),F(0; 0; 6)].

26. Zostrojte prienik rovinného Utvaru (s hranisotovnobeZniklABCD) s rovinnym pasom
uréenym priamkama, b (a || b || 772 = 10,2 = 4). (Obr. 12)

27. Urkte vzajomnu polohu priamky = “MN s rovinou rovnobeZznikABCD. Ak je priamka
s touto rovinou réznobeznd, zostrojte ich spojobod. (Obr. 13)

28. Ukte vzdjomnu polohu rovim, B, v pripade r6znobeznosti zostrojte ich préeseu.
(Obr. 14)

29. Urtte vzajomnu polohu priamky = “AB s rovinoup. V pripade r6znobezZnosti zostrojte
ich spol@ny bod a vyznéte vidite’'nt polpriamku priamky vzhfadom na danu rovinu.
(Zvorte sipy || “h;.) (Obr. 15)

30. Urte vzajomnu polohu priamky = “"HK s pravidelnym pebokym ihlanom s podstavou
v priemetni a vysSkouv. V pripade existencie zostrojte prienik priamkyelgsom.
(Polomer kruznice opisanej podstave telesa sa r&na = 12. Hy, Ki, sU stredy
Tubovd’nych dvoch nesusednych podstavnych hran teléda 2,7 = 5.)

31. Zobrazte prigku mimobeznych priamola, b prechadzajucu bodom. Bod A leZi na
priamkea, priamkaa je rovhobezna s priematu ab = "BC. (Obr. 16)

32. RiesSte predchadzajucu ulohu preaa “AB, b = “CD (obr. 17); b)a = “AB, b = “BC
(A1B1C; je Tubovdny trojuholnik) pred’ubovd’nu vd’bu bodovA, B, C, M.

33. Zobrazte prigku mimobeZznych priamola = “AB, b = “CD rovnobeZnu s priamkol
(I |l 7). (Obr. 18)

34. Rieste predchadzajucu Ulohu @éi z, b =~AB, | =~“MN (obr. 19).

35. Zobrazte priamkdk kolma na rovinua a incidentnt s bodomA. Rovina a je ukené
spadovou priamkog” = “MN. V pripade a) zostrojte i bod simerne zdruzenydoimM
pod’a roviny a. (Obr. 20 a, b)
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36. Zostrojte priamkik, ktora prechadza bodoM a je kolm& na rovinu trojuholnikaBC.
V pripade dostupnej paty kolmice vyztea i vidite’nt polpriamku priamkyk vzhfadom
na rovinuABC. (Obr. 21 a, b)

37. Zostrojte: a) rovinu prechadzajucu bodbhma kolmu na priamka = “AB; b) priamku
prechadzajucu bodonM, kolmu na priamkua a rbznobeznu s priamkoa; c¢) bod
sumerne zdruzeny s boddvhpod’a priamkya. (Obr. 22)

38. Zostrojte vzdialendsboduM od priamkyAB. RieSte ulohu a) pomocou ¢emia roviny
“aM; b) pomocou rovinyy (M O a, a [0 a). (Obr. 23)

39. Zobrazte kocku s jednym vrcholofna osou simernost = “MN (o je incidentna so

stredmi protiahlych stien). Zobrazte rieSenie, pre ktoréAjerchol kocky s najmensSou
kotou. (Obr. 24)

40. Zostrojte 0os mimobeznych priamakb. Priamkaa je kolm& na priemeét, b = “MN
(obr. 25).

41. Zobrazte pravidelny phboky ihlan s osow = “MN, vrcholom A podstavy a vySkou
v = 8. (Obr. 26)

42. Zostrojte uhol zhodny s uhlom priamakb, ak: a)a="AB, b =~CD; b)a Oz, b =~CD;
c)all =, AQDa, b="CD. (Obr. 27 a, b, c)

43. Zostrojte uhol zhodny s uhlom rovia, g danych spadovymi priamkami, ak: a)
s’= “MN, &= “RQ b) a Oz, &= “RQ ¢) s, || /s, s” =“AB, & =“CD. (Obr. 28 a, b, ¢)

44. Zostrojte uhol zhodny s uhlom priam&y rovinoua, ak: a)a = “AB, a O x; b) a O,
rovinaa je ugena spadovou priamkad =~ MN. (Obr. 29 a, b)

45. Necha je priamka,a rovina as” jej spadova priamka. M6Ze nasgipad, v ktorom uhol
priamkya s rovinoua je zhodny s uhlom priamak s”? Sformulujte tvrdenie a dokazte.

46. Zobrazte kocku s jednou hranou na priamake “MN (|M1N1| = 4) anesusednym

vrcholom v bodeA. Vyberte rieSenie, pre ktoré je b@dvrcholom kocky s najmenSou
koétou. (Obr. 30)

47. Zostrojte priamku m leziacu v rovimea prechadzajucu bodo@tak, aby: aks, = 1/3,
b) sn = 2. (Rovina a je dana bodmh, B, C; |AB|=6, |BC|=5 [C,A|=4, Z' =2,
22 =5, = 1,snje ozn&enie spadu priamkm.)

48. Zobrazte rovinwr prechadzajucu priamkoa = “AB tak, aby sa jej spad rovnal: a) 2,
b) %. (Zvdte si|AB| =5,7'= 23,7 = 29)

Pozndmka Obrazky k cieniam mozno néfsv zavere kapitoly.
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KONSTRUKCIA ZAKLADNYCH TELIES Z DANYCH PRVKOV
V KOTOVANOM ZOBRAZENI

1. Zostrojte pravidelny Stvorboky hranol s podsta¥@CD v rovine a, ak je dany vrchol
Atelesa, stredStejto podstavy a vySka hranola. fr (6; 5; 4),A(0; 3; ?),9-3; 4; ?),
v=7]

2. Zostrojte pravidelny Séisoky ihlan s podstavou v roving, ak je dany stred tejto
podstavy, jeden vrchd\ a hlavny vrchol telesa leZi v rovine (x O v, v O x). [a (—6;
4,5; 6),90; 2,5; ?) A(-2,5; 2; ?)]

3. Zostrojte rotény valec, ktorého podstava lezi v rovime ak je dany stredStejto
podstavy, jej polomer a vySkav telesa. §(-6; 7; 5),50; 3; ?),r = 3,5,v = 8]

4. Zostrojte kocku, v ktorej uhloptika BD stenyABCD leZi na priamken = “PM. [A(-2;
6; 1), P(5; 1; 0), M(=6; 5; 5,5)]

5. Zostrojte kocku so sten@®BCD, ktorej vrcholC leZi v priemetniz. [A(1,5; 3; 3),B(-1,5;
1, 1,5)]

6. Zostrojte kocku so stenodBCD v rovine a, ak je dany vrchoB' protilahlej steny
a vrcholA lezi v priemetniz (pri Standardnom ozgani vrcholov telesa).g(8; 5; 6,5),
B'(2,5; 8; 5,5)x" < X

7. Zostrojte pravidelny Stvorboky ihlan s podstavawvine a, ak je dany stred podsta®y
jeden jej vrcholA a vySkav telesa. §r(«; 5,5; 7,5),90; ?; 4),A(- 2,5; ?; 2,5y =7]

8. Zostrojte pravidelny Séisoky hranol s jednou podstavou v roviagak je dany stre®
tejto podstavy a vrchd\' druhej podstavy.q(7; 8; 6),50; ?; 3),A'(4; 5; 4)]

9. Zostrojte pravidelny paoky (Sesboky) ihlan s podstavou v rovire ak je dany vrchol
A podstavy a hlavny vrchd telesa. & (—6; 6; 7),A(1; 1; ?),V(-2,5; 8; 8)] (b (-6; 8; 9),
A(4; 8; ?),V(-4; 8; 8)] )

10. Zostrojte pravidelny Sésoky ihlan s podstavou v roving, ktorého jedna stena lezZi
v priemetniz. BodSje stredom podstavy telesa.(F8; 9; 7),50; ?; 4)]

11. Zostrojte pravidelny Stvorboky ihlan s podsta¥®BCD v rovine a, hlavnym vrcholom
V a bodomM jednej jeho bénej hrany. fr(6; 8; 9),V(4; 8; 8),M(0; 8; 7)]

12. Zostrojte pravidelny Stvorst&BCD, ktorého jedna hrana lezi na prianmke “KL. [A(O;
5;1),K(3; 0; 7),L(7; 8; 4)]

13. Zostrojte pravidelny S#soky hranol (ihlan), ak priamka = "KL je osou telesa, bod
A vrcholom jednej podstavy\adizka jeho vysky. [K(-8; 8; 0), L(0; 4; 8), A(-3,5; 3),
v = 8]

14. Zostrojte rotény valec s osoo = "KU, bodomM jednej podstavnej kruznice a vySkau
[K(-1; 6; 8),U(5; 1; 3),M(0; 1,5; 3)v = 8]

15. Zostrojte kocku, pre ktoru je priamka= “UV osou sumernosti (incidentnou so stredmi
protifahlych stien) a bod jeden jej vrchol. [U(—4; 1; 0), V(2; 9; 9), A(-8; 4)]
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16. Zostrojte pravidelny Sélsoky ihlan so stredomSpodstavy, hlavnym vrcholom
V a podstavnou hran@B Vv priemetniz. [Y1,5; 3,5; 2)V(-3; 7; 6,5)]

Poznamka Dalsie aplikéné cvienia a priklady, vratane stmgho vysvetlenia principu
zobrazenia a rieSenia zakladnych Uloh v metodeviadi&ho zobrazeni&tate’ mdze najs o. i.
v diplomovej praci RNDr. Jana BakSwhierka uloh z deskriptivnej geometrieMFF UK
Bratislava, 1998 v kapitolé6tované zobrazenie
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