ZOBRAZOVACIE METODY 4

(druhy ranik, letny semester; prednaska 3 hod.¢ewie 2 hod. / tyz.; 7 kreditov, 40/60)

Program Stvrtého semestra (Zobrazovacie metody 4Kvddratické rota@né plochy
Il Metdda kosouhlgsikme) axonometrielll Metdda stredoveho premietania

Ciel: Ovladnutie metdd rieSenia zakladnych polohovyébh 0o kvadratickych rotaych
plochach v Mongeovej metdde. Ovladnutie teoretibkg@kladov metddy Sikmej axonometrie
a metddy stredového premietania (princip metodyeSemie zakladnych polohovych
a metrickych uloh v oboch metddach, konstrukciaamby zakladnych ploch atelies
arieSenie uloh na nich vyuZzZitim poznatkov zo steretrie, perspektivnej kolineacie
(Specialne afinity) a projektivnej geometrie).

| Kvadratické rota ¢né plochy

OSNOVA PREDNASKY

1. Definicia, zékladné pojmy. Obraz plochy v Mongam zobrazeni v pripade, ak je os
plochy kolma na jednu z priemetni. Analytické vygaie jednotlivych pléch
v zakladnom tvare.

2. Bod na ploche, dotykova rovina v bode plochy.

3. Kvadraticka roténa plocha ako obraz fwvej plochy vo vhodnej perspektivnej afinite,
koline&cii v rozSirenom euklidovskom priestore {mimkou rot&ného jednodielneho
hyperboloidu).

4. Rovinné rezy rotaej kvadratickej plochy (elipsoid a paraboloid).

5. Rovinny rez roténého hyperboloidu. Asymptoticka kub®a plocha prislichajuca
k danému hyperboloidu.

6. Rota@&ny jednodielny hyperboloid. Dve sustavy tvoriaciphamok plochy. Dotykova
rovina.

7. Rovinny rez ro@ného jednodielneho hyperboloidu.

8. Vz4jomna poloha priamky s kvadratickou toiau plochou. KonStrukcia priesgkov.

9. RovnobeZné a stredové osvetlenie kvadratickajmej plochy.

10. Obrakvadratickejotainejplochyv pravouhlejpxonometriiv zakladnepolohe:os plochy

je kolma na pomocnu prientet ).

LITERATURA

Urban, A.,Deskriptivni geometrie JISNTL, Praha 1956
Kadeavek, F. — Klima, J. — Kounousky, Deskriptivni geometrie JICMF, Praha 1932
Mackova, B. a kol.Deskriptivna geometria v prikladoc8VTL, Bratislava 1964



II Kosouhlad axonometria

OSNOVA PREDNASKY

Princip zobrazenia. Zakladné pojmy.

Uréenie axonometrie. Prevedenie kosouhlej axonometi&kosouhlé premietanie alebo
pravouhli axonometriu. Pomery skratenia v kosoutenpometrii.

Veta Pohlke-Schwarzova.

Rekonstrukcia ortonormalneho saradnicoveého itanjh z jeho axonometrického obrazu.
RieSenie metrickych Uloh v rovine. Sdradnicowdima arovina kolmo premietacia
vzh'adom na jednu z pomocnych priemetni.

6. KonStrukcia utvaru vrovine, ktord nema Ziadnsohlitnd polohu vzfadom na
suradnicoveé osi.

Kolmica na rovinu v kosouhlej axonometrii.

RieSenie Uuloh v kosouhlej axonometrii pomocou nlyepvej metdédy. Sobotkove
konstrukcie.

9. Obrazy zakladnych telies v metéde kosouhlej armtrie. RieSenie Standardnych uloh
o zakladnych telesach.
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Poznamka Aplikacné cvienia a priklady, vratane vysvetlenia principu zebréa a
rieSenia metrickych uloh v metéde Sikmej axonoreetnozno najsv diplomovej praci Mgr.
Marty Pémovej Kosouhla axonometria — Pohlkeho vetslFF UK Bratislava, 2004Citatel
sa 0. i. mdZze oboznafhiso zaujimavou histériou zakladnej vety axonometRehlkeho-
Schwarzova) a jej dékaz@lanok [8] sa navySe zaobera vyznamom Pohlkeho-Schwarzove;
vety vo vyuwovani stereometrie na vSetkych Urovniach a je ejpherzii uvedeny v zavere
tohto textu.

LITERATURA
[1] Sklenarikova, Z.Zobrazovacie metody,IMFF UK, Bratislava 1980, 1976
(vysokoskolské gkiim)

[2] Urban, A.,Deskriptivni geometrie, ISNTL, Praha 1997, 1982

[3] Kraemer, E.Zobrazovaci metody IISPN, Praha 1991

[4] Kaderavek, F. — Klima, J. — Kounousky, Deskriptivni geometrie, NCSAV, Praha

1954

[5] Drabek, K. — Harant, F. — Setz&eskriptivni geometrie, ISNTL ALFA, Praha 1982

[6] Cergk,G. — Medek, V.Deskriptivna geometria,ISVTL, Bratislava 1956

[7] Pémova, M.Kosouhld axonometria — Pohlkeho vedgplomova praca, MFF UK,

Bratislava 2004

[8] Sklenarikova, Z. — Pémova, MPphlkeho veta a jej vyznam v didaktike matemaliky
Zbornik prednaSok z medzinad. konf. ,Matematika vo vyibe, vyskume
a praxi 2005, Nitra, Katednatematiky FEM SPU 2005 (elektronicka forma)



[l Metéda stredového premietania
OSNOVA PREDNASKY

1. Zakladné pojmy, obraz bodu.

2. Obraz priamky (stopnik priamky, Ubeznik priam&yerova priamka danej priamky,
odchylka priamky).

3. Obraz roviny (stopa roviny, UbeZnica roviny, sov@ rovina danej roviny, odchylka
roviny).

4. Dizka Gseky.

5. Vz4jomna poloha dvoch priamok, rovnobeZnndkladnych geometrickych Utvarov.
Mimobezné priamky. Vzajomna poloha priamky a roviny

6. Urcenie priamky a roviny rovnobeZnej s priefiai. RieSenie polohovych uloh pre
rozlicné zadania zakladnych geometrickych utvarov.

7. HomolGgia ot&ania roviny do priemetne (do roviny rovnobeznejismpetou). Utvar
V rovine rovnobeznej s prientetu.

8. Kolmica na rovinu.

9. Uhly zakladnych geometrickych utvarov.

10. Obraz kruznice v metdde stredového premietania.

11. Obrazy zakladnych telies v stredovo-premietacbjazovacej metode. Stredovy priemet
dvoch rovinnych rezov tej istej hranolovej (kruzmiej valcovej) alebo ihlanovej
(kruznicovej kuzeovej) plochy.

12. Obraz glovej plochy v metéde stredového premietania a argkh kruznic plochy.

13. UbeZnikovy trojuholnik troch navzajom kolmyafemok. Ugenie stredového
premietania ,vnatornym spdésobom*. RieSenie tlout@ovd’ne zvolenych stredovych
priemetoch zakladnych telies.

LITERATURA

Sklenarikova, Z.Zobrazovacie metédy, IMFF UK, Bratislava 1980, 1976
(vysokoSkolské skripiu

Urban, A.,Deskriptivni geometrie ISNTL, Praha 1997, 1982

Kraemer, E.Zobrazovaci metody IISPN, Praha 1991

Kadeaavek, F. — Klima, J. — Kounousky, Deskriptivni geometrie, NCSAV, Praha 1954

Drabek, K. — Harant, F. — Setz&eskriptivni geometrie ISNTL ALFA, Praha 1982

Cergk,G. — Medek, V.Deskriptivna geometria SVTL, Bratislava 1956

Kovarova, |.,Metdda stredového premietandiplomova praca, FMFI UK Bratislava, 2005

Poznamka.Tému referatu si Student vyberie z tém 4 — 10 tlohpl) a z tém 11 — 12
(kapitoly III) po dohode s prednaSajucim.



POHLKEHO VETA A JEJ VYZNAM V DIDAKTIKE MATEMATIKY @

Zita Sklenarikova, SR — Marta Pémova, SR

Abstrakt

PredloZzenylanok okrem historickych poznamok k dékazu Pohlkehkladnej vety Sikmej
axonometrie chce pouk&zaa tesny suvis tejto zobrazovacej metddy s metddiného
rovnobezného premietania pouzivaného v skolskej pravywbe stereometrie a na problém
uplnosti obrazu geometrického Gtvaru kathom na rieSenie polohovyati,metrickych aloh.

Kracové slova: veta Pohlkeho-Schwarzova, historické poznamkyfngo rovnobezné
premietanie, Upln@sobrazu Utvaru vAladom na rieSenie polohovych a metrickych udloh,
vyznamv didaktike matematiky.

1 Z historie dékazu Pohlkeho vety

Karl Pohlke (28. 1. 1810 Berlin — 27. 11. 1876 Byrlprofesor deskriptivnej geometrie na
technickej vysokej Skole v Berline-Charlottenburgyslovil uz ako ditel’ tamojSej stavebnej
akadémie r. 1853 tvrdenie, giadktorého mozng/ubovany rovinny Stvoruholnik O" XY Z"
povaZové za rovnobezny priemet troch navzajom kolmych Zradaseiek OX, OY, 0z,

V originalnom zneni vety sa nehovorilo o Stvoruliklna mnohi miky predpokladali, Ze ide
o pravouhlé premietani€o vyvolalo pochybnosti o jej pravdivosti. Mozno iefystopova

v liste, ktory Pohlkemu napisal Steiner, jeho bfizfriatd® ®. To Pohlkeho primélo
k podrobnejsiemu skimaniu podmienok, ktoré musiaspstvorica komplanarnych bodov,
aby ju bolo mozné povazowvaza rovnobezny priemet vrcholov Stvorstena poZaaipsia
vlastnosti. Svoje badania uverejnil r. 1858 v spfsrie$ané vety a Glohy*.

Vyucovanie deskriptivnej geometrie na nemeckych streldngkolach, akadémiach
a vysokych technickych Skolach si vyZadovalo napésesebnic pre tento predmet. Na jednej
z prvych «@ebnic pracoval Pohlke od &atku svojho pésobenia na akadémii
v Charlottenburgulehadvojdielnau¢ebnicaDeskriptivha geometrigDarstellende Geometrie)
ziskala faka obsah®, ako aj ddslednému aplikovaniu vedeckych postupstanovenych
v Steinerovom diele ,Systematické rozvijanie” (®ysatische Entwickelung) punc
modernosti, ktory jej zabezgik dlhotrvajuci uspech. Do prvého dielu, ktory wiSr. 1860
v Berline, uviedol Pohlke znenikladnej vety Sikmej axonometfpar.113) s upozornenim,
Ze elementarny dbékaz vety pravdepodobne neexiatpjeto sa odklada do druhého zvazku.
Prvy diel vySiel eSte dvakrat (1866, 1872), druli ¢en raz, v roku autorovej smrti. ESte
pred druhym vydanim prvého zvazkdebnice sa objavili asgiotri elementarne dbkazy
~Pohlkeho vety“(takto ju nazvali matematici a deskriptivni geormddtori sa touto tematikou
zaoberali)Boli to— v chronologickom poradi — dékadyW. Deschwanden@euplny dékaz),
H. Kinkelina® a mladého H. Schwarza, Pohlkeho Ziaka, vtedy fetedoktoratu. Schwarz

@ praca vznikla za podpory graritu1/0262/03.

@ Znenie vety je nepresné, prevzaté z [5]

® Jacob Steiner (1796.863) profesor geometrigaberlinskejniverzite jeden z najvyznamnej$ich nemeckych
geometrov 19. stotia

“ Vermichste Satze und Aufgaben (J. r. ang. Matt,, 1858, 377)

®) v obsahu nechyba uvedenie principov Ziadnej z linefraobrazovacich metéd vratane reliéfnej perspgkti
aplikacii na zakladné plochy a telesa, rovinné razzajomné prieniky telies, krivky rovinné i priesove,
plochy rot&né, priamkové, skrutkovédt

© 3 .W. Deschwandemrofesor deskriptivnej geometrie a riatlipwlytechniky v ZirrichuUplatnenie Sikmého
rovnobezného premietania v axonometrickom zobraz@riwendung schiefer paralellprojectionen zu
axonometrischen Zeichnungen, Natur. Ges. Ziirich186.1, 254 — 284, VII)



bol s Pohlkeho dékazom oboznameny, nebol ho vSh&psy reprodukowa Jeho vilastny
dokazboltak genialne jednoduchy, Ze ho Pohlke — po vzajpuaimieode — uverejnil v druhom
vydani prvého zvazkeskriptivhej geometriePohlkeho ddkaz uverejneny nebol a zostal
eSte viac neZ degacie neznamym.

H. SchwarZ” aT. Rey& dokazali zoveobecnené tvrdenie Pohlkeho vetysiedajicom
tvare: ,, Lubovdné tri komplanarne ugky O'X", O'Y", O'Z s vlastrtmsi, Ze najviac tri
z bodov O', X’, Y, Z" su kolinearne, mozno powazZpa rovnobezny priemet troch dik
OX, QY, OZ(neleziacich v jednej rovidepre ktoré s zname pomery icliak a vzajomné
uhly®. V priebehudalSieho polstor&ia vysli mnohéd’alSie dékazy Pohlkeho-Schwarzovej
vety, syntetické i analytické. Priporfrae si aspt niektoré z nich.

Jednym z prvych bol dékakarla Pelza®, vynikajicehoeského geometra svetového
mena, v spis® novom ddkaze Pohlkeho zakladnej .v@t?/objavenl' sa spisunom Schwarz
rozpoznal ddkaz totozny s origindlnym Pohlkeho déka''® Medzery v Deschwandenovom
dokaze sa podarilo odstr@nG. V. Peschkovi', ktorého doékaz sa povaZzuje za prvy
elementarny dékaz Pohlkeho vety v Rakusko-Uhorsku.

Elegantnyanalyticky dékaz Pohlkehovety uviedol anglicky algebrik ageometerArthur
Cayley®. Tiez vrcholnycesky matematik svojej dobyan Sobotkd'® riesil analyticky
problém zékladnej vety axonometrie (pravouhlejkin&)). Felix Klein, nemecky matematik
z prelomu 19. a 20. stafia dokazal, Ze [ubovdné tri komplanarne vektory, ktoré nie su
vSetky kolinearne, mozno povazovaa obrazy troch jednotkovych navzajom kolmych
vektorov v afinnom zobrazerf(x, y) = (Axx + By + Ciz, Ax + Byy + Cyz, 0), pricom

zobrazenid je kompoziciou istého rovnobeZného premietania¢giny) a dilatacie’*¥

H. Kinkelin, profesor priemyslovky v BazilejBikmé axonometrické premietaiiizie schiefe axonometrische
Projection, Natur. Ges. Zrich, VI, 1861, 358 - 36 @nalytické rieSenie
) Elementarny dokaz Pohlkeho zékladnej vety axoncendfElementarer Beweis des Pohlke schen
Fundamentalsatzes der Axonometrie, J. r. ang. MaXill, 1863, 309 - 314)Hermann Schwar¢1843 - 1921),
Ziak Pohlkeho a Weierstrassa. Doktorat ziskal ViBempod Weierstrassovym vedenim. Po kratkom pasobe
v Halle sa stal profesorom matematiky na vysokejekechnickej v Zurichu, vr. 1875 — 1892 pdsoltib a
profesor matematiky na univerzite v Géttingene,iallkdiSiel na univerzitu do Berlina, kde pdsobil azsdrti.
Jeho zaujem o geometriu a nezajna schopnaspretransformovania geometrickych Gvah do jazykayay ho
priviedli k vyznamnym vysledkom (napr. Cauchy-Scheeaa nerovnag Schwarzova funkcia, dit).
® T. Reye(1838 - 1919)Dodkaz Pohlkeho zékladnej vety axonometBeweis von Pohlke’s Fundamentalsatz
der Axonometrie, Vrtlj. Natur. Ges. Zurich, XI, 186350 — 58)
© Karel Pelz(1845 Ble¢ u Kiivoklatu — 1903 Praha), Uber einen neuen BeweisFdeslamentalsatzes von
Pohlke [6]). Karel Pelz bol absolventom prazskej polytechniédigkom W. Fiedlera a K. Kippera. tPé@kov
posobil ako asistent profesora Kiippera v Prahésandml profesorom realky véBine, odki# dostal pozvanie
na krajinsk( realku do Grazu (Stajersky Hradeclndzi pdsobil (od r. 1878) na polytechnike ako miiaxny,
aod roku 1881 ako riadny profesor deskriptivneprgetrie. Roky prezité v Grazi boli najplodnejSimi
a naj¥astnejSimi rokmi zivota Karla Pelza, no az r. 1886mu splnil celozivotny sen, &ebol po konkurznom
riadeni vymenovany za profesora deskriptivnej géneneaceskej technike v Prahe, kde pdsobil az do smrti.
19 Zmienil sa 0 tom v Ges. Mathem. Abhandlungen &l 1890, 350
D Gustav Viktor Peschkél830 — 1903), v tordase profesor deskriptivnej geometrie na nemeckjntke
v Brne a v rokoch 1891 — 1901 profesor a prednkestiadry deskriptivnej geometrie na polytechniké/iedni;
.Elementarny dbékaz Pohlkeho zakladnej vety axonomietr{Elementarer Beweis des Pohlke schen
Fundamentalsatzes der Axonometrie, Stzgsh. Math, Ala Wien LXXVIII, 1878, Il Abth., 1043 - 54)
12 Arthur Cayley(1821 — 1895)0 probléme premietaniéOn a problem of projection, The Quart. J. p. app!
Math., XIIl, 1875, 19 — 29)
3 Jan Sobotkg1862 — 1931), profesor deskriptivnej geometrieviealenskej polytechnike (1897 — 99), prvy
profesor deskriptivnej geometrie &eskej technike v Brne a od r. 1904 profesor matignag ceskej univerzite
v Prahe;K matematickému Stldiu axonomet(iur rechnerischen Behandlungen der Axonometriegsbt
bohm. Ges. Prag, 1900)
%) Elementarna matematika z vy$Sietiadiska[4]; Felix Klein (1849 — 1925), profesor univerzity v Erlangene
a Gottingene; vSeobecne znamy sa stal jeho tzvanBensky program* (inauguir@a prednaska?orovnavacie
Gvahy o novSich geometrickych badaniagWergleichende Betrachtungen Uber neuere geordetris
Forschungert,842),v ktoromnartol progranprestavbygeometriggod’acharakteristickyclyrip transformacii.)



2 N&rt Schwarzovho dékazu zovSeobecnenej Pohlkeho vety

Veta 1 (Zakladna veta Sikmej axonometridjrcholy kazdého rovinného Stvoruholnika
mMoZno povazovaza rovnobezny priemet vrcholov Stvorstena vopredeného tvarut. |.
podobnéhdubovd’nému zvolenému Stvorstenu).

Zéakladom dokazu vety je fakt, Ze na kazdej trojpbkanolovej plochéH existuji vietky
druhy trojuholnikov. Vyjadrené exaktne: Ku kaZzd&jgheH existuje rovina, ktorej prienik
s plochou je trojuholnik podobnfubovd’nému trojuholniku. Jednoduchym désledkom je
nasledujuce tvrdenie.

Veta 2Nech"H je n-boka hranolova plochaR, 'ubovdny rovinny n-uholnik, ktory je
afinny ®® s ugujicim n-uholnikom plochy’H. Potom existuje rovina, ktorej prienik s danou
plochou jen-uholnik podobnyn-uholnikuPy,.

Je zrejmé, Ze stadokaza@ modifikované tvrdenie vety 1, ato, Ze existujgnmbezné
premietanie, v ktorom priemetom (do roviny) vrcholtubovd’ne zvoleného Stvorstena
ABCD su vrcholy Stvoruholnik&,B;C,D; podobnéhd’ubovd’nému danému Stvoruholniku
ABCD . Ak existuje rovnobezné premietanie poZadovanylelstrosti, tak do prieseika
uhloprieok predpokladaného StvoruholnikaB;CiD; priemetne (dolny index ,1“ oziaje
priemet rovnomenného bodu) sa premietnu dva booyM hrany AC a bodN hranyBD (s
fiou mimobeZnej). Pritom plati:A{(C:M;) = (ACM ) a B:D:N;) = (BDN) (podobné
Stvoruholniky) a A;CiM;) = (ACM) a B1DiN;) = (BDN) (invariantnos deliaceho pomeru
v rovnobeznom premietani). Ak teda zostrojime bdlyN tak, aby ACM) = (ACM ) a
(BDN) = (BDN), osnova rovnobezného premietania pozadovanycbtndsti je utena
priamkouMN (obr. 1). Premietacie priamky vrcholov Stvorst&CD su hranami Stvorboke;j
hranolovej plochyH, ktora je hranicou premietacieho Gtvaru danéhorstenal’ubovd’ny
rovinny rez plochy rovinowr réznobeznou s priamkadN je StvoruholnikA'B'C'D” afinny
s danym StvoruholnikomABCD . Plati totiz: ACM) = (AC'M’) = (ACM ) a BDN) =
(B'D’'N") = (BDN ); posledné rovnosti vo vyrazoch vyjadruji nutmiostaujicu podmienku
pre to, aby Stvoruholnik§¢B'C’'D" a ABCD boli afinnymi. Zaver je ddsledkom vety 2.

Obr. 1

% pva n-uholniky nazyvame afinnymi, ak existuje afinita@jgktivne afinné zobrazenie) zobrazujica jeden
Z nich do zvySného.



3 Vyznam PohlkeheSchwarzovej vety v didaktike matematiky

Pohlkeho-Schwarzova veta je fundamentalnou vetobrazovacej metédySikmej
axonometrie S principom metédy sa mozno obozn@mipr. v [2], [7], [10].?® Ide
o bijektivne bodové zobrazenie Gtvarov trojrozmbmeéozSireného euklidovského priestoru
E, na ucité Gtvary v nakresni, prom zobrazovany Gtvar je pevne zviazany s danym

ortonormalnym stradnicovym Stvorsten@&‘E'E%. ") Obrazom vlastného bodu priestoru je
usporiadana dvojica bodov pozostavajuca axanometrickéhgrovnobeznéhoypriemetu
bodudo axonometrickej [= hlavnej] priemetne a kgxonometrického pbédorysu bqgdkiory
je axonometrickym priemetom kolmého priemetu danébdu do pomocnej priemetrie =

OE*E’ ¥ tato dvojica bodov alebo leZi na priamke pevr®jowy (prva ordinala bodu)

alebo su oba body totozné.

AKky je suvis zobrazovacej metddy Sikmej axonometitzv. vo/ného rovnobezného
premietania pouzivaného v Skolskej praxi na ilustraciu rie@eniloh stereometrie
(elementarnej geometrie trojrozmerného euklidovek@hiestoruEs)? Savislos je va'mi
tesna. Algoritmy rieSenia Uloh a metddy su teméonzioé (formalna odliSnége v ndzvoch
objektov), dokonca vrieSeni jednotlivych Gloh pwojlosa v nakresni pouzije ta ista
konfiguracia priamok. MoZno povetlaze metdda axonometrie je teoretickym zdzemim pre
zobrazovanie priestorovych geometrickych Gtvarov wanom rovnobeZznom premietani.
Oboznamenie sa vyujuceho sjej zakladmi umaddje zefektivnenie prace v procese
vywovania-osvojovanigpoznatkov hlavne z oblasti stereometfi8. Zaveréné poznamky
(1 — 3) su pokusom definovanie niektorych probléemaiivisiacich s konStrukciou obrazov
geometrickych Utvarov vo Yaom rovnobeznom premietani v rieSeni stereomeirigkdny
a na&rtnutie moznych vychodisk pre ich rieSenie.

1. Mimoriadne délezitym problémom jepravne zadanie Ulohyz Hadiska zakladnej
klasifikacie stereometrickych Uloh na Ulohy zaohera sa vzdjomnou polohou
geometrickych UGtvarov polohové tlohy a metrické Glofy). Na to je potrebné, aby bol
vyucujuci obozndmeny s pojmodplnosti obrazwdanéhayeometrického Gtvaruzhfadom
na rieSenie polohovycltj metrickych tloh ([2], [9]) Napriklad obraz hranold (*A%A ...
"A, 'A) (kde 'A?A ... "A je podstavovyn-uholnik a'A'A je bainou hranou telesa) je
vzhladom na rieSenie polohovych uUloh dplrak su dané: rovnobezné priemety troch
vrcholov podstavy, priemet jedného z vrcholov djupedstavy (leziaceho s jednym
z troch vybranych bodov na tej istej hrane telesgyar" n-uholnika'A?A ... "A v pripade
n > 3 @Y Analogicky je obraz ihlan& (‘A%A ... "A, V) (kde *A?A ... "A je podstavovy

19 Metéda axonometrie si nevyzaduje poznanie Ziadwejzobrazovacich metéd deskriptivnej geometrie;
vyzaduje ovladanie stereometrie (vratane pojmu aberného premietania, jeho invariantnych vlastnosti
a zakladnych pojmov suvisiacich so zobrazenim jddobych geometrickych Gtvarov a z nich odvodenych
telies v rovnobeznom premietani).

1 1de o Stvorsten, v ktorom st vSetky hrany incidérgo spolenym bodom O navzajom kolmé a zhodné.

18 Bjjektivnos’ priradenia je zabezpena aj v pripade Wby 'ubovd’ného afinného suradnicového $tvorstena;
kolmé premietanie do pomocnej priemetaezastupuje rovnobezné premietanie do tejto rovimsrsvou
premietania danou suradnicovou o<OE’. TieZ pomocné premietanie do rovinyby mohlo by stredovym
premietanim. V oboch pripadoch ide o temttorné premietanjektoré suvisi so zobrazenim hranolov a ihlanov.
19 samozrejmym predpokladom je, Z&itel' poznasystémelementarnej geometrie euklidovskej rovily a
trojrozmerného euklidovského priestdtg (stereometrigna zodpovedajlcej trovni (napr. [11], [8], [3] ).

@9 Metrickou Glohou v stereometrii nie je vyfiova Gloha, ktorej rieSenie s@wa v jednoduchom dosadeni do
vzorcov (napr. ufenie objemu kvadra s danymizlami hran apod.), t. j. Gloha, na rieSenie ktovg je
potrebna Ziadnatereometricka konstrukcia

@D To znamena, ze daryibovd’ny n-uholnik je podobnyr-uholniku®A?A ... "A (n > 3). Stailo by pozna n-
uholnik afinny s podstavovym-uholnikom (oéom ale nemé zmysel uvazava Skolskej praxi). Uzitenym je
vSak nacvik doplnenia zvolenej trojice priemetoehalov podstavy tak, aby Utvar po doplneni mohal by
povazovany za rovnobezny priemet pravidelnéh- pgSes'uholnika alebo lichobeznika daného tvaru.



n-uholnik a bodV hlavny vrchol) Gplny vzfedom na rieSenie polohovych uloh, ak su
dané: priemety troch vrcholov podstavy, priemetvhého vrcholu telesa a tvar
podstavovéhm-uholnika. Rovnobezné priemety spomenutych Stytmadov si mozno (v
oboch pripadoch) zvalilubovd’ne vhodne (veta PohlkeheSchwarzova Kazdy dalSi
geometricky atvar (priamka, rovina,da}, vystupujuci v zadani ulohy musi vSaktby
uréeny bodmi pevne spojenymi s telesom (t. j. mdZioyd body leziace na priamkach
incidentnych s hranami alebo v rovinach incideningo stenami, pripadnd'sbovd’nymi
dvoma bénymi hranami telesa, dit). Podstatné je, Zze kazdy bbtdbudeme matdoucit
usporiadanou dvojicou bodov, ato jeho rovnobeZrgmemetom M' a rovnobeznym
priemetom M; pomocného priemetuM; bodu M do roviny podstavy telesa. Toto

pomocné Ynutornd premietanie je v pripade hranolovéeiné osnovoubacnych hran
a v pripade ihlanov ide o stredové premietanigrsaiemv hlavnom vrcholéelesa.

Aj odpovel’ na otazkudplnosti obrazu atvaru U vZadom na rieSenie metrickych aloh
(vratane Uloh suvisiacich s kolmsl zakladnych geometrickych Gtvarov) déava
zobrazovacia metdda Sikmej axonomettreba pozna rovnobezny priemet takzvaného
ortonormalneho Stvorstené. j. Stvorstena, v ktorom su vSetky hrany inaciohe s tym
istym vrcholom navzajom kolmé a zhodné), ktory je pevmgeny s Gtvaront 2. Tento
poznatok vyjasuje, pré&o su kocka kvader danych rozmerov alebgravidelny ihlan

s danou hranou avySkou (teda implicitne tiez kpckak ol¥Uubenymi telesami pri
ilustracii rieSenia metrickych (dia i polohovych!) stereometrickych uloh. Vyhhisa
nezelanému stereotypu by umoznilo a) vrieSeni migch Uloh viac pracova
s rovnobeznostenmi, Sikmymi hranolfilbovd’nymi ihlanmi (s predpisanou pravidelnou
podstavou alebo podstavou daného tvaru) vratamessenov>®: b) v rieSeni metrickych
tloh by nacwovanie algoritmov rieSenia uloh o z&kladnych geoitigich Utvaroch
mohlo Startovéz daného rovnobeZzného priemetu suradnicovehosiera.

2. Po oboznamenisa s Pohlkehovetou si iste kazdy citate® uvedomuje nendalezitos
poziadaviek, ¢i prikazov na narysovaniespravneht rovnobezného priemetu kocky
(dodrziavanim nezmyselnych pravidiel na ,skracogarirdn kolmych na priems,
pouzivanim uhlomeru na nameranie predpisaného apl®, Rovnako nepripustnym je
vyzadovd@ od Ziaka rozpoznanie objektu zjeho — sice Uplnébmzu vzFadom na
rieSenie polohovych, no neuplného fatiom na rieSenie metrickych uloh. Bude’'me
poteSujuce, k& sa ndjdu titelia, ktori po takto zamerne poloZermpvokanej otazke
vyhodnotia ako najlepSie odpovede tymemdbzem to vedige , mohlo by to by vselro,

... . Kiez by s&oraz viac Ziakov mohlo taSz takych ditel'ov a obratene!

3. Starsi ziaci by si mali osvdji Ze vo viinom rovnobeznom premietani nejde o premietanie
pravouhlé. KonStrukcia kolmého priemetu troch ngmrékolmych zhodnych Ugek so
spolanym krajnym bodom (vo vSeobecnej polohe) nie jéztoelkom elementarna a
vyZaduje poznatky presahujlice ramec stredoskotg@etrie ([1], [2], [9], [10])?"

@2 poziadavka Uplnosti Gtvard vzh'adom na riedenie polohovych loh je splnené auiokyatZrejma je
vyhodnos volby jednej steny zakladného telesa (pripadne viabesfien) v rovine steny (stien) spomenutého
Stvorstena.

@3 Stvorsten si zasluhuje pozortias? tym, Ze je najjednoduchdim zakladnym telesamal¢aén trojuholnika

v planimetrii). Pozornds si zasluhuju i pozoruhodné metrické vlastnostikiwgych Specialnych druhov
Stvorstenov.

@4 Vlastno$ kolmého priemetu troch navzjom kolmych a zhodngskiek vyjadruje zékladna veta kolmej
axonometrie (Gaussova), ako aj veta o Stvorcochepawnskratenia danej axonometrie (Weisbachova) 1]
307 — 310; [2], s. 100, 108; [10], s. 119) alebtave pravouhlom priemete kruznice neleziacej v petanej
rovine ani v rovine s priem&bu rovnobeznej ([9], s. 165).
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The Pohlke-Schwarz Theorem and its SignificanadénDidactic of Mathematics

As soon as the first volume of “Descriptive Geoiyetry Karl Pohlke (1810 — 1876) had
appeared (Berlin, 1860), inclusive the fundamettiabrem of oblique axonometry with a
note that the proof of the theorem probably could not be agglished in an elementary way
and that was why it was taken off for the secondme of the bodk both synthetic and
analytic proof has been made by many mathemati¢earen these renowned ones) within the
time period longer than half a century. The papesg@nts — besides the history of proofs of

the Pohlke's Theorem

— the genial elementary ppbdie generalized statement introduced

by a young disciple of Pohlké]. A. Schwarz(1843 — 1921) in 1864. The main goal of this
paper is to point out the close connection betwbenmethod of obligue axonometry and a
“free” parallel projection used in school practicesthin the tuition in stereometry. In
conclusion there are notes on the problem of thapteteness of the obligue image of a
geometrical figure (considering the problems of rgetsy of positionaswell asproblems
involving perpendicularity and metrical problems).

Key words: the Pohlke-Schwarz Theorem, historic notes, “frpafallel projection, on the
problem of the completeness of the oblique imaga& gieometrical figure with respect to
problems of geometry of position and metrical peos.



