KAPITOLA 2

Afinné zobrazenia

DErINfcia 2.1. Nech A, B € A(k), A # B. Priamka an je mnozina

{(1—t)A+tB |Vt ek} = {A+t(B— A) |Vt ek

1. Definicia afinného zobrazenia

DEFINicIA 2.2. Nech A; a A, st afinné priestory nad rovnakym polom. Zobrazenie f: A; —
A nazyvame afinnym, ak zachovava afinné kombinacie bodov. T.j. ak pre Tubovolné Py, ... P, €
AraXg..., N\ €k také, ze Y., \; =1, plati

(1) f (Z m) =Y Nf(P).
=0 =0

PRIKLAD 2.3. Stredové stimernost v A%(R) so stredom v (0,0) je afinné zobrazenie: bod
B; = (bi1,bi2) sa zobrazuje na bod B, = (—b;1, —b;2). Lahko sa presvedéime, ze

f <Z AiBz) =f <<Z Aibi, Y Aibﬂ)) = ( > b, =Y Aibw)
=0 =0 1=0 1=0 1=0

= Z /\i(_bilv —bi2) = Z /\z.f(BZ)
i=0 i=0

PRIKLAD 2.4. Nech f: A?(R) — AZ%(R) je zobrazenie, ktoré bod so stradnicami (by,bs)
zobrazi na bod so stradnicami (b1, 3bs). Podobne ako v predchidzajicom priklade overime, Ze
ide o afinné zobrazenie.

PRIKLAD 2.5. Zobrazenie A?(R) — A%(R), (a,b) ~ (a,|b|]) nie je afinnym zobrazenim:
vieme néjst body A, B,C tak, ze C = A\ A + Ao B pre nejaké A, Ay (A1 + A2 = 1), ale f(C) #
Af(A) + A f(B).

PRIKLAD 2.6. Premietanie na z-os:
A*(R) — A*(R), (a1,az) — (a1,0)
je afinné zobrazenie.

TVRDENIE 2.7. Kolinedrne body sa afinnym zobrazenim zobrazia na kolinedrne body. Obra-
zom priamky v afinnom zobrazeni je priamka alebo bod.

Dokaz. Nech Py, Py, P3 su kolinedrne. Ak P; = P,, tvrdenie zjavne plati. Inak nech P, # Ps.
Potom P3 = (1 = A\)P1 + AP, teda f(Ps3) = (1 = A) f(P1) + Af(F2), teda f(P1), f(F2), f(P5) sd

kolinedrne. Ak f(P;) = f(P,), obrazom priamky P; P5 je bod. V opa¢nom pripade je Iubovolny
bod priamky f(Py)f(P2), t.j. bod (1 = X)f(P1) + N f(P,) obrazom bodu (1 — X)P, + N P,. O

9



10 2. AFINNE ZOBRAZENIA
2. Pevné body afinnej transformacie

PRIKLAD 2.8.

Nech afinné zobrazenie A%(R) — A?(R) zobrazi dva F(©)
rozne body A, B na seba, t.j. f(A) = A, f(B) = B
(ide o tzv. pevné body). Bod C ¢ AB sa zobrazi na
f(C). Potom sa napr. tazisko AABC zobrazi na tazisko
Af(A)f(B)f(C) = AABS(C). Overime este, ze vsetky F(1)

body na priamke AB st pevné. T

Nech X € AB, teda X = (1 — A)A + AB. Potom A=f(A)  B=f(B)
FX)=Ff(A1=XNA+AB)=(1-XN)f(A)+Af(B)=(1-NA+AB=X.

Poucenie z prikladu: nové pojmy:

DEFINicIA 2.9. Ak f: A — A je afinné zobrazenie priestoru A do seba, potom f nazjvame aj
afinnou transformaciou. Bijektivna afinnd transformécia priestoru A sa nazyva tiez afinitou
priestoru A.

Nech f je afinnd transformécia A a nech P € A. Ak f(A) = A, potom A nazyvame pevnym
(samodruzZnym, invariantnym) bodom zobrazenia f.

PRIKLAD 2.10. Premietanie na z-os, posunutie aj stredova simernost st afinnymi transfor-
méciami A?(R). Z nich posunutie a stredovéa stimernost si aj afinitami.

A este uz dokdzané (v Priklade 2.8)

TVRDENIE 2.11. Nech f je afinnd transformdcia a nech A, B (A # B) st jej peuné body.
Potom vsetky body na priamke AB st peuvné.

3. DalSie vlastnosti afinnyjch zobrazeni

VETA 2.12. Zobrazenie f: A1 — As je afinné prdave vtedy, ked pre kazdé P,Q € A plati:
(= NP +2Q) = (1 - N(P) + A(Q).

Dékaz. Nech je zobrazenie afinné, potom z definicie afinného zobrazenia zachovava afinné kom-
binacie TubovolInych n-tic bodov, teda Specidlne aj lubovolnych dvojic.

Nech naopak zobrazenie f zachovava afinné kombindcie dvojic bodov. Indukciou vzhladom
na pocet bodov v afinnej kombinécii ukazeme, Ze toto zobrazenie potom zachovava afinné kom-
binacie lubovolného konec¢ného poc¢tu bodov. Pre dva body plati tvrdenie z predpokladu, m6zme
teda hned pristipit k indukénému kroku.

Nech zobrazenie zachovava afinni kombindciu n bodov (indukény predpoklad). Nech Ao +
A1+ -+ A, = 1. Potom

A An
fQoPo+ AP+ -+ A Fy) = f{ APy + (1= Ao) =P+ P,
1—Xo 1—-Xo

1— X
=X f(Po) + M f(P1) + -+ M\ f(B).

Zobrazenie zachovava afinné kombinécie bodov a teda je afinné. O

Dof () + (1= Do) (125 Prt oot (250 )
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P0OzZNAMKA 2.13. V geometrii sa ¢asto stretdvame s tzv. deliacim pomerom trojice koline-
arnych bodov: v redlnom priestore je ¢islo (ABC) € R deliacim pomerom trojice bodov A, B,C
(v tomto poradi a za predpokladu C' # B), ak

C—A=(ABC)(C - B),
t.j. vektor C' — A je (ABC)-ndsobkom vektora C' — B. Vtedy sa afinné zobrazenie ¢asto definuje

aj ako zobrazenie afinnych priestorov, ktoré zachovava kolinearitu a deliaci pomer bodov.

PRIKLAD 2.14. Nech p,q C A? st roznobezné priamky. Nech f: A?(R) — A2(R) zobrazi
bod B = (by,bz) na bod B' = pn¢?, kde ¢P je priamka prechddzajtica bodom B a rovno-
bezna s ¢ (rovnobeZzné premietanie na priamku p). Z podobnosti trojuholnikov pomocou
predchadzajicej vety vieme vyargumentovat, ze rovnobezné premietanie je afinnym zobrazenim.

VETA 2.15. Nech f: A1 — Ay je afinné zobraznenie. Nech B— A = D —C, t.j. usporiadané
dvojice bodov (A, B) a (C,D) si umiestneniami toho istého vektora. Potom aj obrazy tychto

dvojic st umiestneniami toho istého vektora: f(B) — f(A) = f(D) — f(C).

Dokaz. Ak B— A= D — C, potom stredy tseciek AD a BC splyvaji; ozna¢me tento spolo¢ny
bod S:
S=1A+ID=1B+1icC.
Kedze zobrazenie f je afinné, plati aj
f(8) = 3f(A) + 3 (D) = 3£(B) + 3 f(O).
7 poslednej rovnosti tak dostdvame
3f(A) = 3f(B) = 3£(C) — 5. f(D),

odkial uz dostaneme dokazovand rovnost. O

DEFIN{CIA 2.16. Nech f: A; — A, je afinné zobraznenie. Zobrazenie Df: V(41) — V(4s),
ktoré vektoru u = B — A priradi vektor D f(u) = f(B) — f(A) sa nazyva asociovanym k zobra-
zeniu f alebo tiez vektorovou, linedrnou alebo homogénnou zlozkou afinného zobrazenia f.

KedZze u = (B + u) — B pre akykolvek vektor u a bod B, dostdvame
Df(u) =Df((B+u) - B) = f(B+u)—f(B),
teda z definicie asociovaného zobrazenia D f k afinnémuzobrazeniu f mozme tiez pisat
f(B+u) = f(B)+ Df(u).

VETA 2.17. Vektorovd zlozka Df afinného zobrazenia f: A1 — As je linedrnym zobrazenim
vektorovych priestorov V(A1) — V(Ag).

Dokaz. Potrebujeme ukazat, ze
Df(v+w) = Df(v) + Df(w) WV, w,
Df(cv) =cDf(v) Vv Ve
Zvolme P € A; Tubovolne. Nech Q = P+ v a R =@ + w. Potom
Df(v+w) = Df(R—P) = f(R) - f(P) = f(R) - F(Q) + (Q) — F(P) = Df(w) + Df(v).
Nech teraz ¢ € k a nech S = P + cv. Potom
Df(ev) = f(S) = f(P) = f(1 = )P+ cQ) — f(P) = (1 — ) f(P) + cf(Q) — f(P)
=c(f(Q) = F(P)) = cDf(v).
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PRIKLAD 2.18.

(i) Nech f: A%(R) — A%(R) je stredova stimernost. Zobrazenie Df : R? — R? vektoru u
priradi vektor —u.
(ii) Ak ¢:A%(R) — A%(R) je posunutie, potom jeho vektorova zlozka Dt je identita.

VETA 2.19. Nech (A1,V1) a (A2, Vo) si afinné priestory. Pre kaZdi dvojicu bodov Py € A,
Py € Ay a kaZdé linedrne zobrazenie g: Vi — Va existuje prdve jedno afinné zobrazenie f: Ay —
Az také, ze f(Pl) = Pg a Df =4g.

(Prijemnou ludskou recou: afinné zobrazenie f je jednoznacne determinované zobrazenim
Df a obrazom jedného bodu.)
Dékaz. Existencia zobrazenia: Nech f: A; — A, je definované nasledovne:
[(X)=P+g(X - D).
Lahko sa presved¢ime, ze zobrazenie f ma pozadované vlastnosti:
e pre lubovolné A, B € A, plati
(L=NfA) +Af(B) = (1= NP2+ 9(A—P1)) + NP2+ g(B - P1))

= (1 — APy + AP + (1 —ANg(A—-Py)+ )\g(B - P)
=P+ g(1=MNA+AB—P) = f((1—\A+AB),

o f(P)=P+g(Pr—P1)=P—g(0) =P,
e znovu pre lubovolné A, B € A; plati

Df(B—A)=f(B)- f(A)=P+g(B-P)— (P2 +g(A—-P))
=9((B—P)—(A-P))
=g(B—A),
Vidime, ze f je afinné zobrazenie a ma pozadované vlastnosti.

Jednoznacnost: nech h: A; — A, je dalsie zobrazenie vyhovujtice danym podmienkam, t.j.
nech h(P;) = Py a Dh = g. Potom pre Tubovolné X € A; plati

h(X)=h(P1)+ Dh(X — P1) =P +9(X - P)=f(P)+Df(X - P) = f(X),

kde prva rovnost vyplyva z Vety 2.17 (ii), druhé z podmienok pre zobrazenie h, tretia z podmie-

nok pre zobrazenie f a Stvrtd znovu z Vety 2.17 (ii). O
DOSLEDOK. (Uréenost afinného zobrazenia) Nech Eg, E, ..., E, je barycentricky siradni-
covy systém v Ay = A™ a nech Qo,Q1,...,Qn st lubovolné body v As. Potom existuje jediné

afinné zobrazenie f: Ay — Ag také, Ze f(E;) =Q; prei=0,...,n.

Dokaz. Pre zobrazenie f: Ay — Ao musi platit

(1) f(Eo) = Qo,
(2) Df(P,—P)=Q; —Qoprei=1,...,n

7 linedrnej algebry vieme, e existuje prave jedno linedrne zobrazenie g: V(A1) — V(A) spliia-
jace druht podmienku, a z prave dokdzanej vety potom méame, Ze existuje jediné zobrazenie f
splnajice dané podmienky. O

7Z tohto dosledku napriklad vidime, ze afinné zobrazenie roviny je jednoznacne urcené ob-

razmi troch nekolinearnych bodov.

TVRDENIE 2.20. Afinné zobrazenie f: A1 — Ay je injektivne (surjektivne) prdve vtedy, ked
Df: V(A1) = V(Ag) je injektivne (surjektivne).
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Dokaz. Surjektivnost: Nech D f je surjektivne a nech Y € A je Tubovolny bod. Nech dalej A je
Iubovolny bod v A;. Ozna¢me v :=Y — f(A). KedZe je D f surjektivne, md vektor v v zobrazen{
Df svoj vzor: v = D f(u). Potom

f(A+u)=f(A)+Df(u) = f(A) +v =Y,
¢ize bod Y ma vzor A + u.

Nech teraz naopak je zobrazenie f surjektivne a nech v € V(Ay), ndjdeme vzor v v zobrazeni
D f. Uvazujme Tubovolné umiestnenie v = Y —X. Kedze f je surjektivne, existuji body A, B € A
také, ze f(A) =X a f(B) =Y. Potom Df(B — A) =v, t.j. B— A je vzorom v.

Injektivnost: du. O

TVRDENIE 2.21. Nech f1: A1 — Ay a fo: Ay — Ag su afinné zobrazenia. Potom aj zloZené
zobrazenie foo fi1: Ay — As je afinné a pre jeho vektorovi zloZku plati D(fyo f1) = Dfao Dfy.

Ak f: Ay — Ay je bijektivne afinné zobrazenie, potom aj f~': Ay — Ay je afinné zobrazenie

a D(f~) =(Df)~*
Dokaz. Vynechany, je to inavné mechanické prepisovanie. O
DOSLEDOK. Afinity priestoru A™ tvoria grupu.
4. Sturadnicové (analytické) vyjadrenie afinného zobrazenia

Popis linearneho zobrazenia vektorovych priestorov maticou mé analégiu v afinych zobraze-
niach.

Majme v A™ resp. v A" zvoleny stiradnicovy systém (Oq, ey, ..., ey) resp. (O, f1,...,£,).
Nech f: A™ — A" je afinné zobrazenie, ktoré je popisané obrazom bodu O; a vektorovou
zlozkou D f (t.j. obrazmi bazovych vektorov ey, ..., e.):
f(O1) = (a10,---,an0) (=O02+arofi + -+ anofy)
Df(e1) = (a11,---yan1) (=anfi+--+amf,)
Df(em) = (aimy---sanm) (=aimfi +- + apnty)

Potom pre kazdy bod P = (p1,...,pm) = O1 + pre1 + -+ + pmem € A™ plati
f(P) = f(O1) + p1Df(e1) + -+ pmDf(en).

Ozna¢me f(P) =Q = (q1,...,qn). Toto vSetko mdézme zapisat maticovo
q1 a1 a2 ... Gim D1 a10
q2 _ azy G2 ... Q2m P2 + a20 7
Gn Anl Gp2 ... Gpm Dm ano
skratene
Q=AP +A,.
Ak uvazujeme rozsirené siradnice (t.j. f(O1) = (a10,.-.,an0,1), Df(e;) = (a1i,...,an;0)),

mame zapis

q1 aip @12 ... Gim Q10 p1
q2 az1 G2 ... G2m G20 b2

(2) . = . o ,
qn anp1  QAp2 ... Gnm  Ano DPm

1 0 0o ... 0 1 1
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skatene

Q= AP.

PRIKLAD 2.22. Preferujeme matice v rozsirenych stradniciach oproti beznym afinnym, lebo
tak sa lahko zobrazenia skladaji: skladanie zobrazeni zodpovedd nasobeniu matic.

Nech t,, resp. t, je posunutie v A2(R) pozdfi vektora u resp. v.

Ak u mé siradnice (u1,u2) a v md stradnice (vy,v3), potom maticu zloZeného zobrazenia
ty oty najdeme ako sicin matic pre ty a ty:

1 0 (% 1 0 Ul 1 0 Uy + v
0 1 V2 0 1 ug = 0 1 Ug + Vg
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Vidime, ze ide o posunutie pozdlz vektora u + v, ako sme aj ocakévali:

1 0 w4+ T T+ U + v
0 1 wus—+wy T2 = To + Ug + V2
0 0 1 1 1

PRIKLAD 2.23. Stvis medzi skladanfm afinnych zobrazeni a nisobenim matic byva uZitoény
pri hladani predpisu pre komplikovanejsie zobrazenia. Predpis pre stredovi stiimernost podla
S = (s1,82) vieme tak najst pomocou matic pre posunutie a simernost podla (0,0): najprv
urobime posunutie o (—s1, —s2), potom stredovii simernost podla (0,0) a nakoniec posunutie o
(81, 82). Vysledni maticu dostaneme ako sicin jednotlivych matic:

1 0 s -1 0 0 1 0 —s; -1 0 2s
0 1 s9 0 -1 0 0 1 —sy | = 0 -1 2s9
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

5. Zmena suradnicovej stustavy

PRIKLAD 2.24. Namodelovali sme si scénu (napriklad pomocou lomenych ¢iar a kruznic) v
suradnicovej ststave, v ktorej sa ndim pohodlne pracovalo (obrazok vlavo).

e, 10

Ak ju chceme zobrazit na obrazovku, potrebujeme vsetky siradnice (vrcholy lomenych ciar,
stredy kruznic) prepodéitat: vyjadrit ich v stiradnicovej sistave obrazovky (obrazok vpravo). V
tejto podkapitolke si predvedieme, ako sa s takymto problémom ¢o najefektivnejsie vysporiadat.

V A™ uvazujme dve afinné stradnicové ststavy:
E = (0,eq,es,...,e,) (,stard* ststava),

E = (0,¢€],e,,...,€e,) (,nova* ststava)
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Vyjadrime ,novy” zaciatok sustavy a ,nové” bazové vektory pomocou ,starych”:

O = O+toier +itopoes+ -+ toney
e = tner+tizes+--+tine,

ey, = to1ey +tlames+ - +tae,

e;L == tnlel + tn2e2 + -+ tnnena

¢o mbzme prehladne zapisat pomocou matic

tin a1 ...t ton
tia taa ... tp2 o2
(e e ... € O)=(e e ... e O)]| . ,

0 o0 0 1

skatene
E' =ET.

Matica T sa nazyva maticou prechodu od stradnicovej sistavy E = (O, eq,€s,...,e,) k si-
radnicovej sustave E' = (O', e}, €),...,e}). Niekedy sa pre spresnenie oznacuje aj ako T(E, E').

TVRDENIE 2.25. Matica prechodu od jednej sustavy k druhej je reguldrna.

_f Ty to
(%)

kde tg = ( tor to2 ... tonm )T a T11 je matica typu n X n. Pre determinant matice T teda
plati |T| = |T11], ¢ize T je regularna prave vtedy, ked T1; je reguldrna. Vsimnime si, Ze i-ty
stipec matice Tq; obsahuje siradnice vektora e} v béze e, es,...,e,. Ak by stipce matice T
boli linedrne zavislé, teda existovali by ¢1,ca,...,¢n € k ((c1,...,¢n) # (0,0,...,0)) také, Ze

Doékaz. T je tvaru

Cle/l + 029/2 +--- 4+ C'n,e;z = 07
potom by vektory €f,e),..., el netvorili bazu V(A™). Matica Ti; je teda reguldrna, Cize aj
matica T je regularna. O
Maticu T je mozné vyuzit na prepocitanie suradnic bodov z jednej ststavy do druhej:
Nech P = (p!,ph,...,pl) v ,,novej* ststave, t.j.

P =0"+pe] +phes +---+ple,.

Potom
p;
P2 - ~
P=(e € ... e O )| ... |=EP =ETP,
P
1
teda
(3) P =TP

je stlpcova matica obsahujiica rozsirené siradnice bodu P vzhladom na , start* bazu. Pre pre-
pocet , starych® stiradnic na ,nové* teda pouzijeme inverzni maticu (prendsobime rovnost (3)
zlava maticou T1):

P =T 'P.
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PRIKLAD 2.26. S pouzitim matice prechodu vypocitame stradnice bodu A = (1, 3) v strad-
nicovej sustave (0, €], €}), kde

0'=(2,3), e, =(0,-1), e, = (1,1).

Matica prechodu k siradnicovej sistave (O, e}, €e}) je

0o 1 2
T=| -1 1 3
0 0 1
Kazdy svojou oblibenou metdédou vypocita maticu k nej inverzni:
1 -1 1
T'=(1 0 -2
0 O 1

A potom (rozsirené) siradnice bodu A v novej siradnicovej sistave (t.j. vzhladom na (O’, €], €5))

1 -1 1 1 -1
1 0 =2 3 | = -1
0 O 1 1 1

Teda A=0"—e| —eh) = (=1,-1)(0r e/ e1)-

Prirodzene, metéda ilustrovand tymto prikladom je naozaj dost , overkill“, pokial chceme
ziskat suradnice jedného bodu v novej ststave. AvSak stava sa velmi uzitoc¢nou, ak potrebujeme
napriklad prepocitat komplexnejsiu scénu.

POzZNAMKA 2.27. V roznej literatire sa mozete stretnit s roznymi maticami prechodu.
Niekedy sa nou nazyva matica transponovand k nasej, niekedy dokonca inverzna.

POzZNAMKA 2.28. VSimnime si, Ze siradnicova stistava a stiradnice bodu st navzéjom duélne
pojmy: matica T popisuje ,novi” siradnicovi stistavu pomocou , starej, ale ,nové“ sturadnice
bodu sa zo ,,starych“ poéitaji pomocou T~1.

POzZNAMKA 2.29. A na zdver si uvedomme, Ze zmena stradnicovej ststavy v A" zodpoveds
afinite priestoru A™ a naopak.

6. Orientacia afinného priestoru

V tejto Casti budeme uvazovat afinny priestor nad redlnymi Cislami.

V praxi sa pri dvoj- a trojrozmernom redlnom priestore stretdvame s pojmom , pravotociva”
alebo ,Javotociva” siradnicova stustava, pripadne tiez ,kladne” alebo ,zdporne orientovana” su-
radnicova siistava: napriklad v dvojrozmernom priestore sa za kladne orientovant sdradnicovi
sustavu povazuje takd sustava (O,e1,es), ze body O,E; = O + e1,E; = O + e su v tomto
poradi usporiadané proti smeru hodinovych ruciciek. Cielom tejto Casti je popisat tento jav
matematicky.

PRIKLAD 2.30. Majme v A%(R) novii stradnicovi stistavu:
/ /
O =0, e =e;, e =1z1€1 + {22e9,

Cize matica prechodu k novej stradnicovej stustave je

1 27 O
T=1] 0 t2 O
0 0 1

Predpokladajme, Ze povodna suradnicové ststava je kladne orientovand (t.j. proti smeru hodino-
vych ruci¢iek). Pre aké hodnoty to1 a tee bude aj nova stradnicovd sustava kladne orientovand?
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VETA 2.31. V afinnom priestore A™(R) (n > 2) wvaZujme nasledovni reldciuv na mnozine
vsetkgjch suradnicovych sistav: Pre E = (O,e1,...,e,) a E' = (0',€],...,e.) nech

E ~ E' prdve vtedy, ked |T(E,E")| > 0.

Takto definovand reldicia ~ je reldciou ekvivalencie a urcuje rozklad mnoZiny vsetkijch suradni-
covych sustav na dve triedy.

Dékaz. Reflexivnost: |T(E, E)| = [In41| = 1 (In41 je jednotkovd matica stuptia n + 1), preto
E~F.

Symetrickost: nech Fy ~ Es, teda |T(E1, Eq)| > 0. Plati, ze E; = E;T(FE1, Es), po vyni-
sobeni inveznou maticou k T(E1, Ey) méame, ze E; = E;T(FEy, E;)~ L. Vidime, ze T(Es, E;) =
T(El,Eg)_l. Preto |T(E2,E1)| = |T(E1,E2)_1| = 1/‘T(E1,E2)‘ > 0, Cize Ey ~ Fy.

Tranzitivnost: kIa¢om k dokazu je pozorovanie: ak Eo = E{T(E1, E3) a E3 = EsT(FEs, E3),
pOtOHl E3 = ElT(El, EQ)T(EQ, Eg), teda T(El, Eg) = T(El, EQ)T(E27 Eg) Nech teraz E1 ~ E2
a Fy ~ Fs, Cize ‘T(El, EQ)‘ >0a |T(E2,E3)| > 0, odkial potom |T(E1, E3)| > 0, ¢ize 1 ~ Ej.

Rozklad na dve triedy: zrejme existuji aspon dve triedy rozkladu: pre dani stradnicovii
sustavu E urdite existuje ststava E’ takd, ze T(E, E’) < 0 (viete ndjst takt ststavu E’?). Teda
existuji aspon dve triedy rozkladu. Nech teraz Ey # Es a Fy o« Ej, ¢ize |T(E, E2)| < 0 a
|T(E2,E3)‘ < 0. Potom |T(E1,E3)| = ‘T(El,EQ)HT(EQ,E1)| > 0, teda Fq ~ Fs3. Vidime tak,
ze existuju len dve triedy ekvivalencie. O

DEFINiciA 2.32. Nech Ei, Es st siradnicové sustavy v A" (R). Hovorime, Ze ststavy E1, Fy
su suhlasne orientované, ak E; ~ E5 (v zmysle predchddzajicej vety). V opa¢nom pripade
st sustavy Ey, Es nesihlasne orientované.

V danom redlnom afinnom priestore potom jednu dvoch tried ekvivalencie stradnicovych
sustav prehldsime za kladni, a vsetky sistavy v tejto triede budi kladne orientované. Druhé
trieda bude zdporna a bude pozostavat zo zdporne orientovanych suradnicovych sistav.

Orientovany afinny priestor je afinny priestor spolu so zvolenou orietnéciou, t.j. dvojica
(A, [E]), kde [E] oznacuje triedu ekvivalencie stiradnicovej sistavy E.

V orientovanej rovine mézme potom hovorit aj o orientécii trojuholnika: nekolinedrne body
A, B,C (v tomto porad{) uréuji kladne orientovany trojuholnik AABC, ak je stiradnicovd si-
stava (A,B — A,C — A) kladne orientovand; v opac¢nom pripade ide o zdporne orientovany
trojuholnik. Podobne hovorime v trojrozmernom orientovanom priestore o kladne alebo zaporne
orientovanom stvorstene, ¢i v n-rozmernom orientovanom priestore o kladne alebo zdporne orien-
tovanom n-rozmernom simplexe.

PRIKLAD 2.33. Nech E. = (O, e, e3) je standardné stradnicovd stistava (repér).

Nech Ey = (O, f1,15), kde

fi = e1—e
f2 = —eq.
Plati, ze |T'(E., Ef)| = —1 < 0, teda tieto siradnicové sustavy s nesthlasne orientované: Ak

E. bola kladne orientovand, E je zdporne orientovand.

Nech Eg = (O,gl,gz), kde

g1 = —€1 —€

g2 = —e;+te;

Znovu mame |[T'(E., Ey)| = —1 < 0, takze aj E, je zaporne orientovana.
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Ak si vSak zvolime taku orientdciu priestoru, Ze E; je kladne orientovand, z determinantov
matic T(Ey, E.), T(E;, E,) naozaj zistime, ze E. je zdporne a E, kladne orientovand, presne
ako vidime, ked si repéry zakreslime do obrazka.



