KAPITOLA 1

Afinny priestor

1. Jemny historicky tvod

e cuklidovské rovina (zo strednej skoly) (dvojrozmerny euklidovsky priestor):
— objekty stidia v euklidovskej rovine: body (4 priamky, kruznice, ...)
— s euklidovskymi priestormi (dvoj- a trojrozmernymi) pracoval a vynikajtaco ich
popisal uz Euklides cca. 300 rokov pr.n.l.
e afinnd rovina (dvojrozmerny afinny priestor): euklidovské rovina, v ktorej eSte nevieme
merat (vzdialenost, dizka, kolmost, velkost uhla... neexistuji)

-300: Euklides: euklidovska rovina

1636: Descartes, Fermat: analytickd geometria (siradnice)

1804: Bolzano: operacie s bodmi a priamkami, v ktorych je badatelny koncept vektora
1843: Hamilton: kvaterniény ako linedrne kombinacie

1844: Grassmann: prvykrat prisiel s konceptom vektorového priestoru

1888: Peano: moderné ponatie vektorového priestoru

1920: Banach, Hilbert: axiomaticka definicia vektorového priestoru

Dnes existuju vedla seba dva pristupy ku geometrii: geometria

e synteticka

— bez sdradnic

— nazorna, konstrukéné dokazy tvrdeni

— najprv mame afinny alebo euklidovsky priestor, potom v nom néjdeme vektorovy
e analyticka

— so suradnicami, do hry vstupuje pole

— lahsie sa v nej pracuje, na pomoc si vieme pribrat aj pocitace

— viac prilezitosti skiznut k mechanickému po¢itaniu namiesto porozumenia geomet-

rii problému
— najprv skonstruujeme vektorovy priestor a potom afinny

Spominame na vektorovy priestor:

e objekty: vektory
e struktura: vektory vieme scitavat a nasobit skalarmi
e vyznamny vektor: 0:
— v kazdom vektorovom priestore,
— v kazdom podpriestore,
— nemeni sa pri zmene bazy
nenachadza sa v ziadnej linearne nezavislej mnozine, ani nie je sucastou ziadnej
bazy

Afinny priestor: podobny vektorovému, ale “neukotveny”, neexistuje ni¢ ako nulovy bod.
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4 1. AFINNY PRIESTOR

2. Analytickd geometria, body euklidovskej roviny

»Pre toho, kto sa chce vyznat problematike veci,
je uZitocné dostatocne sa nou zaoberat.”
Aristoteles

Nie hocijakd mnozina bodov je euklidovsky priestor. Potrebujeme popisat struktdru v mno-
zine bodov.

DEeriNfoia 1.1. Stred tsefky AB (ozn. S(A4, B)) je taky bod na tsetke AB, ktorého
vzdialenost od A a od B st rovnaké.

ULoHA 1. Pre dva body A a B néjst stred tsecky AB, ak A = (a1,a2), B = (by,b2).
Pomocou obrézku (alebo si paméitame zo SS) mame, ze

S(A,B)Z (a1+b1 a2+b2>.
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Treba eSte overit, Ze tento bod je naozaj stredom tise¢ky AB podla Definicie 1.1 (du).

POZOROVANIE. Scitavanie bodov zmysel nemd, ale vypocitat %A + %B uz, zda sa, zmysel
ma.
DEerINicIA 1.2. Nech S € A? je pevne dany bod. Stredova stimernost f so stredom S je

zobrazenie mnoziny bodov roviny do seba, ktoré kazdy bod A zobrazi na bod f(A) = A’ taky,
7e S=S(AA).

Je tato definicia korektna? Treba overit, Ze stredovd stmernost f, ako sme ju popisali,
je dobre definované zobrazenie, t.j. Ze pre kazdy bod A existuje prave jeden bod A’ taky, Ze
f(A) = A, ¢ize taky, ze S = S(A, A'). (dd)

3. Struktira euklidovského priestoru: geometricky model vektorového priestoru

Uvazujme rovinu R? (poznéte ju zrejme pod menom ,euklidovska rovina”, ozn. E?).

DEFINicIA 1.3. Orientovana tsecka AB je usetka AB spolu s poradim bodov A, B, z
ktorych jeden budeme nazyvat zaCiatoénym bodom a druhy koncovym bodom orientovanej
usecky. Ak A = B, potom AB je nulova (orientovand) usecka.

Pri popisovani orientovanej tisecky budeme pouzivat konvenciu, ze prvy bod je zaciatocny a
druhy koncovy, t.j. v orientovanej tsecke AB je bod A zaciatoény a bod B koncovy.

Kazdé orientovand tsecka urcuje vektor. Kazdy vektor méa reprezenticiu medzi orientova-
nymi useckami, tdto reprezentacia ale nie je jednoznacnda. Rozne orientované tisecky mozu urcovat
ten isty vektor:

e Vsetky nulové tsecky nech reprezentuja nulovy vektor.
e Dve nenulové orientované tsecky AB a CD reprezentuju ten isty vektor, ak
— st zhodné (JAB| = |CD|),
— majd rovnaky smer, teda AB || ,
— majui rovnaki orientaciu, ¢o v tomto pripade moézme popisat tak, ze
*x koncové body B a D lezia na tej istej strane od priamky j@, ak ABa CD
nelezia na tej istej priamke,
* 1@ C @ alebo @ C 1@, ak AB a CD lezia na tej istej priamke.
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Alternativne by sme fakt, ze dve rozne orientované tsecky reprezentuju ten isty vektor, mohli
popisat aj tak, ze stred usecky AD splyva so stredom tsecky BC.

Matematicky: popisana relacia na mnozine orientovanych tiseciek je relaciou ekvivalencie a
vektor je trieda ekvivalencie orientovanych tuseciek.

Dokonca: pre Tubovolny bod A ma Iubovolny vektor reprezentéciu orientovanou tseckou AX
pre nejaké X.

Suradnice vektora uréeného orientovanou tse¢kou AB, ak A = (a1,a2) a B = (by,bs), st
(b1 —a1,by —az). Méme tak dalsiu zmysluplnt operdciu s bodmi: odéitavanie, pricom rozdielom
dvoch bodov je vektor. Vektor urceny orientovanou useckou AB tak budeme pisat ako B — A.

Vektory v euklidovskej rovine tvoria vektorovy priestor:

e vektory vieme scitat: s¢itavanie vektorov reprezentovanych orientovanymi tiseckami AB
a C'D: prilozime zaciatok orientovanej usecky C'D ku koncu orientovanej usecky AB, t.j.
nijdeme bod F taky, ze F — B = D — C, potom sucet je reprezentovany orientovanou
useckou AE:

(B-A)+(D-C)=(B-A)+(E-B)=F—A.

— je to dobre definované? inak: nezavisi vysledok od volby reprezentacie?
— je to asociativne?
— je to komutativne?
— existuje neutralny prvok?
— existuje ku kazdému prvku opacny?
e vektory vieme nasobit skaldrom: rozlisime pripady ¢t = 0,¢ < 0,¢ > 0O:
—akt=0, potomt¢-(B—A)=0,
— ak t > 0, vieme zZe

V(B — A)Vt e R* 3IC € AB : |AC| = t|AB.

a stanovime t- (B — A) =C — A,
—akt<0,potomt- (B—A)=A—-C,kde C— A= (-t) - (B-—A).
Znovu treba este overit, ze takéto nasobenie je dobre definované, t.j. ze vysledok ope-
racie nezavisi od volby reprezenticie vektora.
e plati distributivnost ndsobenia vzhladom na séitanie (dékaz sa rozpadé na spustu pri-
padov).

Pomocou euklidovského priestoru sme skonstruovali vektorovy priestor V(E). A s nim aj zobra-

zenie E x E — V(E).

4. Posunutia

Skimame dalej stivis medzi E a V(E).

Urona 2. Co viete povedat o zobrazeni, ktoré vznikne zloZenim dvoch stredovych stmer-
nosti?

DEFINfCIA 1.4. Nech u = (uj,u3) je pevne zvoleny vektor. Posunutie (translacia) ¢ v
smere (pozdlz) vektora u je zobrazenie E? — E2, ktoré kazdy bod A = (a1, as) zobrazi na bod
t(A)=A" = A+u= (a1 +ui,as +us).

POZOROVANIE. Stcet bodu A a vektora u je tiez zmysluplnd operacia: vysledkom je bod,
do ktorého sa zobrazi bod A pri translacii pozdlz vektora u.

Posunutie je jedno-jednoznac¢ne dané vektorom posunutia:

e kazdy vektor jednoznacne uréi posunutie (vyplyva z definicie posunutia)
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e rdozne vektory urcuju rézne posunutia (Tahko sa overi, staéi néjst jeden bod, kde sa
lisia)

Mame tak bijekciu medzi vektormi v E? a posunutiami E2.

Vektory vieme séitavat... posunutia vieme skladat: ak ¢ je translécia pozdiz u; a ¢, je
translacia pozdlz us, potom ¢y ot =ty o ta je translacia pozdlz u; + us.

DEFINicIA 1.5. Dvojica (G,0), kde o: G X G — G je bindrna operécia, tvor{ grupu, ak

e pre vietky g1, 92,93 € G plati (g1 0g2) 0 g3 = g1 0 (g2 0 g3) (operécia o je acosiativna),

e existuje e € G také, ze eo g = go e = g pre vSetky g € G (e je tzv. neutralny prvok
vzhladom na opericiu o),

e pre kazdy prvok g € G existuje ¢’ € G tak, ze gog' = g o g = e (¢’ je tzv. opaény
prvok k prvku g vzhladom na operéciu o).

Pokial je operdcia o navySe komutativna (t.j. plati g1 0 go = g2 0 g1 pre vSetky g1, g2 € G), potom
horovime, zZe (G, o) (alebo jednoducho G) je komutativna grupa.

P0zOROVANIE. Posunutia tvoria komutativnu grupu.

5. Afinny priestor (konecéne!)

Doteraz sme sa euklidovskym priestorom zaoberali tak, ako sa jeho chapanie vyvijalo histo-
ricky: zacinali sme s rovinou ako s mnozinou bodov a az postupne sme v nej objavili vektory,
ktoré tvorili vektorovy priestor. Tento pristup ma vsak jeden zavazny problém: v skutocnosti
nevieme poriadne, ¢o to je, t4 bodova rovina.

Teraz si uvedieme moderny axiomaticky pristup, ked euklidovsky (presnejsie afinny) priestor
vybudujeme pomocou vektorového, ktory uz dobre pozname.

5.1. Definicia afinného priestoru.

bod — poloha
vektor — posunutie, pohyb, translacia
A+u - bod A posunuty pozdlz vektora u

DEFINicIA 1.6. Afinny priestor nad polom k je trojica (A, V,+), kde

e A je mnozina bodov
e V je vektorovy priestor nad polom k
e +: A XV — A je bindrna operécia s vlastnostami:

(i) VPeAVu,veV: (P+u)+v=P+ (u+v)

ompatibilita so s¢itanim vo vektorovom priestore, mozme teda pisat A +u+v
K bili o K . . da pisat A
(i) VPeA: P+0=P
(iii) VP,Q € A Flu e V taky, 7ze Q = P +u.

Afinny priestor (A, V, +) budeme tiez oznacovat (A, V') alebo jednoducho A. Vtedy vektorovy
priestor prislichajici afinnému priestoru A budeme oznacovat ako V(A).

DerFINfciA 1.7. Dimenzia (rozmer) afinného priestoru je dimenzia jeho vektorovej
zlozky: dim A := dim V' (A). n-rozmerny afinny priestor sa tiez zvykne oznacovat ako A™.

Vektor u zo zaveru definicie afinného priestoru budeme oznacovat ako Q — P a o uspo-
riadanej dvojici bodov P,@Q (inymi slovami: o orientovanej isecke PQ) budeme hovorit, Ze je
umiestnenim vektora u. Cize mdame

u=@Q — P prave vtedy, ked Q=P +u.

Toto bude ,naSa zndma” operdcia —: A x A — V(A).
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TVRDENIE 1.8. Pre vsetky P,Q, R € A plati:

() @=P+(Q—-P),
(i) —(Q-P)=P-Q,
(i) (Q—P)+ (R—Q) = (R — P) (Chaslesov vzorec),

(t.j. vektory vnimané ako orientované dsecky v takomto afinnom priestore sa sprdvaji presne
tak, ako od nich ocakdvame v analdgii s nasou prvotnou naivnou predstavou ,redlny svet”).

Dokaz.

(i) Len prepisand definicia operécie —.
(i) P+ (Q-P)+(P-Q)=Q+(P—Q) =P, ¢ize (Q—P)+(P—-Q) =0, teda P—Q
a @ — P st navzajom opacné vektory.
(iii) P+(Q—P)+(R—Q)=Q+ (R—Q) =R, teda (Q — P)+ (R — Q) je ten isty vektor
ako (R — P).

O

POZOROVANIE. Zd4 sa, ze aritmetické operécie s bodmi a vektormi prirodzene funguju tak,
ako sme zvyknuti u cisel.

5.2. Bodovo-vektorovy kalkulus. Je odlah¢enim od prisnych pravidiel poé¢itania s bodmi
a vektormi.

Kedy mé kombinacia bodov zmysel? Ked ju viem formélne korektnymi tpravami prepisat
na linearnu kombinaciu vektorov, popripade na sicet bodu a linearnej kombinacie vektorov.

PrikLAD 1.9.
(a) A+ 3B+ ¢C=A+1(B—A)+ +(C — A). Zadany vyraz je korektny.

(b) 3A— 3B —:C = 3(B—A)+ §(C — A). Zadany vyraz je korektny.
(¢) A+ B = ? Zadany vyraz nie je korektny.

DEFINfciA 1.10. Afinna (barycentricka, niekedy aj linedrna) kombinacia bodov.
Nech Pi,...,P, € A, nech \,...\, € k. Nech P € A.

e Ak A\{ +---+ A\, =1, tak stctom A\ P, + --- + A\, P, rozumieme bod
P+X\(PL—P)+-- -+ (P, — P).
e Ak A\{ +---+ A, =0, tak suc¢tom A\ P, + --- + A\, P, rozumieme vektor
MPL—=P)+ -+ M\ (P, — P).

Dokaz korektnosti definicie. Treba ukédzat, Ze vysledny bod/vektor nezavisi od volby bodu P.
Nech A1 + -4+ A, =1 a nech Q € A je Tubovolny bod. Potom
QtM(PL=Q)+ -+ (P —Q) =
=P+ (Q-P)+M(Q—-P)+---+X(Q—-P)=
=P+M+ - +A)Q-P)+M(PL—Q)+ -+ M\(P— Q) =
=P+ MQ-P)+(P-Q))+ -+ M[(Q—-P)+ (P —-Q)] =
=P+M([PL—P)+---+ (P, — P),
kde prva a posledna rovnost vyplyvaju z Tvrdenia 1.8.

Dékaz pre pripad, ked A\ +--- 4+ A\, = 0: du. O
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5.3. Suradnicova sustava. Suradnice v n-rozmernom vektorovom priestore: potrebujeme
bazu. Saradnice v n-rozmernom afinnom priestore: okrem bazy potrebujeme aj zaciatok sturad-
nicovej stustavy, potrebujeme afinny priestor ,ukotvit” v nejakom bode.

Afinna sdradnicova ststava (alebo tiez afinny siradnicovy systém) v n-rozmernom
afinnom priestore je uréend usporiadanou (n + 1)-ticou

(an17e27 .. '7en)7

kde O € Aae,ey,...,e, tvoria bidzu V(A). Takdto (n+1)-ticu tiez nazyvame repérom. Kazdy
bod P afinného priestoru A sa potom dé jednoznacne vyjadrit v tvare

P =0 +pie; +prex+---+ppey,

¢o skrdtene zapisujeme ako P = (p1,p2, ..., Pn), & n-ticu (p1, p2, - - - , pn) Nazyvame siradnicami
bodu P. Existencia aj jednoznacnost stiradnic bodu vyplyva z

P —0O =pie; +pres+---+ppey,

a linedrnej algebry (e, eq, ..., e, tvoria bdzu V(A)).
O — zaciatok stradnicovej stustavy
E;=0+e; — jednotkové body suradnicovej stustavy
OF; - suradnicové osi

PrikLAD 1.11. Napiste stradnice bodu A = (2,1) v stiradnicovej stistave (O, eq, e2), ked

(1) 0= (—1,3)781 = (170)a92 = (07 1);
(2> 0= (070)7e1 = (1,0),62 = (17 1)a
(3) O = (2,3),61 = (O,—l),EQ = (1, 1)

Nech (O,ej,eq,...,e,) je afinnd suradnicovd ststava n-rozmerného afinného priestoru A.
Nech P = (p1,...,pm) = O+ pre1 + -+ ppe, je bod a v=(v1,...,0,) =vie; + -+ vpe, je
vektor. Potom rozsirené suradnice bodu P resp. vektora v je (n+1)-tica (p1,p2,...,Dn, 1)
resp. (U1, ..., 0n,0).

Alternativne, body Eg, 1, ..., E, v n-rozmernom afinnom priestore tvoria barycentricky
suradnicovy systém, ak (n + 1)-tica

(Eo, 1 — Eo, B2 — Ey, ..., B, — Ep)
tvori afinnd stradnicovi sustavu, t.j. kazdy bod A sa da jednoznacne vyjadrit v tvare
P=pyEo+piEr+ - +pyEy, kde po+---4c, =1

Cislam pg, ..., p, potom hovorime, Ze ide o barycentrické suradnice bodu P vzhladom na
danud barycentricka sastavu.

Existencia aj jednoznac¢nost vyplyva z

P =poEo+piEr+ -+ pnEn = Eo +pi1(E1 — Eo) + - + pa(En = Eyp).



