1 Afinny priestor

,Pre toho, kto sa chce vyznat problematike vect,
je uzitocné dostatocne sa nou zaoberat.”
Aristoteles

1.1 Struktira mnoziny bodov euklidovskej roviny

Aby sme ziskali nejaké nastroje pre pracu a vypocty v euklidovskom priestore,
je dobré hlbsie porozumiet struktire tohoto priestoru. Euklidovsky priestor
pozostava z bodov, ale nie hocijaki mnozinu bodov chceme nazvat euklidov-
skym priestorom.

Pod pojmom , euklidovska rovina“ poznate zrejme rovinu R? (mozno ste
ju oznacovali aj ako E?), v ktorej vieme kazdému bodu priradit jeho st-
radnice, dvojicu redlnych ¢isel. Budeme teda pracovat s touto predstavou a
pokusime sa popisat vlastnosti tejto roviny, ktoré ndm neskor mozu pomoct
pri rieseni komplikovanejsich tloh.

Definicia 1.1. Stred tusecky AB je taky bod S na tsecke AB, ktorého
vzdialenost od A a od B st rovnaké:

« SeAB,
e |SA|=|SB|.

Ak sa pozrieme na stradnice bodov A = (ay,as), B = (b1, by), potom strad-
nice stredu S tsecky AB vypocitame

al+b1 a2+b2
— . 1
5 ( 2 72 ) (1)

Pozorovanie. Aj ked ciastkova operacia, vypocet ,, polovice bodu®“, ziaden
geometricky zmysel nemé, vypocet aritmetického priemeru dvojice bodov
T A+ 1B mé zjavny geometricky vyznam: ide o bindrnu operdciu E? x E? —
E?, ktord dvom bodom priradi stred tsecky, ktort uréuju.

Uloha 1. Nijdite stradnice taziska AABC pre A = (ay,a3), B = (b1, bs) a
C = (Cl, Cz).

Definicia 1.2. Nech S € A? je pevne dany bod. Stredova stiimernost f
so stredom S je zobrazenie mnoziny bodov roviny do seba, ktoré kazdy bod

A zobrazi na bod f(A) = A’ taky, ze S je stredom AA’.

1



Obraz bodu v stredovej simernosti je definovany ako bod s urcenymi
vlastnostami. Pre tiplnost treba ukazat, ze pre kazdy bod A naozaj existuje
taky bod A’, 7ze S je stredom AA’, a navyse je taky bod jediny. TYym overime,
ze stredova sumernost f, ako sme ju popisali, je dobre definované zobrazenie.

odkaz do transformécii roviny (konstrukéné tlohy) na stredovii simernost

Definicia 1.3. Orientovana tusecka AB je tsecka AB spolu s poradim
bodov A, B, z ktorych jeden budeme nazyvat zac¢iatocnym bodom a druhy
koncovym bodom orientovanej tsecky. Ak A = B, potom AB je nulova
(orientovand) usecka.

Pri popisovani orientovanej tsecky budeme pouzivat konvenciu, ze prvy
bod je zaciatoény a druhy koncovy, t.j. v orientovanej tsecke AB je bod A
zacCiatocény a bod B koncovy.

Kazda orientovana usecka urcuje vektor. Kazdy vektor mé reprezenta-
ciu medzi orientovanymi tiseCkami, tato reprezentacia ale nie je jednoznacna.
Roézne orientované tsecky mozu urcovat ten isty vektor. PopiSme si to pres-
nejsie.

o Vsetky nulové tisecky nech reprezentuju nulovy vektor.

o Dve nenulové orientované usecky AB a C'D reprezentuju ten isty vek-
tor, ak

— st zhodné (|AB| = |CD]|),
— maju rovnaky smer, teda 1B I Cﬁ,
— maju rovnaku orientaciu, ¢o v tomto pripade mozme popisat tak,
ze
x koncové body B a D lezia na tej istej strane od priamky j@,
ak AB a C'D nelezia na tej istej priamke,

* ﬁ C @ alebo @ C @, ak AB a CD lezia na tej istej

priamke.

Uvedeny popis sice dava dobri geometrickt predstavu o tom, kedy dvojica
orientovanych tuseciek reprezentuje ten isty vektor, no pre praktické vypocty
je pomerne fazkopadny. Preto sa nezriedka pouziva alternativny popis:

e dve rozne orientované usecky AB a C'D reprezentuju ten isty vektor
prave vtedy, ked stred tsecky AD splyva so stredom tsecky BC'.

Pomocou bodov v euklidovskej rovine sme popisali vektory. Zhrime si
celt konstrukciu teraz v definicii:



Tvrdenie-Definicia 1.4. Na mnozine vSetkych orientovanych tseciek v ro-
vine uvazujme binarnu relaciu: pre orientované tsecky AB a C'D nech AB ~
C'D prave vtedy, ked stred tsecky AD a stred tsecky BC su jeden a ten isty
bod. Potom relacia ~ je relaciou ekvivalencie a vektorom nazveme triedu
ekvivalencie orientovanych tseciek vzhladom na relaciu ~.

relacia ekvivalencie?

Ak je nejaky vektor reprezentovany orientovanou tseckou AB, hovorime,
7ze AB je umiestnenim vektora, alebo tiez, ze vektor je umiestneny do
bodu A (zaciatocného bodu orientovanej tsecky). Zjavne plati, ze pre Tubo-
volny bod A méa Iubovolny vektor reprezentaciu orientovanou tiseckou AX pre
nejaké X, inak: kazdy vektor vieme umiestnif do lubovolného bodu roviny.

Pri bodoch vieme pomocou stradnic okamzite rozhodntt, ¢i st dva body
rozne, alebo ide o ten isty bod: ich stradnice sa bud lisia alebo st rovnaké.
Analogicky ako body si aj vektory budeme reprezentovat pomocou suradnic,
ktoré buda mat tu istu vlastnost: dva vektory sa totozné, ak maji rovnaké
sturadnice. Stradnice vektora urcéeného orientovanou tseckou AB, ak A =
(ay,a2) a B = (b1, be), nech st (by — ay, by — ay).

Uloha 2. Overte, Ze usporiadand dvojica ¢isel (t.j. suradnice) jednoznac¢ne
urcuje vektor v rovine a naopak. Potrebujete pre body A = (aj,as), B =
(bl, bg), C = (Cl, 62) aD= (dl, dg) llkéZ&f, ze

« ak orientované tsecky AB a CD reprezentuju ten isty vektor, potom
(51 —ay, by — CLQ) = (dl —cp,dp — 02) a

o ak (by —ay1,bs —ay) = (dy — ¢1,dy — ¢3), potom orientované tsecky AB
a C'D reprezentuju ten isty vektor.

Prirodzene budeme preto odteraz vektor urc¢eny orientovanou useckou AB
zapisovat ako B — A.

Pozorovanie. Mame tak dalsiu zmysluplni operaciu s bodmi: odcitavanie,
pricom rozdielom dvoch bodov je vektor.

Na zaver sa este zamyslime, ze mnozine vektorov v euklidovskej rovine
vieme dat Struktiru vektorového priestoru (dokladné dokazovanie tu vyne-
chame, dokaz iba nacrtneme): odkaz do linedrnej algebry

o scitavanie vektorov reprezentovanych orientovanymi useckami AB a
CD: vektor D — C' umiestnime do bodu B, t.j. ndjdeme bod E taky, ze



E — B =D — C (orientované tisecky BE a C'D reprezentuju ten isty
vektor), potom stcet je reprezentovany orientovanou useckou AE:

(B—A)+(D—C)=(B—A)+(E-B)=E— A

Potrebujeme o tejto operacii zodpovedat niekolko otazok

E
|
B \
A 44 C
Obr. 1: S¢itanie vektorov B— A a D — C.

— je takéto sc¢itanie dobre definované? inak: nezavisi vysledok od
volby reprezentacie vektorov B — A a D — C?

— je asociativne?
— je komutativne?
— existuje neutralny prvok vzhladom na toto scitanie?
— existuje ku kazdému prvku opacny?
« vektory vieme nasobif skalarom: rozlisime pripady ¢t = 0, < 0, > 0:
— akt =0, potom¢t-(B—A) =0,
— ak t > 0, vieme zZe
V(B — A)Vt € R* 3IC € AB : |AC| = t|AB.
a stanovime ¢t - (B — A) =C — A,
—akt<0,potomt-(B—A)=A—-C,kde C—A=(—t)-(B—A).
Znovu treba este overit, ze

— takéto nasobenie je dobre definované, t.j. ze vysledok operacie
nezavisi od volby reprezentacie vektora.

— plati distributivnost nésobenia vzhladom na sé¢itanie (dékaz sa
rozpadd na spustu pripadov).

Pomocou euklidovského priestoru sme skonstruovali vektorovy priestor V(E).

Binarna operacia, ktora orientovanej usecke AB priradi vektor, ktory je nou
urceny, je zobrazenim E x E — V(E), (A, B) — B — A.
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1.2 Posunutie
prepojit s transformédciami roviny (konstrukéné tlohy?)
Skimame dalej stvis medzi E a V(E).

Uloha 3. Co viete povedat o zobrazeni, ktoré vznikne zloZenim dvoch stre-
dovych stimernosti?

Definicia 1.5. Nech u = (uy, u2) je pevne zvoleny vektor. Posunutie (trans-
lacia) t v smere (pozdlz) vektora u je zobrazenie E* — E?, ktoré kazdy bod
A = (ay,ay) zobrazi na bod t(A) = A" = A+u = (a1 + uy, azs + uy).

A \

Obr. 2: Posunutie v smere vektora u.

Pozorovanie. Sicet bodu A a vektora u je tiez zmysluplna operacia: vy-
sledkom je bod, do ktorého sa zobrazi bod A translaciou pozdlz vektora u.

Poznamka 1.6. Je velmi vyhodné mat v rovine zavedené suradnice alebo
maf aspon nejaky rozumny kalkulus s bodmi a vektormi, ked chceme popisat
posunutie. Charakterizovat posunutie synteticky (prostriedkami konctruke-
nej geometrie) je narocnejsie, napriklad:

o Izometria (zobrazenie zachovavajice diiky) f je posunutim, ak za-
chovava orientaciu a je bud identitou alebo nema ziaden samodruzny
(pevny) bod. Alebo:

o Izometria f je posunutim, ak pre vsSetky dvojice bodov X,Y plati, Zze
tsecky X f(Y) a Y f(X) maji spolocny stred.

Posunutie je jedno-jednoznacne dané vektorom posunutia:



« kazdy vektor jednoznacne uréi posunutie (vyplyva z definicie posunu-
tia)

 rdzne vektory urcéuju rozne posunutia (overi sa lahko, staci najst jeden
bod, v ktorom sa posunutia liSia)

Méame tak bijekciu medzi vektormi v E? a posunutiami 2.

Poznamka 1.7. Plati aj opacna imlikécia k tej v Ulohe 3: Kazdé posunutie
sa da napisat ako zlozenie dvoch stredovych stimernosti. Vedeli by ste to
ukazat?

Vektory vieme scéitavat... posunutia vieme skladat: ak t; je translacia po-
zdlz uy a ts je translacia pozdlz uy, potom ty 0ty = t; oty je translicia pozdlz
u; + us.

Definicia 1.8. Dvojica (G,0), kde o: G x G — G je bindrna operacia, tvori
grupu, ak

» pre vsetky g1, 92,93 € G plati (g1 0 g2) 0 g3 = g1 © (92 © g3) (operacia o
je acosiativna),

 existuje e € G také, ze eog = goe = g pre vsetky g € G (e je tzv.
neutralny prvok vzhladom na operéciu o),

 pre kazdy prvok g € G existuje ¢ € G tak, 7e gog =g og=-e (¢ je
tzv. opacny prvok k prvku g vzhladom na operaciu o).

Pokial je operacia o navyse komutativna (t.j. plati g; 0 go = g2 0 g1 pre vsetky
91,92 € G), potom horovime, Ze (G,o) (alebo jednoducho G) je komuta-
tivna grupa.

Pozorovanie. Posunutia tvoria komutativnu grupu.

1.3 Afinny priestor (konecne!)

Doteraz sme sa euklidovskym priestorom zaoberali tak, ako sa jeho chapa-
nie vyvijalo historicky: zac¢inali sme s rovinou ako s mmnozinou bodov a az
postupne sme v nej objavili vektory, ktoré tvorili vektorovy priestor. Tento
pristup ma vsak jeden zavazny problém: v skutoc¢nosti nevieme poriadne, ¢o
to je, t& bodova rovina.

Teraz si uvedieme moderny axiomaticky pristup, ked afinny a nasledne
euklidovsky priestor vybudujeme pomocou vektorového, ktory uz dobre po-
zname z linedrnej algebry.



1.3.1 Definicia afinného priestoru

Ked si velmi stru¢ne zhrnieme nase doterajsie znalosti o bodoch a vektoroch,
mame zhruba takito predstavu:
bod -~ poloha
vektor — posunutie, pohyb, translacia
A4+u — bod A posunuty pozdlz vektora u
Teraz budeme doraz klast na presnost a doslednost popisu priestoru bo-

dov. Vektory aj body mozu byt ITubovolné objekty, ktoré svojimi vlastnostami
vyhovuju definicii. Preto vlastnosti, ktoré nam z nasej geometrickej pred-
stavy boli akosi jasné, bude treba dokazat (Tvrdenie 1.11): potrebujeme sa
presvedcit, ze platia aj pri abstraktnej axiomatickej konstrukcii vektorového
a afinného priestoru.

Definicia 1.9. Afinny priestor nad polom k je trojica (A, V,+), kde
e A je mnozina bodov
« V je vektorovy priestor nad polom k
e +: A XV — A je bindrna operacia s vlastnostami:

(i) VPeAVu,veV: (P+u)+v=P+ (u+v)
(kompatibilita so s¢itanim vo vektorovom priestore, moézme teda
pisat A+u+v)

(i) VPEA: P+0=P
(iii) YP,Q € A e V taky, 7e Q = P +u.
Afinny priestor (A, V,+) budeme tiez oznacovat (A, V') alebo jednodu-

cho A. Vtedy vektorovy priestor prislichajici afinnému priestoru A budeme
oznacovat ako V(A).

Definicia 1.10. Dimenzia (rozmer) afinného priestoru je dimenzia
jeho vektorovej zlozky: dim A := dim V(A). n-rozmerny afinny priestor sa
tiez zvykne oznacCovat ako A™.

Vektor u zo zaveru definicie afinného priestoru budeme oznacovat ako
Q) — P a o usporiadanej dvojici bodov P, (inymi slovami: o orientovanej
usecke PQ) budeme hovorit, Ze je umiestnenim vektora u. Cize mame

u=C — P prave vtedy, ked Q=P +u.

Toto bude ,nasa zndma” operdcia —: A x A — V(A).



Tvrdenie 1.11. Pre vietky P,Q, R € A plati:
(i) @=P+(Q—P),
(i) (@ -P)=P—-Q,
(iii) (Q— P)+ (R— Q)= (R~ P) (Chaslesov vzorec),

(t.j. vektory, ak ich interpretujeme ako orientované tisecky v takomto afinnom
priestore podla Definicie 1.9 sa spravaju presne tak, ako od nich ocakdvame
v analdgii s nasou prvotnou naivnou predstavou ,redlny svet”).

Dokaz.
(i) Len prepisand definicia operédcie —.

(i) P+(Q@—P)+(P-Q)=Q+(P—-Q) =P, dize (Q-P)+(P-Q) =0,

teda P — @ a () — P st navzajom opacné vektory.
(ii}) P+(Q—P)+(R—Q) = Q+(R—Q) = R, teda (Q— P) + (R— Q)
je ten isty vektor ako (R — P).
O

Pozorovanie. Zda sa, ze aritmetické operacie s bodmi a vektormi prirodzene
funguju tak, ako sme zvyknuti u ¢isel.

1.3.2 Bodovo-vektorovy kalkulus

Je odlahc¢enim od prisnych pravidiel pocitania s bodmi a vektormi.

Kedy mé kombinacia bodov zmysel? Ked ju viem formélne korektnymi
upravami prepisat na linearnu kombinaciu vektorov, popripade na stcet bodu
a linearnej kombinacie vektorov.

Priklad 1.12.
(a) 3A+3B+¢C = A+3(B—A)+¢(C— A). Zadany vyraz je korektny.
(b) 3A— 3B —3;C =3(B— A)+ :(C — A). Zadany vyraz je korektny.
(¢) A+ B =7 Zadany vyraz nie je korektny.

Definicia 1.13. Afinna (barycentricka, niekedy aj linedrna) kombina-

cia bodov.
Nech P;,..., P, € A, nech \{,... )\, € k. Nech P € A.
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o Ak M+ -+ A\, =1, tak sactom \{ P, + - - - + A\, B, rozumieme bod
P+XN(P—P)+ -+ A(P,— P).

o Ak A\i +---+ A\, =0, tak suctom \{ P, + - - - + A\, P, rozumieme vektor
M(Pr—P)+ -+ M\(P, — P).

Dékaz korektnosti definicie. Treba ukazat, Ze vysledny bod/vektor nezavisi
od volby bodu P.
Nech Ay +---+ A, =1 anech @ € A je lubovolny bod. Potom

Q+M(PL—=Q)+ -+ (P —Q) =
=P+ (Q-P)+MP Q)+ -+ (P —Q) =
=P+ M+ F+M)Q-P)+MP—Q)+ -+ (P —Q) =
=P+ M[(Q@-P)+ (P -Q)+ -+ [(Q@—-P)+ (P -Q)] =
=P+MPL—P)+--+N(P,— P),

kde prva a posledné rovnost vyplyvaju z Tvrdenia 1.11.
Dokaz pre pripad, ked A\; + --- + A\, = 0 je analogicky. O

1.3.3 Suradnicova sustava

Suradnice v n-rozmernom vektorovom priestore: potrebujeme bazu. Surad-
nice v n-rozmernom afinnom priestore: okrem bazy potrebujeme aj zaciatok
sturadnicovej sustavy, potrebujeme afinny priestor ,,ukotvit” v nejakom bode.

Afinna stiradnicova ststava (alebo tiez afinny stradnicovy systém)
v n-rozmernom afinnom priestore je urcend usporiadanou (n + 1)-ticou

(anlae% s 7en)7

kde O € A a ey, ey,...,e, tvoria badzu V(A). Takito (n + 1)-ticu tiez nazy-
vame repérom. Kazdy bod P afinného priestoru A sa potom da jednoznacne
vyjadrit v tvare

P = O+p1e1 + paeg + - - - + pp€y,

¢o skratene zapisujeme ako P = (py,pe,...,pn), a n-ticu (p1, pe,...,pn) Na-
zyvame suradnicami bodu P. Existencia aj jednoznacnost suradnic bodu
vyplyva z

P—0=pe +per+--+pe,

a linedrnej algebry (ey,es, ..., e, tvoria bazu V(A)).
O — zacdiatok sturadnicovej stustavy
E;=0+¢e; — jednotkové body stradnicovej stistavy
OFE; — suradnicové osi



Priklad 1.14. Napiste suradnice bodu A = (2,1) v stradnicovej ststave
(0,ey1,€z), ked

1. O=(-1,3),e; = (1,0),es = (0, 1),
2. 0=(0,0),e1 = (1,0),es = (1,1),
3. 0= (2,3),81 = (0, —1),82 = (1, 1)

Nech (O, ey, es,...,e,) je afinné stradnicova ststava n-rozmerného afin-
ného priestoru A. Nech P = (py,...,pm) = O + pre; + -+ + pye, je bod a
v =(v1,...,U,) =vi€] + - - - + V€, je vektor. Potom rozsirené stiradnice
bodu P resp. vektora v je (n+1)-tica (p1, pa, ..., Pn, 1) resp. (vi,...,v,,0).

Alternativne, body FEy, F1, ..., E, v n-rozmernom afinnom priestore tvo-
ria barycentricky stradnicovy systém, ak (n + 1)-tica

(EU7E1_E07E2_E07"'7EH_E0)

tvori afinni suradnicovi sustavu, t.j. kazdy bod A sa dé jednoznacne vyjadrit
v tvare

P=poEy +p By +---+p L, kde po+---+¢, =1

Cislam po, . . . , p, potom hovorime, Ze ide o barycentrické stiradnice bodu
P vzhladom na danu barycentrickt stustavu.
Existencia aj jednoznacnost vyplyva z

P=pEy+p1Ey+ -+ pEn=FEo+pi(Ey— Ey) + -+ pu(E, = Eyp).

2 Afinné zobrazenia
Definicia 2.1. Nech A, B € A(k), A # B. Priamka 1@ je mnozina

{(1—t)A+tB |Vt € kY = {A+ (B — A) |Vt € k}.

2.1 Definicia afinného zobrazenia

Definicia 2.2. Nech A; a A, st afinné priestory nad rovnakym polom. Zo-
brazenie f: A; — A, nazyvame afinnym, ak zachovava afinné kombina-
cie bodov. T.j. ak pre Iubovolné F,,...P. € Ay a A\g...,\, € k také, ze

Yoo =1, plati
f (2 m) ) 2
i=0 i=0
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Priklad 2.3. Stredova stimernost v A%(R) so stredom v (0,0) je afinné zo-
brazenie: bod B; = (b;1, bia) sa zobrazuje na bod B} = (—b;1, —bs) a odtial
lahko odcvodime, ze

(ZAB) ((beﬂ,ZAbZQ)) = (—gmﬂ,—gmz)

/\z 117 Z i f
=0

Priklad 2.4. Nech f: A%(R) — A?(R) je zobrazenie, ktoré bod so strad-
nicami (by, by) zobrazi na bod so stiradnicami (by, 3b2). Podobne ako v pred-
chadzajicom priklade overime, Ze ide o afinné zobrazenie.

Priklad 2.5. Zobrazenie A?(R) — A%(R), (a,b) — (a,|b|) nie je afinnym
zobrazenim: vieme najst body A, B, C tak, ze C' = A\ A + A3 B pre nejaké
A, Az (A + A = 1), ale f(C) # M f(A) + A f(B).

Priklad 2.6. Premietanie na z-os:
A*(R) — A*(R), (a1,a2) — (a1,0)
je afinné zobrazenie.

Tvrdenie 2.7. Kolinedrne body sa afinnym zobrazenim zobrazia na koline-
arne body. Obrazom priamky v afinnom zobrazeni je priamka alebo bod.

Dokaz. Nech Py, Py, P3 st kolinearne. Ak P, = P,, tvrdenie zjavne plati. Inak
nech P, # P,. Potom P; = (1 — AP, + AP, teda f(P3) = (1 — A\ f(FPr) +
A (Py), teda f(P)), f(P), f(P3) st kolinedrne. Ak f(P;) = f(FP,), obra-
zom priamky PP, je bod. V opa¢nom pripade je lubovolny bod priamky

F(POS(Py), . bod (1= N)F(Py)+ N f(Py) obrazom bodu (1— N) Py + X' Py.
O

2.2 Pevné body afinnej transformacie

Priklad 2.8. Nech afinné zobrazenie A?(R) — AZ%(R) zobrazi dva rozne
body A, B na seba, t.j. f(A) = A, f(B) = B (ide o tzv. pevné body).
Bod C ¢ B sa zobrazi na f(C). Potom sa napr. tazisko AABC zobrazi
na tazisko Af(A)f(B)f(C) = AABf(C). Overime este, ze vSetky body na
priamke 4B st pevné. Nech X € AB, teda X = (1 — \)A + AB. Potom

FOO) = fF(1=NA+AB) = (1= N)f(A) + Mf(B) = (1 - M)A+ \B = X.
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A= f(A) B = f(B)

Obr. 3: Afinita roviny

Priklad ilustroval dolezité pojmy:

Definicia 2.9. Ak f: A — A je afinné zobrazenie priestoru A do seba,
potom f nazyvame aj afinnou transformaciou. Bijektivna afinna trans-
formacia priestoru A sa nazyva tiez afinitou priestoru A.

Nech f je afinna transformacia A a nech P € A. Ak f(A) = A, potom
A nazyvame pevnym (samodruznym, invariantnym) bodom zobrazenia

f-

Priklad 2.10. Premietanie na z-os, posunutie aj stredova simernost si afin-
nymi transformaciami A%(R). Z nich posunutie a stredovd simernost si aj
afinitami.

A este uz dokdzané (v Priklade 2.8)

Tvrdenie 2.11. Nech f je afinnd transformécia a nech A, B (A # B) s1 jej
pevné body. Potom vsetky body na priamke 1@ su pevné.

2.3 Dalsie vlastnosti afinnjch zobrazeni

Veta 2.12. Zobrazenie f: A; — A, je afinné prave vtedy, ked pre kazdé
P,Q € Ay plati:

FL=XP+ Q) = (1 =N f(P) + Af(Q).

Dokaz. Nech je zobrazenie afinné, potom z definicie afinného zobrazenia za-
chovava afinné kombindcie lubovolnych n-tic bodov, teda sSpecialne aj Iubo-
volnych dvojic.
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Nech naopak zobrazenie f zachovava afinné kombinécie dvojic bodov. In-
dukciou vzhladom na pocet bodov v afinnej kombinacii ukédzeme, ze toto
zobrazenie potom zachovava afinné kombinécie lubovolného koneéného po-
¢tu bodov. Pre dva body plati tvrdenie z predpokladu, mozme teda hned
pristupit k indukénému kroku.

Nech zobrazenie zachovava afinni kombinéciu n bodov (induk¢ny pred-
poklad). Nech A\g + Ay + -+ + A\, = 1. Potom

A An
Pt

:f()\oPoJr(l—)\o)(l_)\o 1—A0P"))

A An
= Xof(Po) + (1= Xo)f (1 _1/\0P1 Gy 1_—/\0Pn>

= M f(Py) + MF(P) 4+ Af(Pp).

Zobrazenie zachovava afinné kombinacie bodov a teda je afinné. O

Poznamka 2.13. V geometrii sa Casto stretivame s tzv. deliacim pome-
rom trojice kolinedrnych bodov: v redlnom priestore je ¢islo (ABC) € R
deliacim pomerom trojice bodov A, B, C' (v tomto poradi a za predpokladu
C # B), ak

C—-A=(ABC)(C - B),

t.j. vektor C'— A je (ABC)-ndsobkom vektora C'— B. Vtedy sa afinné zobra-
zenie casto definuje aj ako zobrazenie afinnych priestorov, ktoré zachovava
kolinearitu a deliaci pomer bodov.

Priklad 2.14. Nech p,q C A? st roznobezné priamky. Nech f: A%(R) —
A%(R) zobrazi bod B = (by,by) na bod B’ = p N ¢P, kde ¢® je priamka
prechadzajica bodom B a rovnobezna s ¢ (rovnobezné premietanie na
priamku p). Z podobnosti trojuholnikov pomocou predchddzajicej vety vieme
vyargumentovat, ze rovnobezné premietanie je afinnym zobrazenim.

Veta 2.15. Nech f: A; — A, je afinné zobraznenie. Nech B— A =D —C,
t.j. usporiadané dvojice bodov (A, B) a (C, D) st umiestneniami toho istého
vektora. Potom aj obrazy tychto dvojic st umiestneniami toho istého vektora:
F(B)~ F(A) = f(D) - F(C).

Dokaz. Ak B—A = D—C, potom stredy useciek AD a BC splyvaji; ozna¢me
tento spolo¢ny bod S:

S=1iA+1ID=1B+1C.
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Kedze zobrazenie f je afinné, plati aj
F(S) = 3/ (A) +3/(D) = 3/ (B) + 3/ (C).
7 poslednej rovnosti tak dostavame
3f(A) = 5f(B) = 3£(C) — 3 f(D),
odkial uz dostaneme dokazovanu rovnost. 0J
Definicia 2.16. Nech f: A; — A, je afinné zobraznenie. Zobrazenie
Df: V(A) = V(Ay),

ktoré vektoru u = B — A priradi vektor Df(u) = f(B) — f(A) sa nazyva
asociovanym k zobrazeniu f alebo tiez vektorovou, linearnou alebo ho-
mogénnou zlozkou afinného zobrazenia f.

KedZze u = (B + u) — B pre akykolvek vektor u a bod B, dostavame
Df(u)=Df((B+u)— B)=f(B+u) - f(B),

teda z definicie asociovaného zobrazenia D f k afinnémuzobrazeniu f mozme
tiez pisat

f(B+u) = f(B)+ Df(u).

Veta 2.17. Vektorova zlozka D f afinného zobrazenia f: A; — Ay je line-
arnym zobrazenim vektorovych priestorov V(A;) — V(Ag).

Dokaz. Potrebujeme ukéazat, ze

Df(v+w) = Df(v)+ Df(w) ¥v,w,
Df(ev) =cDf(v) Vv Ve

Zvolme P € A lubovolne. Nech Q = P+ v a R = () + w. Potom
Df(v+w)=Df(R—P)=f(R) - f(P)=f(R) - f(Q)+ f(Q) — f(P)
=Df(w)+ Df(v).
Nech teraz ¢ € k a nech S = P + cv. Potom

Df(ev) = (S) = f(P) = f((1 = )P + Q) - (P)
— (1= f(P) +cf(Q) — F(P) = c(£(Q) — F(P))
— cDf ().
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Priklad 2.18.

(i) Nech f: A%(R) — A?(R) je stredovd stimernost. Zobrazenie D f : R* —
R? vektoru u priradi vektor —u.

(i) Ak ¢ : A*(R) — A%(R) je posunutie, potom jeho vektorova zlozka Dt
je identita.

Veta 2.19. Nech (Aq,V]) a (Ag, V5) st afinné priestory. Pre kazda dvojicu
bodov P, € Ay, P, € Ay a kazdé linearne zobrazenie g: V), — V5 existuje
prave jedno afinné zobrazenie f: A; — A, také, ze f(P))=P,a Df =g.

(Prijemnou ludskou recou: afinné zobrazenie f je jednozna¢ne determi-
nované zobrazenim D f a obrazom jedného bodu.)

Dokaz. Existencia zobrazenia: Nech f: A; — Ay je definované nasledovne:
f(X) =P +g(X - P).
Lahko sa presvedcime, ze zobrazenie f ma pozadované vlastnosti:
o pre fubovolné A, B € A; plati
(1= N)F(4) + A/ (B)
=(1=-NP+g9(A—=P))+ NP+ g(B—-P))
:(1—)\)P2—|—)\P2—|—(1—)\)g(A—Pl)—i—)\g(B—Pl)
=P+ g(1-MNA+AB—-P)=f((1-NA+AB),
o f(P1)=P+g(P—P) =P —g(0) =P,
e znovu pre fubovolné A, B € A; plati
Df(B—A)=[f(B) = f(A) =P+ g(B—P)— (P+g(A- 1))

=9((B—P)—(A- 1))

Vidime, Ze f je afinné zobrazenie a ma pozadované vlastnosti.

Jednoznacnost: nech h: A; — A, je dalSie zobrazenie vyhovujice danym
podmienkam, t.j. nech h(P;) = P, a Dh = g. Potom pre Iubovolné X € A,
plati

hX) = h(P1)+Dh(X —P) = B4g(X—P) = f(P)+Df(X-P) = f(X),

kde prva rovnost vyplyva z Vety 2.17 (ii), druhd z podmienok pre zobrazenie
h, tretia z podmienok pre zobrazenie f a Stvrtd znovu z Vety 2.17 (ii). O
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Désledok 2.20. (Urcenost afinného zobrazenia) Nech Ey, Ey, ..., E, je ba-
rycentricky suradnicovy systém v A; = A™ a nech Qq, @4, ...,Q, su Iubo-
volné body v A,. Potom existuje jediné afinné zobrazenie f: A; — A, také,
ze f(E;))=Q;prei=0,...,n.

Dokaz. Pre zobrazenie f: A; — Ay musi platit
L. f(Eo) = Qo,
2. DfF(P—PFPy)=Q;—Qoprei=1,....n
7 linedrnej algebry vieme, Ze existuje prave jedno linedrne zobrazenie
g: V(A)) — V(Ay)
spltiajice druhd podmienkl}, a z prave dokazanej vety potom mame, ze exis-
tuje jediné zobrazenie f splnajice dané podmienky. O
7 tohto dosledku napriklad vidime, ze afinné zobrazenie roviny je jedno-

znacne urcené obrazmi troch nekolinearnych bodov.

Tvrdenie 2.21. Afinné zobrazenie f: A; — A je injektivne (surjektivne)
prave vtedy, ked Df: V(A;) — V(Ay) je injektivne (surjektivne).

Dokaz. Surjektivnost: Nech Df je surjektivne a nech Y € A, je ITubovolny
bod. Nech dalej A je Tubovolny bod v A;. Ozna¢me v :=Y — f(A). Kedze je
D f surjektivne, ma vektor v v zobrazeni D f svoj vzor: v = D f(u). Potom

f(A+u) = f(A)+ Df(u) = f(A) +v =Y,

¢ize bod Y ma vzor A + u.

Nech teraz naopak je zobrazenie f surjektivne a nech v € V(Asy), ndjdeme
vzor v v zobrazeni D f. Uvazujme Iubovolné umiestnenie v =Y — X. Kedze
f je surjektivne, existuji body A, B € A; také, ze f(A) = X a f(B) =Y.
Potom Df(B — A) = v, t.j. B— A je vzorom v.

Injektivnost: du. O

Tvrdenie 2.22. Nech f1: A; — Ay a fo: Ay — Aj st afinné zobrazenia.
Potom aj zlozené zobrazenie fyo fi: Ay — Aj je afinné a pre jeho vektorovi
zlozku plati D(fy 0 fi) = Dfyo Dfy.

Ak f: A; — A, je bijektivne afinné zobrazenie, potom aj f=1: Ay — A
je afinné zobrazenie a D(f~') = (Df)™!

Dokaz. Vynechany, je to inavné mechanické prepisovanie. O

Doésledok 2.23. Afinity priestoru A" tvoria grupu.
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2.4 Stradnicové (analytické) vyjadrenie afinného zo-
brazenia

Popis linearneho zobrazenia vektorovych priestorov maticou ma analdgiu v
afinych zobrazeniach.

Majme v A™ resp. v A" zvoleny suradnicovy systém (Oq, ey, ..., €,,) resp.
(Oq,f1,....5,).

Nech f: A™ — A" je afinné zobrazenie, ktoré je popisané obrazom bodu
O, a vektorovou zlozkou D f (t.j. obrazmi bazovych vektorov ey, ..., ep,):

f(O1) = (a1,---,an0) (= O3+ apf; + -+ anof,)
Df(er) = (a1, am) (=anfi+---+anf,)

Df(em) = (alma s 7anm) ( = almfl 4+ anmfn)

Potom pre kazdy bod P = (p1,...,pm) = O1+pre; +-- -+ pmen, € A™ plati

f(P)=f(O1) +piDf(er) +- - +pmDf(en).

Ozna¢me f(P)=Q = (qi,--.,¢,). Toto vSetko mozme zapisat maticovo
q1 ai; Q12 ... QG1im b1 a10
q2 _ ag1 G2 ... Q2m b2 4 Q20
dn An1 Ap2 ... Apm DPm ano
Ak uvazujeme rozsirené suradnice (t.j. f(O1) = (a0, .-, ano, 1), Df(e;) =
(@14, - - - Gps, 0)), mame zapis
q1 ai;y Q@12 ... Gy Q1o h
q2 Q21 Q22 ... G2, QA20 b2
= 7 (3)
dn Ap1 Ap2 ... Apm Qpo DPm
1 0 0O ... O 1 1
skitene
Q = AsP.

Na maticu Ay sa budeme odkazovat ako na maticu afinného zobraze-
nia f.
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Namiesto stlpcovej matice pozostavajicej z rozsirenych siradnic bodu P
vyndsobme teraz maticu Ay stlpcovou maticou obsahujtcou rozsirené sirad-
nice i-teho standardného bazového vektora:

a1 G122 ... Aim Q10 0 aig

21 A92 ... QA9m Qa0 Ce a9;
1 =] ... |. (4)

Ap1 Apo ... Qpm 0apo c. Qpi

0O 0 ... 0 1 0 0

Vidime, ze ako vysledok sme dostali obraz vektora e; v zobrazeni D f. Takze
podmatica, ktort z A ziskame vynechanim posledného riadku a posledného
stlpca, je maticou vektorovej zlozky zobrazenia D f:

A a
v=(1)

kde
a1 a2 ... Qim 10
Q21 QAg22 ... Q2m 20
ADf fry s a—
n1 Ap2 ... Anpm ano

Priklad 2.24. Preferujeme matice v rozsirenych stradniciach oproti beznym
afinnym, lebo tak sa Tahko zobrazenia skladaju: skladanie zobrazeni zodpo-
vedd nésobeniu matic.

Nech t, resp. t, je posunutie v A%(R) pozdlZ vektora u resp. v.

Ak u mé stradnice (uj,us) a v ma suradnice (vq,v2), potom maticu
zlozeného zobrazenia t, o t, najdeme ako suc¢in matic pre ty a ty:

1 0 U1 1 0 Uy 10 Uy + U1
0 1 (%) 0 1 U9 = 0 1 U + Vo
0 0 1 00 1 0 0 1

10 Uy + U1 T 1+ U +v
0 1 U9 + Vo To = To + Ug + Vo
0 0 1 1 1

Vsmnite si tiez, ze priamo z matice je okamzite zjavné, ze vektorovou zlozkou
posunutia je identita.
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Priklad 2.25. Stvis medzi skladanim afinnych zobrazeni a nasobenim matic
byva uzitocény pri hladani predpisu pre komplikovanejsie zobrazenia. Pred-
pis pre stredovi sumernost podla S = (si,s,) vieme tak najst pomocou
matic pre posunutie a simernost podla (0,0): najprv urobime posunutie o
(—s1, —$2), potom stredovi simernost podla (0,0) a nakoniec posunutie o
(s1,$2). Vyslednit maticu dostaneme ako sii¢in jednotlivych matic:

1 0 s -1 0 0 1 0 —s -1 0 2s
0 1 s9 0 -1 0 01 —s9 | = 0 —1 2s
00 1 0 0 1 00 1 0O 0 1

2.5 Zmena suradnicovej sustavy

Priklad 2.26. Namodelovali sme si scénu (napriklad pomocou lomenych
¢iar a kruznic) v stradnicovej ststave, v ktorej sa ndm pohodlne pracovalo
(obrazok vlavo).

T T

Ak ju chceme zobrazit na obrazovku, potrebujeme vSetky stradnice (vr-
choly lomenych ¢iar, stredy kruznic) prepocitat: vyjadrit ich v siradnicovej
stustave obrazovky (obridzok vpravo). V tejto podkapitolke si predvedieme,
ako sa s takymto problémom c¢o najefektivnejsie vysporiadat.

V A" uvazujme dve afinné siradnicové stustavy:

E = (0,ey,eq,...,e,) (,stard” sustava),

E' = (0,€),e,,...,€e) (,novad* ststava)

Vyjadrime ,novy” zaciatok sustavy a ,nové” bazové vektory pomocou
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/ ”,
,starych”:

O = O+toer+topes+ -+ toe,

e = tnel + t1282 + -+ tlnen
6/2 = t21e1 + tggeg + -+ tznen
eil = tnlel + tn2e2 + -+ tnnena

¢o mdézme prehladne zapisat pomocou matic

tn o oo T lm

lizg loa ... Tn2 to2
(e ¢ e, O)=(e e e, O)| .

tln t2n tnn tOn

0 0 0 1
skatene

E' = ETp . p. (5)

Matica Tg_, g sa nazyva maticou prechodu od siradnicovej stustavy E =
(O,e1,es,...,e,) k siradnicovej sustave E' = (O’ €}, €),...,¢€).

Tvrdenie 2.27. Matica prechodu od jednej sistavy k druhej je regularna.

T t
TE—>E’:<O 10)7
kde tg = ( tor toz ... ton )T aT je matica typu n x n. Pre determinant
matice Tr_, g teda plati

Dokaz. Tg_, g je tvaru

T = [T,
¢ize Tg_ g je regularna prave vtedy, ked T' je regularna. Vsimnime si, ze i-ty
stlpec matice T' obsahuje sturadnice vektora e} v baze e, es,...,e,. Ak by
stlpce matice 7" boli linedrne zavislé, potom by vektory €/, €, ..., €] netvorili

bézu V(A™). Matica T je teda regularna, ¢ize aj matica Tr_p je reguldrna.
0J

Maticu Tg_, g je teda mozné invertovat. Z (5) mame
-1
E= ElTE—)E’?

takze inverzna matica je maticou prechodu opa¢nym smerom — od sturadni-
covej sustavy E’ k suradnicovej sustave E:

Tole =TesE. (6)
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Nakoniec si ukazeme, ako mézme maticu prechodu vyuzit na prepocitanie
suradnic bodov z jednej suradnicovej stustavy do druhej.

Majme bod P, ktory ma v stradnicovej sustave E = (O, eq,e,,...,€,)
suradnice (p1,p2,--.,Pn)- Stipcovit maticu obsahujicu rozsirené stradnice
bodu P v ststave E budeme oznacovat Pg, t.j.

p1
P2
Pgr = :
Pn
1
Potom pre bod P mézme pisat
n
P2
P:O+p1e1+p2e2+...pnen:(e1 € ... €, O) :EPE
Pn
1
Nech (p!, ph, ..., p),) st stradnice toho istého bodu P v , novej* stiradni-

covej sustave:

P =0 +pie| +phey + -+ ple,.
Ak stipcovit maticu rozsirenych stiradnice bodu P v stistave E’ oznacime Ppr,
potom spolu s (5)

"
/
Y2
P=(¢e e ... e O)| : |=EPy=ETs pPp.
p/
1
Kedze zéroven
P = EPg,
vidime, ze
Py =Tg g Pp. (7)

je stlpcova matica obsahujtica rozsirené siradnice bodu P vzhladom na ,, stara*

bazu. Pre prepocet ,starych® siradnic na ,nové* teda pouzijeme inverzni
. 7 , y p . —1 Ve .

maticu (prenasobime rovnost (7) zlava maticou T, 5, a vyuzijeme (6)):

Pp =Ty' o Pp = T pPp.
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Priklad 2.28. S pouzitim matice prechodu vypocitame suradnice bodu A =
(1,3) v stradnicovej ststave E' = (0’, e}, €),), kde

O' =(2,3), €, =(0,-1), e, =(1,1).
Matica prechodu k suradnicovej sustave E’ je

0

Tpop = 1

O = =
_— W N

0
Kazdy svojou oblibenou metédou vypocita maticu k nej inverznu:

1 -1 1
Tl =Twsg=|1 0 =2
0 0 1

A potom (rozsirené) suradnice bodu A v novej suradnicovej sustave (t.j.
vzhladom na (O', e}, €),)) st

1 -1 1 1 -1
1 0 =2 3 =1 -1
0 0 1 1 1

Teda A=0"—¢€} — €, = (-1, —1)(0/,e’1,e’2)'

Prirodzene, metoda ilustrovand tymto prikladom je naozaj dost ,, overkill”,
pokial chceme ziskaf siradnice jedného bodu v novej stustave. Avsak stava sa
velmi uzito¢nou, ak potrebujeme napriklad prepocitat komplexnejsiu scénu.

Poznamka 2.29. Vsimnime si, ze suradnicova ststava a sturadnice bodu
st navzajom dualne pojmy: matica Tg_, g popisuje ,novi” suradnicovi su-
stavu pomocou ,,starej*, ale ,nové* sturadnice bodu sa zo ,,starych® pocitaja
pomocou T,", ..

Poznamka 2.30. A na zaver si uvedomme, Ze zmena sturadnicovej sustavy

v A" zodpoveda afinite priestoru A" a naopak.

2.6 Orientacia afinného priestoru

V tejto casti budeme uvazovat afinny priestor nad realnymi c¢islami.
V praxi sa pri dvoj- a trojrozmernom redlnom priestore stretavame s
pojmom ,,pravotociva” alebo ,lavotoc¢iva” suradnicova sustava, pripadne tiez
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ykladne” alebo ,,zaporne orientovana” siradnicova sustava: napriklad v dvoj-
rozmernom priestore sa za kladne orientovant suradnicovu stustavu povazuje
takd sustava (O, e;,eq), ze body O, FE; = O + ey, Ey = O + e5 su v tomto
poradi usporiadané proti smeru hodinovych rucic¢iek. Cielom tejto casti je
popisat tento jav matematicky:.

Priklad 2.31. Majme v A%(R) novu stiradnicovi sustavu £ = (O', €], €}):
O'=0, €| =ey, e =tye; +txne,

¢ize matica prechodu k novej sturadnicovej sustave je

1 ¢57 O
Tpsp =1 0 t2 O
0 0 1

Predpokladajme, Ze pévodnd suradnicova sustava je kladne orientovana (t.j.
proti smeru hodinovych ruciciek). Pre aké hodnoty t9; a toe bude aj nova
suradnicova sustava kladne orientovana?

Veta 2.32. V afinnom priestore A"(R) (n > 2) uvazujme nasledovni reléciu
na mnozine vSetkych siradnicovych sustav: Pre £ = (O, eq,...,e,) a E' =
(0,e],...,e,) nech

rTn

E ~ E' prave vtedy, ked |Tg_p/| > 0.

Takto definovana relacia ~ je relaciou ekvivalencie a urcuje rozklad mnoziny
vsetkych stradnicovych ststav na dve triedy.

Dokaz. Reflexivnost:
Tpe| = L] =1

(I.41 je jednotkova matica stupnia n + 1), preto E ~ E.

Symetrickost: nech By ~ B, teda [Tg,p,| > 0. Z Trp, = Ty,
(vid (6)), mame
1

S ——
’TE1HE2| ’

_ -1
’TE2—>E1’ - ‘TE1HE2|

éize EQ ~ El'
Tranzitivnost: nech Ey = FA\ Ty, g, a B3 = EyTg, g, potom dostavame

Es = E\Tg, g, TE,—E,, teda

TE1—)E3 = TE1—>E2TE2—)E3'
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Ak E; ~ FEy a Fy ~ Ej3, Cize |TE1%E2| >0a |TE2ﬁEg| > 0, potom |TE1~>E3| >
0, ¢ize E1 ~ Ejs.

Rozklad na dve triedy: zrejme existuji aspon dve triedy rozkladu: pre
danu suradnicovi ststavu E uréite existuje stustava E’ taka, ze Tpp <
0 (viete najst taka stustavu E'?). Nech teraz E; o FEy a Ey ¢ Es, Cize
’TElﬁEzy <0a ’TEQHE3| < 0. Potom ‘TE1%E3| = ‘TElﬁEQHTEzﬁEl‘ > O, teda
Ey ~ Ej3. Vidime tak, Ze existuji len dve triedy ekvivalencie. 0

Definicia 2.33. Nech Fj, F5 st suradnicové ststavy v A"(R). Hovorime, ze
ststavy E7, Es st sihlasne orientované, ak £ ~ Es (v zmysle predchadza-
jucej vety). V opa¢nom pripade su stustavy Fy, Ey nestihlasne orientované.

V danom realnom afinnom priestore potom jednu dvoch tried ekvivalencie
suradnicovych sustav prehlasime za kladni, a vsetky stustavy v tejto triede
budi kladne orientované. Druha trieda bude zaporna a bude pozostavat
zo zaporne orientovanych sturadnicovych sustav.

Orientovany afinny priestor je afinny priestor spolu so zvolenou oriet-
néciou, t.j. dvojica (A, [E]), kde [E] oznacuje triedu ekvivalencie siradnicovej
sustavy E.

V orientovanej rovine moézme potom hovorit aj o orientécii trojuholnika:
nekolinearne body A, B, C (v tomto poradi) urc¢uju kladne orientovany troj-
uholnik AABC, ak je stradnicové sustava (A, B — A,C — A) kladne orien-
tovand; v opa¢nom pripade ide o zaporne orientovany trojuholnik. Podobne
hovorime v trojrozmernom orientovanom priestore o kladne alebo zaporne
orientovanom Stvorstene, ¢i v n-rozmernom orientovanom priestore o kladne
alebo zaporne orientovanom n-rozmernom simplexe.

Priklad 2.34. Nech E, = (O, ey, es) je standardnd suradnicové ststava (re-
pér).
Nech Ef = (O,fhfz), kde

fi = e1—e
fg = —e.
Plati, Ze [T, g,| = —1 < 0, teda tieto stradnicové ststavy st nestihlasne

orientované: Ak E, bola kladne orientovana, £ je zdporne orientovana.
Nech E, = (0, g1,82), kde

g1 = —€— €
g = —e +te
Znovu mame |Tg,p,| = —1 < 0, takze aj E, je zdporne orientovana.
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Ak si vSak zvolime taku orientdciu priestoru, Zze E; je kladne orientovand,
7 determinantov matic Tx 1By 1B, E, NA0ZA] zistime, Ze E, je zaporne a I
kladne orientovand, presne ako vidime, ked si repéry zakreslime do obrazka.
obrazky doplnit?

3 Podpriestory afinného priestoru

Obmedzime sa na euklidovské priestory. Mnohé tivahy a konstrukcie su vsak
platné v afinnom priestore nad Tubovolnym bodom.

3.1 Priamka
Definicia 3.1. Nech A, B € E, A # B. Priamka j@ je mnozina

AB = (MA+ 0B [ VAL ER, A+ Ay =1}
— {(1-t)A+tB |Vt R}
— {A+{(B—A)|VteR).

Ak X,Y € 1@ , vektor Y — X sa nazyva smerovym vektorom priamky

AB. Teda smerové vektory priamky st tie vektory, ktoré maji na priamke
umiestnenie.

Definicia 3.2. Body leziace na spolo¢nej priamke nazyvame kolinearne.
(A1, Ag, ... st kolinedrne, ak existuje priamka p takd, ze A; € p, Ay € p,....)

Pozorovanie. O smerovom vektore priamky:
(a) Smerovy vektor priamky nie je jednoznacny.
(b) Nulovy vektor je smerovym vektorom kazdej priamky.

(¢) Ak u,v st dva nenulové smerové vektory priamky /@ , potom v = cu
pre nejaké ¢ € R, ¢ # 0.

(d) Ak u je smerovym vektorom priamky 1@ a bod C € jﬁ, tak aj bod
C+ue j@

(e) Vsetky smerové vektory priamky tvoria spolu jednorozmerny vektorovy

priestor, ktory nazyvame smer alebo smerov%riestor priamky AB.
Smer priamky AB budeme tiez oznacovat V(AB).
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Dékaz. (a),(b) Zrejmé.

(c)u=D-C,v=F—FE Nech C = A+ tc(B— A), podobne pre
ostatné body, potom u = (tp —tc)(B — A), v = (tp —tg)(B — A), tc # tp,
tg # tr, kedze u, v st nenulové, a odtial vyplyva tvrdenie.

(d) Nech C' = A+ te(B — A). Dalej kedZze u je smerovym vektorom
priamky /Tﬁ, tak u =Y — X a podla pozorovania v dokaze ¢asti (¢) mame
u = (ty —tx)(B — A). Pre bod C' 4+ u potom plati:

Cru=A+te(B—A)+(ty —tx)(B—A) = A+ (to +ty —tx)(B — A),

teda ide o bod na 1@

(e) Potrebujeme overit, ze ak u je smerovy vektor priamky, tak aj kazdy
jeho nasobok je smerovy vektor priamky, a tiez ak u, v st smerové vektory
priamky, tak aj ich sucet u + v je smerovy vektor priamky. Ide o analogické
vypocty k tym v predchadzajicich tvrdeniach. Jednorozmernost vyplyva z (c)
(kazdy smerovy vektor je ndsobkom pevne zvoleného nenulového smerového
vektora priamky). O

Tvrdenie 3.3. Priamka je jednorozmernym afinnym priestorom.

Dokaz. V(jﬁ) je jednorozmerny vektorovy priestor (pozorovanie (e)).
Operacia +: B x V(jﬁ) . AB

« je dobre definovana (pozorovanie (d)),

« vlastnosti (i) a (ii) Definicie 1.9 afinného priestoru platia na 1B , lebo
platia v celom afinnom priestore,

o vlastnost (iii) v definicii afinného priestoru tiez plati (pozorovanie (c)).

0

Zhrnutie: Ked si na priamke p pevne zvolime bod A a nenulovy smerovy
vektor u, tak mame bijekciu medzi hodnotami parametra ¢ a bodmi priamky

p:
o pre kazdé t € R je bod A 4 tu bodom priamky p,

e B € p je lubovolny iny bod priamky p, tak existuje jediné ¢ € R také,
ze B= A+ tu.

Mame tak parametrické vyjadrenie priamky, ktora je dana bodom A a vek-
torom u: kazdy bod X tejto priamky ma jednoznacné vyjadrenie ako X =
A+ tu.
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3.2 Priamka v afinnej rovine
3.2.1 Vyjadrenie priamky v rovine

Poc¢ntic definiciou boli vsetky tivahy o priamke, jej bodoch a smerovych vek-
toroch nezavislé od dimenzie afinného priestoru, v ktorom pracujeme. Az
teraz, ked ideme parametrické vyjadrenie priamky rozpisat do siradnic, sa
obmedzime na konkrétny priestor, v tejto casti to bude rovina.

Rozpisané do stradnic: ak A = (ay,as) a u = (u1, ug), potom paramet-
rické vyjadrenie (parametrické rovnice) priamky je

T = ay + uit
Yy = as + ust

Parametrické vyjadrenie priamky nie je jednoznacné, zavisi od volby bodu
A a smerového vektora u.

Veta 3.4. Pre nezname x,y tvori mnozina vsetkych rieseni rovnice
ar+by+c=0, kdea,beR, a0alebob+#0 (8)
priamku v afinnej rovine. Mnozina rieSeni asociovanej homogénnej rovnice
ar +by =0
tvori smerovy priestor tejto priamky.

Dékaz. Rovnica (8) je riesitelnd a ma aspon dve rozne rieSenia: ak a # 0,
lubovolne zvolime y a dopocitame x.
Nech P = (p1,p2), @ = (q1, q2) st dve rozne riesenia, t.j. plati

ap1+bp2+c =
agy +bgy +c =

Od¢itanim tychto dvoch rovnic zistime, Ze pre smerovy vektor u = ) — P
priamky % plati
auy + bugs = 0,

t.j. je rieSenim prisluSnej homogénnej rovnice. 7 linedrnej algebry vieme,
ze riesenia homogénnej rovnice ax + by = 0 tvoria jednorozmerny linearny
priestor generovany vektorom u, ide teda o smerovy priestor priamky .

Kazdy bod tvaru P + tu (t.j. kazdy bod na priamke ) je riesenim
povodnej (nehomogénnej) rovnice. Ukézali sme tak, ze ak bod lezi na priamke

, tak patri do mnoziny rieseni rovnice (8).
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Pre opa¢ni inkliziu nech R = (rq, r9) vyhovuje rovnici, t.j. ary +bro+c =
0. Potom R — P vyhovuje prislusnej homogénnej rovnici, a preto R— P = cu,
lebo riesenia homogénnej rovnice tvoria jednorozmerny vektorovy priestor.
PretoR:PvLcuE%. |

Veta-Definicia 3.1. Ak % C E? je priamka, potom existuje rovnica
ar +by+c=0, (a,b€eR, a0 alebob#D0)

taka, ze mnozina jej rieseni st presne body priamky m Tato linearna rov-
nica sa nazyva vSeobecnou rovnicou priamky.

Dékaz. Nech n = (ng,ny) je rieSenie rovnice (¢1 — p1)z + (@@ — p2)y = 0,
napriklad n = (g — p2,p1 — ¢1). Potom nyx + nox — (nypr + ngpz) = 0 je
hladané rovnica. 0J

Definicia 3.5. V E? normalovym vektorom priamky nazyvame nenu-
lovy vektor kolmy na smer priamky:.

Ak mé priamka p vSeobecnt rovnicu az + by + ¢ = 0, potom n = (a, b) je
jej normalovy vektor.
Ako sa dopracovat k vSeobecnej rovnici priamky? Postupov je niekolko:

1. Z parametrickych rovnic eliminujeme parameter ¢.

2. Ak p je dand parametricky ako A + ut, potom p je mnozina vsetkych

takych bodov X, pre ktoré je X — A kolmé na n = u™.

3. Ak p je danad parametricky ako A + ut, potom nyx + noy + ¢ = 0 je
vSeobecnd rovnica, kde n = (ny,ng) = (ug, —uy) je norméalovy vektor
priamKky, a ¢len ¢ dopoc¢itame dosadenim bodu A.

4. Ak (0, q) lezi na priamke so smerom (1, k), tak
y=kx+gq

je vSseobecna rovnica priamky. Ide o tzv. smernicovy tvar rovnice
priamky. Priamky rovnobezné s y-osou (t.j. so smerom (0, 1)) smerni-
covy tvar nemaju.

5. Ak (e,0) a (0, f) lezia na priamke p, potom

x Y
I A
e+f
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je vSeobecnd rovnica priamky. Ide o tzv. isekovy tvar rovnice priamky.
Tento postup funguje v pripade, ze priamka p pretina obe stradnicové
osi, t.j. nie je so ziadnou z nich rovnobezna.

6. Ak p je dand parametricky ako A+ ut, kde A = (a1,a2) a u = (ug, us),

tak
r—ap Yy—Aaz

Uy U2
je tzv. kanonicka rovnica priamky. Ide o velmi vyhodné vyjadrenie
priamky: obsahuje parametrické vyjadrenie aj vSeobecnui rovnicu. Z
tohto dovodu sa vynimocne pripusta 0 v menovateli, teda kanonickta
rovnicu ma aj priamka rovnobezné s niektorou siradnicovou osou.

Naopak, najst parametrické vyjadrenie priamky je ekvivalentné najdeniu
jedného bodu priamky a jendého nenulového smerového vektora. Tak napri-
klad ak

p: axr+by+c=0.

je vSeobecna rovnica priamky, najst parametrické vyjadrenie znamena
(a) pomocou parametra zapisat vSetky riesenia rovnice alebo

(b) najst jedno riesenie rovnice (bod priamy) a jedno nenulové riesenie
asociovanej homogénnej rovnice (smerovy vektor priamky).

Pozorovanie. Parametrické vyjadrenie priamky (t.j. vyjadrenie priamky po-
mocou bodu, ktory na nej lezi a smerového vektora) je vyhodné, ked chceme
generovat body, ktoré lezia na priamke. Vdaka parametrickému vyjadreniu
lahko priamku nacrtneme.

VsSeobecnd rovnica je vyhodnd, ked pre dany bod chceme overit, ¢i patri
danej priamke. Lahko tiez vidime, ¢i dve rovnice popisuju tu isti priamku:
napriek tomu, ze mame vela tvarov rovnice priamky (tsekovy, smernicovy,
kanonicky), jednd sa stéle o tu isti vSeobecnu rovnicu (modulo ndsobenie
nenulovym redlnym ¢éislom).

3.2.2 Kolmé premietanie v rovine a vzdialenost bodu od priamky

Nech je dand priamka v redlnej rovine a bod, ktory na nej nelezi. Ak& je
vzdialenost bodu od priamky?

Definicia 3.6. Vzialenost neprazdnych mnozin M, N je

IMN]| = inf{|XY]| X € M,Y € N}
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Poznamka 3.7. Vsimnime si, ze definicia vzdialenosti mnozin je korektna:
pre Tubovolné Y, X je | XY| nezdporné dislo, takze mnozina {|XY]| | X €
MY € N} je zdola ohrani¢end a preto md infimum. V skuto¢nosti pre
vietky mnoziny M, N, ktorych vzdialenost budeme v tomto predmete sku-
mat, bude existovat aj minimum mnoziny {|XY|| X € M,Y € N} a tento
fakt budeme pri vypocte vyuzivat. Avsak vo vSeobecnosti toto minimum exis-
tovat nemusi. Napriklad ak M je interval (0,1) na redlnej osi a N' = {2},
potom

min{|X2| | X € M}

sice neexistuje, no nasa definicia ndm umoznuje priradif tymto mnozinam
vzdialenost 1.

V E? nech @ je bod neleziaci na priamke p.

1. pé je priamka prechadzajica bodom () a kolmé na p, kolmopremie-
tacia priamka bodu () na priamku p,

2. Qé =p ﬂpé je kolmy priemet bodu () na priamku p,

Veta 3.8. V E? pre vzdialenost bodu @ od priamky p plati [Qp| = |QQ; |,
t.j. je rovna vzdialenosti bodu () od jeho kolmého priemetu na priamku p.

Dokaz. Overime, ze pre kazdy bod X € p, X # Qlf plati

QX > 1QQ, .

Nech X Iubovolny bod priamky p rézny od Q.. Potom X —Q = (X —Q, )+

Obr. 4: Kolmy priemet bodu na priamku

(Q; — Q). Z konstrukcie bodu Q; vyplyva, ze vektory (X — Q]f) a (Q; —-Q)
su na seba kolmé, preto

X = QP = =X = QP +1Qf - QP

éize [QX| > |QQL]. 0
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Vypocéitame teraz vzdialenosti bodu @ = (¢1, ¢2) od priamky p: az+by+
¢ = 0. Kolmopremietacia priamka (bodu @ na priamku p) je

pé:x:ql—l—at

y=qy+bt
Priesec¢nik Q; =pnN pé) je bod zodpovedajici na priamke pé parametru
- _aq1+bQ2+c
0 a?+v?

t.j. @y = (q1 + ato, g2 + bty). Potom

1y _ 242 22_w
1QQ, | = lato, blo)| = yfa?ty + b = ——r==5—"

Priklad 3.9. Zobrazenie 7: E?> — p = E', Q — Q,, ktoré kazdému bodu
roviny priradi jeho kolmy priemet do priamky p je kolmé premietanie na
priamku p. Overte, ze 7 je afiné zobrazenie. /doplnit?

3.2.3 Uhol dvoch priamok

Pri definicii aj vypocte uhla dvoch priamok sa oprieme o uhol ich smerovych
vektorov odkaz do LA, uhol vektorov . Nech u je nenulovy smerovy vektor
priamky p a v je nenulovy smerovy vektor priamky ¢. Potom aj —v je smerovy
vektor priamky ¢, no uhly Zuv a Zu(—v) spravidla zhodné nebudi. Pod
uhlom priamok budeme rozumief mensi z tychto dvoch uhlov, teda

cos £pg = M
[l vl

Dokaz korektnosti definicie. Ak u resp. v je nenulovy smerovy vektor priamky
p resp. q a nech ¢, d € R*. Potom

eu-dv|  fed|(w)-(v) _ Ju-v]
el ldvi[ lel [[al [dl V]l llall |v]]
Tiez plati, ze
0 |u- v 1
~ uffliv]]
a 7e rovnica
u-v
CcosT = ————
[[all vl
ma na intervale <O, §> prave jedno riesenie. O

Poznamka 3.10. Pod uhlom dvoch priamok rozumieme redlne ¢islo v in-
tervale [0, 7], nie cast roviny.
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3.3 Priamka a rovina v [E?
3.3.1 Priamka parametricky

Parametrické vyjadrenie priamky, ktorda je dand bodom A a vektorom u
mozme priamoéiaro rozpisat do stradnic aj v trojrozmernom priestore (a
vlastne v lubovolnerozmernom): pre lubovolny bod X priamky existuje jed-
noznacné t € R také, ze X = A+ tu. Ak A = (ay,az2,a3) a u = (uy, us, ug),
potom

T = a; + uit

Y = a9 + Ugt (9)

z = a3 + ugst.

Priklad 3.11. Ak chceme overit, ¢i bod P lezi na priamke prechddzajtcej
bodmi A, B, mame moznosti napriklad:

(a) V parametrickom vyjadreni priamky zistime, ¢i existuje parameter, kto-
rému by bol B zodpovedal: vyjadrenie (9) dava ststavu troch rovnic s
jednou neznamou t.

(b) Bod P lezi na priamke j@ presne vtedy, ked st vektory B— A, P— A
linearne zavislé.

3.3.2 Rovina

Na druhej strane skiimajme Strukttru rieseni lineadrnej rovnice o troch ne-
znamych
ar+by+cz+d=0, (10)

kde aspon jeden jeden z linedrnych koeficientov je nenulovy. Nech P a @) st
rieSeniami (10). Potom vektor ) — P je rieSenim homogénnej rovnice

ar + by + cz = 0.

Ak P je rieSenim nehomogénnej rovnice (10) a u je riesenim prislusnej ho-
mogénnej rovnice, potom bod Q) = P + u je tiez rieSenim rovnice (10).

Z uvedeného uz vyplyva, ze ak P je jedno rieSenie (10) a vektory u,v
generuju priestor rieseni prislusnej homogénnej rovnice, potom mnozina P +
(u,v) je mnozinou vsetkych rieseni rovnice (10).

Mnozina P + (u,v), kde P € E a u, v st linedrne nezdvislé vektory, je
rovina. Podpriestor generovany vektormi u, v sa nazyva smerovym pries-
torom roviny alebo tiez smerom, jeho vektory si smerovymi vektormi
roviny.
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Definicia 3.12. Body leziace v spoloc¢nej rovine nazyvame koplanarne.
(Formaélnejsie: Ay, Ay, ... st koplandrne, ak existuje rovina « taka, ze A; € a,
Ay €Ea,... )

Rovinu si mozeme definovat aj podobne, ako sme si definovali priamku:
Nech P, @), R € E st nekolinedrne body. Rovina uréena bodmi P, (@, R je
mnozina

j QE% = {>\0P+)\1Q+)\2R | Ao, A, A2 ER, Ao+ A+ o = 1}
Tato mnozina je totoznd s mnozinou
{P+>\1(Q—P)+>\2(R—P)’Al,AQGR}:P—F(Q—P,R—P),

a teda nase dve definicie roviny st ekvivalentné.
Zapis roviny ako mnoziny

{P+su+tv|s,teR}
je uz jej parametrickym vyjadrenim:

T =p;+us+ vt
Y = p2 + uzs + vat
z = p3 + uss + vst.
Rovnica ax+by+cz+d = 0 takd, Ze rovina P+ (u, v) je presne mnozinou
jej rieseni, sa nazyva jej vSeobecnou rovnicou.

70 vseobecnej rovnice ziskame jej parametrické vyjadrenie rovnako, ako
sme tuto ulohu riesili v pripade priamky:

1. najdeme jedno (lubovolné) riesenie P vseobecnej rovnice,

2. nijdeme vsetky riesenia zodpovedajicej homogénnej rovnice, t.j. naj-
deme dva linedrne nezavislé vektory u a v, ktoré generuju priestor
rieSeni homogénnej rovnice.

Parametrické vyjadrenie roviny je potom P + su + tv.
Opacne, pre najdenie vSeobecnej rovnice roviny mame moznosti:

1. Eliminujeme parametre z parametrického vyjadrenia. Funguje vzdy, no
nemusi to byt najefektivnejsia metoda.
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2. Ak je rovina dand P + su + tv, pre linearne koeficienty hladanej vse-
obecnej rovnice musi platit:

auy + bug + cuz =0 kde (ug,uz, u3) =u

avy + bvg + cv3 =0 kde (v1,v9,v3) =V,

teda (a,b,c) je vektor kolmy na u aj v a ndjdeme ho ako ortogonalny
doplnok (u,v) alebo ako vektorovy sucin u x v (kazdy si najde svoj
oblubeny sposob). Vektor (a, b, ¢) sa nazyva normélovym vektorom
roviny. Je to vektor kolmy na smer roviny, i.e. vektor generujuci orto-
gonalny doplnok smeru roviny. Na zaver absolitny koeficient d dopo-
¢itame dosadenim P do vSeobecnej rovnice.

3. Ak (p,0,0),(0,q,0),(0,0,r) lezia v rovine, potom jej rovnica je

r Yy oz
—+=+-=1
p q T

Ide o tzv. Gsekovy tvar rovnice roviny.

A7 na nésobenie konstantou je vSeobecnd rovnica roviny jednoznacna,
kedze normélovy vektor je urceny jednoznacne az na nasobenie konstantou.

3.3.3 Priamka vSeobecnymi rovnicami

Priamka je priese¢nica dvoch rovin, preto pre jej popisanie potrebujeme dve
rovnice:

a1x+b1y—|—clz+d1:0
a2$+b2y+022+d2:0

kde (aq,b1,¢1) a (ag, b, co) s linedrne nezéavislé vektory. Tieto rovnice nie st
jednoznacné.

o Algebraicky pohlad: ak mnozina bodov je rieSenim dvoch rovnic, je
rieSenim aj lubovolnej inej rovnice, ktori dostaneme ako kombinaciu
povodnych dvoch rovnic. Kazda nezavisla dvojica takychto rovnic ma
t1 istl mnozinu riesent.

o Geometricky pohlad: existuje nekonecne vela rovin prechadzajicuch
danou priamkou. Stac¢i z nich vybrat lubovolné dve, a tie uz tuato
priamku jednoznacne urcuju. Ich rovnice spolu tvoria ststavu vseobec-
nych rovnic priamky:.
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Parametrické vyjadrenie priamky v priestore, ked je tato zadand vseobec-
nymi rovnicami, ndjdeme presne ako v predchadzjucich pripadoch: ndjdeme
jedno rieSenie stustavy vsSeopbecnych rovnic (bod priamky) a tiez nenulové
rieSenie asociovanej sustavy homogénnych rovnic (smerovy vektor priamky).

Ak méme priamku dant parametricky (resp. bodov a smerovym vekto-
rom, resp. dvojicou réznych bodov), vSeobecné rovnice mézme najst napri-
klad tymito postupmi:

(a) Geometricky hladdme dve roviny prechddzajice danou priamkou. Ak
u je smerovy vektor priamky, tak normélové vektory hladanych rovin
st kolmé na u. Treba teda najst ortogonalny doplnok (u)t = (v, w)
a vtedy v, w urcuju linedrne koeficienty hladanych rovnic. Absolutne
¢leny dopocitame dosadenim bodu priamky.

(b) Vypoctovo najjednoduchsie: v jednej z parametrickych rovnic (dokopy
su tri, pre kazdu suradnicu jedna) si vyjadrime parameter a dosadime
do zvysnych dvoch.

(c) Specidlny tvar vSeobecnych rovnic: kanonické rovnice:

x—al_y—ag_z—ag

Uy U2 ug
kde A = (a1, as, a3) je bod na priamke a u = (uy, ug, u3) je jej smerovy
vektor. Znovu sa vynimocne pripusta nula v menovateli.

rovine ur¢enej bodmi A = (2,1,3),B = (2,4,0),C = (-3,0,4) a najdite
vSeobecnu rovnicu priamky M N v afinnej sturadnicovej sustave (A, B—A, C'—

A).

Priklad 3.13. Ukazte, ze body M = (=3,-3,7), N = (—5,2,2) lezia v
(

3.3.4 Premietanie do roviny, vzdialenost bodu od roviny

Podobne ako pri premietani na priamku v rovine chceme teraz premietnut v
E3 bod do roviny a tento priemet pouZit na vypocet vzdialenosti povodného
bodu od danej roviny. Podobne znovu bude platit, Zze ze pre dany bod P
je jeho priemet do roviny najblizsim bodom k P zo vSetkych bodov v tejto
rovine.

Dané je rovina o v redlnom trojrozmernom priestore E* a dany je bod
P, ktory v nej nelezi.

e ap je priamka prechddzajica bodom P a kolmé na «, kolmopremie-
tacia priamka bodu P do roviny «,
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« Pl =anap je kolmy priemet bodu P do roviny «,

Zobrazenie 7: E* — o = E? P — P&, ktoré kazdému bodu roviny
priradi jeho kolmy priemet do roviny «, je kolmé premietanie na rovinu «.
Podobne ako pri kolmom premietani na priamku v E? plati, Ze ide o afinné
zobrazenie.

Veta 3.14. Pre vzdialenost bodu P od roviny a v E? plati
|Pal = |PP,],

t.j. je rovna vzdialenosti bodu P od jeho kolmého priemetu do roviny a.

Dokaz. Dokazuje sa presne tak isto, ako v pripade premietania bodu na
priamku: treba overit, Ze pre Iubovolny bod X € «a, X # Pi plati, ze
|PX| > |PPL| O

Tvrdenie 3.15. Nech P = (py,p2,p3) € E? je bod a a C E3? je rovina so
vseobecnou rovnicou
ar +by+cz+d=0.

Potom
lap1 + bps + cps + d|

Va2 + b2+ c?

Dokaz. Dokazuje sa presne tak isto, ako analogické tvrdenie pre vzdialenost
bodu od priamky v E2. du. O

|PPy| =

3.3.5 Vzdialenost bodu od priamky v E?

Veta 3.16. Nech p je priamka a A je bod v E3, ktory na tejto priamke nelezi.
Nech dalej A" je taky bod na priamke p, ze A— A" L p. Potom |Ap| = |AA’|.

Dokaz. Dokazuje sa presne tak isto, ako analogické tvrdenie pre vzdialenost
bodu od priamky v E2. O

Aby sme vzdialenost bodu A od priamky p vypocitali, potrebujeme najst
na priamke p bod A’ z predchadzajucej vety. Postupujeme podobne ako pri
premietani A do p v E2, & pri premietani A do a v E®. V tomto pripade ale
premietacim tutvarom nebude priamka, ale rovina:

e a7 je rovina prechadzajica bodom A a kolmé na p, kolmopremieta-
cia rovina bodu P do priamke p,
. PpL = pNag je kolmy priemet bodu P do priamky p,

Analogicky, zobrazenie 7: E* = o = E?, P — P je kolmé premietanie
na priamku p a ide o afinné zobrazenie.
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3.3.6 Vzdialenost mimobeznych priamok

Viaceré dalSie pripady vzdialenosti bodov, priamok a rovin v E3 maji po-
merne priamociaru odpoved. Sami si premyslite, ako by ste pocitali vzdiale-
nost

« priamky a roviny, ktoré st réznobezné/rovnobezné,
« dvoch rovin, ktoré si réznobezné/rovnobezné,
 dvoch priamok, ktoré si réznobezné/rovnobezné.

Poslednym zaujimavym pripadom, ktory ostal nevysetreny, je vzdialenost
dvoch mimobeziek.

Veta 3.17. Nech p, ¢ C E? st mimobeZné priamky. Ak P € pa Q € ¢ st
také body, 7e Q — P L pa Q — P L ¢, potom Potom |pq| = |PQ)|.

Dokaz. Dokaz je velmi podobny ako v predchadzajicich pripadoch, uvedieme
si ho aspon strucne.

Nech X € paY € ¢ st Iubovolné body na priamkach. Vektor ¥ — X
vieme napisat ako sucet

Y-X=(-Q)+(Q-P)+(P-X).

Vektor Y — @) je smerovym vektorom priamky p, preto Q@ — P 1L Y — Q.
Podobne P — X je smerovym vektorom priamky ¢, preto @ — P 1. P — X.
Pre vzdialenost | XY'| tak mame

XY =l —X[* = (Y - X)(Y - X)
=(Y-Q)+@Q@-P)+ (P -X)(Y -Q)+(Q - P)+ (P - X))
= Q=PI +I(Y — Q) + (P - X)|
> |Q — PII* = [PQI*.

Teda | XY| > |PQ)|, pricom rovnost nastava iba v pripade, ked X = P a
Y =0Q. 0

Pre najdenie vzdialenosti mimobeziek p, g ostava overit, ze body P, () z
tvrdenia vety naozaj existuju.

K terminolégii: priecka mimobeziek p, ¢ je akdkolvek priamka r, ktora
pretina priamku p, aj priamku ¢. Ak je priamka r navyse na obe priamky p
a ¢ kolmé, hovorime, Ze je kolmou prieckou alebo osou mimobeziek p a q.

Ukazeme si teraz konstrukciu kolmej priecky mimobeznych priamok, ¢ize
nahliadneme, ze body body P, Q) z Vety 3.17 naozaj existuju.

Nech p = A+ (u) a g = B + (v).
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1. w;w Luaw L v (vektor w generuje ortogondlny doplnok priestoru

(u,v)),
2. a; a=A+ (u,w),
3. Q;Q€eangy,
L orr = Qo (w),
5. P, Pepnr.

Bod P v poslednom kroku skutocne existuje: Priamky p aj r z konstrukcie a a
nasledne z konstrukcie r obe lezia v rovine . Pre ich vzajomnua polohu mame
tak len dve moznosti: rovnobeznost alebo réznobeznost. Kedzde u (smer r)
a w (smer r) st nenulové navzajom kolmé vektory, su priamky p, r na seba
kolmé, a tym roznobezné.

Pokial nie je cielom naozaj skonstruovat priecku mimobeziek, d& sa po-
stupovat aj jednoduchsie, ak si uvedomime nasledovné:

Tvrdenie 3.18. Nech p,q C E st mimobezné priamky. Ak 8 je rovina taka,
ze 8D qa || p, potom |pg| = [ps].

Dokaz. Nech P € p a (Q € g su body, pre ktorée Q — P L pa @ — P L q.
Potom bod @ je kolmym priemetom bodu P do roviny §. Odtial plynie nase
tvrdenie. 0

3.4 Podpriestory afinného priestoru
3.4.1 Definicia a parametrické vyjadrenie

Podpriestor afinného priestoru je zovseobecnenim pojmu priamky a roviny v
[E? alebo E3.

Poznamka 3.19. Mnohé z nasledovnych konstrukcii sa daju vykonat aj v
lubovolnom afinnom priestore. Euklidovsky priestor zac¢ina byt nutny, ked
potrebujeme kolmost, vzdialenost bodov a podobne.

Definicia 3.20. Nech P € E" a nech uy,...,u,, su linedrne nezavislé vek-
tory z V(E") = R™. Potom

a={P+tiuy+ - +typuy, |t1,...,tn ER} =P+ (uy,...,u,) CE"

je afinny podpriestor (niekedy tiez linedrna varieta) priestoru E".
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Priestor (uy, ..., u,,) sa nazyva smerom (smerovym priestorom) pod-
priestoru «, oznac¢ujeme ho tiez V(). Vektory priestoru V(a) voldme sme-
rovymi vektormi podpriestoru a.

Dimenzia (rozmer) podpriestoru « je dima := dim V(«).

Vieme uz, ze jednorozmerny afinny priestor sa nazyva priamka, dvojroz-
merny zas rovina.

Zrejme kazdy afinny podpriestor je neprézdny, lebo v oznaceni z defi-
nicie mame, ze P € a. Afinny podpriestor moézme vnimat ako umiestnenie
podpriestoru vektorového priestoru R™ do bodu P v priestore E”.

Z definicie (afinného) podpriestoru hned dostavame aj jeho parametrické
vyjadrenie

Ty =p1+unty + .. Unity,

Lo = P2 + u12t1 —+ ... qutm

Tp = Pn + Utpl1 + - . - Ul

Definicia 3.21. Body Fy, P, ..., P,, st afinne nezavislé, ak vektory P, —
B, ..., P, — P, st linedrne nezavislé.

Pre m = n to znamena, ze body Fy, Py, ..., P, st afinne nezavislé prave
vtedy, ked tvoria barycentricky suradnicovy systém.

Priklad 3.22.
o Py, P, su afinne nezavislé, ked s rozne.
o Py, Pi, P, st afinne nezavislé, ked nie st kolinearne.
o Py, P, P, P; st afinne nezavislé, ked nie si koplanarne.

Podobne, ako sme mali v pripade priamky a roviny, mézme afinny pod-
priestor charakterizovat ako mnozinu vsetkych afinnych kombinacii danych
afinne nezavislych bodov:

Tvrdenie 3.23. Nech Fy, Py, ..., P, € E".

(i) (Po, Piy-- o, Pn) ={ MFPo+MPL+ 4+ AP [ N ER, Mg+ A1+ +
Am = 1} je afinny podpriestor E".

(ii) dim(Fy, P, ..., P,) = m prave vtedy, ked Py, Py, ..., P, st afinne ne-
zavislé.

39



Dokaz. Oznac¢me linedrny obal vektorov
U:<P1—P0,P2—P0,...,Pm—P0>.

Overime, ze
<P0,P1,...,Pm>:P0+U.
Nech @) € Py + U, teda

Q = Bh+MP—FR)+-+ 2 \(Pn— )
= 1-M—... = \)B+MP+ -+ APy

teda Q € (Py, Py,. .., Py). Presne tak isto ukdZeme aj druht inkliziu.

Nech teraz d je dimenzia vektorového podpriestoru U = (FPy, P, ..., P,,),
teda Py + U je d-rozmerna linedrna varieta. Tvrdenie (ii) vyplyva z faktu, ze
m = d prave vtedy, ked vektory P, — Py, Po — Py, ..., P, — Fy st linearne
nezavislé. 0

Désledok 3.24. Body pg, P, . .., P, st afinne nezavislé prave vtedy, nelezia
v podpriestore dimenzie mensej ako m.

Tvrdenie 3.25. Nech a =P+ U.
(i) Ak Q € a, potom o = @ + U, t.j. bod P nie je nijak vynimocny.

(ii)) U ={R—-Q | Q,R € a}, t.j. u je smerovy vektor o prave vtedy, ked
u= R — (@ pre nejaké Q, R € a.

(iii) « je afinnym priestorom.

Dokaz. (i) Nech @) = P +u. Potom Q4+ U =P+u+U = P+ U. Komu to
nie je zjavné, moze si detailne dokazat dve inkluzie.
(ii) Treba overit dve implikécie:

e aku € U, potom u ma v podpriestore o umiestnenie, t.j. existuju body
Q,Rea, zeu=R—Q,

e ak u= R — @ pre nejaké body @, R € o, potom u € U,

¢o je len trividlne prepisovanie definicie afinného podpriestoru.
(iii) Treba si spomentut na definiciu afinného priestoru, potom tvrdenie
hned vyplynie z uz dokézaného. 0

Tvrdenie 3.26. Neprazdna mnozina o« C E" je podpriestor E" prave vtedy,
ked s kazdymi dvoma roznymi bodmi obsahuje celt priamku nimi urcent.
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Dokaz. Nech « je afinny podpriestor E*. Nech A,B € a« = P + U, t.j.
A=P+uaB=P+v,kdeu,v € U. Potom pre C € Zﬁ, C=A+t(B-A)
mame
C=P+((1—-thu+tv)

a tento bod zrejme lezi v .

Nech teraz naopak neprazdna mnozina « mé vlastnost, ze s kazdymi
dvoma réznymi bodmi obsahuje celt priamku. Nech P je pevne zvoleny bod
v . Uvazujme mnozinu vektorov

U={Q-P|Qeca).

Ukazeme, ze U je vektorovy podpriestor R" = V(E"), ¢o potom bude zna-
menat, ze « = P 4 U, teda Ze « je podpriestor E".

o Jezrejmé, ze U #(,lebo0 =P - P e U.

e Nech u € U, To znamend, ze existuje () € « taky, ze Q = P +u. Na
priamke % zoberme bod R = P+ \(Q — P). Potom R— P = Au, ¢ize
Au e U.

e Nech u,v € U, teda v « existuju body Q, R také, ze ) = P+ u a

R = P + v. Na priamke QR mame bod %(Q + R) € a a teda vektor
H(Q+R)— P = Lu+v) € U. Z uz ukdzaného potom mdme, Ze
ut+velU

3.4.2 Vseobecné rovnice afinného podpriestoru

Uvazujme sustavu

1171 + a1p2 + - FapT, = b
A2121 + A22T2 + *++ + Ao, = b2
11 + Qa2 + -+ ATy, = bm
pre nezname 1, ..., x,. Skratene budeme stustavu zapisovat Ax = b.

Tvrdenie 3.27. Nech ststava Ax = b mé rieSenie. Potom vSetky jej rieSenia
tvoria podpriestor v E".
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Dokaz. Nech P je riesenie stustavy. Homogénna stustava Ax = 0 je rieSitelna,
jej riesenim je vektorovy priestor U. Presne tak ako v pripade priamky a
roviny sa presvedcéime, Ze rieSenia nehomogénnej stustavy tvoria mnozinu P+
U, ktora je podpriestorom E". O

Veta 3.28. Nech a C E" je podpriestor. Potom existuje stustava rovnic,
ktorej rieSenim je presne a.

Dékaz. Nech a = P + (uy, ...u,). Ortogondlny doplnok priestoru V' («) néj-

deme ako riesenie sustavy (y = (y1,¥2, .., ¥Yn) je neznama)

u -y=>0

u -y =0

u.-y=20
Nech V(a)* = (ay,...a,,). Potom Ax = 0 je ststava, ktorej rieSenim je
V(a) = (uy,...u,). Prava stranu ststavy dopocitame dosadenim stradnic
bodu P. O]

Definicia 3.29. Sistavou vseobecnych rovnic podpriestoru a budeme
rozumiet kazdu linedrne nezavisli stustavu rovnic Ax = b, ktord splnaja
presne vSetky body a.

7, dokazu vyplyva vztah medzi po¢tom rovnic a dimenziou podpriestoru:
ak sustava Ax = b o n nezndmych x,...,x, pozostava z m nezavislych
rovnic a je rieSitelnd, tak rieSenim je (n — m)-rozmerny afinny podpriestor.

Definicia 3.30. Ak dimenzia o C E" je n — 1, tak « sa nazyva nadrovina.
Je urcenda jednou vseobecnou rovnicou

a1x1 + agry + - -+ apr, = b, (kde (ay,as,...,a,) # (0,0,...,0))
a vtedy vektor (ai,...,a,) sa nazyva normalovym vektorom nadroviny
a, ide o vektor kolmy na smer nadroviny a.
Kazdy podpriestor v E" je prienikom nadrovin.
Definicia 3.31. Kanonickymi rovnicami priamky p : P + (u) C E”
nazyvame vyjadrenie

Ty —p1 T2 — P2 _ Tn = Pn

— — e . = ,

Uy U2 Unp,

kde u = (uy,us,...,u,) a P = (p1,p2,---,Dn)-
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3.4.3 Prienik a vzajomna poloha afinnych podpriestorov

Tvrdenie 3.32. Nech V(a) C V(5). Ak anf # 0, potom o C .
Dékaz. Ak P € anf, potom o« = P+V(a)a =P+ V(f). Odtial je uz ta
inklizia jasna. O

Definicia 3.33. Podpriestory a a st rovnobezné (« || ), ak V(a) C
V() alebo V() C V().

Ak an B =0, hovorime o pravej rovnobeznosti. V opa¢nom, pripade
ide o inkluziu (t.j. a C 8 alebo 5 C «).

Tvrdenie 3.34. Nech «, 3 C E" st podpriestory. Ak a N 3 # (), potom je
a N B tiez podpriestorom E™ a plati

V{iaeng) = V()0 V().

Dékaz. Potrebujeme ukdzat dve inklizie v rovnosti anNg = P+(V(a)NV(B)),
kde P e anpg.

Zapiseme a = P+ V(a)a =P+ V(f). Ak Q € anp, tak Q = P+ u,
kde u € V(a), atiez Q = P+v, kde v € V(f3). Teda u = v. Odtial vyplyva,
ze Qe P+ (V(a)NnV(B)).

Opacnd inklazia je zrejma. O

Tvrdenie 3.35. Nech «, 3 C E" st podpriestory a nech aN 3 # (). Potom
dim(a N ) > dima + dim 5 — n.
Dokaz. Podla predchadzajiceho tvrdenia mame
dima N g =dim(V(a) NV (B)).
7 linearnej algebry o dimenzii sic¢tu vektorovych podpriestorov vieme, ze
dim(V + W) +dim(V N W) = dimV + dim W.

(Pre vektorové podpriestory V, W vektorového priestoru Sucet V' + W vek-
torovych podpriestorov V, W vektorového priestoru je najmensi podpriestor
obsahujtci V aj W.)

Polozime V' = V(a), W = V() a spolu s faktom, ze dim(V () +V (5)) <

n dostaneme dokazovanu nerovnost. O

Désledok 3.36. Dve roviny v E? sa nemdzu pretinat len v jednom bode. V
E? sa to uz moze stat, napriklad: a = P + (e1,es), 8= P + (e3, e4).

43



Tvrdenie 3.37. Nech «, § st afinné podpriestory E" anech A € aa B € .
Potom o N 3 # () prave vtedy, ked B — A € V(a) + V(B)

Dékaz. Zapisme a = A+ V(«a), B = B+ V(p).
Nech anf # () a P € anB. Potom P = A+u pre nejaky vektor u € V(«)
a tiez P = B + v pre nejaky vektor v € V(). Odtial

B-—A=(P—-v)—(P—u)=u+v,

¢ize B—AeV(a)+ V().
Nech teraz B—A € V(a)+V (), teda B—A = u+v pre nejaky u € V(«)
a v e V(). Odtial
B—v=A+u,

pricom bod na lavej strane patri podpriestoru § a bod na pravej strane patri
podpriestoru « — ide tak o spolo¢ny bod oboch linearnch variet. O

Priklad 3.38. Ci st priamky mimobeZné, vieme na zaklade predchadzajui-
ceho tvrdenia rozhodnit aj bez toho, aby sme sa snazili ndjst ich priesec¢nik:
ak p= P+ (u) a ¢ =Q + (v), su tieto priamky mimobezné, ak su vektory
u,v, () — P linearne nezavislé.

Vidime, zZe pre vySetrovanie vzajomnej polohy podpriestorov a a 3 je
uzitoéné uvazovat dve kritéria:

1. inkliziu smerov smerov V(a) a V(5),

2. disjunktnost linedrnych variet o a 3: podpriestory « a 8 sa pretinaji,
ak a N B = (), v opacnom pripade hovorime, Ze a a 3 sa nepretinaju.

Dostaneme tak styri moznosti pre vzajomnu polohu podpriestorov a a :
o inklazia (o C 5 alebo a D ),
« prava rovnobeznost (V(a) C V() alebo V(a) D V(5) aang =0),

e roznobezZnost
(anp#0adm(V(a)NV(E)) <min{dimV(«a),dimV(8)}),

 mimobeZnost
(anB=0adim(V(a)NV(8)) < min{dim V(a),dim V(5)}).

Priklad 3.39. Aké pripady vzajomnych poloh mézu nastat pre dve priamky
v E"? Pre dve nadroviny? Pre priamku a nadrovinu?

44



4 Zhodnosti

4.1 Niektoré invarianty afinnych transformacii

V odseku 1.2 o posunutiach sme videli, ze posunutia s operaciou skladania
zobrazeni tvoria grupu:

e zlozenim posunuti je posunutie,
« skladanie posunuti (vSeobecne akychkolvek zobrazeni) je asociativne,

« neutralnym prvkom je identita, ¢o je posunutie pozdlz nulového vek-
tora,

e inverznym zobrazenim k posunutiu pozdlz vektora u je posunutie po-
zdlz vektora —u.

Napriklad posunutia v euklidovskej rovine tak tvoria tu isti grupu ako
vektory v R? s operaciou sé¢itania vektorov.

Definicia 4.1. Nech f: E" — E" je afinna transformécia. Ak pre pod-
priestor « C E™ plati, ze f(a) C «, potom a nazyvame (invariantnym
(samodruznym) podpriestorom). Ak navyse pre kazdy bod A podpries-
toru « plati, ze f(A) = A, potom hovorime, Ze « je bodovo samodruzny
podpriestor.

Definicia 4.2. Nech f: E" — E” je afinnd transforméacia. Ak pre nenu-
lovy vektor u € V(E™) = R” plati, ze Df(u) = Au pre nejaké A € R, po-
tom (u) (t.j. vektorovy podpriestor generovany vektorom u) nazyvame inva-
riantnym (samodruznym) smerom. Cislo X vtedy nazyvame vlastnym
¢islom (vlastnou hodnotou) zobrazenia f prislichajicim samodruznému
smeru (u). Vektor u tiez voldme vlastnym vektorom zobrazenia.

Priklad 4.3. Posunutie v E? dané vektorom u:
o samodruzné body: ziadne,
o samodruzné priamky: vSetky priamky so smerovym vektorom u,

o samodruzné smery: vsetky smery
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4.1.1 HTladanie invariantnych bodov, smerov, podpriestorov

Pre skimanie invariantov afinnych zobrazeni vSeobecne je uzito¢né pozriet
sa blizsie na maticu afinnej transformécie (vid odsek 2.4). Ak f je afinna
transformdcia E?, jej matica A; m4 tvar

a11 Aaiz2 Qo
Af: 21 G22 G20

0 0 1

Obraz bodu so stradnicami (p1, p2) ndjdeme ndsobenim matic:

p1 air Q2 QAo i a11p1 + ai2p2 + aio
P2 — Qo1 G2 A2 P2 = Q21P1 + Q292 + Aog )
1 0 0 1 1 1

f(p1,p2) = (a11p1 + a12p2 + @10, a21p1 + ag2pa + aso).

Hladanie invariantnych bodov je lahké. Pre transforméciu f: E" — E" s ma-
ticou Ay hladdme také body X = (z1,...,2,), ze f(X) = X. Maticovo:

Arx = x,
kde x je stipcovd matica (r1 ... x, 1)T. Toto je ststava n linedrnych rovnic
o n neznamych zq,...,x, (v poslednom riadku je rovnost 1 = 1, preto je

rovnic naozaj len n).

Hladanie invariantnych smerov je trosticka komplikovanejsie. Z matice Ay
si zoberieme podmaticu Apy popisujiicu asociované zobrazenie vektorovych
priestorov. Chceme teraz najst také vektory u € R™, pre ktoré plati, Ze
Df(u) = Au pre nejaké A € R. Maticovo:

Apsu = Au

(tu u je stlpcova matica obsahujica stradnice vektora u). Posledni rovnost
upravime (I, je jednotkova n x n matica):

(ADf — )\In)u = 0.

Tu u je nenulovy vektor a Apy — Al, je Stvorcovd matica. Ak ju vnimame
ako maticu zobrazenia, tak obrazom nenulového vektora moéze byt nulovy
vektor prave vtedy, ked toto zobrazenie nie je injektivne, ¢o je ekvivalentné
podmienke, ze

|Ap; — AL,| = 0. (11)
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Toto je rovnica s neznamou A, ktorti nazyvame charakteristickou rovni-
cou linedrneho zobrazenia D f, tiez matice Aps. Polyném na lavej strane
rovnosti (11) tiez nazyvame charakteristickym polynémom linedrneho
zobrazenia D f aj matice Apy.

Pomocou rovnice (11) tak vypoéitame vlastné hodnoty zobrazenia f,
budt to korene Ay, ..., \, charakteristickej rovnice. Pre kazdu vlastnu hod-
notu \; potom vypocitame zodpovedajici samodruzny vektor ako netrivialne
rieSenie sustavy linearnych rovnic

(ADf — )\ZIn)u =0

S neznamymi uq, . . ., Uy,.

Hladanie invariantnych (afinnych) podpriestorov je trochu naroénejsie.
Obmedzime sa preto len na hladanie invariantnych priamok v rovine.

Ak je priamka p invariantna vzhladom na transforméaciu f, potom pre
body A, B € p, A # B plati, ze f(A), f(B) € p a preto f(B) — f(A) € (B —
A). Teda smer priamky p musi byt tiez samodruzny. Takze najprv ndjdeme
samodruzné smery transformacie a potom sa ku kazdému smeru snazime
najst priamku, ktord by bola samodruzna. K tomu ndm pomdze si uvedomit
(tak ako v priklade o posunuti na zaciatku kapitoly), ze ak priamka p je
samodruznd, tak pre kazdy bod X € p plati, ze f(X)— X je nejaky smerovy
vektor priamky (ktory zaroven urcuje samodruzny smer zobrazenia), a teda
je kolmy na norméalovy vektor priamky. Cize ak (u) (u # 0) je samodruzny
smer, tak rieSime rovinu

kde n je vektor kolmy na smer u, teda je normélovym vektorom hladanej
samodruznej priamKky.

4.2 Afinity E” tvoria grupu

Afinné transformécie E? netvoria grupu, napriklad premietanie na x-os
(a,b) = (a,0)

nema inverzny prvok. Ak by sme sa vSak obmedzili len na bijektivne trans-
formécie (tzv. afinity), tie uz grupu tvoria, o ¢om sa hned presvedcime.

Nech f je afinita E", t.j. bijektivne zobrazenie. Presved¢ili sme sa (Tvr-
denie 2.21 v ¢asti o afinnych zobrazeniach), Ze toto je ekvivalentné faktu, ze
asociované zobrazenie vektorového priestoru do seba Df: V(E") — V(E")
je bijektivne.
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Linearne zobrazenie vektorovych priestorov je bijektivne prave vtedy, ked
jeho matica je regularna. V tomto pripade teda mame, ze |Apys| # 0. Lahko
sa presvedéime, ze |Af| = |Aps|. Nasli sme tak kritérium, kedy je afinnd
transformécia afinitou:

Tvrdenie 4.4. Nech f: E" — E" je afinnd transformacia a nech je Ay jej
matica. Potom je f afinitou prave vtedy, ked je matica A, regularna.

D& sa samozrejme skumaft struktura grupy vsetkych afinit. My sa ale
obmedzime na mensiu, velmi doéleziti podgrupu.

4.3 Zhodnosti tvoria podgrupu afinit

Samodruzné body, priamky, vlastné vektory atd. si invariantami, ktoré stu-
dujeme, ked sa snazime pochopit jednu konkrétnu transformaciu daného
priestoru. Okrem tychto sa ale mozme bavit aj o inych typoch invariantov
zobrazeni, a to takych, ktoré sa netykaju jedného konkrétneho zobrazenia
ale celej triedy. Invariantom triedy tak moze byf utvar, veli¢ina ¢i koncept,
ktory zachovavaji vsetky uvazované transformacie.

Tak napriklad afinné transformacie zachovavaju afinné kombinacie bodov
a presne toto je charakteristika, ktora afinity odliSuje od ostatnych trans-
formécii. V geometrii afinity tradi¢ne popisujeme ako bijektivne transfor-
mécie afinného priestoru zachovavajuce deliaci pomer bodov (Veta 2.12, Po-
znamka 2.13), ¢i inak, ze deliaci pomer je zékladnym invariantom afinit, alebo
vSeobecnejsie afinnych zobrazeni.

Tak v tejto casti sa zameriame na novy invariant triedy zobrazeni: vzdia-
lenost bodov.

Definicia 4.5. Zobrazenie f: E" — E" sa nazyva zhodnost (izometria),
ak pre [ubovolné body X,Y € E" plati, ze |f(X)f(Y)| = |XY|

Veta 4.6. Kazda zhodnost euklidovského priestoru je jeho afinitou.

Dokaz. Zobrazenie f: E" — [E" je afinné, ked zachovava afinné komina-
cie bodov, t.j. ked pre lubovolné F,,... P, € E" a A\g..., A\, € R také, ze

Yoo =1, plati
f <Z m) =Y Nf(P). (12)
=0 =0

Podla Vety 2.12 stac¢i ukéazat, Ze zobrazenie zachovava afinné kombinacie
dvojic bodov, t.j. ze pre ITubovolné rézne Py, P, € E" plati

f(A =N+ AP) = (1= A\ f(Fo) +Af(P).
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Pre nasledovné tivahy bude uzitocné preskiamat blizsie vztah medzi vzdia-
lenostami v trojici kolinearnych bodov na jednej strane a barycentrickou
kombinéaciou na druhej strane.

Nech A, B,C' st navzajom rozne kolinearne body. Existuje tak jediné
A €ER, ze

C=(1-NA+)\B. (13)

Nech bod C'lezi medzi bodmi A a B, teda 0 < A < 1. Potom elementérnymi
tpravami z (13) dostaneme

|AC| = M|AB| atiez |BC|=(1—-\)|AB|. (14)
Naopak, nech pre body A, B, C' plati
|AC| = a|AB| atiez |BC|=0|AB|,
kde
a,beR, a,b>0, a+b=1.
Potom
|AB| = |[AC| + |BCY,

odkial usudime, ze A, B, C su kolinearne, pricom bod C' lezi medzi bodmi A
aB,aC—A=aB—-A), teda C=(1l—-a)A+aB.

Ozna¢me X = (1 — A\)Py + AP;. Nech X # Py, X # P, (ak by nastala
niektora z rovnosti, niet ¢o dokazovat, kombinacia bodov je trivialne zacho-
vand). Body Py, P;, X st kolinedrne a tak urcite nastane jedna z moznosti

o |[PoP| =R X[+ [X P,
o [P X|=|RP|+|PX|
i |P1X|:|P1P0|+|POX‘

Kedze f je zhodnost, ten isty vztah bude platit aj pre f(Py), f(P1), f(X) a
teda su aj tieto body kolinedrne. Z hore uvedenej analyzy v prvom pripade
hned vidime, ze f(X) = (1—X) f(Py)+Af(Py). Pre druhy pripad bud urobime
podobnui analyzu alebo bod P; vyjadrime ako kominaciu zvysnych dvoch
bodov:

Py = (1—w)Py + X

a vyuzijeme vzfah medzi A a u. Tak isto vyriesime aj treti pripad.
Ukazali sme, ze zobrazenie f je afinné. Potrebujeme este ukazat, ze f je
bijektivne.
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Zo separacnej vlastnosti metriky mame, ze ak A # B, potom |AB| # 0,
teda |f(A)f(B)| # 0, a tak aj f(A) # f(B). Ukdzali sme, ze zhodnost f
je injektivne zobrazenie. Z Tvrdenia 2.21 je potom aj Df injektivne. Kedze
Df je transformacia vektorového priestoru R", z linearnej algebry vieme, ze
vdaka injektivnosti je Df aj surjektivne, a teda znovu z Tvrdenia 2.21 je f
surjektivne. O

Moézme to teraz zhrnut aj tak, ze zhodnost je taka afinita E", ktora za-
chovava vzdialenosti bodov.

Veta 4.7. Mnozina vSetkych izometrii na E™ spolu s operaciou skladania
zobrazeni tvori grupu.

Dokaz. Potrebujeme overit, ze
(i) identita je zhodnost,
(ii) zlozenie dvoch zhodnosti je zhodnost,
(iii) inverzna afinita k zhodnosti je tiez zhodnost.

(i) je zrejmé.
(ii) Nech f,g: E™ — E" st zhodnosti. Potom pre X,Y € E" plati

(f o g)(X)(f e g)(Y)| = |F(g(X))Sf(g(Y))| = lg(X)g(Y)] = [XYT],

teda f o g je zhodnost.
(iii) Nech f je zhodnost a f~! je k nej inverzn4 afinita. Pre kazdé X € E"
ozna¢me X' = f(X), teda plati, ze X = f~!(X’). Potom

XY = XY = [fXOfY)] = (XY,
preto f~! je zhodnost. O
Definicia 4.8. Grupa izometrii euklidovského priestoru E™ sa nazyva euk-

lidovska grupa, ozn. E(n).

4.4 Ktoré afinity st izometriami — kritérium

Veta 4.9. Afinita f: E" — E” je zhodnost prave vtedy, ked Df: R" — R"
zachovava skalarny sucin.

Doékaz. Nech je f zhodnost. Nech u,v € R” st lubovolné vektory. Potrebu-

jeme ukazat, ze

Df(u)-Df(v) =u-v.
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Vsimnime si najprv, ze pre Iubovolny vektor w, ak ¥ — X = w je jeho
umiestnenie, tak z faktu, ze f je zhodnost, vyplyva

IDf(w)|* = Df(w) - Df(w) =Df(Y — X) - Df(Y - X)
= (V) = f(X))- (fY ) (X)) FX)fY)
= XY= -X)- (Y - X)=w-w=|w|,

teda D f zachovdva dlzky vektorov. Potom z rovnosti

1 2 2 2
u-v = o ([fut vi[" = fluf” = [v]).

uz dostaneme, ze D f zachovava skalarny sacin.
Nech teraz naopak Df zachovava skalarny sicin. Potom pre Tubovolné
X,Y € E" plati

FCOFW)| = 1Y) = FX)] = IDFY = X)]
VDIV —X) DJY - X) = V¥ - X)- (Y - X)
Iv - X = [xV],

¢ize f je zhodnost. OJ

Linearne zobrazenie vektorového priestoru do seba, ktoré zachovava ska-
larny sucin, sa nazyva ortogonalne.

Veta 4.10. Nech ¢: R™ — R" je linearne zobrazenie vektorovych priestorov.
Nasledujuce tvrdenia su ekvivalentné:

(i) ¢ je ortogonélne (t.j. zachovava skalarny sucin),
(ii) ¢ zobrazuje ortonormalnu bazu na ortonormélnu bazu,

(iti) ATA, = I,,, kde A, je matica zobrazenia ¢ (vzhladom na ortonormélnu
bézu).

Poznamka 4.11. Pre zjednoduSenie zapisov budeme pouzivat symbol 0;;
(i,j € N), tzv. Kroneckerovo delta:

s _ 1 aki=j
Y10 ak 1 # 7

Dékaz. (i) = (ii): Nech ¢ je ortogonélne a nech uy, ug, . .., u, je ortonormélna
baza. Potom pre ¢(u;) a ¢(u;) plati

p(ug) - p(uy) = u; - u; = o,
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teda vektory o(w;) (i = 1,...,n) tvoria ortonormalnu bazu R™.
(ii) = (i): Nech pre ortonormdlnu bazu uy, uy, ..., u, je aj baza

90(“1)? (,0(112), T SD(Un)

ortonormaélna, teda na vektoroch uy, u,, ..., u, zobrazenie ¢ zachovava ska-
larny sucin. Predvedieme si, ze potom uz z bilinearity skaldrneho sucinu
vyplyva, ze sa zachovava na vsetkych vektoroch. Kazdy vektor totiz vieme
zapfsaf ako linedrnu kombindciu bazy. Ak v =}, v;u;, w = 3 wju;, potom

p(v)-p(w) = o (Z Uz’“i) 'z (Z wj“j)

(gn) (£

= szlw]so p(u;)
_ zi:zj:viwjui.uj = (ZUu) : (ijuj)

)
= V-W.

(i) = (iii): Stlpce matice A, obsahujt stradnice vektorov ¢(e;). V matici
AZASD preto mame na ij-tej pozicii skalarny siucin ¢(e;) - p(e;):

(ATA,)i; = ole:) - p(e;) = by,

(poslednd rovnost vyplyva z (ii)), ¢ize ATA, = I,. ,
(iii) = (ii): Ak ALA, =T,,, tak z pozicie na i-tom riadku a j-tom stlpci

mame, ze p(e;) - p(e;) = d;;, a teda ¢(eq),...,p(e,) je ortonormélna baza

R"™. 0J

Dosledok 4.12. Obrazom kartezidanskej ststavy siradnic v izometrii je kar-
tezianska sustava suradnic.

Dékaz. Nech f je izometria E™. Nech (O, ey,...,e,) je kartezidnska strad-
nicové ststava. Jej obrazom je (n + 1)-tica (f(O), Df(e1),...,Df(e,)), kde
Df(e1),...,Df(e,) je tiez ortonormélna baza, lebo Df je ortogondlne zo-
brazenie. OJ

Tvrdenie 4.13. Vsetky ortogondlne zobrazenia R" — R™ tvoria grupu,
ktora sa nazyva ortogonalna grupa, ozn. O(n)
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Dékaz. Identita (ako neutrdlny prvok vzhladom na skladanie ortogonalnych
zobrazeni) je zrejme ortogonélne zobrazenie.
Nech ¢, 7 st ortogonalne zobrazenia s maticami A,, A,;. Pre maticu
zobrazenia 1 o ¢ plati, Ze Ayo., = AypA,. Preto
AZWA#)O@ = (Ad)As@)T(AwAw) = AgAiAszcp = AZAW = I,
teda 1 o p je tiez ortogonalne zobrazenie.
Nech ¢! je inverzné zobrazenie k ortogondlnemu zobrazeniu ¢. Vieme
uz, 7e Ay = AZ'. Potom
T —1
L, = A A, | A,
-1 T —I\T
A = A, | (A7)
(ANTA = (A NHTAL = (A AN = L.
Takze inverzné zobrazenie k ortogonalnemu je tiez ortogondlne. 0
Priklad 4.14. Vieme overit, ze napriklad oto¢enie r roviny E? okolo bodu S

je izometria. Najprv sa pomocou Vety 4.10 presvedcime, ze otocCenie ry okolo
(0,0) je izometria. Nakoniec otoCenie r okolo S o uhol « vieme rozlozit

r=1s0rgol_g,

kde t5 je posunutie o vektor S — (0,0). VSetky partikuldrne zobrazenia si
izometrie, teda aj ich zloZenie r je izometria.

4.5 Grupa zhodnosti E?

Tvrdenie 4.15. Nech f: E" — E" je zhodnost. Potom pre deteminant
matice jej asociovaného zobrazenia D f plati

|Aps| = £1.
Dokaz. 1de o dosledok Vety 4.10. Ak f je zhodnost, tak A:[F)fADf =1I,,. Potom
|AD;Apys| = I =1
a na druhej strane
|AD s Aps| = |AD || Apy| = |Apyl?.
Odtial uz méame vysledok. O

Zhodnost f: E™ — E" sa nazyva priama, ak |Aps| = 1 a nepriama, ak
|Apf¢| = —1. Inak: zhodnost je priama, ak zachovava orientaciu priestoru.

Zrejme priame zhodnosti tvoria podgrupu vsetkych zhodnosti. (Vedeli by
ste to ukazat formalne?)
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Lema 4.16. Nech A, B € E? st rozne body. Mnozina takych bodov X v
E? 7e AX = BX, tvori priamku, ktord prechddza stredom tsecky AB a je
kolma na fﬁ Tato priamka sa nazyva os tisecky AB.

Dokaz. du O

Definicia 4.17. Nech o je priamka v E?. Simernost podla priamky o
(osova simernost) je transforméacia ., euklidovskej roviny definovana na-
sledovne:

Nech X € E2.

o Ak X € o, potom .7,(X) = X,

o Ak X ¢ o0, nech
— 0% je priamka prechddzajiica cez X a kolmd na o
—a Xt =o0nNox%.

Potom .7,(X) je taky bod na ox, ktory lezi v opac¢nej polrovine od o
ako X a | Z,(X)X*| = | X X1

Ekvivalentne by sme mohli obraz bodu X v stiimernosti ., podla o popisat
aj tak, ze .7, (X) je taky bod, Ze o je os tsecky X.7,(X).

Tvrdenie 4.18. Osova sumernost je nepriama zhodnost.

Dékaz. Sumernost podla x-osi . zobrazi bod (z1,x2) na bod (1, —x2).
Lahko sa presvedcime, ze je to zhodnost:

|7 (a1, a2)7 (b1, ba)| = [(a1, —ag) (b1, —b2)| = [(a1, az)(bs, b2)|

Stumernost podla Iubovolnej osi vieme previest na simernost podla x-osi zlo-
zenim s vhodnymi otoceniami alebo posunutiami. Otocenia aj posunutia st
tiez zhodnosti, takze vysledné zobrazenie je zhodnost.

Posunutie aj otocenie su priame zhodnosti, kedze determinanty matic
tychto zobrazeni si rovné 1. Simernost podla z-osi je zas nepriama zhod-
nost. Zlozenie jednej nepriamej a viacerych priamych zhodnosti je nepriama
zhodnost (z vlastnosti determinantu stcinu matic). O]

Poznamka 4.19. Pre osovu stumernost .7 zrejme plati, ze % o .¥ = id.
Takéto zobrazenie sa nazyva involtcia.

Veta 4.20. Kazd4 zhodnost euklidovskej roviny sa d4 napisat ako zlozenie
nanajvys troch osovych simernosti.
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Doékaz. Nech f je dana zhodnost. Nech A, B,C st tri nekolinedrne body.
Néjdeme nanajvys tri osové simernosti .7, . %5, .3 také, ze pre ich zlozenie

S = yg o) yg o) yl
(pripadne bude . zloZenim menej ako 3 stimernosti) bude platit
S (A)=[f(A), Z(B)=[f(B), Z(C)=[f(C).

Potom z Dosledku 2.20 o urcenosti afinného zobrazenia vyplyva, ze % a f
je to isté zobrazenie.
Kedze f je zhodnost, tak pre body A, B, C plati, ze

(A (B =[AB], [f(B)f(C)] = [BC|, [f(A)f(C)] = |AC].

Ak f(A) = A, tak # nech je identita. Ak f(A) # A, potom nech o; je
priamka prechadzajica stredom tisecky Af(A) a kolma Af(A) (t.j. os tsecky
Af(A)). Nech .7 je osova simernost podla osi 01. Zrejme .#; bod A zobrazi
na bod f(A). Oznaé¢me B, = . (B) a C1 = % (C). Kedze osova stimernost
je zhodnost, tak plati

[F(A)f(B)] = [AB] = [f(A)Bi].

Ak f(B) = Bj, potom zas nech .% je identita. Ak f(B) # Bj, potom
nech oy je os Usecky Bif(B) a nech . je osovd stmernost podla osi 0y,
teda . (B;) = f(B). Kedze |f(A)f(B)| = |f(A)By], tak f(A) € o0s. Preto
5 (f(A)) = f(A). Pre bod C oznac¢ime .45 (C,) = Csy. Pre vzdialenosti bodov

mame

(A SO = [AC] = [[(A)C] = [[(A)C]
IF(B)f(C)] = |BC| = |BiCh| = [f(B)C,

kde v oboch riadkoch prva rovnost vyplyva z faktu, ze f je zhodost, druhé z
toho, ze .#] je zhodnost a tretia z toho, ze .%5 je zhodnost.

Nakoniec, ak f(C) # Cs, potom nech o3 je os tsecky Cyf(C). Z prave
ukdzanych rovnosti mame, ze f(A), f(B) € o3, teda st to pevné body si-
mernosti . podla osi 03. NavySe .75(Cy) = f(C). (Znovu v pripade, ze
f(C) = Cy, polozime .5 = id)

Nasli sme tak stmernosti .%; také, ze zobrazenia .#30.%50.%] a f suhlasia
na trojici nekolinearnych bodov A, B, C, cize

Y:j@oj@o&ﬁ
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Dosledok 4.21. Osové sumernosti generuji grupu vsetkych zhodnosti.

odkaz do transformacii roviny na klasifikaciu zhodnosti

mozno uz ten posledny dokaz sa mdze nejak tam presmerovat
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