KAPITOLA 3

Euklidovsky priestor

1. Skalarny sicin vo vektorovom priestore
Pracujeme vo vektorovom priestore V' nad R. Moznosti, ako zadefinovat skalarny sicin (s
narastajicou abstraktnostou):

(1) ako na strednej §kole: ak vieme (pravitkom) merat dlzky vektorov a vieme (uhlomerom)
merat velkosti uhlov, tak skaldrny stc¢in mézme zadefinovat:

u-v = ||u| ||v|| cos Luv.
(2) ak mame zavedené siradnice, tak skaldrny stéin vektorov u = (ug,ue,...,u,) a
v = (v1,v2,...,0,) mozme zadefinovat:
U-V=1uivy + ugvs + -+ 4+ UpUp.
Prvé definicia sa da pouzit aj pripade, Zze nemeriame pravitkom a uhlomerom, ale mame

stradnice a poc¢itame dlzku z nich, ale je to zjavne dost naro¢né pocitanie, v porovnani s druhou
definiciou.

(3) skaldrny suéin je lubovolné zobrazenie V x V' — R, ktoré mé nasledovné vlastnosti:

u-v=v-u,
u-(v+w)=u-v+u-w,
(cu)-v=rc(u-v),
u-u>0au-u=0 prave vtedy, ked u = 0.

Porovnanie definicii:

(1) konkrétna, najndzornejsia, poskytujica geometricky vhlad, no vypoctovo néroéna
(2) vyzaduje zavedenie stradnic v ortonormalnej baze, ale potom je uz pocitanie pohodlné
(3) najabstraktnejsia, ziadne pocitanie, vhodna pre dokazovanie tvrdeni

Vektorovy priestor so zavedenym salarnym sic¢inom sa nazyva euklidovsky vektorovy
priestor alebo jednoducho vektorovy priestor so skalarnym stc¢inom.

Definiciu (1) pouzivat nebudeme. My nebudeme skaldrny stcin definovat pomocou uhla, ale
naopak, uhol budeme definovat pomocou skalarneho suéinu.

Z linedrnej algebry asi uz viete, ze definicie (2) a (3) skaldrneho si¢inu st ekvivalentné. Kto
si nepamatd, pripomenieme. Najprv lahko overime, zZe ak je zobrazenie V x V' — R skalarnym
sticinom podla (2), tak je skaldrnym stéinom aj podla (3):

VETA 3.1. Nech pre vektory u = (uy,...,un), v= (v1,...,v,) plati
u:-vV=uyv + ugvy + -+ 4+ upv,.
Potom

eu-v=v-u,
eu-(v+tw)=u-v4+u-w,
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20 3. EUKLIDOVSKY PRIESTOR

(cu) -v=rc(u-v),
u-u>0au-u=0 prive vtedy, ked u = 0.

Dokaz. da O

Teraz chceme overit, Ze ak je zobrazenie V x V — R skaldrnym sii¢inom podla (3), tak po
zvoleni vhodnej bazy sa podita ako v (2). Potrebujeme k tomu pojem kolmosti vektorov a dlzky
(normy) vektora.

DEFINfcIA 3.2. Vektory u,v st na seba kolmé, ak u-v = 0.

PozNAMKA 3.3. Vsimnite si, Ze nulovy vektor ma novi Specialne vlastnost, a sice, Ze je
kolmy na vsetky vektory vektorového priestoru, dokonca aj sdm na seba.

DEFINicIA 3.4. Nech V = R” je vektorovy priestor so skaldrnym si¢inom. Potom dizka
vektora alebo tiez norma vektora je

[ul = vu-u
VETA 3.5 (Cauchy-Schwartzova nerovnost, Cauchy-Burtiakovského-Schwartzova nerovnost).
Pre vektory u,v € R™ plati
w-v| < [luff f|v]].
Dokaz. Ak niektory z vektorov u alebo v je nulovy, dostdvame na oboch stranach nerovnosti nulu
a tvrdenie je tak pravdivé.

Predpokladajme teda, ze u # 0 a v £ 0. Majme vektor

w=u+ v,
kde A je redlne cislo. Potom
wl* = o
lu+Av|? > 0
(u+Av)-(u+Av) > 0
wu+2u-v+ANv-v > 0
Polozme teraz
N wv
vV-v
Potom v nasej nerovnosti mame
. 2
u~u—2u vu-v+ (u-v) v-v > 0
V-V (v-v)?
. 2 . 2
uu72(ll v) +(u v > 0
V-V V-V
)2
u-u > (u V)
Vv
2, 42
[P [vI® > (u-v)?
a odtial uz vyplyva tvrdenie vety. U

VETA 3.6 (trojuholnikovd nerovnost). Pre vektory u,v € R™ plati

o+ v < [laf] + [|v].
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Doékaz. Pocitajme:
[utv|? = (u+v)(utv)
[ul? + [[v]* +2u-v
[[ulf? + [[v][* + 2lu- v]
[l + [1v]|* + 2[[ull.[|v]
(l[all + 11wl
(Druh4 nerovnost vyplyva z Cauchy-Schwartzovej nerovnosti.) Ukézali sme
[a+v|? < (Juf +Iv])?,

a kedze norma vektora je vzdy nezaporna, dostavame tak dokazovani trojuholnikovi nerovnost.
O

IN N

TVRDENIE 3.7. Pre vektory u,v € R™ plati

1 2 2 2
u-v= §(||11+VH = [lall* = [lv[I%).
Dokaz. da O

2. Ortonormalna baza

DEFINicIA 3.8. Vektory uy,us,...,u; tvoria ortogonalny systém vektorov, ak
(i) u; # 0 pre vSetky 1,
(i) u; L u; pre vSetky ¢ # j.
Tento systém sa nazyva ortonormalnym, ak navyse

(iii) |lu;|| = 1 pre vsetky i.

Skratene mozme povedat, ze uj, ug, ..., u; tvoria ortonormélny systém vektorov, ak
u; - llj = 5ij7

kde symbol 4;; je tzv. Kroneckerovo delta:

P 1 i=y
V0 i
TVRDENIE 3.9. Vektory kazdého ortogondlneho systému vektorov si linedrne nezdvislé.

Dokaz. Nech ug,ug, ..., u; je ortogondlny systém vektorov.
cu + - +egu = 0]y
cu;-u; = 0
¢ = 0.
d

DEFINicIA 3.10. Ortonormalna baza je ortonormélny systém vektorov uy,ug, ..., u,, kde
n je dimenzia prislusného vektorového priestoru.

PRrIKLAD 3.11. Ak skalarny sucin dvoch vektorov u = (u1,us,...,un) a v = (vi,va,...,0,)
priestoru R™ poéitame Standardne

U-V=1ujv; +ugVs + -+ + UnUn,
je baza, v ktorej pracujeme, ortonormalna.

PRIKLAD 3.12. Iné ortonormélne bazy v R:
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o ¢ = (V2/2,V3/2), & = (V3/2.~V2/2)
o €/ = (—5/13,12/13), ¢/ = (= 12/13,—5/13)

TVRDENIE 3.13. Nech je bdza
e; = (1,0,...,0), e =(0,1,0,...,0), ..., e, =(0,0,...,0,1)
ortonormdlna. Potom pre skaldrny sicin vektorovu = (uy,ug, ..., u,) a v = (v1,v2,...,0,) plati

uU-vV=1uyv +ugVy + -+ + Upvn,.

Doékaz.
n n
u-v = (Zuiei> . Zvjej
=1 7j=1
n n
Z Z U Vj €; - €5

i=1 j=1

n
E U;V; €; - €;
i1

= UV + U2V + -+ UV,

O

Z tohto tvrdenia a z Prikladu 3.11 tak mame, ze baza, v ktorej pocitame, je ortonormalna
prave vtedy, ked sa skaldrny sucin vektorov v tejto baze pocita ,Standardne”. Teda skalarny
sucin podla (3) je skaldrnym sué¢inom podla (2) vtedy, ak vieme vo vektorovom priestore néjst
ortonormélnu bazu. A to vdaka Gram-Schmidtovmu ortogonaliza¢nému procesu, ktory poznate
z linedrnej algebry, vieme.

PRIKLAD 3.14. Nech e, e je Standardnd ortonormélna baza. Uvazujme bdzu:

fl = 261 = (2, O)
£, = —eit+ey=(-11)
Zjavne f; a f, nie st navzajom kolmé vektory, tiez ||fi|| = 2, ||f2|| = v/2, teda skaldrny sicin sa v

tejto baze urcite nepocita standardne.

PRIKLAD 3.15. Ak vieme, ako vyzerd skalarny sicin na baze, vieme vypodéitat skaldrny sticéin
lubovolnych dvoch vektorov zapisanych v tejto baze. Nech pre bazu g1, go plati

gi-g = 4
g2:8 = O
g1-g = 2
Odtial o tejto baze vieme povedat, Ze ||g1]| = 2, |lg2]| = V/5 a bazové vektory na seba nie st

kolmé. Ako ale tato baza vyzerd v standardnej euklidovskej rovine?

Ak vektor g; nakreslime vodorovne, smerujici doprava, vieme, ze jeho dizka bude 2. Vieme,
ze druhy bazovy vektor ma dlzku v/5, aky ale bude jeho smer?

Mo7me najprv skisit najst vektor kolmy na g1 (vieme, Ze to bude vektor so zvislym smerom):

u-gg = 0

(u1g1 +u2g2)-g1 = 0
u1gr 81 +uig g = 0
duy +2us = 0
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Teda napriklad vektor u = (1, —2) je kolmy na g;. Ndjdeme dizku tohto vektora:

[ul? =w-u= (g1 —282) - (g1 — 282) = g1 - &1 — 481 - g2 + 482 - g2 = 4 — 8+ 20 = 16,
Takze u m6zme nakreslit napriklad ako vektor smerujici nahor s dizkou 4. Este vyjadrime go
ako kombindciu g a u a uz presne vieme, ako vyzera baza g, ga:

u = g 28
g1 —u

g2 = 5

3. Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces

Vektorovy priestor generovany vektormi vy, vs, ..., vy budeme oznacovat (vq,va,...,vg).

Uvazujme najprv situdciu, ze méame dva linedrne nezévislé vektory u, v, vid obrdzok (vSetky
vektory na obrézku st umiestnené do spolo¢ného bodu).

Pod kolmym priemetom vektora v do priestoru (u) rozumieme vektor m,(v) taky, Ze
(V) L (v — mu(V)).
Vektor v sa nam tak rozklada na stucet dvoch navzdjom kolmych vektorov:
(4) v=my(v)+Vv
Vektor my(v) € (u) je ndsobkom vektora u:
m(v) = Au kde A € R.

Pre presnejsie vyjadrenie vyndsobime rovnicu (4) skaldrne vektorom u a tak dostaneme
u-v
(5) m(v) = —u

u-u
Z (4) tiez vyplyva, Ze vektory u a v generuju ten isty vektorovy podpriestor ako vektory u a v’.

Predchédzajice pozorovania teraz vyuzijeme pri Gram-Schmidtovom ortogonaliza¢nom pro-
cese.

Dané sa linedrne nezavislé vektory vy, va,..., vy generujice podpriestor W vektorového
priestoru V = R™. Chceme néjst ortonormalnu bazu wy, ws, ..., wy priestoru W.

Najprv nadjdeme ortogonédlnu bazu W:

u = vy,
Uy = Vo — Ty, (V2),
u3 = V3 — Ty, (Vg) —’i‘(uZ(Vg)7
u, = Vi — Ty (Vi) = Tu,(Vi) — .. — Ty, (V).
Takto dostaneme ortogondlnu bazu uy,ug, ..., u; priestoru W.
VETA 3.16. Nech {vi,va,...,Vi} je bdza priestoru W C R™. Pre vektory uj,ua,...,ux

ziskané Gram-Schmidtovgm ortogonalizacngm procesom plati

(1) wg Lujprei,j=1,...,k, i #j,
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(2) (ug,ug,...,u;) =(vi,vo,...,v) prei=1,... k.

Dékaz. (i) V Casti o kolmom premietani vektora sme sa uz presveddili, ze u; L us. Prepokladajme
teraz, ze tvrdenie (i) plati pre¢,j7 = 1,...,m—1 a ukdZeme, ze potom plati aj pre¢,5 = 1,...,m.
Presnejsie, potrebujeme overit, ze u,, L w; prei=1,...,m — 1.

Pre u,, mame

Uy = Vi = Ty (Vi) = Ty (Vi) = -+ = T,y (Vi)
Podla (5) to moézme presnejsie napisat ako
o u -V uz vy Um—1-"Vm
Wy = Vo — u — u—...—————————— U1
up - Uz - u2 Upp—1 " Um—1

Ak tito rovnost skaldrne prendsobime vektorom u; (i < m), z indukéného predpokladu dosté-

vame
w; - Vi

Wy Uy = Vi - U5 — W W =V, - W — U - Vo, = 0,

u; - u;
¢ize u,, L u;.

(ii) Zrejme (u;) = (v1). Lahko nahliadneme aj, ze (u1,us) = (v1,va), kedze vektory uj, us
vieme vyjadrif ako kombindcie vektorov vi,ve a naopak. Rovnako odvodime indukciou aj v
m-~tom kroku, ze

(Viyeo s Vi) = (W1, oo W1, Vi) = (U1, ..y Wy ).
O

Na zéver ortonormélnu bazu priestoru W potom uz ziskame jednoducho tak, ze kazdy z

vektorov vydelime jeho dizkou:
u;

i=1,...k

W, =
C

4. Kolmost mnoZin vektorov

DEFINicIA 3.17. Nech S,T C R" st lubovolné neprazdne mnoziny vektorov

e ul S kedul vprevietky veS
e S1T kedul vprevsetkyue SaveT.
e St ={u|ul S} (ortogondlny (kolmy) doplnok mnoziny S).

PRIKLAD 3.18. Ortogondlne doplnky niektorych mnoZin vektorového priestoru V:
o {0}t =V.
o Vt =1{0}.
e Ak S C T, tak T+ C S*: Nech v € T+. Potom Vu € T plati u L v. Kedze S C T, tak
a fortiori pre vietky Vu € S plati u L v, teda v € S+.

VETA 3.19. Nech S C R", S # (). Potom
(i) St je podpriestor R™,
(i) S c S+ (= (SH)1).
Dékaz. (i) Nech uy,uy € S+, t.j. pre vietky v € S plati, Ze u; - v=0a uy - v = 0. Potom
(up+w) v=uwy -v+u-v=0+0=0,
teda ug +ug € S+
Teraz nech u € S+ a A € R. Potom pre vietky v € S
(M) -v=Au-v)=X0=0,,
teda aj A € S*.
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(ii) Nech v € S. Pre vietky u € S* plati, Ze u-v = 0. Z toho ale vyplyva, ze v e S++. [0

PRIKLAD 3.20. Opa¢nd inklizia z Vety 3.19 (ii) vo vieobecnosti neplati. D4 sa to ustudit uz z
¢asti (i) tejto vety: ak S nie je popriestor, nemoze platit, ze S = S++, kedze S+ podpriestorom
je.

Sktisme si to ilustrovat konkrétnejsie: v R? nech S = {(1,2)} je jednoprvkova mnozina. Jej
ortogondlny doplnok S+ pozostava zo vietkych vektorov kolmych na (1, 2). Lahko sa presvedéime,
Ze je to jednorozmerny podpriestor generovany vektorom (2, —1):

St = {(2.-1).
Ortogonalny dolpnok tejto mnoziny je vektorovy priestor generovany pévodnou mnozinou S:
SHE = ((1,2)) 2 8.
VETA 3.21. Nech U C R" je podpriestor s bdzou uy, ...,ux. Potom
(i) v L U prdve vtedy, ked v L u; pre véetky i =1,...,k,
(ii) dimU+ =n — k.
Dokaz. (i) da

(ii) Nech bazové vektory uy,...,u; priestoru U majd stradnice u; = (u;1,. .., U, ). Potom
vSetky rieSenia stustavy

U111 + U12T2 + - - + UIRTy =

U212 + U22T2 + - -+ + U2nTyy =

Up1Z1 + Uk2Z2 + -+ UpnLp = 0
su presne vektory tvoriace ortogondlny doplnok mnoziny {uj,...,ux}. Z tohto a z linedrnej
algebry uz vyplyva dokazované tvrdenie. O

V dokaze predoslej vety sme urobili velmi uzitoéné pozorovanie: vyriesit sistavu homogén-
nych linedrnych rovnic znamena néjst ortogonalny doplnok vektorového podpriestoru.

5. Uhol dvoch vektorov

Kym na strednej kole sa najprv Ziaci zoznamuji s dizkou vektora a uhlom dvoch vektorov
a aZ ndsledne sa pomocou tychto pojmov definuje skaldrny stcin dvoch vektorov (vid zaciatok
kapitoly), v linedrnej algebre sa postupuje naopak: najprv sme si zadefinovali skaldrny saéin,
potom pomocou neho dizku vektora a vzdialenost bodov, a teraz pomocou skaldrneho sucinu
zadefinujeme uhol dvoch vektorov.

Z Cauchy-Schwartzovej nerovnosti mame, ze
u-v
1< o<,
([ull {[v]
a preto mézme uhol dvoch vektorov definovat nasledovne:

DEFINicIA 3.22. Nech u # 0, v # 0. Potom uhol vektorov u a v definujeme vztahom

cos Luv = u;v'
[[all {[v]]
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6. Vektorovy sucin

DEFINicIA 3.23. Nech u, v st vektory v orientovanom vektorovom priestore R? so skaldrnym
stc¢inom. Vektorovy siucin vektorov u, v, ozn u X v, definujeme nasledovne:

e ak vektory u, v sil linearne zavislé, potom u x v =0,
e ak vektory u, v sil linedrne nezavislé, potom u x v je taky vektor w, ze
—wluaw.lyv,
— vetory u,v,w v tomto poradi tovria kladne orientovani bazu R? (stihlasne orien-
tovant so Standardnou bazou ((1,0,0), (0, 1,0),(0,0,1))),
— dizka vektora w je rovné obsahu rovnobeznika uréeného vektormi u, v:

|lux v|| = |[u]|||v| sin Luv.
VETA 3.24. (Viastnosti vektorového sucinu.) Pre vektory u,v,v;i a skaldr A plati
(i) uxv=—-vxu,

(ii) (Au) x v=ux (Av) = A(u x v).
(iii) u x (v +va) =u X vy +u X vy,

Dékaz. Platnost vlastnosti (i) a (ii) lahko nahliadneme z definicie vektorového sucinu.

O vlastnosti (iii) sa jednoducho presvedéime, ak st niektoré z vektorov linedrne zavislé.
Prepokladajme teda, ze vektory u, vy a vq st linedrne nezavislé.

Skimajme najprv chvilu vektorovy si¢in u x v. Nech v = my(v) 4+ v/ je rozklad vektora v
na zlozku kolmu na vektor u a rovnobeznii s vektorom u (vid obrdzok na strane 23.) Z definicie
vektorového sicinu vidime, ze uxv = uxv’. Bez ujmy na vSeobecnosti mozme teda predpokladat,
zeulviaul vy

Z vlastnosti (ii) je dalej zrejmé, Ze staci tvrdenie dokézat pre pripad, ked |ju| = 1. Spolu s
predpokladom, Ze u L v potom méme, Ze ||ju x v|| = ||v||. Odtial spolu s ostatnymi vlastnostami
vektorového sucinu vidime, Ze vektor |ju X v|| dostaneme rotéciou vektora v o 90° v rovine kolmej
na u, oznacme tito rotaciu r. Rotdcia vektorov je linedrne zobrazenie (je to asociované zobrazenie
k rotacii afinnej roviny), preto zrejme

ux (vi+vy)=r(vi+vy) =7r(vy) +7(va) =u X vy +ux vy
O
Pomocou tychto vlastnosti ndjdeme teraz sposob, ako vektorovy sucin vypocitat. Nech
e1, €z, e3 je standardnd baza:
e; = (1,0,0), ex = (0,1,0), e3 = (0,0,1).

Potom pre vektory u = (uq,us,us), v .= (v1,v2,v3) pomocou vlastnosti vektorového st¢inu
mame:
uxv = (U191 + uges + U3113) X (U1e1 + voeq + ’U3113)
= u%el X e] + uijvge; X eg + ujvze; X ez + ugvies X ey + - -+ + uzvszes X es

= (ugv3 — ugve, U3V — U1V3, UTV2 — UgV1)

( )

6.1. Vypocet obsahu rovnobezZnika (trojuholnika). Vektorvy sicin ndm dava novy
nastroj pre vypocet obsahu trojuholnika. Zrejme trojuholnik, ktorého dve strany st uréené vek-
tormi u a v, ma polovi¢ny obsah oproti rovnobezniku ur¢eného tymito vektormi.

U2 U3
V2 U3

us Uy
U3 U1

CIN0%)
v U2

) )
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D C

A u B

Obsah rovnobeznika ABCD (u=B —A,v=D — A) je
S=|uxv]|.

Aby tento vektorovy sicin daval zmysel, vnorime nasu rovinu do trojrozmerného priestoru tak,
7e - a y-suradnice ostand zachované a z-stradnica je nulovi. Teda povodni rovinu E? sme
stotoznili s rovinou z = 0 v E2. Potom

Uy Uz
uxv=10,0, .
U1 V2
Cize obsah rovnobeznika urc¢eného vektormi u, v je
up U2
S = = |’U,11}2 — U2’U1‘.
v U2

7. Metricky a euklidovsky priestor bodov

DErINfciA 3.25. Nech A je afinny priestor nad R. Vzdialenost dvoch bodov (alebo tiez
metrika) je akékolvek zobrazenie AXA — R, A, B — d(A, B), ktoré spliia nasledovné vlastnosti:

(i) d(A, B) > 0 pricom d(A, B) = 0 préve vtedy, ked A = B (separa¢na vlastnost),
(i) d(A4, B) = d(B, A),
(iii) d(A, B)+d(B,C) > d(A,C) (trojuholnikova nerovnost).
Pre vzdialenost bodov A, B sa tiez zvykne pouzivat oznacenie |AB].

Priestor, v ktorom je definovand metrika, sa nazyva metricky.

Pre metriku nie je nutné mat afinny priestor. Metrika sa da zaviest, a ¢asto sa aj zavadza, aj
na omnoho vSeobecnejsich mnozindch, napriklad aj na krivych povrchoch. Aj v rovine existuja
rozne “podivné” metriky:

e Manhattanskd metrika: kolko najmenej musi taxikar najazdit, aby sa v Manhattane
dostal z bodu A do bodu B.

e Cebysevova (3achovnicovd, maximova) metrika: kolko najmenej krokov musi Sachovy
kral urobit na Sachovnici, aby sa dostal z bodu A do bodu B.

o diskrétna metrika:

d(A,B)=0 pre A=B
d(A,B)=1 pre A#B
Uvidime teraz, ze skaldarny sucin vo vektorovej zlozke euklidovského priestoru urcuje aj

metriku na bodovej zlozke.

DEFINiCIA 3.26. Nech A je afinny priestor nad polom redlnych ¢&isel, v ktorého vektorovej
zlozke je definovany skaldrny sucin. Euklidovskt vzdialenost bodov A a B definujeme

d(A,B) = |B - A = \/(B-4)- (B - A).

Takyto afinny priestor nazyvame aj euklidovskym priestorom a oznacujeme E.

VETA 3.27. Euklidovskd vzdialenost bodov podla Definicie 3.26 je naozaj metrikou podla
Definicie 3.25. Inymi slovami, euklidovsky priestor je metricky.
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Doékaz. da. 0

PozNAMKA 3.28. Pozor, opacné implikdcia k tej vo Vete 3.27 nie je pravdiva! Existuju
metrické priestory, ktoré nie st euklidovské. (Inak: nie kazdd metrika pochddza zo skaldrneho
sucinu.) Vid napriklad priestor s diskrétnou metrikou.

Budeme pracovat v euklidovskom priestore so standardnym skalarnym stc¢inom a standard-
nou metrikou.

Nech E je n-rozmerny euklidovsky priestor (oznacujeme tiez E™), v ktorého vektorovej zlozke
sa skaldrny si¢in pocita Standardne (inak: béza, v ktorej pracujeme, je ortonormélna). Ak A =
(a1,a2,...,a,), B = (b1,ba,...,b,) € E, potom vzdialenost podla tejto definicie je

d(Aa B) = \/(bl - a1)2 + (bQ - a2)2 + -+ (bn - an)2~

Ide teda o vypocet vzdialenosti pomocou Pytagorovej vety, ako ju poznite zo ZS.

DEFIN{cIA 3.29. Stradnicovd sustava (O, ey, ..., e,) euklidovského priestoru E" sa nazyva
kartezianskou, ak ey, ..., e, tvori ortonormélnu bazu vektorového priestoru V(E™) = R"™.

(Nézov pre kartezidnsku sustavu stiradnic je odvodeny od mena René Descarta, ktorého sme
si uz spominali ako jedného zo zakladatelov analytickej geometrie. Latinskd (,,polatinstend”)
podoba jeho mena je Renatus Cartesius.)



