KAPITOLA 4

Podpriestory afinného priestoru

Obmedzime sa najprv na euklidovské priestory, aj ked mnohé tvahy a konstrukcie su platné
v afinnom priestore nad Tubovolnym bodom.

1. Priamka

Priamku sme si definovali uz v ¢asti o afinnych zobrazeniach, pripomenieme si a doplnime:

DEFINCIA 4.1. Nech A, B € E, A # B. Priamka AB je mnozina
((1—OA+tB|VteR} = {A+t(B— A)|VteR).

Ak XY € j@ , vektor Y — X sa nazyva smerovym vektorom priamky /@ Inak: smerové
vektory priamky s tie vektory, ktoré maji na priamke umiestnenie.

DEFINiciA 4.2. Body leziace na spolocnej priamke nazyvame kolinedrne. (A, As, ... st
kolinedrne, ak existuje priamka p také, ze A; € p, As €p,....)

Iny sp6sob zapisu priamky: pomocou barycentrickych siradnic:
AB = (MA+ MB VAL A ER, A+ Ao =1}
PozorRoOVANIE. O smerovom vektore priamky:
(a) Smerovy vektor priamky nie je jednoznacny.

(b) Nulovy vektor je smerovym vektorom kazdej priar%r.
(¢) Ak u,v st dva nenulové smerové vektory priamky AB, potom v = cu pre nejaké c € R,

c # 0.
(d) Ak u je smerovym vektorom priamky AB a bod C € f@, tak aj bod C' +u e AB.
(e) VSetky smerové vektory priamky tvoria spolu jednorozmerny vektorovy priestor, ktory

nazyvame smer alebo smerovy priestor priamky j@ Smer priamky AB budeme
tiez oznacovat V(ﬁ)

Dékaz. (a),(b) Zrejmé.

()u=D-C,v=F—FE. Nech C = A+ tc(B— A), podobne pre ostatné body, potom
u=(tp—tc)(B—A),v=(trp —tg)(B—A), tc # tp, tg # tr, kedZe u, v s nenulové, a odtial
vyplyva tvrdenie.

(d) Nech C = A + tc(B — A). Dalej kedZe u je smerovim vektorom priamky jﬁ, tak
u=Y — X a podla pozorovania v dokaze Casti (¢) mame u = (ty —tx)(B — A). Pre bod C' +u
potom plati:

CHu=A+tc(B—A)+(ty —tx)(B—A) = A+ (tc +ty —tx)(B — A),
teda ide o bod na 1@

(e) Potrebujeme overit, Ze ak u je smerovy vektor priamky, tak aj kazdy jeho ndsobok je
smerovy vektor priamky, a tiez ak u, v st smerové vektory priamky, tak aj ich sucet u + v
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30 4. PODPRIESTORY AFINNEHO PRIESTORU

je smerovy vektor priamky. Ide o analogické vypocty k tym v predchadzajicich tvrdeniach.
Jednorozmernost vyplyva z (¢) (kazdy smerovy vektor je ndsobkom pevne zvoleného nenulového
smerového vektora priamky). O

TVRDENIE 4.3. Priamka je jednorozmernym afinngm priestorom.

Dokaz. V(ﬁ) je jednorozmerny vektorovy priestor (pozorovanie (e)).
Operéacia +: B x V(z@) 4B

e je dobre definovana (pozorovanie (d)),

e vlastnosti (i) a (ii) Definicie 1.6 afinného priestoru platia na jﬁ, lebo platia v celom
afinnom priestore,
e vlastnost (iii) v definicii afinného priestoru tiez plati (pozorovanie (c)).

O

Zhrnutie: Ked si na priamke p pevne zvolime bod A a nenulovy smerovy vektor u, tak mame
bijekciu medzi hodnotami parametra ¢t a bodmi priamky p:

e pre kazdé t € R je bod A + tu bodom priamky p,
e B € p je lubovolny iny bod priamky p, tak existuje jediné ¢t € R také, ze B = A + tu.

Mame tak parametrické vyjadrenie priamky, ktord je dand bodom A a vektorom u: kazdy bod
X tejto priamky mé jednoznacné vyjadrenie ako X = A + tu.

2. Priamka v afinnej rovine

2.1. Vyjadrenie priamky v rovine. Pocniic definiciou boli vSetky tvahy o priamke, jej
bodoch a smerovych vektoroch nezavislé od dimenzie afinného priestoru, v ktorom pracujeme.
A7 teraz, ked ideme parametrické vyjadrenie priamky rozpisat do suradnic, sa obmedzime na
konkrétny priestor, v tejto ¢asti to bude rovina.

Rozpisané do suradnic: ak A = (a1,a2) a u = (u1,us), potom parametrické vyjadrenie
(parametrické rovnice) priamky je

xr = a1 + uit
Yy = az + ust

Parametrické vyjadrenie priamky nie je jednoznacné, zavisi od volby bodu A a smerového
vektora u.

VETA 4.4. Pre nezndme x,y tvori mnozina vsetkych rieseni rovnice
(6) ar+by+c=0, kdea,beR, a#0 alebob#0
priamku v afinnej rovine. MnoZina rieSeni asociovanej homogénnej rovnice
ar+by =20
tvori smerovy priestor tejto priamky.
Doékaz. Rovnica (6) je riesitelnd a ma aspon dve rozne riesenia: ak a # 0, Tubovolne zvolime y a
dopocitame x.
Nech P = (p1,p2), @ = (q1, q2) st dve rozne riesenia, t.j. plati
ap1 +bps+¢c = 0
aqi +bgx +c = 0.
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Pre smerovy vektor u = Q — P priamky % plati

auy + bus =0,
t.j. je rieSenim prislusnej homogénnej rovnice. Z linearnej algebry vieme, Ze rieSenia homogénnej
rovnice ax + by = 0 tvoria jednorozmerny linedrny priestor generovany vektorom u, ide teda o
smerovy priestor priamky .

Kazdy bod tvaru P+tu (t.j. kazdy bod na priamke %) je riesenim pdvodnej (nehomogénnej)
rovnice. Ukazali sme tak, Ze ak bod lezi na priamke %, tak patri do mnoziny rieSeni rovnice (6).

Pre opa¢nd inkltziu nech R = (r1,72) vyhovuje rovnici, t.j. ary + brg + ¢ = 0. Potom R — P
vyhovuje prislusnej homogénnej rovnici, a preto R — P = cu, lebo rieSenia homogénnej rovnice
tvoria jednorozmerny vektorovy priestor. Preto R = P 4 cu € . O

VETA-DEFINICIA 4.5. Ak % C E? je priamka, potom existuje rovnica
ar+by+c=0, (a,beR, a+#0 alebo b #0)

takd, Ze mnoZina jej rieseni su presne body priamky % Tdato linedrna rovnica sa nazyva
vSeobecnou rovnicou priamky.

Dékaz. Nech n = (nq,ns) je rieSenie rovnice (q1 — p1)z + (g2 — p2)y = 0, napriklad n = (¢o —
p2,p1 — q1). Potom niz + nox — (n1p1 + naps) = 0 je hladand rovnica. O

DEFINicIA 4.6. V E? normalovym vektorom priamky nazyvame nenulovy vektor kolmy
na smer priamky.

Ak m4 priamka p vSeobecni rovnicu ax + by + ¢ = 0, potom n = (a,b) je jej normalovy
vektor.

Ako sa dopracovat k vSeobecnej rovnici priamky?

(a) Z parametrickych rovnic eliminovat parameter ¢.

(b) Ak p je dand parametricky ako A + ut, potom p je mnoZina vSetkych takych bodov X,
pre ktoré je X — A kolmé na n = u™.

(¢) Ak p je dand parametricky ako A4ut, potom njz+nsy—+c = 0 je vSeobecnd rovnica, kde
n = (n1,n2) = (u2, —u1) je normdlovy vektor priamky, a ¢len ¢ dopocitame dosadenim
bodu A.

(d) Ak (0,q) lez{ na priamke so smerom (1, k), tak

y=kx+q

je vseobecna rovnica priamky. Ide o tzv. smernicovy tvar rovnice priamky. Priamky
rovnobezné s y-osou (t.j. so smerom (0, 1)) smernicovy tvar nemaju.
(e) Ak (e,0) a (0, f) lezia na priamke p, potom

r oy
—+Z-1=0
e f
je vSeobecnd rovnica priamky. Ide o tzv. Gsekovy tvar rovnice priamky. Tento postup
funguje v pripade, ze priamka p pretina obe stiradnicové osi, t.j. nie je so ziadnou z
nich rovnobezna.
(f) Ak p je dand parametricky ako A + ut, kde A = (a1, a2) a u = (ug,us), tak

T—a;  y—ap

(VA1 (5]

je tzv. kanonicka rovnica priamky.
e najvyhodnejsie vyjadrenie priamky: obsahuje parametrické vyjadrenie aj vSeobecnt
rovnicu
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e 7Ze je to také vyhodné, pripista sa vynimka: v menovateli méze byt 0, teda kano-
nickt rovnicu ma aj priamka rovnobezna s niektorou osou
Opacny postup: prevod vSeobecnej rovnice na parametrické vyjadrenie: Nech
p: axr+by+c=0.
Néjst parametrické vyjadrenie znamena

e vyriesit rovnicu,
e nijst jeden bod na priamke a smerovy vektor.

P0OZOROVANIE. Parametrické vyjadrenie priamky (t.j. vyjadrenie priamky pomocou bodu,
ktory na nej lezi a smerového vektora) je vyhodné, ked chceme generovat body, ktoré lezia na
priamke. Vdaka parametrickému vyjadreniu Tahko priamku nacrtneme.

VsSeobecna rovnica je vyhodné, ked pre dany bod chceme overit, ¢i patri danej priamke.
Lahko tiez vidime, ¢i dve rovnice popisuju t istt priamku: napriek tomu, ze mame vela tvarov
rovnice priamky (tGsekovy, smernicovy, kanonicky), jednd sa stdle o td isti vSeobecnd rovnicu
(modulo nésobenie nenulovym redlnym ¢islom).

2.2. Kolmé premietanie v rovine a vzdialenost bodu od priamky. Situécia: dan4 je
priamka v redlnej rovine a dany je bod, ktory na nej nelezi. Chceme vypocitat vzdialenost bodu
od priamky.

Dané A, p.

e p je priamka prechddzajtica bodom A a kolma na p, kolmopremietacia priamka
bodu A na priamku p,

) AZJ; = pNpY je kolmy priemet bodu A na priamku p,

e m: B2 » p=E' A~ A7 je kolmé premietanie na priamku p.

Vzdialenost bodu A od priamky p (ozn. |Ap|) je |[AA; |, t.j. vzdialenost bodu A od jeho
kolmého priemetu na priamku p.

VETA 4.7. V E? je dand priamka p C E? a bod A. Potom pre kaZdy bod X € p, X # AZJ;
plati, Ze |AX| > |[AA7].
Dékaz. X € p Iubovolng, potom X — A = (X — A}) 4 (A — A) a z kolmosti

(X —AP = =|X - A P+ A — AP,

¢ize |AX| > \AAIﬂ. O

Teda pre bod A a priamku p vzdialenostou bodu A od priamky p (ozn. |Ap|) rozumieme
najmensiu zo vzdialenosti |[AX| pre X € p.

Vypocitame teraz vzdialenosti bodu @ = (¢1, ¢2) od priamky p: ax + by + ¢ = 0. Kolmopre-
mietacia priamka (bodu @ na priamku p) je

pé rx=q +at
y=q+0bt
Priesecnik Q;; =pN pé je bod zodpovedajici na priamke pé parametru

_aqi +bg +c
0 a? + b2

)

t.j. Qy = (q1 + ato, g2 + btg). Potom

1 lagi + bga + ¢
= |(atg, bty)| = 1/a?t2 + b2t = .
QQ; | = |(ato, bto)| = /a3 + b13 e
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2.3. Uhol dvoch priamok. Uhol priamok — cez uhol ich smerovych vektorov (vid Defini-
cia 3.22) Nech u je nenulovy smerovy vektor priamky p a v je nenulovy smerovy vektor priamky
g. Potom aj —v je smerovy vektor priamky ¢, no uhly Zuv a Zu(—v) spravidla zhodné nebudd.
Pod uhlom priamok budeme rozumiet mensi z tychto dvoch uhlov, teda
u- vl

Apg = ————.
PP T v

Dokaz korektnosti definicie. Ak u resp. v je nenulovy smerovy vektor priamky p resp. ¢ a nech
c,d € R*. Potom
lcu-dv| _ ledf[(w) - (v)] _ |u-v|

lew[ vl el Tl [dl {[v[l— [full vl

Tiez plati, ze

0<M<1

=l {vl
a 7e rovnica
u- vl
CoST = ————
[[ull ]|
maé na intervale <O, g> prave jedno riesenie. O

PozNAMKA 4.8. Uhol dvoch priamok je redlne ¢islo v intervale [0, 7], nie ¢ast roviny (ako
zrejme poznéte pojem uhla zo ZS/SS).

3. Priamka a rovina v E?

3.1. Priamka parametricky. Parametrické vyjadrenie priamky, ktora je dand bodom A
a vektorom u funguje aj v trojrozmernom priestore, (a vlastne v Iubovolnerozmernom): pre
lubovolny bod X priamky existuje jednoznacné t € R také, ze X = A + tu. Rozpisané do
suradnic: ak A = (a1, a9,a3) a u = (u, ug, us), potom
T =aj +ut
Y = ag + ust
z = a3 + ugt.

PRIKLAD 4.9. Ak chceme overit, & bod P leZi na priamke prechadzajiicej bodmi A, B, médme
moznosti:

e cez parametrické vyjadrenie priamky
e cez linedrnu zavislost vektorov

3.2. Rovina. Na druhej strane skiimajme struktiru rieseni linedrnej rovnice o troch ne-
znamych

(7) ax +by +cz+d=0,

kde aspori jeden jeden z linedrnych koeficientov je nenulovy. Nech P a @) s rieSeniami (7). Potom
vektor () — P je rieSenim homogénnej rovnice

ax +by+cz=0.

Ak P je rieSenim nehomogénnej rovnice (7) a u je rieSenim prislusnej homogénnej rovnice, potom
bod @ = P + u je tiez rieSenim rovnice (7).

Z uvedeného uz vyplyva, ze ak P je jedno riesenie (7) a vektory u,v generuji priestor
rieSen{ prislusnej homogénnej rovnice, potom mnozina P 4 (u,v) je mnozinou vSetkych rieseni
rovnice (7).
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Mnozina P + (u,v), kde P € E a u, v s linedrne nezdvislé vektory, je rovina. Podpriestor
generovany vektormi u, v sa nazyva smerovym priestorom roviny alebo tiez smerom, jeho
vektory st smerovymi vektormi roviny.

DErFINiciA 4.10. Body leziace v spolocnej rovine nazyvame koplanarne. (Formélnejsim
jazykom: Aq, A, ... su koplandrne, ak existuje rovina « takd, ze 41 € a, As € o0, ... .)

Rovinu si m6zeme definovat aj podobne, ako sme si definovali priamku: Nech P,Q,R € E
st nekolinearne body. Rovina urcend bodmi P, @, R je mnozina

{MP +MQ + R | A, A, 2 €R, Mg+ A1 + A2 =1}
Tato mnozina je totozna s mnozinou
{P+XM(Q@—-P)+XR—-P)| M, 2eR}=P+(Q—P,R—P),
a teda nase dve definicie roviny st ekvivalentné.
Zapis roviny ako mnoziny
{P+su+tv]s,teR}

je uz jej parametrickym vyjadrenim:

T =1p1 +us+ vt

Y = p2 + u2s + vat

z = p3 + u3s + vst.

Rovnica ax + by + cz + d = 0 takd, Ze rovina P + (u, v) je presne mnozinou jej rieseni, sa
nazyva jej vSeobecnou rovnicou.

Prechod od vseobecnej rovnice k parametrickému vyjadreniu:

(1) N4jst jedno (lubovolné) riesenie P vSeobecnej rovnice
(2) N4jst vSetky rieSenia zodpovedajicej homogénnej rovnice, t.j. najst dva linedrne neza-
vislé vektory u a v, ktoré generuju priestor rieseni homogénnej rovnice.

Parametrické vyjadrenie roviny je potom P + su + tv.

N&jdenie vSeobecnej rovnice roviny:

(a) Eliminujeme parametre z parametrického vyjadrenia. Funguje vzdy, no nemusf to byt
najefektivnejsia metdda.

(b) Ak je rovina dand P + su + tv, pre linedrne koeficienty hladanej vSeobecnej rovnice
musi platit:

auy + bug + cug =0 kde (u1,uz,u3) =u
avy +bvg +cvg =0  kde (v1,v9,v3) =V,

teda (a,b,c) je vektor kolmy na u aj v a ndjdeme ho ako ortogondlny doplnok (u,v)
alebo ako vektorovy stic¢in ux v (kazdy si ndjde svoj oblubeny spdsob). Vektor (a, b, ¢) sa
nazyva normalovym vektorom roviny. Je to vektor kolmy na smer roviny alebo inak:
vektor generujuci ortogonalny doplnok smeru roviny. Na zaver absolutny koeficient d
dopocitame dosadenim P do vseobecnej rovnice.
(¢) Ak (p,0,0),(0,q,0),(0,0,7) lezia v rovine, potom jej rovnica je

Ti¥Z g

p q T
Ide o tzv. tsekovy tvar rovnice roviny.

A7 na nasobenie konStantou je vSeobecnd rovnica roviny jednoznacnd, kedze normélovy
vektor je urceny jednoznacne az na nasobenie konstantou.
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3.3. Priamka vSeobecnymi rovnicami. Priamka je priese¢nica dvoch rovin, preto pre
jej popisanie potrebujeme dve rovnice:

ax+biy+ciz+di =0
a2x+b2y+022+d2:0

kde (a1,b1,¢1) a (asz,be, ca) st linedrne nezavislé vektory. Tieto rovnice nie st jednoznacéné.

e Algebraicky pohlad: ak mnozina bodov je rieSenim dvoch rovnic, je rieSenim aj ITubo-
volnej inej rovnice, ktori dostaneme ako kombinaciu pévodnych dvoch rovnic. Kazda
nezavislad dvojica takychto rovnic mé ti isti mnozinu rieseni.

e Geometricky pohlad: existuje nekonec¢ne vela rovin prechddzajicuch danou priamkou.
Staci z nich vybrat Tubovolné dve, a tie uz dant priamku jednoznac¢ne urcuji. Ich
rovnice spolu tvoria ststavu vSeobecnych rovnic priamky.

Prechod od vSeobecnych rovnic ku parametrickému vyjadreniu: ako v pripade roviny v E? alebo
priamky v E2.

Prechod od parametrickych rovnic k vSeobecnym rovniciam:

(a) Geometricky hladdme dve roviny prechddzajice danou priamkou. Ak u je smerovy
vektor priamky, tak normélové vektory hladanych rovin st kolmé na u. Treba teda najst
ortogonalny doplnok (u)* = (v,w) a vtedy v, w uréuji linedrne koeficienty hladanych
rovnic. Absolutne ¢leny dopocitame dosadenim bodu priamky.

(b) Vypoctovo najjednoduchsie: v jednej z parametrickych rovnic (dokopy st tri, pre kazdi
suradnicu jedna) si vyjadrime parameter a dosadime do zvysnych dvoch.

(c) Specialny tvar vSeobecnych rovnic: kanonické rovnice:

Tr — ap 7y—a272—a3
)

Uy U2 us
kde A = (a1, a2,as3) je bod na priamke a u = (u1, uz,u3) je jej smerovy vektor. Znovu
sa vynimoc¢ne pripasta nula v menovateli.
PrikLAD 4.11. Ukézte, e body M = (—3,-3,7), N = (—5,2,2) leZia v rovine urcenej
bodmi A = (2,1,3),B = (2,4,0),C = (—3,0,4) a najdite vSeobecni rovnicu priamky MN v
afinnej siradnicovej sistave (A, B — A,C — A).

3.4. Premietanie do roviny, vzdialenost bodu od roviny. Podobne ako pri premietan{
na priamku v rovine chceme teraz premietnut v E? bod do roviny a tento priemet pouzit na
vypocet vzdialenosti pévodného bodu od danej roviny. Podobne znovu bude platit, ze ze pre
dany bod P je jeho priemet do roviny najblizsim bodom k P zo vsetkych bodov v tejto rovine.

Dan4 je rovina a v redlnom trojrozmernom priestore E3 a dany je bod P, ktory v nej nelezi.
e aF je priamka prechddzajica bodom P a kolmd na «, kolmopremietacia priamka
bodu P do roviny a,

e Pl =anas je kolmy priemet bodu P do roviny «,
o m: E3 - a = E2? P+ Pl je kolmé premietanie do roviny a.

Vzdialenost bodu P od roviny « (ozn. |Pal) je |PPy|, t.j. vzdialenost bodu P od jeho
kolmého priemetu do roviny a.

VETA 4.12. Nech P € E? je bod a o C E? je rovina. Potom pre kaZdy bod X € a, X # Pt
plati, Ze |PX| > |PPL|.
Dokaz. Dokazuje sa presne tak isto, ako v pripade premietania bodu na priamku. O

TVRDENIE 4.13. Nech P = (p1,p2,p3) € E3 je bod a o C E3 je rovina so vieobecnou rovnicou
ax+by+cz+d=0.
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Potom

lap1 + bpz + cp3 + d|

va?z + b2+ c?

Dokaz. Dokazuje sa presne tak isto, ako analogické tvrdenie pre vzdialenost bodu od priamky v
E2. du. O

|PPy| =

4. Podpriestory afinného priestoru
4.1. Definicia a parametrické vyjadrenie. Podpriestor afinného priestoru je zovseobec-
nenim pojmu priamky a roviny v E? alebo E3.

POzZNAMKA 4.14. Mnohé z nasledovnych konstrukeii sa daji vykonat aj v Tubovolnom afin-
nom priestore. Euklidovsky priestor zac¢ina byt nutny, ked potrebujeme kolmost, vzdialenost
bodov a podobne.

DEFIN{ciA 4.15. Nech P € E™ anech uy, . . ., u,, su linedrne nezavislé vektory z V(E™) = R™.
Potom

o= {P—I—t1u1—|—+tmum |t1,...,ﬁm ER} :P—l—(ul,...,um) cE"
je afinny podpriestor (niekedy tiez linedrna varieta) priestoru E™.

Priestor (uy,...,u,,) sa nazyva smerom (smerovym priestorom) podpriestoru «, ozna-
¢ujeme ho tiez V(). Vektory priestoru V(«) voldme smerovymi vektormi podpriestoru a.

Dimenzia (rozmer) podpriestoru « je dim « := dim V().

Vieme uz, Ze jednorozmerny afinny priestor sa nazyva priamka, dvojrozmerny zas rovina.

Zrejme kazdy afinny podpriestor je neprazdny, lebo v oznaceni z definicie mame, ze P € a.
Afinny podpriestor mézme vnimat ako umiestnenie podpriestoru vektorového priestoru R™ do
bodu P v priestore E™.

Z definicie (afinného) podpriestoru hned dostdvame aj jeho parametrické vyjadrenie

r1 =p1 tuts + .. Unil,

To = p2 + uroty + .. Upaty

Ty = Pn T Uint1 + - Umnntm.
DEFINicIA 4.16. Body Py, Py, ..., P, st afinne nezavislé, ak vektory P, — Py, ..., P — P
st linedrne nezavislé.
Pre m = n to znamen4, ze body Py, P,..., P, su afinne nezévislé prave vtedy, ked tvoria
barycentricky stradnicovy systém.

PRIKLAD 4.17.

Py, P; st afinne nezavislé, ked si rozne.
Py, P, P> st afinne nezavislé, ked nie st kolinedrne.
Py, P, P>, P3 st afinne nezavislé, ked nie st koplanarne.

Py, P1,..., P, st afinne nezavislé, ked neexistuje afinny podpriestor dimenzie mensej
ako m, ktory by ich vSetky obsahoval.

Podobne, ako sme mali v pripade priamky a roviny, mézme afinny podpriestor charakteri-
zovat ako mnozinu vSetkych afinnych kombindacii danych afinne nezavislych bodov:
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TVRDENIE 4.18. Nech Py, P, ..., P, € E" si afinne nezdvislé. Potom
(Po, Pry.. s Py ={ M Po+ MPi+ -+ AP [N ER, Mg+ A1+ + X, =1}
je m-rozmerny afinny podpriestor E™.
Doékaz. Oznacme
U=(P—Py,P,—Py,...,P, — Fy),
teda U je m-rozmerny vektorovy priestor. Overime, ze

(Py,Py,...,Py) =Py +U.

Nech Q € Py + U, teda

Q = Py+MP1—Py)++ (P — P)
I=M—...=2An)Py+ P+ 4+ APy
teda Q € (Py, P1, ..., Py). Presne tak isto ukdzeme aj druht inklaziu. O

TVRDENIE 4.19. Nech o« = P+ U.

(i) Ak Q € «, potom o = Q 4+ U, t.j. bod P nie je nijak vgnimocny.
(ii)) U={R-Q | Q,R € a}, t.j. u je smerovy vektor o prave vtedy, ked u = R — Q pre
nejaké Q, R € a.
(i) « je afinngm priestorom.

Dékaz. (i) Nech @ = P+u. Potom Q +U = P+u+ U = P+ U. Komu to nie je zjavné, moze
si detailne dokézat dve inkluizie.
(ii) Treba overit dve implikacie:
e ak u € U, potom u mé v podpriestore a umiestnenie, t.j. existuji body Q, R € «, ze
u=R-— Q7
e ak u= R — @ pre nejaké body @, R € «, potom u € U,
¢o je len trividlne prepisovanie definicie afinného podpriestoru.

(iii) Treba si spomentt na definiciu afinného priestoru, potom tvrdenie hned vyplynie z uz
dokézaného. 0

TVRDENIE 4.20. Neprdzdna mnozZina o C E™ je podpriestor E™ prdave vtedy, ked s kazZdymi
dvoma réznymi bodmi obsahuje celd priamku nimi uréend.

Dokaz. Nech « je afinny podpriestor E™. Nech A, Bea=P+U,tj. A=P+ua B=P+v,
kde u,v € U. Potom pre C € E, C=A+tB - A) mame

C=P+((1-thu+tv)
a tento bod zrejme lezi v a.

Nech teraz naopak neprazdna mnozina o ma vlastnost, ze s kazdymi dvoma réznymi bodmi
obsahuje celtd priamku. Nech P je pevne zvoleny bod v . Uvazujme mnozinu vektorov

U={Q-P|Qeca}.
Ukézeme, ze U je vektorovy podpriestor R™ = V(E™), ¢o potom bude znamenat, ze « = P+ U,
teda Ze « je podpriestor E™.
e Jezrejmé, ze U #0,lebo0=P—-PecU.

e Nech u € U, To znamend, ze existuje @ € « taky, ze @ = P + u. Na priamke %
zoberme bod R = P+ A(Q — P). Potom R — P = Au, ¢ize Au € U.
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e Nech u,v € U, teda v « existuju body @, R také, ze Q = P+ua R= P+ v. Na

priamke m mame bod %(Q + R) € « a teda vektor %(Q +R)—P= %(u—i—v) eU.Z
uz ukdzaného potom mame, ze u+v € U

4.2. Vseobecné rovnice afinného podpriestoru. Uvazujme stustavu

a1171 + a12T2 + -+ A1pTn = by
(2171 + G22%2 + -+ + A2 Ty, = by
Am1T1 + GmaX2 + -+ AmpTn = bm
pre nezname xq,...,x,. Skratene budeme ststavu zapisovat Ax = b.

TVRDENIE 4.21. Nech sustava Ax = b md riesenie. Potom vsetky jej riesenia tvoria pod-
priestor v E™.

Dokaz. Nech P je riesenie sistavy. Homogénna ststava Ax = 0 je rieSitelna, jej riesenim je
vektorovy priestor U. Presne tak ako v pripade priamky a roviny sa presved¢ime, ze riesenia
nehomogénnej stistavy tvoria mnozinu P + U, ktora je podpriestorom E™. O

VETA 4.22. Nech a C E™ je podpriestor. Potom existuje sustava rovnic, ktorej riesenim je
presne o.

Doékaz. Nech o = P + (uy,...u,). Ortogondlny doplnok priestoru V(«) ndjdeme ako riesSenie
sustavy (y = (Y1, ¥2, - - -,Yn) je neznima)

u -y=0
u -y =0
u.-y=0

Nech V(a)t = (a,...a,,). Potom Ax = 0 je ststava, ktorej riesenim je V(a) = (uy,...u,).
Pravi stranu stustavy dopocitame dosadenim stradnic bodu P. O

DEFINicIA 4.23. Sudistavou vSeobecnych rovnic podpriestoru a budeme rozumiet kazdu

linearne nezavisla sustavu rovnic Ax = b, ktortu splnaju presne vsetky body a.

7 dokazu vyplyva vztah medzi poctom rovnic a dimenziou podpriestoru: ak ststava Ax =b o
n neznamych x1, ..., x, pozostdva z m nezdvislych rovnic a je riesitelnd, tak rieSenim je (n —m)-
rozmerny afinny podpriestor.

Specidlne podpriestory: priamka a nadrovina.

DEFINfCIA 4.24. Ak dimenzia o C E" je n — 1, tak « sa nazyva nadrovina. Je urcen
jednou vseobecnou rovnicou

a1x1 + agxe + -+ apx, = b, (kde (a1,as,...,a,) # (0,0,...,0))
a vtedy vektor (aq,...,a,) sa nazyva normalovym vektorom nadroviny «, ide o vektor kolmy

na smer nadroviny a.

Kazdy podpriestor v E" je prienikom nadrovin.
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DEFINfciA 4.25. Kanonickymi rovnicami priamky p: P + (u) C E" nazyvame vyjad-
renie

Uy Uz Up
kde u = (uy,u2,...,up) a P = (p1,p2,---,Pn).

1 —p1 X2 —pP2 _ Tn — Pn
)

4.3. Prienik a vzajomna poloha afinnych podpriestorov.

TVRDENIE 4.26. Nech o, C E™ si podpriestory. Ak a0 3 # 0, potom je a N B tieZ
podpriestorom E™ a plati

V(ienpg)=V(a)NV(p).
Dokaz. Potrebujeme ukézat dve inkltzie v rovnosti an g =P+ (V(a) NV (f)), kde P € an .

Zapiseme a = P+ V(a)a =P+ V(). AkQ € anp, tak @ = P+u, kde u € V(a), a
tiez Q = P + v, kde v € V(). Teda u = v. Odtial vyplyva, ze Q € P+ (V(a) NV (B)).

Opacna inklizia je zrejma. O
TVRDENIE 4.27. Nech V(a) C V(B). Ak an B # 0, potom a C f3.
Dokaz. Ak P € an @, potom a =P+ V(a)a =P+ V(B). Odtial je uz t4 inklizia jasnd. O

Pre vySetrovanie vzajomnej polohy podpriestorov « a [ je uzitocné uvazovat dve kritéria:

(1) V() € V(B) alebo V(5) C V(«), vtedy hovorime, Ze a a 8 st rovnobezné, a || 5,
inak nie st rovnobezné, a }f 5

(2) anp =0, vtedy hovorime, ze « a (8 st disjunktné alebo Ze sa nepretinaji. V opacnom
pripade hovorime, Ze « a § sa pretinaja.

Dostaneme tak styri moznosti pre vzajomnu polohu podpriestorov a a 3:

inklizia (o C B alebo a D )

prava rovnobeznost (V(a) C V(B) alebo V(o) D V(B) a anf=0)
roznobeznost (aN B # 0 a dim(V(a) NV (B)) < min{dim V(«),dim V(3)})
mimobeZnost (N B =0 adim(V(a) NV (8)) < min{dim V(a),dim V(8)})

Ak chceme teda zistit vzajomna polohu dvoch afinnych podpriestorov, budeme hladat ich spo-
lo¢né body a vektory.



