AFINNE TRANSFORMACIE

Definicia 0.1. Zobrazenie f: R™ — R™ sa nazyva afinné, ak

e zachovéava kolinearitu (t.j. priamka sa zobrazi bud na priamku alebo na jeden bod),
e zachovava deliaci pomer (t.j. ak pre kolinedrne body A, B,C plati C — A = A\(B — A)
pre nejaké A € R, potom aj f(C) — f(A) = A(f(B) — f(A))).

Afinné zobrazenie f: R™ — R" sa nazyva transformdciou priestoru R™, ak je invertibilné.

Tvrdenie 0.2. Zobrazenie f: R™ — R™ (z1,...,x,) — (2], ...,2),) je afinné, ak existuji také
konstanty c;; € R, Ze pre vsetky body plati

/
Tp =111 + -+ C1pZTn + C10

/
Ty = €21T1 + - + ConTn + C20

/
Ty = Cm1T1 + -+ CmnTn + Cmo-

Pre m =n je takéto zobrazenie transformdciou, ak determinant |c;;|};—; # 0.

1. TRANSFORMACIE v R?

Podla predchadzajticeho sa kazd4 afinnd transformécia d4 popisat rovnicami

' = ez + c12y + cio
!
Y = 1T + C22Y + C20,

C11

C12
kd 0.
¢ C21  C22 7

Redlne ¢isla c¢;; jednozna¢ne popisuju tato afinnd transformaéciu.
Posunutie o vektor (tg,t,) je afinna transformécia, mozno ju popisat lineArnymi rovnicami
/
T =x+1,
r_
Yy =y +ty.

Skdlovanie (v smere stiradnicovych osi) je popisané rovnicami

Yy =syy, priom sz, s, # 0.
Ide o 8kélovanie so stredom (0, 0).

Priklad 1.1. Ak by sme chceli popisat transforméciu skalovania so stredom (a, b), ktory nie je
pocdiatkom stradnicovej sustavy, je mozné tuto transformdciu ziskat zlozenim troch zndmych:

(1) T(—q,—p) — posunutie o vektor (—a, —b), ktorym stred skélovania posunieme do zaciatku
suradnic,

(2) Ss,,s, — Skalovanie s pozadovanymi skalovacimi faktormi s, s,,

(3) T(a,p) — posunutie naspat.

Vysledkom je teda transformacia T(4,) © Ss, s, © T(—a,—p)- J&j rovnice sa daji ziskat postupnym
dosadzovanim transformovanych stiradnic do jednotlivych rovnic, ale pre potreby implementacie
je vhodné prepisat rovnice tychto zobrazeni pomocou matic.
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Uzitoénym sa ukazuje pouzivanie rozsirenych stiradnic. Bod so stradnicami (a, b) resp. vektor
so suradnicami (u,v) budeme reprezentovat 3 x 1 maticou

a u
b resp. v
1 0

Potom posunutie o vektor (¢;,t,) sa sa zapiSe

x’ 1 0 ¢, x
y =101 ¢ y |,
1 0 0 1 1
skalovanie zas vyzera nasledovne
x s 0 0 T
vy |=| 0 s, 0 y
1 0 0 1 1

Kazda z tychto transformécii je teda jednoznac¢ne popisand svojou maticou s rozmermi 3 x 3. Ak
v predchddzajicom priklade oznac¢ime maticu posunutia o (—a, —b) ako M7, maticu $kdlovania
ako Ms a maticu posunutia o (a,b) ako Ms, méme nasledovny zépis:

/

X X T
Y| =Tap) 0 Ssusy ©T(—a,-t)(| ¥ |)=Tlap)(Ssps, T(—a,—u)(| ¥ |)) =
1 1 1
X X X
= T(a,p)(Ss,,s, (M1 ?{ )) = Tia,p) (Mo My ?{ ) = M3MsM, ?{

Takze vyslednd transformécia Skdlovania so stredom (a, b) je tiez popisand 3 x 3 maticou, a sice
maticou MsMsM;. Vidime, Ze skladanie zobrazeni zodpoveda nasobeniu matic.

Dalsou dolezitou afinnou transforméciou roviny je otocenie okolo bodu (0,0). Pre odvodenie
rovnic si pripomenieme polarne stradnice bodu. Kazdy bod X v R? je reprezentovany dvoma
¢islami r a ¢, kde r > 0 vyjadruje vzdialenost bodu od zadiatku stradnic O a ¢ € (0,27) je
orientovany uhol, ktory zviera polpriamka _O—)—() s kladnym smerom z-osi. Medzi kartézskymi a
polarnymi stradnicami mame vztah

T =TCosyp
Yy =rsing.

Po otoceni o uhol o budi polarne stiradnice transformovaného bodu r, o+ «. Teda pre kartézske

OBR. 1. Kartézske a polarne siradnice bodu

stradnice mame
' =rcos(p+ a) =rcospcosa —rsinpsina = xcosa — ysina

y =rsin(p + a) = rcospsina + rsingcosa = xsina + y cos a.



Takze dostdvame nasledovny maticovy zapis otocenia okolo (0,0) o uhol a:

x cosa —sina 0 T
y | = sina cosa 0 Y
1 0 0 1 1

Spomedzi Specidlnych afinnych transformaécii si eSte spomenme zrkadlenie a skosenie. Zrkad-
lenie je len alternativne meno pre osovi sumernost: zrkadlenie podla osi x je popisané maticou

1 0 0
0 -1 0
0 0 1
a podobne zrkadlenie podla osi y maticou
-1 0 0
0 1 0
0 0 1
Pri kazdom zrkadleni je potrebné si uvedomit, Ze ide o transfoméciu, ktord meni orientaciu

roviny.

Ked hovorime o orientdcii roviny, madme na mysli orientaciu objektov v rovine a tiez orientaciu
stradnicovej stustavy. Hovorime, ze stustava suradnic je kladne orientovand, ak kladna y-poloos
je otocenim kladnej z-poloosi o pravy uhol proti smeru pohybu hodinovych rucic¢iek, v opacnom
pripade je stiradnicova ststava orientované zdporne. Ak pripustame, Ze stiradnicové osi na seba
nemusia byt kolmé, je stiradnicova ststava kladne orientovand, ak je kladné y-poloos oto¢enim
x-ovej o uhol v intervale (0, 7) proti smeru hodinovych ruciéiek.

Orientéciu dalej spadjame aj s mnohouholnikmi. Vravime napriklad, Ze trojuholnik ABC' je
kladne orientovany, ak jeho vrcholy st vymenované proti smeru hodinovych ruciciek. Podobne
orientujeme ostatné mnohouholniky bez samopriesekov.

Taktiez hra orientécia rolu pri merani a urcovani uhlov. Napriklad pri otac¢ani o dany uhol
otacCame vzdy v smere sustavy stradnic, ¢ize pri kladnej orientécii je to proti smeru hodinovych
ruciciek.

Tym, ze nejaka transformécia meni orientaciu, mame na mysli, Ze obrazom kladne orientova-
nej stustavy suradnic je zdporne orientovand stradnicova sistava a naopak. Po prevedeni trans-
formécie zvydajne zavadzame novi stradnicovi sistavu, ktord mé povodni (spravidla kladni)
orientdciu. Nové suradnice bodu (a’,y’) st suradnice vzhladom na tito novi ststavu. AvSak
treba mat na pamiiti, Ze orientécia objektov v rovine (napr. trojuholnikov) sa zmenila.

Nakoniec skosenie v smere z je transformacia, ktora zachovava y-stiradnicu bodu, a z-stiradnica
sa modifikuje linedrne v zavislosti od vzdialenosti od z-osi. Zodpovedajica matica je

1 s, O

0 1 0

0 0 1
Podobne mame skosenie v smere osi y popisané maticou

1 00

sy 1 0

0 01

Vo vSeobecnosti, kazd4 afinna transformécia roviny sa da zapisat pomocou 3 x 3 matice, ktord
mé 6 stuptiov volnosti:

x C11 €12 C10 x
(1) yl = C21 C22 C20 Y
1 0 0 1 1

Tato matica je reguldrna, kedze jej lavd hornd 2 x 2 podmatica je regularna. Opacna transformacia
je potom popisand maticou inverznou k 3 x 3 matici v rovnici (1).
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Tvrdenie 1.2. Afinnd transformdcia R? je uréend obrazmi troch nekolinedrnych bodov.

Teda ak chceme najst maticu neSpecifickej afinnej transformaécie (¢ize nejde o jednoducht
kombinaciu posunuti, rotacii a podobne), mézme postupovat aj tak, ze si zvolime tri nekolinedrne
body a popiSeme ich obrazy. Potom je uz mozné dopoéitat vsetky potrebné konstanty c;;.

Priklad 1.3. N&jdime rovnice afinnej transformécie, ktord domdéek na obrazku zobrazi na jeho
tien.

By = E| = (1,0)

OBR. 2. Afinnd transformécia

Riedenie. Body O a E; nechdva transformécia pevné, bod F, sa zobrazi na F) so suradnicami
(0.8,—0.5). Bod O a jeho obraz ndm dévaja linedrne podmienky na konstanty c;;:

0 €11 €12 Cio 0
0 | = ca1 c22 c20 0
1 0 0 1 1

a teda dostéavame c19 = ¢a9 = 0. Podobne si do (1) dosadime stiradnice bodu F; a jeho obrazu
E; a zistime, Ze ¢11 = 1 a ¢2; = 0. Napokon zo stiradnic bodu Es a jeho obrazu E3 mame, Ze

c12 = 0.8 a cpo = —0.5. Vyslednd matica hladaného zobrazenia je
1 08 0
0 -05 0
0 0 1

Dolezitou podmaticou matice v (1) je lavd horna 2 x 2 podmatica
A r oz )
€21 €22
7 definicie uz mame, ze det A # 0. Pre tato maticu dalej plati
Tvrdenie 1.4. Afinnd transformdcia (1) meni orientdciu roviny prdve vtedy, ked det A < 0.
Tvrdenie 1.5. Afinnd transformdcia (1) je euklidovskd (zachovdva vzdialenosti) prave vtedy,
ked’ AAT = 12.
2. TRANSFORMACIE Vv R3

Podobne ako v rovine méme afinnt transforméaciu R? popisani linedrnymi rovnicami
/!

T Ci11 Ci12 €13 Ci10 x
y' C21 C22 C23 C20 Yy a2 s
(2) ’ = ) kde C21 C22 Co3 #0
z €31 €32 €33 C30 z
1 0 0 0 1 1 e G323

Tvrdenie 2.1. Afinnd transformdcia R? je uplne uréend obrazmi styroch nekoplandrnych bodov.



Ked si znovu 3 x 3 podmaticu (c;;)3 ._; ozna¢ime ako A, mdzme popisat podobné vlastnosti

ii=
ako pri transforméaciach roviny:

Tvrdenie 2.2. Afinnd transformdcia (2) je euklidovskd (zachovdva vzdialenosti) prave vtedy,
ked AAT = I.

Tvrdenie 2.3. Afinnd transformdcia (2) meni orientdciu priestoru prdve vtedy, ked det A < 0.

Pre néas kladne orientovany priestor (kladne orientovand stradnicové ststava) je uréeny pra-
vidlom pravej ruky: prsty (okrem palca) naznacuji smer otocenia od z-osi k y-osi a palec potom
ukazuje smer osi z. Hovorime tiez o pravotocivej orientacii. V opa¢nom pripade hovorime o
lavotocivej alebo zapornej orientacii.

Posunutie a skdlovanie v priestore je popisané analogickym spésobom ako v rovine a nemalo
by sposobovat ziadne fazkosti. Zakladné zrkadlenia mame v priestore tri, vzdy podla jednej zo
sturadnicovych rovin a tiez by nemalo byt problematické napisat maticu Ziadneho z nich.

Afinnych transformécii skosenia méame v priestore 6 zakladnych druhov. Pri kaZzdom si uréime,
ktora zo stradnicovych rovin bude pevné vzhladom na transforméciu, a tiez v smere ktorej osi
sa bude skosenie prevadzat. Napiklad, skosenie v smere y-0si s pevnou yz-rovinou je popisané
maticou

SO »w =
o o= O
o= o O
= O O O

Pod otdcanim v priestore sa mysli otaCanie okolo zvolenej osi. Navyse os rotacie chapeme
ako orientovant priamku. Vtedy v pravotocivej stiradnicovej ststave ur¢ime smer otacania zase
podla pravidla pravej ruky: nech palec ukazuje orientaciu osi rotacie, potom ostatné prsty naz-
na¢uju smer rotéacie. Secidlne v pripade rotécii okolo stradnicovych osi si toto pravidlo moézme
interpretovat nasledovne: pri rotécii okolo z-osi sa otdéa v smere od z-osi ku y, pri rotacii okolo
x-osi sa otaca v smere od y-osi ku z a napokon pri rotacii okolo y-osi sa otaca v smere od z-osi
ku z.

Uvedme si teraz rovnice otdc¢ania okolo osi z o uhol . Ak sa obmedzime iba na zy-rovinu
pripadne ktortkolvek inti rovinu s fiou rovnobeznt, ide vlastne o otacanie v rovine okolo pociatku
(0,0). Teda méme rovnice

x’ cosae —sina 0 0 x
y | | sinaa cosa 0 0 Y
2 0 0 10 z
1 0 0 0 1 1

Otécanie okolo zvysnych dvoch osi osi dostaneme cyklickou zamenou stradnic  ~» y ~» 2z ~ x.
Napriklad matica rotacie okolo osi x je

1 0 0 0
0 cosa —sina 0
0 sina cosa O
0 0 0 1

Skiasme teraz najst maticu rotécie okolo lubovolnej osi, ktord nech zatial prechadza zaciatkom
stradnic. Podobne ako pri transforméaciach roviny sa poktsime previest tilohu na zndmy pripad.
Skiisime najprv aplikovat na scénu zname otocenia tak, aby os rotécie splynula s niektorou z osi.

KedZze podla predpokladu os rotacie prechddza bodom (0,0,0), je os jednoznaéne urend
dalgim svojim bodom X = (x,y, 2). Nech tento bod (presnejsie polohovy vektor tohoto bodu)
uréuje aj orientaciu osi. Ndjdeme si najprv sférické suradnice 7, , ¥ bodu X. Mame vztah medzi



x
OBR. 3. Sférické suradnice bodu

sférickymi a kartézskymi stradicami:
2’ = rsinpcos
y = rsinpsiny
2 =1rcos .
Potom otécanie okolo osi OX o uhol o méZme zlozit napriklad z nasledovnych transformaécii:
(1) otocenie o uhol —1) okolo osi z (os rotacie sa dostane do roviny zy),
(2) otocenie o uhol —¢ okolo osi y (os rotacie splynie s osou z),
(3) otocenie o uhol « okolo osi z,
(4) otocenie o uhol ¢ okolo osi y,
(5) otocenie o uhol 9 okolo osi z,

Nakoniec, nech osou rotécie je Tubovolné orientovand priamka. Tato tlohu zase zredukujeme
na postupnost uz znamych transformécii tak, Ze posunieme os rotécie, aby prechadzala poc¢iatkom
stradnic. Nech P je bod leziaci na osi otacania. Potrebné transformacie s

(1) posunutie o O — P,
(2) otocenie o uhol « okolo osi, ktord prechadza bodom O = (0,0, 0),
(3) posunutie o P — O.
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