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KAPITOLA 1

Afinné algebraické mnoziny

Afinny priestor (velmi neformalne opakovanie)

Afinné/euklidovské priestory: pracoval s nimi (a velmi dobre im rozumel) uz Euklides
cca. 300 rokov pr.n.l.

Vektorové priestory:

e objekty: vektory
e sStruktura: vektory vieme séitavat a ndsobit skalarmi
e vyznamny vektor: O:
— v kazdom vektorovom priestore,
— v kazdom podpriestore,
— nemeni sa pri zmene bazy
— po zaveden{ skaldrneho stéinu mé vzdy nulovi dizku,
— je kolmy na vsetky ostatné vektory

Vektorovy priestor nad polom k dimenzie n je izomorfny s k™: vektory si n-tice cisel z
k.

Afinny priestor: podobny vektorovému, ale “neukotveny”, neexistuje ni¢ ako nulovy
bod (jedina zadsadna odlisnost od vektorového priestoru).

e bod — poloha
e vektor — posunutie, pohyb, translacia

Afinny priestor ste zrejme mali definovany ako trojicu:

e 3 — mnozina bodov,
e VV — vektorovy priestor nad polom k,
e +: B xV — B — binarna opericia splnajica nejaké vlastnosti.

Afinny priestor ste asi oznacovali A = (B,V,+), kvoli zdérazneniu jeho bodovo-
vektorovej struktiary. Dimenzia dim A = dim V.

Tak ako v pripade vektorovych priestorov, aj v afinnom priestore mame po zavedeni
stradnic bijekciu medzi B a k™, kde n = dim A.

Odteraz pre nas afinny priestor nad polom k bude A = A™ = A"(k) = k™. Bodovo-
vektorova struktira je stale pritomna, ale uz ju v oznaceni nebudeme zdoéraznovat.

Spravidla budeme pracovat v afinnej rovine, t.j. v A2, neskor v projektivnej rovine.
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4 1. AFINNE ALGEBRAICKE MNOZINY
1. Afinné algebraické mnoziny

Symbolmi k[z], k[x, y|, vSeobecne k[x1, ..., z,] budeme oznacovat mnozinu vSetkych
polynémov nad polom k. Polynémy zjavne tvoria vektorovy priestor. Okrem scitova-
nia mame aj operdciu nasobenia dvoch polynémov (s nejakymi vlastnostami). Takejto
struktire budeme hovorit okruh. Pre uplnost formélna definicia (detailnejsie ich budete
studovat na algebre):

DEFINiCIA 1.1. Komutativny okruh (s jednotkou) je neprazdna mnozina R s dvoma
bindrnymi operaciami +: RxR — R,.: RXR — R, ktoré splnaji nasledovné vlastnosti:

(i) (R,+) je komutativna grupa, Cize

e a+ (b+c)=(a+b)+ cpre vietky a,b,c € R,

e a+b=>b+ a pre vietky a,b € R,

e 10 € R s vlastnostou, ze 04 a = a pre Iubovolné a € R,

e pre kazdé a € R existuje (—a) € R také, ze a + (—a) =0,
(ii) (R,.) je komutativny monoid, ¢ize

e a.(b.c) = (a.b).c pre vsetky a,b,c € R,

e a.b = b.a pre vietky a,b € R,

e dl € R s vlastnostou, ze 1l.a = a pre lubovolné a € R,
(iii) pre vsSetky a,b,c € R plati a.(b+¢) = a.b+ a.c

POzZNAMKA. Znamienko ndsobenia budeme zvycajne zo zdpisu vynechavat.

Slovo “komutativny” v definicii sa vztahuje na komutativnost nasobenia. Slovo “jed-
notka” sa vztahuje na neutralny prvok vzhladom na nasobenie.

PRIKLAD 1.2. V nasledovnych mnozindch mame Standardne definované operacie
sCitania a nasobenia:

e 7 — mnozina vsetkych celych ¢isel tvori komutativny okruh s jednotkou.

e Ak k je pole, tak k je aj komutativny okruh s jednotkou. Byt polom je silnejsia
vlastnost nez byt okruhom.

e M, (R) — mnozina vSetkych Stvorcovych matic stupna n (n je prirodzené ¢islo)
nad polom realnych ¢isel tvori okruh s jednotkou, ale nie komutativny, lebo
nasobenie matic nie je komutativne.

e klxy,...,x,] je komutativny okruh s jednotkou.

Stupen polynému f € kl[xy,...,x,], deg f, je maximalny stupen clena, ktory sa v f
vyskytuje s nenulovym koeficientom. Pre f = 0 definitoricky deg f = —oo0.

Nech f € klz,y]. Bod A = (a1,a2) € A%(k), pre ktory plati f(a1,a1) = 0, nazy-
vame koreriom polyndému f, analogicky pre f € k[x1,...,z,]. Pre A = (a1,a2) budeme
f(a1,a2) zapisovat aj f(A).

Nech f1,..., fr € k[z,y]. Mnozinu vsetkych spolo¢nych korenov danych polynémov
(t.j. mnozinu {A € A%(k) | f;(A) =0, i = 1,...,7}) nazyvame afinnou algebraickou
mnozinou, oznacovat ju budeme V' (f1,..., fr).

PRIKLAD 1.3. Linedrna varieta je afinné algebraickd mnozina: je to mnozina vsetkych
rieseni stustavy linedrnych rovnic.

PRIKLAD 1.4.

e {(cost,sint |t € (0,2m)} je afinnd algebraickd mnozina V(22 + y* — 1)



2. KRIVKY V A2

ot

e zjednotenie stiradnicovych osf v A2 tvori afinnii algebraicktt mnozinu V (zy)
o V(y? —xy— 2%y +23) ndjdeme Tahko, ked si véimneme, ze y? — xy — 22y + 23 =
(y —2*)(y — ).
o V(y? — 2% —2?%)
o V(y?—23+2)
o V(22 —1,y)
1.1. Afinné algebraické mnoziny v Al'. Afinn4 algebraickd mnozina v Al(k) je
mnozina spolo¢nych rieSeni niekolkych polynomickych rovnic: X = V(f1,...,f.), fi €

(a) Vybavme najprv Specidlny pripad, ked vSetky polynémy st konstanty 0. Vtedy
méame, ze X = V(0) = Al.

(b) Nech fi,..., f, nie st nulové polynémy. Predpokladajme, Ze tieto polynémy st
nesudelitelné, to znamend, Ze nemaji spolo¢ny korer, a preto X = (.

(¢) Nech d € k[z] je najvacsi spolo¢ny delitel polynémov fi,..., fr, kde degd > 0.
Ak k je algebraicky uzavreté, polyném d faktorizuje na linedrne cleny, d =
(x —a1)(x —a2)...(r —as) a ay,...,as st vietky spoloéné korene polynémov
fi,--.s fryapreto X ={aq,...,as} je kone¢nd mnozina. Ak k nie je algebraicky
uzavreté, stale je X konecna mnozina, moéze byt pripadne i prazdna.

(d) Opacne, nech M = {ay,...,a,} C A? je Iubovolna koneéns mnozina. Potom
M=V((z—a1)(r —az2)...(x —ay)), teda M je afinna algebraickd mnozina.

Vidime, Ze afinné algebraické mnoziny v A'(k) st presne vsetky kone¢né podmnoziny
Al(k), a samotna mnozina A'.

2. Krivky v A?

Definujme si na k[z,y| nasledovni binarnu relaciu: pre f,g € k[z,y] mame f ~ g
prave vtedy, ked existuje a € k, a # 0 také, ze g = af. Relacia ~ je relaciou ekvivalencie,
preto definuje rozklad k[z, y| do tried ekvivalencie. Triedy ekvivalencie k[z, y] podla tejto
reldcie okrem tried [0] a [1] nazyvame rovinné krivky. Teda rovinna krivka je polyném
modulo nisobenie nenulovymi skalarmi.

Tiez ste sa mohli stretnif s terminolégiou, ze pri danej relacii sa ekvivalentné poly-
némy nazyvaju asociované (lisia sa iba ndsobenim jednotkou, t.j. invertibilnym prvkom).
Teda asociované polynémy urcuju tu istu krivku.

Ak deg f = 1, hovorime, Ze [f] je priamka. Ak deg f = 2, potom [f] je kuZelosecka.
Ak deg f = 3, tak [f] je kubika alebo kubickd krivka. VSeobecne, stupern krivky [f] je
stupen polynému f.

S tymto porozumenim budeme ¢asto samotny polyném f v k[z, y] nazyvat rovinnou
krivkou, rozumiet budeme triedu ekvivalencie polynému, t.j. [f]. Napriklad namiesto
Jkrivka [y? — 2% — 22]” budeme hovorit ,krivka y? — 23 — 227, pripadne dokonca ,krivka
y? = x3 + 22”. Tato nepresnost nam odlah¢f inak tazkopadne vyjadrovanie, a nemala by
spoOsobit ziadne nedorozumenie.

Pre¢o nestotoznit krivku s polynémom: naozaj nechceme rozliovat medzi y — 22 a

222 — 2y, chceme, aby to bola té ista krivka.

Preco nestotoznit krivku s mnozinou korenov polynému: chceme rozlisovat napriklad
medzi 22 a x. Sice plati, ze V(22?) = V(x), no prva krivka je dvojndsobn4 priamka, krivka
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stupna 2, mozno ju poznate ako singuldrnu kuzelosecku, a druh& krivka je obycajnd
priamka, krivka stupna 1, a takto ich chceme rozliSovat aj nadalej.

Okruh k[z,y] je okruhom s jednoznacnym rozkladom, teda kazdy polyném f € k[x, y]
sa da jednoznacne zapisaf v tvare

(1) f:flel 52~":T7 e > 1,

kde f; st ireducibilné polynémy a f; o¢ f; pre i # j. Zapis (1) na nazyva ireducibilngm
rozkladom polynému f. Jednoznacnost sa mysli az na poradie a asociovanost, t.j. ak

dy d ds
f= 911922‘--93

je iny ireducibilny rozklad, tak s = r a po vhodnom preusporiadani ¢i,...g, mame
fi~vgiae =d;,i=1,...r.

Nech teraz f € k[x,y] je rovinnd krivka a nech
f — ffl ;2 €r
S ff

je ireducibilny rozklad polynému. Potom krivky f; nazyvame komponentamsi krivky f,
pricom e; je ndsobnost komponenty f;.

Ak r =1, krivka f je ireducibilnd. Ak ey = --- = e, = 1, krivka f je redukovand.

Pozor, pojem ireducibilnej krivky nie je ekvivalentny pojmu ireducibilného poly-
nému! Ireducibilny polyném zodpoveda ireducibilnej redukovanej krivke, no naopak to
neplati.

2.1. Afinné algebraické mnoziny v A2. Fuklidovskyj okruh (neformélne) je taky
okruh s jednozna¢nym rozkladom, v ktorom funguje Euklidov algoritmus na nédjdenie
najvacsieho spolo¢ného delitela dvoch prvkov.

CVICENIE 2.1. Okruh celych ¢isel Z je okruhom s jednozna¢nym rozkladom. Pomo-
cou Euklidovho algoritmu najdite najvacsi spoloény delitel ¢isel 21 a 15 a vyjadrite ho
ako ich kombinéciu.

CVICENIE 2.2. Okruh polynémov o jednej premennej nad polom je okruhom s jed-
nozna¢nym rozkladom. Pomocou Euklidovho algoritmu najdite najvicsi spolo¢ny delitel
polynémov z? + x a 2 — 1 a vyjadrite ho ako ich kombindciu.

V nasledovnej Leme vyuzijeme, Ze na okruh k[z,y| sa mozme pozerat aj ako na
okruh (k[y])[z]. Dalej k(y) bude oznacovat vsetky racionalne funkcie premennej y. Této
mnozina tovri nielen okruh, ale dokonca pole. Ide o tzv. podielové pole okruhu k[y].

LEMA 2.3. Nech f,g € klz,y], nech f je ireducibilny a nech g nie je delitelny
polynémom f. Potom f a g maju len konecne vela spolocnijch koreriov.

Dékaz. Nech f obsahuje premennt z, t.j. f ¢ k[y]. Polynémy f a g mézme chépat ako
prvky k(y)[z], teda ako polynémy jednej premennej nad polom k(y) vSetkych racionél-
nych funkcii nad k.

Plati, Ze f je ireducibilny aj v k(y)[z]: sporom predpokladajme, Ze naopak f = fl fg,
kde f1,f2 € k(y)[z], degfi > 1, deg fo > 1 (mysli sa stupenn v z). Po vynasobeni
rovnosti najmensim spolo¢nym nésobkom menovatelov d dostaneme rovnost polynémov

v klz,y]: df = fifs, kde d € k[y], 1 < deg, f1 < deg, f, 1 < deg, fo < deg, f. Kedze f
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je ireducibilny, musi platit f|f; alebo f|f2, ¢o je vzhladom na stupne tychto polynémov
pri x spor.

Dalej rovnakym spésobom ukazeme, Ze ¢ nie je delitelny polynémom f ani v k(y)[z]
(dua).

Polynémy f a g st preto aj v k(y)[z] nestdelitelné. Kedze k(y)[z| je euklidovsky
okruh, z Euklidovho algoritmu dostaneme vyjadrenie pf 4+ gg = 1, kde p,q € k(y)[z].
Znovu po vynasobeni rovnosti najmensim spoloénym nisobkom menovatelov mame rov-
nost polynémov

pf+ag=d,
kde p,q € klz,y] a d € k[y]. Ak (a1, a2) je spolo¢ny koren f a g, potom as je koreriom
polynému d. Teda méme len konecne vela moznosti, akii hodnotu méze nadobidat druha
suradnica spolo¢ného korena.

Tak isto ukdzeme, zZe existuje len konecne vela moznosti pre hodnotu prvej siradnice
spolo¢ného korena, ¢im je tvdrenie lemy dokézané. (|

TVRDENIE 2.4. Nech f,g € kl[z,y] st nesidelitelné polynomy. Potom V(f,g) =
V(f)NV(g) je konecnd mnozina.

Dékaz. Nech f = fi* ... f¢ je ireducibilny rozklad polynému f. Zrejme
VIH =V ) =V(fi--. fr)=V(fi)U---UV(f).

Teraz uz len staci aplikovat predchadzajicu lemu na dvojice f;,g prei=1,...,r. O

Afinn4 algebraickd mnozina v A2(k) je mnozina spoloénych korefiov niekolkych po-
lynomickych rovnic: X = V(fi,...,fr), fi € klz,y]. Zistime teraz, ako mo6zu afinné
algebraické mnoziny vyzerat.

(a) Ak vSetky f; st konstanty 0, potom X = V(0) = A%

(b) Nech f1,..., f; nie si nulové polynémy. Predpokladajme, Ze tieto polynémy st
nestdelitelné. Potom (désledok ukdzaného Tvrdenia) existuje len konecne vela
bodov (a1, as) takych, ze fi(ai,as) =--- = fr(a1,a2) =0, ¢ize X pozostava z
koneéného (mozno aj nulového) poctu bodov.

(c¢) Nech d € k[z] je najvacsi spolocny delitel polynémov fi,..., fr, kde degd >
0. Potom mdme polynémy fi,..., f, také, ze f1 = dff,..., fr = df}, pricom
NSD(f{,..., fl) = 1. Potom zrejme X = X; U X, kde X1 = V(d) a Xo =
V(f{,--.,f). Mnozina X; je mnoZinou bodov rovinnej krivky d a mnozina Xs
pozostéva z kone¢ného poc¢tu bodov (vid pripad (b)).






KAPITOLA 2

Lokalne vlastnosti rovinnych kriviek

1. Priamka a krivka v afinnej rovine

Nech f € k[z,y] je rovinna krivka, nech [ je priamka j@, kde A = (a1,a2),B =
(b1, b2). Budeme skimat prienik priamky a krivky v afinnej rovine. Priamku [ si vyjad-
rime parametricky: X = (1 —t)A+tB (= A+ (B — A)t), po rozpisani do stradnic tak
mame

z(t) = (I1—=t)ar+thy (= a1+ (by —ap)t)
y(t) = (1 — t)GQ + thy (: as + (bQ — GQ)t).

Prienik priamky [ s krivkou f ndjdeme pomocou rovnice

(2) Fa(t), y(1)) = 0.
Nastane jedna z dvoch moznosti:

(i) Lava strana v rovnosti (2) je nulovd. To znamend, Ze pre lubovolni hodnotu
parametra t lezi bod (z(t),y(t)) priamky [ na krivke f. Priamka [ je teda
komponentou krivky f.

(ii) Lavé strana v rovnosti (2) nie je nulovd, mame tak polynomicki rovnicu pre
t, ktorej stupen nie je vacsi ako stupen f. Na krivke f teda lezia tie body
(x(t),y(t)) priamky [, ked ¢ je korenom rovnice (2).

Na polyném na lavej strane rovnosti (2) sa budeme odkazovat aj ako na priesekovy
polyném krivky f a priamky [. Celt rovnicu (2) budeme nazyvat tiez priesekovou rovicou.

Ako jednoduchy dosledok predchadzajiceho pozorovania dostavame nasledovnt lemu.

LEMA 1.1. Nech f je krivka stupriad > 1 a nechl je priamka. Akl nie je komponentou
[ (tj. ak V(1) € V(f)), tak priamka | pretina krivku f v najviac d bodoch.

Velkt cast semestra sa budeme zaoberat zdokonalovanim tohto vysledku az po
znamu Bézoutovu vetu, ktora presne popisuje pocet priesekov dvoch rovinnych kriviek.

CVICENIE 1.2. Nijdite spolo¢né body jednotkovej kruznice z? + y? — 1 a priamky
urcenej bodmi (—1,0) a (1,1).

PRIKLAD 1.3. Nech f = y—2? je parabola v A?(R) a p nech je priamka prechadzajica
zaciatkom siradnicovej sustavy, teda p ma rovnicu y = cx, kde ¢ € k popisuje sklon
(smernicu) priamky.

Priamka a krivka maji takmer vzdy dva spoloéné body: (0,0) a (c,c?). Ked sa
hodnota ¢ blizi k (0,0), oba priesecniky sa k sebe priblizuji, az nakoniec splyni do
jedného bodu.
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Opaénym smerom sa na tiito situdciu mézme pozriet takto: parabola y—x? a priamka
y = 0 maju spolo¢ny iba jeden bod. Avsak pokial by sme zadanie trosticka pozmenili,
Cize ak by sme velmi mélo zmenili koeficienty v definujtcich rovniciach, tento bod sa
rozpadne na dva body.

Vsimnime si, Ze priesekovy polyném méa v tomto pripade v danom prieseku dvojna-
sobny koren. Situdciu teda vieme podchytit aj algebraicky.

CVICENIE 1.4. Uvazujte kubickd parabolu y = 3 a podobne ako v predchadzajticom
priklade sledujte jej prieseky s priamkami cez (0,0). Kolko spolo¢nych bodov viete vo
vSeobecnosti najst? Co sa deje, ked smernica priamky ide k nule?

Nech f je rovinna krivka, [ priamka a P bod. Potom symbolom Ip(f,[) budeme ozna-
covat priesekové cislo alebo priesekovii ndsobnost, a budeme nim rozumief nasledovni
hodnotu:

(i) Ak P ¢ V(l), potom Ip(f,1) =0.

(ii) Ak P € V(1) al je komponentou f, potom Ip(f,1) = oo.

(iii) Ak P € V(I) a l nie je komponentou f, potom Ip(f,l) je nasobnost ¢y ako
koreria priesekového polynému ®(¢) = (f(x(to), y(to))) (t.j. exponent pri (t—tg)
vo faktorizacii ®(t)), kde o je parameter zodpovedajici bodu P na priamke
(Gide P = (x(to), y(to))).

7 doterajsich ivah dostavame aj spresnenie Lemy 1.1:

LEMA 1.5. Nech f je krivka stupnia d > 1 a nechl je priamka. Akl nie je komponentou
f, tak

S Ip(f.0) < deg(f).

Pev(l)

Nie je mozné namiesto nerovnosti v Leme 1.5 dokazat rovnost, aj ked pocitame
vSetky prieseCniky so spravnymi nasobnostami:

CVICENIE 1.6. Nech f = y? — 23 — 22, N4jdite pomocou priesekového polynému
priese¢niky tejto krivky

(a) s z-osou,
(b) so zvislou priamkou cez (—1,0).

Nasa definicia priesekového ¢isla méa jeden problém: jeho vypocet je viazany na kon-
krétnu reprezentaciu krivky a konkrétnu parametrizaciu priamky. Rychlo nahliadneme,
ze ind reprezentdcia krivky (t.j. iny polyném uréujuci td istu krivku) vedie k tej istej
priesekovej nasobnosti. Aby sme mali istotu, Ze definicia je korektnd, potrebujeme sa
este presvedcit, ze Ip(f,1) nezavisi od toho, aki parametrizaciu priamky si zvolime.

TVRDENIE 1.7. Priesekové cislo Ip(f,1) nezdvisi od parametrizacie priamky l.

Dékaz. Nech | = j@ = @, ¢o nam dava dve parametrizacie priamky [, kvoli prehlad-
nosti budeme parametre v nich oznacovaf réznymi pismenami:

X(t) = (1-t)A+1tB,

X(uw) = (1—=u)C+uD.
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Priesekové polynémy vzhladom na jednotlivé parametrizécie oznacime ¢ a W:
() = f((1-1)A+1tB),
U(u) = f((1—u)C+uD).

Medzi parametrizaciami pomocou t a u existuje sivislost, ktori vieme vyjadrit linedrne.
Nech bod A zodpoveda v parametrizacii pomocou C, D parametru u 4, podobne pre B:

A = (1 —ux)C+uyD,
B = (1-up)C+upD.

1—-t)A+tB
1—6)((1 —ua)C +uaD) +t((1 —up)C +up)
= 1-(1=tua+tup))C+ ((1 —t)ua +tup))D = X (u(t)).

Méme tak, ze u = u(t) = (1 — t)ug + tup, Cize ked mame priamku [ parametrizovani
parametrom u (pomocou C, D), vieme ju jednoducho reparametrizovat pomocou A, B.
Podobne, ked pozname priesekovy polyném W(u) (= priesekovy polyném vzhladom na
parametrizaciu pomocou C, D), Tahko z neho ziskame aj priesekovy polyném & (= prie-
sekovy polyném vzhladom na parametrizdciu pomocou A, B): ®(t) = W(u(t)). Bod
priamky [, ktory v parametrizacii cez A, B zodpoveda parametru t;, v parametrizacii
cez C, D zodpovedd parametru u; = (1 — t;)ug + tyup. Odtal potom mame, ze

X(t) = (1-t
1-t

u—u; = (1 —t)ua +tup — (1 — t;)ua + tiug) = (t — t;)(up — ua).
Teda ak
U(u) = (u—u)P ... (u—uy,)

je faktorizacia W(u) nad k, potom
D(t) = (up —uq)®e (t —t))B ... (t —t,)

je faktorizacia ®(t) nad k. O

Na zaver si este ukazeme, ze priesekova nasobnost nezavisi ani od volby suradnicovej
stustavy. Vyskusajme si to najprv na priklade.

PRIKLAD 1.8. Majme krivku f = y—2?2, uvazujme jej prieseky s priamkou [ = y— 2.

Priamku si parametrizujme:

x(t) =t, y(t) =2t
ide o parametriziciu cez body A = (0,0) a B = (1,2), teda X(t) = (1 —t)A + tB.
Zodpovedajuci priesekovy polyném je
O(t) = f(X (1) = f(x(t),y(1)) = y(t) — 2°(t) = 2t — 1,

odkial uz Tahko vy¢itame, ze f a [ maji dva prieseéniky nasobnosti 1: (0,0) a (2,4).

Zobrazme teraz f aj [ afinnou transforméaciou ¢:

©: (a,b) = (a,b) = (1+a+b1+D).

Pre inverzna transforméciu tak mame

ot (a,b) — (a,b) = (@—b,b—1).
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Odtial rovnica pre transformovanu krivku je
f=fa-bb—1)=—a*+2ab—b*+b—1.
Parametrizacia transformovanej priamky je
i(t) = 143t
g(t) = 142t

(Vsimnite si, Ze bod priamky (0,0) zodpovedajici parametru 0 sa zobrazi do bodu
(1,1), ktory na transformovanej priamke zodpoveda tiez parametru 0; podobne pre bod
priamky zodpovedajici parametru 1.)

Pre priesekovy polyném po transformécii tak mame

F@@),9() = —&(t) +22)a(t) — 5°(t) + 5y) — 1
= (1432 +21+3y)(1+2t) — (1 +20)* + (1 +2y) — 1
= 2t -t

TVRDENIE 1.9. Nech f je krivka, | je priamka a P je bod v A%. Nech dalej ¢ :
A? — A? je afinnd transformdcia. Nech f resp. | oznacuji transformovani krivku resp.

priamku, potom Lypy(f,1) = Ip(f,1).

Dékaz. Pre transformovant krivku mame f(X) = f(o~1(X)). Ak X(t) = (z(t),y(t)) je
parametrizacia priamky [ pred transforméciou, potom (X (t)) je jej parametrizdcia po
transformacii. Pre priesekovy polyném tak mame

Flp(X(1) = fle™ e(X(1) = F(X 1)),
kde nalavo je priesekovy polyném krivky a priamky pred transforméaciou, a napravo je
ich priesekovy polyném po transformaécii. Tymto je tvrdenie ukazané. O

2. Singularne body rovinnej krivky

PRIKLAD 2.1. Nech f € R[z,y], f = ? — 2% — 22 je singuldrna kubicks krivka, ndd
(angl. node) a |l =y — cx je priamka cez (0,0) s parametrizaciou

xz(t)y=t, y(t)=ct.
Priesekovy polyném je potom

(1) = f(x(t), y(t) = Flt,ct) = (2 —t 1),
Cize t = 0 je dvojnésobny koreti priesekového polynému, a v pripade (a len v pripade)
ked ¢ = £1 je t = 0 dokonca trojnasobnym korenom. Inymi slovami, takmer pre vSetky
priamky cez O = (0,0) je Io(f,l) = 2, a v pripade dvoch priamkoch, konkrétne ked
c==1, je In(f,1) = 3.

Nech P = (p1,p2) je bod krivky f € k[x,y], ¢ize pre lubovolni priamku [ preché-
dzajucu bodom P plati Ip(f,1) > 1. Ndsobnost bodu P na krivke f oznacujeme mp(f)
a rozumieme nou

mp(f) = min{Ip(f,1) |1 > P}.
Nésobnost mp(f) = 0 prave vtedy, ked P nie je bod krivky f. Ak mp(f) = 1, bod
P sa nazyva jednoduchy alebo reguldrny bod krivky f. Ak mp(f) = 2 (mp(f) = 3,
mp(f) =r), bod P sa nazyva dvojndsobny (trojndsobny, r-nasobny) bod krivky f. Tiez
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mozme povedat, ze krivka f ma v P dvojnasobny (trojndsobny, r-ndsobny) bod. Ak
mp(f) > 1, hovoime tiez, Ze P je singuldrny bod krivky f.

PRIKLAD 2.2. Krivka f = (2% + 3?)? + 322y — ® € R[x,y] m4 v (0,0) trojndsobny
bod. Tymto bodom prechddzajui tri vetvy krivky.

PRIKLAD 2.3. Pozor, nie je pravda, Ze nidsobnost bodu je rovnd poctu vetiev krivky
prechadzajiicich cez tento bod, vid napr. krivka f = y?—2?% € R[z, y] (singularna kubika,
hrot, angl. cusp.)

PRIKLAD 2.4. Sinuldrny bod krivky nemusi byt viditeIny na obrazku, vid bumerang
y(z? + y?) — 2* — y*: v redlnej rovine krivka “vyzerd hladko” v (0,0). V komplexne;
rovine by sme videli, Ze jej dotykovy kuzel v (0,0) pozostéva z troch priamok.

CVICENIE 2.5. Astroida je krivka f = (1 — 22 —y?)3 —2722y? € R[z, y]. Podobne ako
kruznica ma aj astroida jednoducht parametrizaciu pomocou goniometrickych funkcii:

(z(t),y(t)) = (cos®t,sint), t e (0,27).

Overte, ze (1,0) je singuldarnym bodom krivky. Aké dalsie siguldrne body este najdete?
(Zatial len metéda pokus - omyl.)

3. Formalne derivovanie

Nech R je okruh bez delitelov nuly, nech R[z] st polynémy nad R. Nech
f@) = fo+ fre+ fo2® + - + fae? € Rlz].
Potom derivdciou polynému f nazyvame polyném
fl(x) = fi+2fox + -+ dfpa?

Indukciou r-t4 derivacia polynému f je

7O = (Y.

Takto mame deriviaciu polynému definovani nad lubovolnym polom, dokonca aj nad
okruhom. Takisto mame tymto uz zadefinované aj parcidlne derivacie polynémov o viac
premennych, kedze

klz1,x2, ..., xn]) = (K[z1, ..o Xim1, Ty, - - X)) 2]

Takto definovand derivacia méa rovnaké vlastnosti ako derivacia nad R definovana
pomocou limit:

TVRDENIE 3.1. Derivdcia nad R md nasledovné vlastnosti:

i) (f+9)'=f+4g pref,g€ Rzl
(ii) (ef) =ecf' prece R a f € R[z],
(it) (fg)' = f'g+fg" pre f,g € Rlz],

§ (f

" =rfrlf pre f € Rlz],
v) pre g; € R[z] a f € R[x1,...,xy] plati
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Dékaz. dua ((i)—(iv) je len mechanické rozpisovanie definicie, (v) sta¢i ukazat pre f po-
zostavajuce z jedného ¢lena, a potom aplikovat (i) a (ii).) O

Nech
(3) f@) = fo+ fix+ foz® + - + faa.

Postupnym derivovanim a dosadzovanim sa lahko presved¢ime, ze

FO) = fo, O =f, fO)=2f ... [fD0)=dfs
Teda zéapis (3) polynému f je aj jeho Taylorovym rozvojom v 0. VSeobecnejsie Taylorov
rozvoj f v bode a mame, ak polyném zapiseme v tvare

f@)=co+eci(z—a)+e(z—a)?+... cylz—a)

VETA 3.2. (Taylorov rozvoj polyndmu.) Nech f € R[z], deg f = d a nech a € R.
Potom

£(@) = J(@) + L@ =) + 3 @) =0+ + 21D @)@ — o)

Dokaz. Nech

(4) f(x) = co+ecilx—a)+c(r—a)’+-- +cqlz—a)
Aby sme zistili hodnoty koeficientov cg, c1, ..., cq, derivujme tito rovnost:

fl(x) = e1+2c(x—a)+--+deglx —a)®!

() = 2c24+23c3(x—a)+ -+ (d — 1)deg(x — a)?>

F D) = dleg
Ked v tychto rovnostiach (véetne (4)) dosadime z = a, dostdvame, ze f()(a) = ile;, a
tvrdenie vety je dokazané. O
VETA 3.3. (Taylorov rozvoj polynému viacerych premennych.) Nech f € R[zx1, ..., Ty],

deg f = d a nech (as,...,a,) € R™. Potom
flxr,...,xn) = flag,...,an) +

(aZ po d-ti mocninu,).

Doékaz. Oznacme

(5) g(t) = f(a1+<$1 _al)tv"'aan+(xn_an)t)'
Urobme teraz Taylorov rozvoj polynému g(t) v 0:
9"(0) 2 9(0) 4

ST

g(t) = g(0)+g'(0)t +

7,
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kde jednotlivé koeficienty ziskame derivovanim zlozenej funkcie:

9(0) = f(alw"aan)

, 0
g (0) - : aa'); (ala 7an)(xz az)
62
g//([)) = Z axzij (CLl, ey CLT)(Ii — ai)(l’j — CLj)

Na zaver v (5) nahradime g(¢) jeho Taylorovym rozvojom, polozime ¢t = 1, a tym dosta-
neme dokazovand rovnost. O

4. Hladanie singularnych bodov krivky

Zatial vieme pre dani krivku a dany bod overit, ¢i je krivka v tomto bode singularna,
a pripadne zistif aj jej ndsobnost v tomto bode. Teraz by sme chceli pre fubovolni dant
krivku jej singularne body néjst.

TVRDENIE 4.1. Nech P = (p1,p2) je bod a f € klx,y] je rovinnd krivka. Potom P
je r-nasobnym bodom krivky f prdve vtedy, ked si splnené nasledovné podmienky:

e PeV(f) (tj f(P)=0),
e vsetky parcidlne derivdcie f rddu mensieho ako v su v P nulové,
e cxistuje parcidlna derivdcia f rddu r, ktord je nenulovd v P.

Doékaz. Nech
f(z,y) = ago+aio(x—p1)+ao1 (y—p2)+aso(x—p1)?+ari (x—p1) (y—p2)+as(y—p2)*+. ..

je Taylorov rozvoj polynému f v bode P, teda

(H j> 1 otif 1 oitif
Ai5 =

i) axmosay D) = Gamay D)

Priamku cez P parametrizujeme
x(t) =p1+ut, y(t)=p2+ot,
bod P teda zodpoveda parametru ¢ = 0. Priesekovy polyném potom je
O(t) = ago + (arou + apg1v)t + (a20u2 4+ ajjuv + a02v2)t2 + ... ¢leny vyssich stupnov.
Odtial vidime, ze P lezi na krivke f prave vtedy, ked
(6) ago =0

Bod P je aspon dvojnasobnym bodom krivky f prave vtedy, ked (6) a navyse (aipu +
ap1v) = 0 pre vietky (u,v). Specidlne, ak (u,v) = (1,0), dostaneme, Ze ajg = 0, a ak
(u,v) = (0,1), potom ag; = 0. Dostédvame teda, ze P je aspon dvojnasobnym bodom
krivky f préve vtedy, ked (6) a navyse

(7) %(P):O 0 ‘;g(P):o.

Dalej bod P je aspoii trojndsobnym bodom krivky f préave vtedy, ked (6), (7) a navyse
(ag0u® + aj1uv + agev?) = 0 pre vietky (u,v). Podobne ako predtym moézme postupne
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polozit (u,v) = (1,0),(0,1),(1,1) a dostaneme tak podmienku, ze bod P je aspon troj-
nasobnym préave vtedy, ked (6), (7) a navyse

0% f 0% f 0% f
— =0 P)=0 —
Ox? (P) =0, Gmﬁy( ) & oy?
Tymto sposobom mdézme formulovat podmienky pre r-nasobnost bodu na krivke a tvr-
denie je dokazané. O

(P) = 0.

DOSLEDOK 4.2. Nech O = (0,0) je bod a f € k[x,y] je rovinnd krivka. Potom O je
r-nasobnym bodom krivky f prdve vtedy, ked najnizsi stupen clena, ktory sa v polynéme
f machddza s nenulovym koeficientom, je r.

DOSLEDOK 4.3. Bod P = (p1,p2) je singuldrnym bodom krivky f prdve vtedy, ked

of of
f(P)=0, F(P)=0 a F.(P)=0.

CVICENIE 4.4. Nijdite vSetky singularity astroidy

(a) nad R,
(b) nad C.

CVICENIE 4.5. Overte, Ze priamka neméd singuldrne body.

PRIKLAD 4.6. Krivka 32 + 2% +2% € R[z,y] ma v (0,0) tzv. izolovany singuldrny bod
(izolovani singularitu). Ide o jav vyskytujici sa v redlnej rovine. V komplexnej rovine
izolovana singularita na krivke neexistuje.

5. Doty¢nica krivky, dotykovy kuzel

Nech f je krivka a nech P € V(f) (t.j. mp(f) > 1). Ak mp(f) = r a l je takd
priamka, ze Ip(f,l) > r, potom [ nazyvame dotycnicou krivky f v bode P. Pre dany
bod P krivky [ sa zjednotenie vsetkych dotycnic krivky f v bode P nazyva dotykovim
kuzZelom v bode P.

Krivky f, g sa dotykaji v P, ak
e PcV(f)aPeV(g),

e existuje priamka [, ktora je zaroven dotycnicou f aj g v bode P.

7 Tvrdenia 1.9 vyplyva, ze vlastnost priamky byt doty¢nicou krivky v danom bode
nezavisi od zvolenej afinnej suradnicovej sustavy. Bez ujmy na vSeobecnosti sa preto
mozme obmedzit na stidium dotykového kuzela krivky v bode O = (0, 0).

Pre skratenie zapisu budeme dalej parcidlne derivicie polynému f podla x resp. y
oznacovat f; resp. fy.

Nech mp(f) =1, t.j. nech O je regularny bod krivky:
[ = f+(0)x + f,(O)y+ c¢leny vyssich stuptiov,
pricom plati, ze (f.(O), fy(O)) # (0,0). Priamka [ bude doty¢nicou f v O prave vtedy,
ked pre jej smerovy vektor (u,v) plati, ze
fz(O)u+ fy(O)v =0,

cize ked vektory (f(O), f,(O)) a (u,v) st na seba kolmé, a teda vidime, ze (f,(O), f,(O))
je norméalovym vektorom dotycnice. V reguldrnom bode ma teda krivka jedini doty¢énicu:
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TVRDENIE 5.1. Nech f € k[x,y] je krivka a nech P = (p1, p2) je reguldarny bod krivky.
Potom

fo(P)(x —p1) + fy(P)(y — p2)

je rovnica dotycnice krivky f v bode P.

Doékaz. Uvedend priamka mé podla predchadzajicich tvah smer dotyénice. NavysSe (do-
sadenim) sa Tahko presved¢ime, ze prechddza danym bodom krivky. O

PRIKLAD 5.2. Nech P = (p1,p2) lezi na priamke [ = ax + by + ¢. Potom dotyénicou
priamky [ v bode P je samotna priamka I.

PRIKLAD 5.3. Jednotkova kruznica f = x? 4 y? — 1 nema singularne body, v kazdom
svojom bode mé teda jednu dotyénicu. Konkrétnejsie, ak P = (p1,p2) € V(f), tak
doty¢nicou f v bode P je priamka pix + poy — 1.

Teraz zovseobecnime Tvrdenie 5.1 na Iubovolny (aj singularny) bod krivky. Najprv
nech O = (0,0) je je r-ndsobnym bodom krivky f € k[z,y]. Teda
[ =arx" + ar_mwr*ly + -+ apy" + cleny vyssich stupnov ,

kde aspon jeden z koeficientov a;j, (i + j = r) je nenulovy. Priamka [ je doty¢nicou f v
bode O, ak jej smerovy vektor (u,v) je rieSenim homogénnej casti f r-tého stupna, teda
ak

(8) arot” + ar—1,10" v+ -+ + agr0” = 0.
Homogénne polynémy s dvoma premennymi sa nidpadne podobaji na lubovolné

(¢ize nie nutne homogénne) polynémy s jednou premennou. Specidlne mame nasledovné
tvrdenie:

LEMA 5.4. Nech pole k je algebraicky uzavreté. Nech F € klu,v| je homogény poly-
ném, F # 0. Potom

F(u,v) = (c1u+ f10)™ ... (amu + Bmo) ™.

Dokaz. Ide len o tpravu F na polyném o jednej premennej:

d c
F(u,v) = Z a;utvd—t = o? Z ai(g)i
=0 i

_ dﬁ_ r1 E_ Tm
acv (= =)™ (= )

= a0 (U — ). (4 — )
O
Vratme sa teraz k hladaniu dotycnic krivky v singularnom bode. Videli sme, ze rov-

nica (8) popisuje dotykovy kuzel krivky f v bode O. Ak je pole, nad ktorym pracujeme,
algebraicky uzavreté, potom polyném na lavej strane faktorizuje na linedrne cleny:

arox” + ar_112" Y+ -+ agy” = (a1 + Bry)(er + Boy) . .. (avz + Bry).

Vidime, Ze dotyc¢nice krivky f v bode O st presne linedrne faktory homogénnej casti f
najnizsieho stupna.
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Ak hladdme dotyénice krivky v bode P # (0, 0), tak v pripade, Ze je bod P reguldrny,
je vyhodné pouzit Tvrdenie 5.1. Naopak, ak je bod P singuldrny, zvycajne sa urobi
posunutie, ktorym bod P posunieme do (0,0), a az potom sa hladaji doty¢nice.

Presnejsie teraz vieme popisat niektoré typy singularit: ndd je r-nasobny bod krivky
(r > 2) s r roznymi dotyénicami, hrot je zas dvojnasobny bod krivky jednou (dvojné-
sobnou) doty¢nicou.

PRIKLAD 5.5. Krivka y? — 23 — 22 m4 v bode (0, 0) dotykovy kuzel y? — 22 pozos-
tavajuci z dvoch doty¢nic: x —y a = + y.



KAPITOLA 3
Krivky v projektivnej rovine

1. Projektivna rovina

Projektivnu rovinu zrejme poznate ako rozsirenie afinnej roviny pridanim priese¢ni-
kov rovnobeziek, tieto nové body sa zvyknu nazyvat nevlastnymi bodmi alebo bodmi v
nekonecne.

S bodmi v afinnej rovine vieme pracovat vdaka tomu, ze kazdy bod ma svoje st-
radnice. Tie mézme dosadit do rovnice priamky (krivky) a zistit tak, ¢i dany bod lezi
na priamke (krivke) alebo nie. So siradnicami tiez pracujeme, ked aplikujeme na rovinu
afinni transforméciu.

Nevlastnym bodom by sme tiez radi priradili siradnice, aby sme s nimi mohli neskor
pocitat. Aby sme ich rozlisili od siradnic bodom afinnej roviny, pouzivaju sa tzv. roz-
Sirené suradnice: rozsirené suradnice bodu P = (p1, p2) afinnej roviny budua (1, p1, p2).
Bod v nekonecne, ktorym prechédza priamka [ so smerovym vektorom (u,v), bude mat
rozsirené suradnice (0, u,v). AvSak (u,v) nie je jediny smerovy vektor tejto priamky, aj
vektor (bu, 5v) je jej smerovym vektorom. VSeobecnejsie, kazdy nenulovy nasobok (u, v)
je smerovym vektorov tejto priamky. Nevlastny bod priamky [ tak ma aj stradnice
(0, 5u, 5v), vSeobecnejsie (0, Au, Av) pre lubovolné A # 0. Aby sme sa vyhli nejednoznac-
nosti priradenia medzi nevlastnymi bodmi a ich stiradnicami, pouzivame tzv. homogénne
suradnice:

(0:u:v)=(0:Au:Av) prevsetky A # 0.

.....

nevlastnych bodov, aj pri vlastnych bodoch budeme pouzivat homogénne sturadnice,
teda

(1:pp:p2) = (A:Ap1:Ap2) pre vSetky A # 0.

Dostéavame sa tak k formélnej konstrukcii projektivnej roviny, ¢i vseobecnejsie, n-rozmerného
projektivneho priestoru:

Nech k je pole, potom n-rozmerny projektivny priestor nad k je mnozina priamok v
A"TL(E), ktoré prechadzaji bodom (0,...,0). PresnejSie, nech ~ je nasledovna reldcia
na A" (k)\ {(0,...,0)}:

(ag,...,an) ~ (ag,...,a), ak (ag,...,a,) = (Aag, ..., Aay) pre nejaké A\ # 0, \ € k.

Lahko sa overi, 7e ~ je reldciou ekvivalencie, a teda rozklada mnozinu A" (k)\{(0,...,0)}
na triedy ekvivalencie. Body projektivneho priestoru si potom jednotlivé triedy:

P" (k) = (A" (k) \ {(0,...,0)})/ ~.
Kazdy bod v P" je takto reprezentovany viacerymi (n + 1)-ticami ¢isiel z k: (ag, . .., ay)
a (Aag, ..., ay) (A # 0) urcuju ten isty bod v P". Tieto (n + 1)-tice nazyvame homo-
génnymi suradnicami bodu v P". Pri zapise bodu pomocou jeho stiradnic pouzivame

19
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dvojbodku: (ag : - -+ : ay). Z konstrukcie projektivneho priestoru vyplyva, ze
(ap:---:ay) €P"  prave vtedy, ked a; #0 pre nejaké i.

PRIKLAD 1.1. Kruznica v redlnej afinnej rovine predstavuje redlnu projektivnu priamku:
stereograficka projekcia je bijekcia medzi bodmi kruznice a bodmi projektivnej priamky.

PRIKLAD 1.2. Sféra v A3(R) nie je modelom redlnej projektivnej roviny! V tomto
pripade stereografickd projekcia zobrazi celd nevlastni priamku na jediny bod. (Pozor,
toto eSte nie je dokaz, ze sféra nie je modelom P2, iba sme sa presved¢ili, ze stereograficka
projekcia v tomto pripade nedava bijekciu.)

PRIKLAD 1.3. Jednotkovy disk, ¢ize kruh v A?(R) spolu s hranicou, t.j. mnozina
{(a,b) | a®> +b* < 1}

je modelom redlnej projektivnej roviny, ak stoto6n9me dvojice proti+lahl7ch bodov na
hranici. Bijekciu m6zme popisat v troch krokoch:

(1) vnorfme A? do A3 tak, ze rovinu stotoznime so stiradnicovou rovinou z = 0,
(2) premietneme body disku v smere osi z na rota¢ny paraboloid z — (22 + 32)
(3) urobime projekciu paraboloidu z bodu (0,0, 1) do roviny z = 0.

(du: vypracovat)

2. Homogénne polynémy

PRIKLAD 2.1. Krivky v projektivnej rovine chceme definovat podobne ako v afinnom
pripade pomocou polynémov. Uvazujme napriklad polyném f = z12z0 — 1 € k|20, 21, 22]
a skusme zistit, ¢i takyto polyném popisuje nejakil mnozinu v projektivnej rovine.

Nech p = (1:1:1). Potom plati, ze f(1,1,1) =1-1—1 =0 a teda bod p by sme
mohli zaradit medzi body variety. AvSak pre ten isty bod p mame tiez p = (2:2:2) a
tentokrat f(2,2,2) =2-2—1 # 0. Mnozina {(ag : a1 : az) € P? | f(ag,a1,as) = 0} nie
je korektne definovana.

Pouzijeme premennt zp na homogeniziciu pévodného polynému: nech

fh = 2129 — ZS.
Potom bod p = (1 : 1 : 1) spliia rovnost f"(p) = 0 bez ohladu na to, ktoré stradnice
bodu p dosadime za premenné v polynéme f". Vieobecnejsie, nech pre ¢ = (g0 : q1 :
q2) € P? plati, ze f"(qo,q1,q2) = 0. Ak (g} : ¢} : ¢4) st iné stiradnice toho istého bodu
q, potom (g} : ¢} : ¢5) = (Aqo : Aq1 : Ag2) pre nejaké A. Po dosadeni tychto stradnic do
zhomogenizovaného polynému f" dostédvame

(Ao, Adq1, Ag2) = A Agz — (Ago)? = N (q1q2 — ¢3) = A" (90, q1, 32) = 0.
Mnozina
{(ao ajq a2) S ]P)Q | fh(ag,al,ag) = 0}
je tak korektne definovana.

DEFINiCIA 2.2. F € k[zo, ..., 2z,] sa nazyva homogénny polyném (forma) stupria d,
ak vSetky jeho ¢leny maji stupen d:
(9) F = Z Ci07._.7inzéo . z:{L> Cig,....in € k.
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PRIKLAD 2.3.

® 21 + z9 — Hz3 — linedrna forma

® 2129 + 2923 + 2123 — kvadratickd forma

o 2} — 2223 — kubickd forma

LEMA 2.4. Nech k je nekonecné pole. Potom polynom F' € k[z, ..., zy] je homogénny
stupnia d prdve vtedy, ked pre vsetky A € k plat{

F(X\z20,...,A20) = MF(z0,. .., 2n).
Dokaz. Zapisme F ako v (9). Nech
F(ag,...,ap) = Z cio,m,inaf)o . ai{" =0.
Nech M € k. Potom plati
F(Xag, ..., a,) = Z Cigronin ()\ao)io . ()\an)i" = Z )\dciow,inaéo . a;"
= )\chiow,,inaf}’ .aim = X F(ag, ..., a,) = 0.

Pre opac¢nu implikaciu rozpisme F ako stucet foriem:
F=F+F+- -+ Fy, kdelF;jeforma stupna i.

Potom pre Iubovolné \ € k plati

F(Az0,...,Azn) = Fo(Az0, ...y Azn) + F1(A20, -y Azn) + -+ Fgr(Az0, .., Azn)
a podla predchadzajicej casti dokazu potom

Fo(20,---y2n) + AF1(205 ... y2n) + -+ )\led/(zo, ceeyZn) — )\dF(zo, vy zn) = 0.
KedZe tento vztah musi platit pre vSetky A a tiez vSetky body projektivneho priestoru,
musi ist o nulovy polynén, ¢ize d = d' a F; =0 pre i # d. O

DOSLEDOK 2.5. Nech F € k[zg, ..., 2| je homogénny polyndém. Ak F(ag,...,a,) =
0, potom aj F(Aag, ..., a,) =0 pre lubovolné X € k.

Formy nad k s premennymi zp, 21,..., 2, s polynémy z okruhu k[zo, 21, ..., zn].
Daji sa teda rozlozit na saéin ireducibilnych polynémov. Z nasledujicej lemy navyse
dostaneme, zZe ireducibilné ¢leny vo faktorizacii polynému st tiez formy.

LEMA 2.6. Nech F € klz,...,z,] je forma a nech g € k[zo,...,z,] je delitelom g.
Potom g je tiez forma.
Dékaz. Nech F' = gh a nech g nie je forma. Rozpisme si g aj h ako sucet foriem:
g = G+ Gap1t+--+Gy
h = He+Hepi+---+Fg GoGpyH:.Hg # 0,
kde G; resp. H; je forma stupna ¢ resp. j. Potom
gh=G,H.+...G,Hyg,
kde GoH. # 0 je forma stupna a + ¢, podobne Gy Hy je forma stupna b+d. Ak by a < b
tak a +c < b—+d, co je spor. O
Teda ak F € klzo, ..., 2y,] je forma a
F =cF['.. Fl
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je jej jednoznacny rozklad, tak F; su tiez formy.
Afinnu krivku sme si definovali ako prvok v (k[x,y] \ k)/ ~, teda je to nekonstantny
polyném v k[z,y] modulo ndsobenie nenulovymi skaldrmi.

Podobne projektivna rovinnd krivka alebo krivka v P?(k) bude nekonstantna forma
F 7 k[zo,z1,22] modulo nasobenie nenulovymi skaldrmi. Bod P = (po,p1,p2) € P2
lezi na krivke F, ak F(po,p1,p2) = 0. Mnozinu vsetkych bodov projektivnej krivky F
ozna¢ujeme podobne ako pri afinnych krivkach V(F).

Analogicky ako pri afinnych krivkach, ak F' € k[zg, z1, x2] je forma a
F=cF' ..  F

je jej faktorizacia, potom krivka F; je komponentou krivky F' a r; je ndsobnost kompo-
nenty Fj.

3. Pokrytie projektivneho priestoru afinnymi mapami

Projektivny priestor dimenzie n sme formalne definovali ako mnozinu priamok v
A"t prechadzajicich zadiatkom stradnicovej ststavy (ekvivalentne ako jednorozmerné
podpriestory k"t1).

Na druhej strane si ho Casto predstavujeme ako rozsirenie afinného priestoru rov-
nakej dimenzie. Priestor A" je tak podmnozinou priestoru P". Nevlastné body (body v
nekonecne) si body v P™ \ A”.

Budeme teraz blizsie skiimat suvis tychto dvoch konstrukecii.

Nech (aq,...,a,) € A™. Priestor A™ uvazujme ako vlozeny do P", takze bodu
(ai,...,ay) priradime homogénne stiradnice, napriklad (1 :aj : ---: a,). Tymto sposo-
bom skonstuujeme vsSetky také body P", ktorych prva homogénna sturadnica je nenulova.
Body s prvou stradnicou nulovou si nevlastné, pricom bod (0 : a3 : --- : a,) zodpo-
vedd vSetkym priamkam, ktorych smerovy vektor je (aq,...,a,). Naopak, vezmime bod
(ag : -++ : ap) € P™ taky, ze ap # 0. K tomuto bodu projektivneho priestoru vieme
priradit bod v A™: plati, ze

(ao:...;an):<1;al;...;a”>7
ao ao

takze dostdvame bod (Z—é, cee Z—g) € A". S afinnym priestorom A" sme tymto postupom
v P" stotoznili mnozinu

Up={(ap: - :an) € P"|ap#0}.
Vynechali sme nevlastné body

P*"\ Uy ={(ag:---:ap) € P"|ag =0}

Mnozina Uy nevlastnych bodov nie je v P" nijak $pecidlna. Analogicky definujeme
mnoziny Uy, ..., Upy:

Ui ={(ap:-:a,) € P"|a; #0}.
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Kazda z tychto mnozin sa dé stotoznit s n-rozmernym afinnym priestorom, tak ako sme
to urobili v pripade Ujy:

(o An—>UZ‘, (al,...,an)»—> (a1 M N 7 1:ai+1 : -'-:an)
a a;i—1  a; a
e U= A", (ag:---:ap) — <O:--~: =1, Dl n)

a; a; a; a;
Mnoziny Uy, ..., U, sa nazyvaju afinnymi mapamsi a vSetky spolu pokryvaju cely afinny
priestor:

P*"=UyUU U---UU,,.

Inklizia ,O7je zrejmé, kedze U; C P™, opa¢nd inkluzia plati, lebo ak (ag : - - : ay,) € P,
potom existuje ¢ € {0,...,n} také, ze a; # 0, a teda (ap : --- : a,) € U;.

4. Krivky v projektivnej rovine

Nas bude takmer vylucne zaujimat projektivna rovina:

IP’Q(R) =UyUULUU, U;={(ap:a;:az)la; #0}

Priklad. F = 27 + 23 — 22 je kvadratickd krivka v P?(R). Skisme ttito krivku
vizualizovat, teda nacrtnit V. Najjednoduchsie je nakreslit vzdy nejaka afinni cast
krivky, uvazujme napriklad body krivky F', ktoré lezia v afinnej mape Up:

VFﬂU():{(a()Zal ZCLQ)‘CL%—FGJ%—G%:O/\CLZ‘%O}
Pre bodu v Uy plati, ze ag # 0, preto mozme pisat
al . %

).

) st afinné siradnice v tejto mape (t.j. ked Uy = A% — P?).

: : =(1:
(ao al az) ( 0 a0

ar az

Vidime, Ze potom (%, =

Afinné stradnice krivky tak musia spliiat rovnost (%)2 + (2—3)2 — 1 = 0, teda rovnica
danej krivky v afinnych stradniciach je 22 +y?> — 1 =10, kde = = 21 /20 a y = 22/ 2.

Nejaké body krivky F' ale tato rovnica nepopisuje, presnejsie nepopisuje body krivky
F, ktoré nelezia v Uy. St to body:

z%—!—zg—zg:() ANz =0.

Tomuto vyhovuji body (0:1:4),(0:1: —i) — tzv. kruznicové body.

Vidime, ze forma stupna d s n + 1 premennymi je podobné polynému stupna d s n
premennymi. Medzi nimi sa mézme presuvat homogenizdciou a dehomogeniziciou:

e nech F' € k[zo, 21, . .., zy) je forma, potom polyném f(z1,...,2,) = F(1,21,...,2p)
je dehomogenizaciou F' (t.j. x; = z;/z0)

e nech f € k[xy,...,x,], deg f = d, potom forma F € k[z, z1, ..., 2,] stupna d
takd, ze F(1,x1,...,2,) = f(x1,...,2,) je homogenizdciou f (zapisujeme aj
F=")

Pomocou homogenizicie a dehomogenizacie vieme prepojit projektivnu krivku a jej
afinnt cast: ak F' € k[zg, 21, 22| popisuje projektivnu krivku, potom dehomogenizicia
f(z,y) = F(1,z,y) popisuje jej ¢ast v afinnej mape Uy (analogicky vieme najst Casti
krivky v afinngch mapéch Uy a Us). Naopak, ak f € k[z,y| je afinnd rovinna krivka,
potom homogenizacia F' polynému f popisuje ziplnenie krivky f.
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Pozor, homogenizécia a dehomogenizacia nie st to celkom inverzné akcie:

F = zgzl — 207129 + 23
f = F(].,l'l,l’Q):l’l—CL'lI'Q—F]_
R R e S

2

PRIKLAD 4.1. Uvazujme redlnu afinnt krivku (z — 1)2 + y? = 1. Afinnt rovinu

vnorime do projektivnej ako Up:
A%(R) <= P*(R), (a,b) — (1:a:b).

Rovnica krivky potom bude
(21— 20)% + 23 = 24,

Ako tato krivka “vyzera” v afinnych mapach Uy a Us?

PRIKLAD 4.2. Uvazujme realnu afinnt krivku y = 2® v A%2(R). Vnorfme A?(R) do
P2(R) ako Uy a postupnou vizualizaciou krivky v Uy a Us (pre tiplnost a poucenie aj
zistime, aké nevlastné body méa krivka v jednotlivych mapach) odhalime aj singularny
bod tejto krivky.

Krivku mézme skusit vizualizovat aj globédlne. Projektivnu rovinu si mézme pred-
stavit ako dvojrozmernt sféru, na ktorej sme dva protilahlé body stotoznili. Postupovat
pri vizualizacii krivky mo6zme napriklad takto:

(1) vizualizovat ¢ast krivky v Uy = A%(R),

(2) vlozit Uy do A3(R) (ako xy-rovinu),

(3) zdvihniut Uy do roviny z = 1,

(4) premietnut na jednotkovu sféru - uvidime aj body v oo.

PRIKLAD 4.3. Vivianiho krivka je prienik gulovej a valcovej plochy:

?+yi+2t =1
=30 +y" = 7

Ide o priestorovi krivku. Presved¢ime sa, ze jej projekciou do yz-roviny je tzv. Geronova
lemniskata:

y2 — 2?42t =0.
Vnorime A?(R) do P?(R) ako Up. V mape Us, (t.j. povodnd y-os sa stane nevlastnou
priamkou) mé krivka v (0,0) izolovany (singularny) bod.

5. Vypocty v projektivnej rovine

Vo vSeobecnosti sa vypocty na projektivnych krivkach, (¢i na projektivnych algeb-
raickych mnozindch) robia tak, Ze sa najprv zuzime na afinni ¢ast krivky obsahujicu
body, o ktoré sa zaujimame (pracujeme s krivkou “lokélne”). No niektoré vypocty sa
daju robif priamo v projektivnej rovine, specidlne rovinné krivky si spravidla vybornymi
objektami pre takéto “globdlne” vypocty.

Nech F' € klzo, 21, 22] je forma, t.j. ide o krivku v projektivnej rovine. Potom deho-
mogenizacia f(x,y) = F(1,z,y) popisuje krivku lokalne, presnejsie popisuje jej body,
ktoré sa nachadzaja v afinnej mape

U() = {(a0:a1 : az) ‘ ag 7&0},
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t.j. f(a1,a2) = 0 prave vtedy, ked F(1,a1,az2) = 0.

Sktimajme teraz derivacie polynémov f a F'. Nech najprv F' je moném: F' = zgo szZSQ

a teda f = z%y®. Tahko sa presvedéime, ze derivicia dehomogenizicie F sa rovné
dehomogenizacii derivacie (inak povedané, dehomogenizicia a derivicia komutuji):
oF di—1 di—1,d5 _ Of

d d
= 9o |y = d125° 21 257 [(12)= 127" Yy® = 9z = o

(Deriviciu F' podla z; zapisujeme skratene F;.) KedZe derivacia linedrnej kombinacie
monoémov je sucet linedrnej kombindcie derivacii, dokazany vzfah plati pre Tubovolni
formu a jej dehomogenizaciu, nielen pre moném.

1z,y)

TVRDENIE 5.1. (Eulerov vzorec) Pre formu F € k(zo, 21, z2] stupnia d plati
20Fy + 211 + 20F5 = dF.

Dokaz. du O

DOSLEDOK 5.2. Bod P je singuldrnym bodom projektivnej krivky F € k[zo, 20, 22]
prave vtedy, ked
Fyo(P) = F1(P) = F»(P) =0.

TVRDENIE 5.3. Ak P je reguldarny bod projektivnej krivky F € k[zo, 20, 22], potom jej
dotycnica v bode P je
Fo(P)Z() + Fl(P)Z1 + FQ(P)ZQ =0.

Dékaz. Nech P = (pg : p1 : p2) a nech napr. pg # 0, budeme teda predpokladat, ze
po = 1, a tak afinné stradnice P st (p1,p2). Nech f je dehomogenizédcia F' vzhladom na
20, t.j. f(z,y) = F(1,z,y). Potom doty¢nica f v P ma rovnicu

fz(P)(x_pl) +fy(P)(y—p2) =0.

Homogenizaciou tejto rovnice ziskame rovnicu doty¢nice v P2

Jo(P)(z1 — p120) + fy(P)(22 — p220) = 0

a tuto upravime na tvar v tvrdeni pomocou Eulerovho vzorca a rovnosti Fi(P) = f,(P),
F>(P) = fy(P) pre bod P s homogénnymi stradnicami (1 : p; : p2). O

Podobne ako sme si v afinnej rovine definovali priesekovy polyném popisujuci prie-
sec¢niky krivky s parametrizovanou priamkou, si mézme definovat priesekovi formu pro-
jektivnej krivky a parametrizovanej projektivnej priamky:

Nech F € k[zo, 21, 22] je projektivna krivka a nech A = (ag : a1 : a2), B = (by : by :
bs) sti r6zne body v P2. Priamku L cez A, B mozme parametricky zapisat ako mnozinu
bodov

X =sA+1tB, kde (s:t)#(0:0).
Na parametrizdciu sa teda (podobne ako v afinnom pripade) mézeme pozerat ako na
zobrazenie P! < P2 (s : t) — sA + tB. Priesekovii formu potom uz lahko dostaneme
dosadenim parametrizacie L do rovnice krivky:

q)(S, t) = F(Z0(87 t)a 21(87 t)a 22(37 t))
Naozaj ®(s,t) je bindrna forma stupna rovnakého ako bol stupen krivky F' - tu méme

prvy rozdiel oproti afinnému pripadu, kde priesekovy polyném mohol mat nizsi stupen,
nez bol stupen krivky.
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Porovnajme si prave definovani priesekovi formu s priesekovym polynémom, ktory
sme podcitali v afinnom pripade.

Nech F je krivka a L priamka v projektivnej rovine, a nech L nie je komponentou
F. Uvazujme bod P € V(F)NV(L). Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat,
ze P = (1:p; :p2). Priamka L bude parametrizovand pomocou svojich bodov A = (1 :
ai : az) a B = (0: by : by) (urcite také dva body na priamke lezia). V P? je teda jej
parametrizacia (s : a;s + bit : ags + bat) a tak priesekové forma je

O = F(s,a18+ bit,azs + bat).
Parametrizécia priamky v A? je (a1 +b1\, a2 +bo)) a zodpovedajtici priesekovy polyném
je potom
U = f(a1 4+ b1\, a9 + bg)\).

Zrejme (0 : 1) je koretiom ®, ak bod B = (0 : by : by) lezi na krivke F'. Tento bod nelezi
v afinnej Casti f krivky F'. Ostatné korene ® mozme hladat v tvare (1 : t). Vidime, ze

(10) (1, t0) = W(to),

¢ize v afinnej mape Uy pomocou ® a ¥ dosiavame tie isté ndsobnosti priesekov priamky
s krivkou. Preto mézme priesekovii nasobnost priamky a krivky s tym istym vysledkom
pocitat aj priamo v projektivnej rovine pomocou priesekovej formy.

Podobne ako pre priesekovy polyném v afinnom pripade, aj pre priesekovi formu
sa da ukéazat, ze projektivnou transformaciou sa zachovava. Tiez sa da ukéazat, ze prie-
sekové ¢islo definované pomocou priesekovej formy nezavisi od parametrizacie priamky.
Moézme to ukazat bud priamo pre formy, dokazy by prebiehali iplne rovnako ako v afin-
nom pripade. Alebo sa obe vlastnosti dokazu restrikciou na afinni mapu s poukazanim
na (10).

Z konstrukcie priesekovej formy mame aj analégiu Lemy 1.5 (ide uz o specidlny
pripad Bézoutovej vety):

LEMA 5.4. Nech F je krivka stupria d > 1 a nech L je priamka v P%2. Ak L nie je
komponentou F', tak

> Ip(F,L) < deg(F).

PeV(L)
V pripade, Ze je pole k, nad ktorym pracujeme, algebraicky uzavreté, potom
PeV(L)

3

PRIKLAD 5.5. Uvazujme krivku v afinnej rovine, f = 2y? — 2% — 22 a priamku cez

body A = (1,0) a B =(1,1).

Priesekovy polyném krivky a priamky je kvadraticky a najdeme tak dva jednoduché
priesecniky priamky a krivky:

O(t) = f(1,t) =22 —2=2(t — 1)(t + 1),
priese¢nikmi si tak body (1,1) a (1,—1).

Ked tiito krivku uvazujeme v projektivnej rovine, popfsand je formou F = 22923 —
23 — 2922, Priamka cez A a B m4 parametrizéciu

2o0=8+t, zn1=s84+1 2z9=1
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a priesekova forma je potom
D(s,t) = —2(s +t)s(s + 2t).

Takto okrem priesecnikov, ktoré sme nasli v afinnej mape, najdeme este treti spoloény
priesecnik, bod (0:0: 1).






KAPITOLA 4

Bézoutova veta

1. Tvrdenie vety

PRIKLAD 1.1. Uvazujme priamky f = y—3x a g = y—3x—1 nad C. Obe st krivkami
stupna 1. Priesecnik ndjdeme az po zuplneni, t.j. nie v afinnej ale v projektivenj rovine.

PRIKLAD 1.2. Uvazujme kruznice f = (z +2)2+y%> —1lag= (z —4)?> +y> — 1 nad
C. Ide o krivky stupna 2, ktoré sa pretinaji v styroch bodoch. Vsetky styri priesecniky
maju komplexné stradnice. Dva st vlastné a dva st nevlastné.

PRIKLAD 1.3. Ak kruZnice, s ktorymi pracujeme, budu sistredné, ndjdeme len dva
spolo¢né body, i ked hladdme nad komplexnymi ¢islami a v projektivnej rovine, kon-
krétne ndjdeme len kruznicové body (0:1:i)a (0:1: —i). Nech napr. f =22 +y?>—1a
g = 22 +y? — 4. Ak skiisime néjst dotycnice kriviek v tychto bodoch, zistime, Ze v bode
(0 :1:4) maju obe kruznice spolo¢nt doty¢nicu z; + iz (afinne x + iy). Podobna situ-
acia je v druhom spolo¢nom bode. Ide o Specidlny typ dotyku. Ak kazdy zo spolo¢nych
bodov zapocitame dvojnasobne, aj tieto kruznice maji styri priesecniky.

VETA 1.4. Nech f, g si rovinné krivky bez spolocnej komponenty. Potom pocet
priesecnikov kriviek f a g sa rovnd cislu

deg f - degg
za prepokladov:
e krivky f a g uvaZujeme v projektivnej rovine,

e pole, nad ktorym pracujeme, je algebraicky uzavreté,
o priesecniky su pocitané so spravnou ndsobnostou.

2. Rezultanty

LEMA 2.1. Nech f,g € R[t], kde R je okruh s jednoznacnym rozkladom. Potom f a
g maji spolocného nekonstantého delitela prdve vtedy, ked existuji p,q € RIt] také, Ze
pf +qg =0 a pre stupne p,q plati degp < degg, degq < deg f.

Dékaz. Nech h je netrividlny spolo¢ny delitel polynémov f, g, teda f = hfi, g = hgi,
kde deg f1 < deg f a deg g1 < degg. Potom staci zobrat p = g1 a ¢ = — f1.

Opacne, nech p, ¢ si polynémy s vlastnostami uvedenymi v tvrdeni lemy. Faktori-
zujme obe strany rovnosti

pf=—ayg.

Kazdy ireducibilny faktor polynému g sa musi nachadzat aj na lavej strane, a tak je
delitelom polynému f alebo polynému p. Kedze degp < deggq, niektory z delitelov
polynému g musi byt delitelom polynému f. O

29
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DEFINicIA 2.2. Nech f, g € R[t] si polynémy stuptiov m a n nad okruhom s jedno-
znac¢nym rozkladom:

g= gnt"+---+ g1t +g0, gn#O.

Stvorcova matica

fm fm-1 .. fo 0O ... 0
0 fm o i fo .. 0 n — krét
_ 0 e 0 fm -~ f1 fo
Syl(f.9) = 9n Gn-1 ... go O ... 0
0 gn -+ g1 g0 --- O
. ' m — krat
0 .. 0O gn --- g1 90

sa nazyva Sylvestrova matica polynémov f a g.
Rezultant polynémov f a g je determinant

Res(f, g) = det Syl(f, g).

PozNAMKA. Niekedy budeme oznacovat rezultant polynémov f a g aj Resi(f,g), a
to v pripade, ked budeme chciet zdoraznit, ze f, g st polynémy v premennej ¢.

TVRDENIE 2.3. Polynémy f,g € R[t] majui netrividlneho spolocného delitela prdve
vtedy, ked Res(f,g) = 0.
Doékaz. Podla Lemy 2.1 maju f,g netrividlneho spolo¢ného delitela prave vtedy, ked
existuju polynémy
p= Puat" '+ -+ pit + po,
0= guat" '+t at+q
také, ze pf + q¢g = 0. Na lavej strane mame polyném, ktory ma podla rovnosti byt
nulovy. Dostavame tak, ze
foro+90q0 = 0
Jipo + for1 + 9190 + o1 =

JfmPn—1+ gm@n—1 = 0.

Toto je stistava linedrnych rovnic pre nezndme p;, g;, ktord ma netrividlne riesenie prave

vtedy, ked Res(f,g) = 0. O

DOSLEDOK 2.4. Ak k je pole a f,g € k[t], potom f a g maji spolocny korer nad
nejakym rozsirenim pola k prave vtedy, ked Res(f,g) = 0.

PRIKLAD 2.5. Polyném f € k[z] (k je algebraicky uzavreté pole) ma viacndsobny ko-
refi prave vtedy, ked polynémy f a f’ maji spolocny koreni. To je ekvivalentné tvrdeniu,
ze Res(f, f') = 0.
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3. Vyuzitie rezultantov pri praci s projektivnymi krivkami

Budeme pracovat s projektivnymi krivkami nad k, teda s formami v k[zg, 21, 22].
Kazdu takito formu moézme uvazovat ako polynéom v (k[z1, 22])[20]. Okruh k[z1, z2] mé
jednoznacny rozklad, preto moézme pouzivat vedomosti o rezultantoch.

Ak F resp. G st formy k[zo, 21, 22] stupnia m resp. n, budeme ich ¢asto zapisovat
ako polynémy v zg, t.j.
F = R+ Pz '+ +Fy
G = Gl +Gizy 4+ Gy,
kde F; resp. G je forma v z1, 2 stupna i resp. j.
LEMA 3.1. Nech F,G € k|zo,21,22] su formy, kde stuperi F' je m a stupen G je
n. Nech (1,0,0) nie je korennom F ani G. Uvazujme F a G ako polynémy v zy nad

klz1,22]. Vtedy deg, F' = m, deg, G = n a Res,,(F,G) je bud 0 alebo forma stupria
mn v premennych z1, z3.

Dékaz. Kedze (1,0,0) nie je korenom F', tak Fy (koeficient pri z{") je nenulovy, a tak
deg, F' = m; podobne pre G.

Ozna¢me si R = Res,, (F,G), ide zrejme o polyném v z1, 29, R = R(z1, 22). Rozpi-
seme si determinant R(Az1, Az2). Ked druhy riadok prislusnej Sylvestrovej matice vy-
nasobfme A, treti A2, ..., n-ty A", (n + 2)-hy vyndsobime ), ..., posledny vynasobime
A" dostaneme rovnost

m+n -

AZ = HEZD R(Azy, Azg) = AEETDR(2), 7)),
odkial po skrateni dostavame
R(Az1,Az2) = A" R(21, 22),
¢o podla Lemy 2.4 znamend, Ze polyném R = Res,,(F,G), ak nie je nulovy, je forma

stupna mn. O

V projektivnej rovine moézme uvazovat projekciu z bodu na priamku: nech L je
priamka a S bod, ktory na nej nelezi. Potom pre kazdy bod Q € P? rézny od S pretina

priamka Cb? priamku L presne v jednom bode, ktory nazymave priemetom bodu Q).
Ak S=(1:0:0) a L je nevlastna priamka zo = 0, potom bod Q = (qo : q1 : ¢2) sa
premietne na bod (0 : ¢; : ¢2) (premietacia priamka ma rovnicu goz1 — q122).
Thato konstruciu vyuzijeme pri dokaze nasledovnej vety.

VETA 3.2. Nech F resp. G st krivky stupriovm resp. n vP? bez spolocnej komponenty.
Potom F a G maji nanajvys mn spolocnych bodowv.

Dékaz. Nech bod S = (1:0:0) nelezi na krivke F' ani na krivke G. Budeme premietat
z bodu S na priamku zg.

Formy F a G budeme teraz chapat ako polynémy v zp nad k[z1, z2]. Podla prave
dokazanej lemy maju tieto polynémy v zg stupen m a n. Nasledovné tvrdenia st nad
algebraickym uzaverom k zjavne ekvivalentné:

e (0:aj:ay) je priemet spoloéného bodu kriviek F' a G,
e existuje ag také, ze F(ap,a1,a2) = G(ag,a1,a2) =0,
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e F(zp,a1,a2) a G(zp,a1,a2) maji ako polynémy v zp spoloény koren,
® Res;, (F7 G)’Z1:a1,z2:a2 =0.

Vidime teda, Ze priemety prieseénikov kriviek F' a G zodpovedaji koretiom (a; : ag)
formy Res,,(F,G). Podla predchadzajicej lemy je rezultant Res,,(F,G) bud 0 alebo
forma stupna mn v premennych z1, zo. Ak je rezultant nulovy, potom polynémy F' a G
majui spolo¢ného delitela (Tvrdenie 2.3), ¢ize krivky F' a G maji spolo¢nii komponentu,
¢o sme vsak v predpokladoch vyluéili.

Mame tak maximdalne mn priemetov priese¢nikov. Stale méze ale nastat situacia,
ze jeden priemet zodpovedd viacerym priesecnikom: to sa stane, ked priamka spajajica
dva priesecniky kriviek F' a G prechadza cez bod S = (1:0 : 0). Tejto situdcii sa fahko
vyhneme tak, ze bod S zvolime mimo tychto priamok a nasledne afinnou transformaciou
posunieme do (0, 0). O

DErFINicIA 3.3. Nech F,G s krivky v P? a nech P € P? je bod. Potom priesekovi
ndsobnost (priesekové c¢islo) kriviek F' a G v bode P definujeme nasledovne:

e [p(F,G) = 00, ak P lezi na spoloénej komponente,
o I[p(F,G)=0,ak P ¢ V(F)NV(G),
o ak F' = Fld1 ... F¥ a G =G ...G st rozklady F a G na ireducibilné kom-

ponenty, potom Ip(F,G) =37, > . die;Ip(F;, Gj),

e ak F, G nemaji spolo¢nit komponentu a (1 : 0 : 0) nelezi na ziadnej spojnici
priesecnikov, potom Ip(F,G) je ndsobnost (p; : p2) ako korena Res,, (F,G),
kde (pg : p1 : p2) st suradnice bodu P # (1:0:0).

Pre overenie korektnosti definicie je potrebné ukazat nezavislost Ip(F, G) od strad-
nicovej sustavy. To vsak pre technickt narocnost na tejto prednaske robit nebudeme.

DOSLEDOK 3.4. (Bézoutova veta) Nech F resp. G si krivky stupriov m resp. n v
P2(k), (k je algebraicky uzavreté pole), a nech F a G nemaji spolocni komponentu.
Potom

Z Ip(F,G) = mn.

PeV(F)NV(G)
TVRDENIE 3.5. Nech F je krivka a L priamka v P2, ktord nie je komponentou F.
Potom obe definicie priesekovej ndsobnosti siuhlasia.
Dékaz. Nech L = zp a nech (1:0:0) nelezi na F', teda
F = Fy(z1,2) + Fy_1(21,22)20 + - - + Fo(21, 22) 2,

kde F; je forma stupnia i a Fy # 0. Nech P = (0 : 1 : 0) je spolo¢ny bod priamky L
a krivky F. Néasobnost prieseku F' a L v bode P pomocou novej definicie spocitame
pomocou rezultantov:

Fy, Fy ... Fyq Fy
1 0 ... 0 0

RGSZO(F, L) = 0 1 e 0 0 = (—l)dFd(Zl,Zg).
0o 0 ... 1 0

Priesekova nasobnost potom je nasobnost (p1 : p2) = (1:0) ako korena Fy(z1, 22).
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Pre vypocet priesekovej nasobnosti podla starej definicie potrebujeme najprv para-
metrizovat priamku L:
z0=0, 2z1=s, z29=1t.
Bod P zodpovedd v tejto parametizacii parametru (s : t) = (1 :0). Priesekova forma je
D(s,t) = F(0,s,t) = Fy(s,t).
Vidime, ze priesekova ndsobnost priamky L a krivky F' je tak ako v predchadzajicom
pripade rovné ndsobnosti (1 : 0) ako korena Fy(z1, 22). O
PRIKLAD 3.6. Najdime vSetky spolo¢né body parabol
f = Y- 3]'2 - 17
g = y—az?+1.
aj s ich nasobnostami. Lahko overime, ze v A% nemaji tieto krivky ziaden spoloény
bod, spolo¢ny maju nevlastny bod (0: 0 : 1). Pre overenie ndsobnosti tohto prieseénika

budeme premietat z bodu (0,0) na nevlastnt priamku. Homogénne rovnice kriviek v P2
st

F = 2z - z% - zg,
G = zyz— z% + zg.
Dostaneme tak
—1 2z —22 0
10 =1 2z —zf 4
Res,, (F,G) = 1 -2 0 |7 4z7.
0 1 2z -2

Bod (0 : 0 : 1) (ktory sa vo vypocte rezultantu premieta na bod (0 : 1)) je teda
stvornasobnym priese¢nikom danych kriviek.

4. Dodatok: vyuzitie rezultantov pri rieseni ststav polynomickych rovnic

PRIKLAD 4.1. Pomocou rezultantov ndjdeme spolo¢né body dvoch rovinnych kriviek:
hyperboly popisanej polynémom f = zy—1 a kruznice popisanej g = z?+y?>—4. Hladdme
teda riesenia sustavy dvoch rovnic o dvoch neznamych.

KTicovym je nasledovné preformulovanie problému: ak f a g chapeme ako polynémy
jednej premennej x nad k[y], kedy maji tieto dva polynémy spoloény koren? Podla
Vety 2.3 je to préave vtedy, ked Res,(f,g) = 0. Polyném f je linedrny v x, polyném g
zas kvadraticky. Mame

y —1 0
Res,(f,9) =0 y —1 |=y¢y'—4°+1
1 0 y>—4

Stistava mé Styri rieSenia: y-stradnica je rieSenim rovnice y* — 4y + 1 = 0. Kazdému
z tychto rieseni zodpoveda jedna hodnota pre z-stradnicu, ¢ize dokopy tak dostaneme
presne Styri spoloéné korene dvoch polynémov z k[z].

PRIKLAD 4.2. Najdime prienik kriviek V (f), V(g) € A%(C), kde

= ay—-1
g = x2y+y2—4.
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Rezultant polynémov f, g vzhladom na premennu x je

Res;(f,9) =y* — 4> +y=y(y* — 4y + 1).

Pre y = 0 vSak neexistuje ziadna hodnota x taka, aby bod s tymito stiradnicami lezal
na oboch krivkach.

Zdanlivo tu ide o konflikt s Ddsledkom 2.4. Treba si ale vsimnut, ze v pripade,
ked dosadime y = 0, uz nepracujeme s polynémami stuprniov 1 resp. 2 a teda ich Syl-
vestrova matica nema stupen 3. Inak: nie je pravda, Ze Resz(f,¢)(0) by bolo rovné

Resy (f(2,0),9(,0)).

Preskimame blizsie, ¢o geometricky popisuje rezultant dvoch polynémov v k[z, y|.

Skuisme sa pozriet na Sylvestrovu maticu ako na maticu zobrazenia. Pre jednodu-
chost uvazujme situdciu, ked f,g € k[z|, kde k je pole. Sylvestrovu maticu polynémov
f a g mozeme chapat aj ako maticu zobrazenia linearnych priestorov.

Oznacme si ako P; mnozinu vSetkych polynémov v k[z], ktorych stuper nie je vacési
ako d, potom P; je (d + 1)-rozmernym vektorovym priestorom nad k. Uvazujme zobra-
zenie

0: (p.q) = pf+ag (p.q€klz]).
Ak budeme za p brat len polynémy stupna maximéalne n—1 a za g zas polynémy stupna
maximélne m — 1, médme zobrazenie priestorov

6: Poo1®Pp1 = Ppyn—1,  (p,9) = pf +4qg.

Oba priestory, P,—1 & Pn—1 aj Ppin—1 st vektorovymi priestormi dimenzie m + n a
zobrazenie J je linedrnym zobrazenim. Preto po zvoleni baz v oboch priestoroch sa da
takéto zobrazenie popisat Stvorcovou maticou stupna m + n.

V priestore Pp,4n—1 si zvolme Standardnd monomidlnu bazu

m+n—1 _ m+n—2
T , X Y, N I

v priestore P,,_1 ® P,,_1 zas kombinaciu standardnych bdz podpriestorov, Cize
("1, 0), (z"2,0),...,(x,0),(1,0), (0,2™1),...,(0,2),(0,1).

Matica zobrazenia § potom v i-riadku obsahuje siradnice obrazu i-teho bazového vek-
tora priestoru P,_; @ P,,—1 vzhladom na zvolent bazu priestoru P,,—1 (to plati pre
riadkovi konvenciu, ked vektory zapisujeme ako riadky suradnic, pri stipcovej konvencii
bude matica transponovand). Pre bazy priestorov, ktoré sme si zvolili, budi koeficienty
obrazov prvych n bazovych vektorov (z¢,0) tie isté ako koeficienty polynému f, len
,posunuté” dolava podla stupna ¢. Podobne pre zvysnych m béazovych vektorov dosta-
neme prislusné posunutie koeficientov polynému g. Vidime, ze matica nasho zobrazenia
je presne Sylvestrova matica polynémov f a g. Toto chapanie Sylverstrovej matice nam
teraz pomoze dokazat nasledovné tvrdenie.

VETA 4.3. Nech f,g € klx1,...,x,]. Potom existuji polynomy p,q € k[z1,. .., 2]
také, Ze
Resz, (f,9) = pf +q9.

Dokaz. Z definicie rezultantu je zrejmé, Ze Res,, (f, g) je polyném, presnejsie Res,, (f,g) €
klxa, ..., zy]. Ze plati aj Resy, (f,9) € (f,g), ukdZzeme Cramerovym pravidlom:
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Nech A je Tubovolna stvorcova matica stupna n, a nech adA oznacuje adjungovant
maticu k matici A, ¢ize
adAi’j = (—1)Z+J|Aj7i|,
kde A;; je podmatica A, ktort ziskame vynechanim j-teho riadku a i-teho stipca).
Potom plati (Cramerovo pravidlo):

A-adAd =adA - A= |A|L,.

Aplikovanim tohto pravidla na Sylvestrovu maticu dostédvame

adSyl,, (f,9) - Syl,, (f,9) = Res, (f,9)In,  kde N =deg f + degy,

Po vynasobeni zlava maticou (0 ... 0 1) dostdvame

(0 ... 01)-adSyl, (f,g9)-Syl,,(f,9) = Resg (f,9)(0 ... 01), cize
(Ul UN)Sylzl(f7g) = (O ORele(fvg))

Uz sme si vysvetlili, ze Sylvestrova matica je maticou zobrazenia linedarnych priestorov
alebo vSeobecnejsie modulov nad R, kde teraz R = k[za, ..., x,]: iSlo o zobrazenie, ktoré
dvojici polynémov (p, q) priradi polyném pf + qg. Vidime, Ze toto zobrazenie vektor so
suradnicami v1, ..., vy, ktory reprezentuje dvojicu polynémov (vla:?_l 4+ Fvp121 +
Uns vn+1x71"71 +-+-4+vn_171+vN), zobrazi na vektor so stiradnicami 0, . .., 0, Res,, (f, 9),
ktory zas reprezentuje polyném Ox]lvfl + -+ 0x1 + Resy, (f, g). Teda nasli sme p,q €
klzy,...,zy] také, ze Resy, (f,9) = pf + qg. O

DOSLEDOK 4.4. Ak (a1, aq,...,ay) je spolocnym koreriom f a g, potom jeho priemet
m(ar,ag,...,an) = (ag,...,an)

je koreriom Resg, (f, g).

Pouzivat rezultanty pri hladani spoloénych bodov dvoch kriviek je teda korektny
postup: v Priklade 4.1 polyném Res; (f, g) popisuje varietu, ktora uréite obsahuje vSetky
body priemetu prieniku V(f) a V(g) na y-os. Potom z-siradnicu mézeme dopocéitat bud
dosadenim konkrétnej y-siradnice do f a g, alebo este ndjdeme rezultant

Res,(f,g) = 2? — 42 + 1.

Dostaneme tak styri moznosti pre hodnotu z-stradnice, tiez mame Styri moznosti pre
hodnotu y-sturadnice, dokopy tak otestujeme 16 bodov, spomedzi ktorych tak vyberieme
rieSenia.

Priklad 4.2 zas ukazuje, ze V((f, g) N k[z2, ..., z,]) naozaj moze byt vlastnou pod-
mnozinou V(Resg, (f, g))-

PRIKLAD 4.5. Rezultanty mozme tspesne pouzit aj v pripade, ked krivky, ktorych
prienik hladdme, maji nekonec¢ne vela spolo¢nych bodov, teda maji spolo¢nt kompo-
nentu.

Néajdime vsetky raciondlne body (t.j. body, ktorych stradnice si raciondlne cisla)
leziace na krivkach V(f) a V(g), ak

f = 2%y —3zy®+ 22— 3zy
g = y+a2°—4y?—3y+1.
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Vypocitame rezultanty (aj vypocet rezultantu aj faktorizaciu urobime pomocou ne-
jakého systému pocitacovej algebry):

Res.(f,g) = —108y? —513y% — 92997 — 738y° — 1495 + 112y + 37¢° — 149> — 3y + 1
1 4 1
= -1 12y — ) = — —
08(y +1)°(y — " — 5oy + o)

Priemet priese¢nikov na y-os teda obsahuje najviac 2 racionalne body. Podobne ndjdeme
priemet priese¢nikov na x-os:

Res,(f,g) = 0.

O tomto priemete tak nevieme povedat ni¢. Nemoézme preto jednoducho zobrat vSetky
moznosti pre z- a y-stradnice a dosadzovanim spomedzi nich vybraf riesenia, ale budeme
rozsirovat ¢iato¢né rieSenia ziskané z rovnice Res,(f,g) = 0.

Ak y = —1, potom f(x,—1) = 0 pre vSetky x, podobne g(z, —1) = 0 pre vSetky z.

Krivky f a g teda obsahuju priamku y + 1.
Ak y = %, potom ststava f(z, i) =g(x %) = 0 ma rieSenie x = 0, a tak poslednym

(z,
raciondlnym prieseénikom f a g je bod (0, %)

Sice je rezultant definovany len pre dva polynémy, mozno ho pouzit aj na hlada-
nie spolo¢nych korenov viacerych polynomickych rovnic. Napriklad, ak chceme najst
spolo¢né korene polynémov f, g, h € k[x,y, z|, méZme konstruovat priemety postupne:

V(Res:(f,9)) C A”
obsahuje priemety korenov f =0, ¢ = 0 do xy-roviny, podobne

V(Res.(f,h)) C A?
obsahuje priemety korenov f =0, h = 0, takze

V(Res.(f,9), Res.(f,h)) C A?

obsahuje priemety koretiov f = 0, g = 0, h = 0 do xy-roviny. Pomocou rezultantov
najdeme potencidlne priemety na z-os, podobne potencidlne priemety na y-os. Potom
eSte analogickym postupom najdeme potencidlne priemety na z-os. Ak dostaneme len
koneéne vela moznosti pre hodnotu kazdej stiradnice, jednoducho dosadime vsetky moz-
nosti do poévodnych rovnic f = g = h = 0, a tak nidjdeme vSetky korene polynémov
fr9:h € klz,y, 2]



KAPITOLA 5

Inflexné body projektivnej krivky

1. Hessian

Nech F € k|2, 21, 22] je forma popisujiica krivku v P2. Nech P je reguldrny bod
krivky F' a nech L je dotyc¢nica ku krivke F' v bode P, teda plati, ze Ip(F, L) > 2. Ak
Ip(F, L) > 3, potom P nazyvame inflexnym bodom krivky F'.

Kedze, ako sme ukazali, je Ip(F, L) projektivny invariant, “inflexnost” bodu sa za-
chovava pri projektivnych transforméaciach, inymi slovami inflexny bod krivky sa pro-
jektivnou transformdciou zobrazi zas na inflexny bod.

PRIKLAD 1.1. Sktisme néjst inflexné body krivky ztplnenia krivky y? = 23 v projek-

tivnej rovine. V P? je rovnica tejto krivky F = 2925 — 2. Jej derivacie st (F; znamena

IF'\.
azz‘)'

F() = Z%, F1 = —32%, F2 = 22022.
Odtial zistime, ze krivka F' m4 jediny singuldrny bod, a sice (20 : 21 : 22) = (1:0: 0).
Nech A je regularny bod krivky F. Dotyc¢nica F' v bode A je potom dané linearnou
formou
L: a%zo — 3@%21 + 2apa92.

Potrebujeme ttto priamku parametrizovat, aby sme mohli skonstruovat priesekovt formu
priamky L a krivky F'. K tomu potrebujeme poznat dva body na priamke L. Jednym je
bod A = (ap : a; : ag). Druhy bod na L najdeme v tvare B = (bg : by : 0). Kedze B lezi
na L, dostdvame tak, ze B = (3a3 : a3 : 0).

Teraz mo6zme L parametrizovat: X = sA + tB. Rozpisané do suradnic:

Zo = aps—+ 3a%t,
21 = @S+ a%t,
zZ9 = azs.
Priesekova forma je potom
®(s,t) = F(sA+tB) = --- = —3ajasst® — aSt>.

Vidime, ze (s :t) = (1:0) je v kazdom pripade aspon dvojnasobnym koreniom formy &,
¢o zodpovedd faktu, ze priamka L je doty¢énicou krivky F' v bode A. Bod A je inflexny,
ak (1 :0) je trojndsobnym koretiom, teda ak —3ajaj = 0. Tejto podmienke zodpoveda
jediny reguldrny bod na krivke F, a sice (0:0: 1).

Doty¢nica krivky v reguldrnom bode je popisand prvymi derivaciami definujiiceho
polynému. Druhé derivacie zas charakterizuju inflexné body.
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Matica

0’F
) = (509 )
’ 020z, i,j=0,1,2

sa nazyva Hesseho matica polynému F'. Jej determinant sa nazyva Hessian polynému
(alebo krivky) F a oznacuje sa Hp. Krivka v P? uréend Hessidnom polynému (krivky) F
je Hesseho krivka polynému (krivky) F'. Niekedy sa tiez krivka uréend determinantom
Hesseho matice nazyva Hessidn.

LEMA 1.2. Nech je na P? definovand bijektivna projektivna transformdcia. Nech
krivka F' sa touto transformdciou zobrazi na krivku G a konkrétne bod P € V(F') na bod
Q € V(G). Potom Hp(P) =0 prdve vtedy, ked Hz(Q) = 0.

Dékaz. Nech A je matica inverznej transformacie, ¢ize p = Aq, kde p resp. q je stlpcovy
vektor so stiradnicami bodu P resp. Q. CizZe transformécia z — Az (z je stipcové matica
(20 21 22)T) zobrazi body krivky G na body krivky F, teda pre polynémy F a G plati

G(z) = F(Az).
Derivovanim tejto rovnosti zistime, ze pre Hesseho matice plati
(Gi)(Q) = (AT(Fy)(P)A).
Pre Hessiany potom plati:
He(Q) = det((Gi)(Q)) = det(AT (F;;)(P)A) = det AT det(Fy;(P)) det A
= (det A)’Hp(P).

Matica A je regularna, kedZze ide o projektivnu transforméciu, a tak dostdvame tvrdenie
lemy. (|

VETA 1.3. Nech P je reguldrny bod krivky F'. Bod P je inflexny prdve vtedy, ked
Hp(P)=0.

Dékaz. Ak P je priamka, potom kazdy jej bod je inflexny a Tahko sa presvedc¢ime, ze v
tomto Specidlnom pripade je tvrdenie vety pravdivé.

Nech teda stupen krivky je aspon 2. Kedze inflexnost sa zachovava pri projektivnych
transformdacidch, mézme prepokladat, Ze inflexny bod mé projektivne suradnice (1:0 :
0) (afinné (0,0)) a navyse tiez, ze z-os je doty¢nicou krivky v tomto bode, teda doty¢nica
m4 rovnicu y = 0 v afinnych stradniciach alebo zo = 0 v projektivnych. Rovnica krivky
v afinnych sdradniciach je teda

fla,y) = ay + (ba® + 2cxy + dy®) +

(pokracuje ¢lenmi stupna aspon 3), kde a # 0. V projektivnych stradniciach bude potom
jej rovnica (d je stupen krivky)

F(20,21,29) = az0207 1 4 (022 + 2c21290 + d23) 2372 + . ..
Bod dotyku P = (1: 0 : 0) lezi na doty¢nici, dalsi bod na nej je napriklad @ = (0: 1 : 0),
a teda dotyCnica mé parametrizaciu sP + t(Q), v stradniciach zy = 5,21 = t,29 = 0.

Priesekova forma ®(s,t) ma potom tvar

®(s,t) = F(s,t,0) = bt2s372 ...
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Bod P je inflexnym prave vtedy, ked (1 : 0) je 3-ndsobnym koretiom P, ¢o nastava prave
vtedy, ked b = 0. Ostava este ukazat, ze tato podmienka je ekvivalentna s tvrdenim, ze
Hp(P) = 0. O tom sa lahko presvedéime, ked ndjdeme Hessian krivky F' v bode P:

0 0 a(d—1)
Hp(P) = 0 2b  2c = —2a%b(d — 1)%
a(d—1) 2¢c 2d
0

PRIKLAD 1.4. Znovu uvazujme kubicki krivku F' = 225 —23. Jej Hessidn (a Hesseho
krivka) je

0 0 229
Hp=| 0 —62 0 |=24222
222 0 22’0

Odtial uz lahko dostaneme, zZe jedinym regularnym bodom krivky F', ktory lezi zdroven
aj na Hesseho krivke, je bod (0:0: 1)

DOSLEDOK 1.5. Nech F je regquldrna krivka v P? stupria aspori 3. Potom F md
inflexny bod.

DOSLEDOK 1.6. Nech F je ireducibilnd kubickd krivka v P?. Potom F md najviac 9
inflexnych bodov.

Dékaz. Ak F mé stupen d, potom jej Hessidn m4 stupen 3(d — 2). Z Bézoutovej vety
potom uz dostavame oba dosledky. O

Inflexné body Steinerovej kubiky

Nech F = 23423+ 23 +3\z92122 (A3 # —1) je reguldrna Steinerova kubika. Ndjdeme
vsetky jej inflexné body.
Hessidn F je
Hp = 27.2(=N2(28 + 23 + 23) + (4 + N*)202122).
Pre najdenie inflexnych bodov potrebujeme vyriesit sistavu rovnic
(2 + 20 +23) + 3Xz202122 = O
AR+ B+ A+ N )z = 0.
Kedze \3 # —1, je tato stistava ekvivalentnd ststave
zg + zf + z% = 0
zoz122 = O,
ktorej riesenia uz lahko najdeme:

Poo=(0:-1:1) Ppy=(0:e:1) P02:(0:62:1)
Po=(1:0:-1) P1=(1:0:¢) Po=(1:0:¢%)
P20:(—1:110) P21:(6:1:O) P22:(€2:1:0)

kde € je primitivna tretia odmocnina z —1, t.j. je to komplexné ¢islo, ktoré je riese-
nim rovnice 2 — x + 1 = 0. Steinerova kubika mé tak presne devit inflexnjch bodov.
Vsimnime si, Ze tieto body vobec nezévisia od parametra A. Ide o velmi zaujimavt kon-
figuraciu bodov. Po trojiciach lezia na priamkach a pre Iubovolné dva inflexné body
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existuje na ich spojnici aj treti. Inflexné body Steinerovej kubiky tvoria vlastne afinnt
rovinu nad trojprvkovym polom Z/3Z.



KAPITOLA 6
Linearne systémy kriviek

1. Priestor rovinnych kriviek

Pripomenime, ze n-rozmerny projektivny priestor nad polom k je mnozina jednoroz-
mernych podpriestorov vektorového priestoru k"1,

Bod @ v P" tak zodpoveda jednorozmernému vektorovému podpriestoru V. Vektor
(ap,ai,...,a,) v podpriestore V' potom urcuje homogénne siradnice (ag : aj : -+ : ay)
bodu Q. Rbzne vektory podpriestoru V uréia rézne homogénne siiradnice toho istého
bodu Q.

Vseobecnejsie, (d 4 1)-rozmerny podpriestor k"' zodpoved4 d-rozmernému pod-
priestoru (t.j. d-rozmernej linedrnej variete) v P".

LEMA 1.1. Krivky vIP%(k) stupria d tvoria projektivny priestor nad k stupria %d(d+3).

Doékaz. Nech mg,m1,...,my st vsetky monémy stupnia n v premennych zg,z; a zo.
Nech F = agmg + aimi + - - - + aymy je krivka v P? stuptia d. Pre lubovolné nenulové
A je potom Aagmg + Aaymi + - - - + Aaymy té istd krivka. Koeficienty (ag : a1 : -+ : an)
teda predstavuji homogénne stiradnice bodu v N-rozmernom projektivnom priestore.
Ostéava este urcit dimenziu tohto priestoru. T4 bude o 1 mensia nez pocet monémov v

z0, 21 a z2 stupna d, ¢o je rovné kombinacnému ¢islu (dff), a teda hladana dimenzia je

N — <d+2) - @d+1)(d+2) -2 d(d+3)
2 9 9

g

PRIKLAD 1.2. Priamky v P? tvoria dvojrozmerny projektivny priestor, tzv. dudlnu
rovinu: priamka agzg + a1z1 + agz9 reprezentuje v dualnej rovine bod s homogénnymi
suradnicami (ag : a; : az).

PrRIKLAD 1.3. Kuzelosecka agozd + ap12021 + a1127 + apez022 + a122122 + aga23 re-
prezentuje bod (ago : a1 : @11 : ap2 : a2 : az) H-rozmerného projektivneho priestoru;
mnozina vietkych rovinnych kuzeloseciek tvori P2,

2. Zvazok kriviek

Nech A= (ap:a1:---:ay), B=(bp:b1:---:by) st body projektivneho priestoru
P". Priamka cez A, B je mnozina

AB = (MA+ uB | (\: ) € PLY.

Ak A, B reprezentuju krivky v projektivnej rovine, potom body priamky j@ reprezen-
tuja tzv. zvdzok kriviek.
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PrIKLAD 2.1. Nech
A =apzp +a121 +agze a B =byzg + b121 + bazo
su rozne priamky pretinajice sa v bode P = (pg : p1 : p2), t.j.
aopo + a1p1 + agp2 =0,  bopo + bip1 + bapz = 0.
Ich linedrna kombindcia (t.j. v dudlnej rovine bod na priamke fﬁ ) je zjavne tiez priamka
prechadzajica bodom P. Naopak, [ubovolnd priamka prechadzajica bodom P lezi v
duélnej rovine na priamke AB (vyplyva z linedrnej algebry).

LEMA 2.2. Nech AF + uG je zvdzok kriviek v projektivnej rovine. Nech F a G si dve
rozne krivky tohto zvizku. Potom F a G maju tie isté spolocné body ako F a G.

Dékaz. Kedze F a G patria zviazku AF + uG, lahko overime, Ze spolocné body kriviek
F a G lezia aj na krivkach F a G. Z faktu, ze F' a G urcuju ten isty zvéizok ako F' a G
potom uz vyplyva tvrdenie lemy. Il

PRIKLAD 2.3. Bez toho, aby sme museli prevadzat ndroéné vypocty vieme uz Iahko
urcit, z akych kriviek pozostava zvizok uréeny dvoma kruznicami pretinajicimi sa v
dvoch bodoch, napr.

F = 224421
G = (z-172+¢4>-2
Budu to kruznice (lebo ide o kvadratické krivky prechadzajice kruznicovymi bodmi

(0:1:7), (0:1:—4)) prechddzajice bodmi (0,1) a (0, —1).

PRIKLAD 2.4. (Hladanie prieniku dvoch kuzelosediek.) Nech F' a G su kuzelosecky v
IP? pretinajtice sa v tyroch bodoch vo vieobecnej polohe. Kazdu kuzelosecku vo zvizku
AF + uG moézeme reprezentovat symetrickou maticou. Kuzelosecka bude singularna (t.j.
pozostavajica z dvojice priamok) prave vtedy, ked zodpovedajica matica je singularna,
Cize jej determinant je nulovy. Determinant matice kuzelosecky AF 4+ uG je kubicka
forma v premennych A a p. Zvizok AF + uG teda obsahuje tri singuldrne kuzelosecky:
naozaj, existuja tri dvojice priamok prechadzajice danymi Styrmi bodmi.

PRIKLAD 2.5. V Priklade 1.3 v Kapitole 4 sme videli, Ze sustredné kruznice sa
pretinaji len v kruznicovych bodoch. Sktisme sa teraz na tito situaciu pozriet z hladiska
zvazkov kriviek.

Nech 22432 —7? a 22 +y% —s? st dve rozne kruznice so stredom v (0, 0). Zviizok kruz-
nic nimi uré¢eny obsahuje dve singuladrne kuzelosecky: dvojasobni nevlastni priamku a
dvojicu komplexne zdruzenych priamok cez (0, 0). Odtial zas vidime, Ze tieto kuzelosecky
maju len dva spoloéné body: (0:1:7)a (0:1: —i).

PRIKLAD 2.6. Mnozina vietkych kuzelolseciek v P? prechadzajticich bodmi
(1:0:0), (0:1:0), (0:0:1)a(1:1:1)
tvori zvizok. Naozaj, ak kuzelosecka obsahuje dané body, tak je dana formou
azgz1 + bzoze + cz122, kde a—+b+c¢c=0.
Teda ak polozime ¢ = —a — b, dostavame, ze ide o zviazok urceny dvojicou

z1(z0 — 22) a z2(20 — 21).
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DOSLEDOK 2.7. Pre lubovolnii genericki $tvoricu bodov v P? (t.j. taki Stvoricu, Ze
Ziadne tri body nelezia na priamke) je mnozZina vsetkjch kuZeloseciek prechddzajicich
cez tieto body zvdzkom.

TVRDENIE 2.8. Nech A\F + uG je zvizok kriviek a nech P je lubovolnsj bod v P?.
Potom v zvizku A\F + uG existuje aspon jedna krivka prechddzajica bodom P.

Dokaz. Nech A\F 4 puG je zvazok kriviek stupna d. Uvazujme teraz vSetky krivky stupna
d prechadzajtice bodom P. Tieto tvoria v priestore PV (N = d(d + 3)/2) nadrovinu,
teda projektivizaciu N-rozmerného vektorového priestoru V v kN1, Zviizok AF + uG v
priestore kN1 zodpoveds dvojrozmernému podpriestoru W. Z linearnej algebry vieme,
ze bud W C V alebo je prienikom V' a W jednorozmerny podpriestor. Prienik je v kaz-
dom pripade neprazdy a zodpovedd krivke (krivkdm) ktoré jednak prechddzaji bodom
P a tiez lezia vo zviazku AF + uG. O

PRIKLAD 2.9. Steinerove kubiky tvoria zvizok urceny dvojicou
zg’ + zi)’ + zg’ a  2pz122.

Vsetky krivky zvézku prechddzaji deviatimi inflexnymi bodmi nesinguldrnych kriviek
zvazku. Plati to aj naopak: kubicka krivka prechadzajtca vSetkymi deviatimi inflexnymi
bodmi (vid ¢ast 1) je nevyhnutne Steinerovou kubikou:

VSeobecne rovnica kubickej krivky je
Z Qijk Zé Z{ 2’5.
it+j+k=3
Uvazujme najprv trojicu
Po=(0:-1:1), Ppy=(0:—a:1), Pp=(0:—a?:1),
kde a je primitivna tretia odmocnina z 1 (a? +a +1 = 0). Ak krivka prechadza tymito
troma bodmi, potom koeficienty a;j; musia spliat rovnice

apo3 — ap12 + ap21 — @o30
2
apo3 — aapl2 + a"ager — agzp =

o o o

2
apos — " agl2 + aaga1 —agzg =

Odtial uz Tahko dostaneme, ze agi2 = age1 = 0 a agpz = agsg. Uvazovanim dalsich trojic
inflexnych bodov ndjdeme analogické podmienky pre ostatné koeficienty okrem aqqg.
Odtial uz dostavame, ze krivka je zo zvézku Steinerovych kubik.

Takze analogicky ako v predchiadzajicom priklade mame, ze mnozina kriviek pre-
chadzajuicich cez uvazovanu deviticu bodov tvori zvizok.



