Perspektivna afinita medzi dvoma rovinami

Zita Sklenarikova — Marta Pémova

1 Definicia. Zakladné pojmy a vlastnosti

Definicia 1.1

Zobrazenief :(a) - (@), f: A A" = f(A), ktoré kazdé tri navzajom rézne kolinearne
bodyA, B, C zobrazi bd’ do jedného bodu alebo do troch kolinearnych botlo®', C' tak,
7e plati:(AB'C') = (ABC), sa nazyvafinné zobrazenieoviny a na rovinu — alebo do roviny
— a'. Bijektivne afinné zobrazenié : (o) - (a') sa nazyva afinita medzi rovinamia a';
v pripadea = a' hovorime o afinite v rovine.

Poznamka

1 Mnozinu bodov, priamok a utvarov nejakej roviny wa¥ahu k danému zobrazeniiu
tejto roviny budeme nazyvaovinné pole V zobrazenif : (a) - (a') je (@) rovinné
pole vzorov a (a’) rovinné poleobrazov Ak pdjde o zobrazenie v tej istej rovine,
hovorime, Ze rovinné polia sUsumiestng v opa&nom pripade hovorime
0 nesumiestnyctovinnych poliach.

2 Pod obrazom utvar v zobrazenif rozumieme mnoZzinu obrazov vSetkych jeho
bodov, t. j.U' =f(U) ={X: X DU OX =f(X)}.

Priamo z definicie vyplyvaju nasledujlce vlastnaditiného zobrazenia:

1 Kompozicia konéného pétu afinnych zobrazeni je afinné zobrazenie.

2 Obrazlubovd’nej trojice nekolinearnych bodov v afinite je nekekrna trojica
bodov.
Inverzné zobrazenie k afinite je afinita.
Obrazom priamKky v afinite je priamka.
Obrazom dvoijice rovnobeZnych priamok v afinite y@jica rovnobeznych priamok.
MnoZina v&etkych afinit roviny na seba je grdpa.
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Doékaz(niektorych z tvrdeni 1 — 6):

2. 6poronm Nech afinita f :(a) - (a’) zobrazi trojicu nekolinearnych bodey B, C na
trojicu kolinearnych bodow', B', C' aM 0 (a) je 'ubovd’ny bod. Lahko sa dokaze, Ze obraz
M’ = f(M) by potom lezal na priamk#B' (preco?); do tejto priamky by sa zobrazili vSetky
body rovinného pka (a), ¢o je v rozpore s bijektivnésu zobrazenia. (Obr. 1a)

4. Nech je f :(a) - (a’) afinita aa O (a) 'ubovdna priamka. Zvtme si na nej
'ubovd’né dva navzajom rézne body B; potom su zrejme navzajom rozne aj ich obrAzy
B' (priamku nimi ug¢end oznamem’). NechM je 'ubovd’ny bod priamkya (A # M # B). Pre
jeho obrazM' = f(M) plati: (A’B'M')=(ABM) (preto?), ¢o znamena, ze bot’ lezi na
priamkem’. Dokazali sme teda, Ze obraz priangkfako mnoziny vSetkych jej bodov) v danej

! zakladnym priestorom je trojrozmerny euklidovskieptor, ktorého $tadiu je venovana Stereomé8ijia

2 S pojmomgrupy geometrickych transformacii priestofft,, E;) sa Studenti ditel'skej aprobacie oboznamuiju
v predmete Geometria 2. VSeobecnejsi fadip grupach transformacii geometrickych priestonozno ziské

v seminari vo vySSich tmikoch Studia.



afinite f je bodovou podmnozinou priamky,t. j. & =f(a) 0 n. PretoZe poth 3je inverzné
zobrazenid ™ afinitou, analogicky platf(m) O a, t. j. m O f(a) =a'. Odtid’ vyplyva zaver:
f(a) =m'. (Obr. 1b)

Obr. 1a Obr. 1b Obr. 1c

5. Nech jef :(a) - (a') afinita a priamkya, b sGrubovd’né rézne rovnobezky rovinného
pola (@). Stai zostroji’ Tubovd’ny rovnobeZnikABCD (AB [0 a, CD O b). Ak ozna&ime
priesénik jeho uhlopriiok S tak pre obrazy vrcholov rovnobeznika plati:
(A’C'S’)= (B'D'S’) = -1, t. j. i utvarAB'C'D’ je rovnobeznik (odévodnite), odKiayplyva
zaver:a ||b'. (Obr. 1c)®

V pripade afinného zobrazenia dvoch sumiestngavinnych poli nadobuda zmysel
skumanie tzv. samodruznych prvkov zobrazenia, @tyarov, ktoré su vtomto zobrazeni
invariantné (ide o Gtvary;, pre ktoréf(U;) = U;); pritom nemusi b§ysamodruzny kazdy bod
GtvaruU;.*

Definicia 1.2

BodA sa nazyvasamodruznynfinvariantnym) bodom zobrazenif:(a) - (a'), ak plati
A = f(A). Analogicky,'ubovd’ny utvarU, pre ktory platiU = f(U) nazyvamesamodruznym
Gtvaromzobrazenid. Ak je kazdy bod samodruznej priamky samodruZmyohnime osilno
samodruznepriamke zobrazeniaf (v opanom pripade ide o priamkslabo samodruznu
Analogicky, ak su vSetky priamky incidentné s dangamodruznym bodom samodruzné,
nazyvame tenteilno samodruZznyrbodomzobrazenid (v opanom pripade hovorime o bode
slabo samodruznom

Definicia 1.3
Afinita f :(a) - (a’), v ktorej su vSetky body jednej priamky samodryzsg nazyva
osova(perspektivnpafinita. Priamku samodruznych bodov nazyvamseu afinityf.

Vlastnosti osovej afinity vyjadruje nasledwgiceta:

Veta 1.1
1 Nechf :(a) - (a’) je neidentickésovaafinitasosouo. Potom vSetky priamkgA (A
O(a), A =f(A) £ A) patria do tej istej osnovy priamok (sU navzajavnobezné).
2 Osova afinita dvoch nesumiestnych rovinnych poibjnobeznym premietanim.

% S prikladmi afinnych zobrazeni sa mozno oboztianprednaskach (Geometria Xitel'stvo akademickych
predmetov)[6] predstavuje syntetickt teériu zhodnostnych a pndstmych zobrazeni v roviti€.

* Napriklad v osovej simernosti s osmje samodruzna kazda kruZnica, pre ktor( je os mimst priemerovou
priamkou; pritom su samodruzné prave dva body takepznice.



3 Nech f:(a) - (a') je neidenticka osova afinita simiestnych rovinngoli rézna od

elacie (definicia 1.4). Potom deliaci pomArAAy), kdeA; = “AA n 0, je konStantny
pre vSetky bodw (A O o) rovinného pba (a).
Dokaz
1. a) Predpokladajme, Ze ide o sumiestne rovinn@pBlietoZe afinité nie je identickym
zobrazenimf(# 1), existuje bodA rovinného péa (a), pre ktory platiA’ = f(A) # A (tedaA O
0, A’ [0 0). Ozn&me p priamku incidentnu s bodmi, A’ a 1 jej samodruzny bod (1 ) 1ak
nejde o elaciu). Pretoze A, 1+ A, 1, je priamkap = “Al samodruznou priamkou
zobrazeniaf. Dokézali sme, Ze vSetky priamky incidentné s bodageho obrazom su
v osove] afinite dvoch sumiestnych rovinnych polab® samodruznymi priamkami
zobrazenia; v pripade elacie (definitiad) tento fakt vyplyva z vlastnosta || o = p' || o.
(Obr. 2a)
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Obr. 2a Obr. 2b Obr. 2c

Zvd’me sid’alSi bodB (B # A, B 0 0) a skimajme vlastnosti bodi = f(B). Zostrojme
priamku m prechadzajucu bodorB arovnobeznu s priamkop. Jej obrazom je priamka
rovnobeznd s priamkop prechadzajuca samodruznym bodomm o = 2, t. . m=n1. Teda
vSetky priamky incidentné s bodom a jeho obrazotrigpravySe do tej istej osnovy priamok.
(D6kaz pre elaciu sa ponechatitated’ovi.) Zrejma je konstrukcia obraZ8 bodu B, ato
pomocou priamkyAB. Ak tato priamka méa samodruzny bod 3'=t&k jej obraz v zobrazehi
prechadza bodmi, 3 (v pripade rovnobeznosti s osou o je i obraz priamovnobezny
s osou afinity a prechadza bodd). V pripade incidencie bodB s priamkoup zostrojime
obraz boduB vyuzitim pomocnej dvojice bodo®, C' = f(C) (C O p) ziskanej analogickym
postupom.

b) Predpokladajme, Ze rovinné polia),((a’) st nesumiestne. Vtedy je osou afinity
priamkao = a n a' a rovnobeznaspriamokAA, BB' je désledkom invariantnosti deliaceho
pomeru: ABl) = (AB'l) (1="ABn o= 1=1). (Obr. 2b)

Tvrdenie2 vety 1.1 je doésledkom bodu 1b dbkazu.

3. Z konStrukcie bodB' v bode 1 vyplyva: B BBy) = (A'AA); stai pouzt’ vhodné dvojice
rovnd’ahlych trojuholnikov na obrazku 2c.

Definicia 1.4
Osnovu slabo samodruznych priamok incidentrsyblodmi a ich obrazmi v danej osovej
afinite nazyvamemer afinity Ak do tejto osnovy priamok patri os afinity, howoe oel&cii,
ak je smer afinity kolmy na jej os, idepoavouhli osovu afinituDeliaci pomer A'AAo)
z bodu 3 vety 1.1 sa nazyeharakteristika osovej afinity



Désledok

Medzi 'ubovd’nymi dvoma rovinnymi rezmi na tej istej hranolopépche alebo kruznicovej
valcovejplocherovinami a,a’ , ktoréniesi osnovové (pojem osnovovej rovilyV plochy je
znamy z[3]) ani navzajom rovnobezné, jetah perspektivnej afinityktorej osouo je
pries€&nica rovin rezu. Dvojicu bodov vzor — obraz dostaeena tej istej tvoriacej priamke
plochy’ ako jej prieséniky s rezovymi rovinami. (Na obr. 3t = “ ABC,a' = “ABC' )

Obr. 3

Dalej dokazemeéakladnu vetw ukeni afinity dvoch rovinnych poli. Z &itych dévodov,
ktoré sa ozrejmia v priebehu dbdkazu vety, dokazeragrv zjednoduSené tvrdenie pre
perspektivnu afinitu dvoch sumiestnych rovinnych.po

Veta 1.2
Perspektivnafinita roviny na sebaje urcenaosouoa usporiadanoulvojicou navzajom

r6znychbodoVvA, A', z ktorych Ziaden nelezi na priamixe

Dokaz
a) (existencia
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Obr. 4a, b

Necho, A, A" su priamka a body roving poZzadovanej vlastnosti. Najprv dokadzeme, Ze
existuje perspektivna afinifav rovine a, ktora ma o® a zobrazuje bod do boduA' = f(A).
K tomu st&i urobi’ nasledujucu konStrukciu: 1. Zikme sifubovd’na rovinug tak, aby mala
s rovinou a spola@&nl prave jednu priamku, ato priamku2. zvdme silubovd’ny bod A"
roviny B, neleZiaci na priamke. UvaZujme o perspektivnych afinitach *, pre ktoré je

® Tato dvojica bodov moéZe leZaa l'ubovd’nej osnovovej priamke viadom na danu plochu, nemusi &
tvoriacu priamku. Napriklad pri kruznicovej valcpvploche sacasto pouzivaju priesaiky osi plochy
S rovinami rezov.



priamkao osou,'f(A) = A", #(A") = A’ a'f: (@) - (a), ’: (@) - ('), pricom nositékou
rovinného pda (@") je rovina B advoch zvysnych rovinnych poli rovina (obr. 4a).
Kompoziciaf = * - 'f je afinitou so silno samodruznou priamko(o je silno samodruznou
priamkou oboch zobrazeli(i = 1, 2)), t. j.f je perspektivna afinita poZadovanych vlastnosti.
(Odovodnite, préo f(A) =A'.)

b) (jednoznénog, t. j. nezavislos od konstrukcie)

Treba dokaza Ze zobrazenié nezavisi od viby roviny B a vyberu bodA™ O 8. To uz
vyplyva z konsStrukcie v roviner, obrazoml'ubovd’ného boduB [0 (a), B # A vo vSetkych
afinitach s osow, ktoré zobrazuju bod do boduA’, je bod ten isty bo®' (zostrojeny poth
predchadzajuceho (obr. 4b); konStrukcia pri inyaiopach boduB uz bola vysvetlena
v dokaze vety 1.1). Perspektivna afinita pozadoshmjastnosti je preto jedina.

PoznamkaPerspektivnu afinitu gend osow a usporiadanou dvojicou bodov vzor — obraz
(A, A') budeme vSadéale] ozngova’ f(o; A, A').

Désledok Kazdu perspektivnu afinitu roviny na seba moznoads§ v tvare kompozicie
dvoch rovnobeznych premietani (nekéme mnoho spésobmi).

Veta 1.3(zakladna veta urceni afinity)

Afinita f:(a) - (o') je ukena trojicou nekolinearnych bodoy, B, C a trojicou ich
obrazovA', B', C' (v danom poradji).
Dokaz

a) (existencia

Nech su danéfubovd’na nekolinearna trojica bodow, B, C rovinného pba (@)
alubovd’na (tiez nekolinearna; pte?) trojica bodoW', B', C' v rovinnom polia’. Tato¢as’
dokazu je konstruina;,zostrojime“aspai jednoafinnézobrazenid tak, abyf(A) = A', f(B) =
B af(C) =C'.

Nechf je rovndahlos’ v rovine a (tato rovina je nositéa rovnomenného rovinného
pola) sostredommapr.A a koeficientontk =| A'B'| :| AB|. Obrazy bodov v tejto roviiahlosti
oznameavym hornym indexom ,1% Platff: A, B, C A, B, 'C (t. j. | 'A'BI =|AB'|) a
'f: () - (‘).

Nech’ je ,premiestnenie* rovinného pa (a) (t. j. zhodnostné zobrazenie) do roviay
(nositd’ka rovinného pta (a')), pre ktoré plati’f (‘A) = A', % (*B) = B' (takéto zhodnosti sU
dve; vyberme ktorukitvek z nich) (obr. 5a).
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Obr. 5a Obr. 5b

Na zaver necff je perspektivna afinita v roving' s osou v priamke A'B', v ktorej je
obrazom boddf (*C) bod C'. Je zrejmé, Ze vietky zobrazeliié = 1, 2, 3) su afinity, odkia
vyplyva, Ze aj ich kompozici  f - f = f je afinitou. Z konstrukcie je zrejmé, Ze afinfitaa
pozZadované vlastnosti.



b) (jednoznanog, t. j. nezavislog zobrazenid od vyberu afinitf (i = 1, 2, 3))
Jednozné&nog’ vyplyva z invariantnosti deliaceho pomer&ubovdnej afinite. Vyberme si
'ubovd’ny bodD rovinného péa (@). Aspai jedna spojnica bodD s niektorym vrcholom
trojuholnika ABC pretina spojnicu zvySnych vrcholov; na obr. 5BB n “DC = M. Pre
obraz bodD v afinite f : (@) - (a') plati: (D'C'M')=(DCM), kde bodM' mozno zostroji
na zéklade rovnost{AB'M')=(ABM). Takto zostrojeny bodd' je obrazom bodD vo
vSetkych afinitach, ktoré zobrazuju v danom poiaddy A, B, C do bodovA', B, C', ¢o
znamena, Ze afinita pozadovanych vlastnosti jeepigdna’

Désledok

1. Kazdu afinitu mozno vyjadfiv tvare kompozicie osovej afinity a podobnostitoa
v 'ubovd’nom poradi a nekotiee mnoho spésobmi.

2. Medzi rovnobeznymi priemetmi dvoch rovinnych rezdej istej hranolovej
(kruznicovej valcovej) plochy réznobeznymi rovinamd ktorych Ziadna nie je
premietacou ani osnovovou rovinou Yatlom na danu plochu, jetiah perspektivnej
afinity. Osou afinity je priemet prie&aice rezovych rovin a dvojica bodov vzor —
obraz je tvorena priemetmi dvoch rdéznych priesicov 'ubovd’nej osnovovej
priamky (vzfadom na danu plochu) s rovinami reZov.

Dékaz Pod’a dbsledku za definiciou 1.4 k danej ploéha rovindma, a' pozadovanych
vlastnosti existuje perspektivna afinita a n P -~ a'n P. Ak ozna&ime g rovnobezné
premietanie, veah priemetov rovinnych rezov vyjadruje nasledufliagram:

(an P) _f> (a'nP)
9 9
(an P); @ nP)

PretoZe roviny, a' nie su premietacie, rovnobezné premietanagiZzenéna tieto roviny
uréuje perspektivnu afinitu medzi kazdou z nich goj@gmetom do priemetne. Je zrejmé, Ze
kompoziciag - f » (g/a)™* je afinitou medzi rovnobeZnymi priemetmi rovinnyzov plochy
P rovinami a a a'(rovnhobezné priemety maju dolny index ,1). Silnansodruznou
priamkou tejto afinity je priemet prie&gce rovina n a', ide teda o perspektivnu afinittg
bolo treba dokaza

2 Obraz kruznice v afinite

Definicia 2.1

Obraz kruZnice v afinité ktora nie je zhodndsu ani podobna®f, sa nazyvalipsa
Obraz priemeru kruZznice nazyvanpgiemer elipsya obrazy dvoch navzgjom kolmych
priemerov kruznicedruzené priemery elipsiotycnicou elipsynazyvame priamku, ktord ma
s elipsou prave jeden spoty bod ase’nicou elipsypriamku, ktora ma s elipsou spéhe
prave dva body. Obrazom tetivy kruznicagéva elipsy

® Ak bod M leZi na priamke incidentnej s niektorou stranajutrolnikaABC, dokaz je analogicky, pozostava
len z jedného kroku.

" Touto priamkou moZe Iy l'ubovd’na tvoriaca priamka alebo os plochy.

® Synteticky vyklad zhodnostnych a podobnostnychrazéni a ich aplikéacie v rieSeni Gloh je &t zhrnuty

v u¢ebnom textg6].



Poznamka

Z vlastnosti afinity je zrejmé, ze domyca,resp.s&nicaelipsyk’ je obrazondotynice,
respsenicekruznicek v afinitef: ki— K.
Désledok(priamy dosledok definicie)

1. Rovinnym rezom Kkruznicove] valcovej plochy rovinoktora nie je osnovovou
rovinou vzfadom na danu plochu, je elipsa alebo kruznica.

2. Rovnobeznym priemetom kruznice, ktorej rovina r@epjemietacia, je elipsa alebo
Kruznica.

V d’'alSom texte sa budeme ventwalvodeniu viastnosti elipsy, jej priemeru, zdryidn
priemerov a do@ynic. Dokazeme, Ze elipsa je stredova krivka a mé& dsi sumernosti
prechadzajuce jej stredom. Odvodime aj niektorézlicnych Hadisk dolezité afinné bodové
konstrukcie elipsy, ohniskovil ,definiciu® elipsy pomocou vety Queteleej-Dandelinovej
o rovinnych rezoch rotaej valcovej plochy a poznatok o rovnobeznom priengal’ovej
plochy.

Nech f : (@) - (a') je 'ubovd'na afinita & O (@) 'ubovd’na kruznica so stredo® Ak

ozna&imeKL Fubovd’ny z priemerov kruZnick, tak pre jeho obrak’'L’ v danej afinitef plati:
(K'LS') = (KLS =-1. To znamena, Ze elipsa= f(k) mastred simernosti

Ozna&me d’alej MN priemer kruznice, ktory je kolmy na priem€L. (obr. 6). Skimajme
invariantné vlastnosti oboch priemerov Vatiom na afinitif. Necht" je dotynica kruZnice
k v bodeL. Tato dotgnica je rovnobezna s priamkddiN, ¢co pod’a vlastnosti 4, 5 afinnych
zobrazeni (vyplyvajucich priamo z definicie) znaderte f(t") je dotynica elipsy K
rovnobezna s priamkof(MN) = “ MN'. Use&ky K'L' a MN' s zdruzenymi priemermi
elipsy k', odkid vyplyva vlastnog dotynic v krajnych bodoch daného priemeru elipsy
uvedena v nasledujlcej vete v bode 2.

Obr. 6a Obr. 6b

Nech je UV se&nicou kruznicek, ktora je rovnobezna s priemeroMN a nie je
priemerovou priamkou. Potom s( navzajom rovnobeipéamky U’V a MN'°
KonsStrukcia tetivy U'V'elipsy k' je zrejma; std pouzt rovnos nasledujucich dvojic
deliacich pomeroypod’a obrazka): MU'1) = (MU1), (UV'2) = (UV2) = -1, kde 1 = MU
n "KL a2 ="UV n "KL (konStrukcia obrazov bodov 1, 2 je trivialna).aho vyplyvajdci

° Prioritnym ci¢om je aplikacia v deskriptivnej geometrii, preddiyen poznatky o priemete kruznice a elipsy
v rovnobeznom i stredovom premietani.
19y znamena vsadgalej obraz tvarW v danej afinitef.



poznatok o mnozine stredov vSetkych tetiv elipsynobeznych s jednym jej priemerom je
sformulovany v bode 3 nasledujlcej vety.

Veta 2.1

1. Elipsa méstred sumernostje stredova krivka).

2. Doty¢nice v krajnych bodoch priemeru elipsy su rovnoléeZzso zdruZzenym
priemerom.

3. Se&nice elipsy, ktoré su rovnobeZzné sjednym z jejempegrov, su zdruzenym
priemerom rozpkované.

Dokazemed'alej, Ze elipsama dvenavzajomkolmé osi sumernosti. mu je potrebné
uvieg’ pojem tzv hlavnych smerowfinity.

Definicia 2.2
Dve navzdjom kolmé osnovy priamok, ktorych azyr v danej afinitef si navzajom
kolmé osnovy priamok, nazyvarhéavné smeryfinity f.

Poznamka Najprv dokdZzeme korektnodefinicie, teda existenciu dvoch osnov priamok
pozadovanych vlastnosti. Raddosledku 1 za vetou 1.3 &talokazad existenciu hlavnych
smerov Vubovd’nej perspektivnej afinite dvoch stumiestnych roviinyoli. Vyplynie to

z nasledujucej konstrukcie.

Nech f :(a) - (a') je T'ubovd’na perspektivna afinita, ktora nie je pravouhféoy A,
A')). Zostrojime priamky patriace do hlavnych smemprechadzajice bodom. Ak
existuje dvojica priamokn, n poZzadovanej vlastnosti a ozitae ich samodruzné body 1, 2,
tak plati:[01A2 O01A'2 OR (R je ozné&enie pravého uhla). Body, A’ teda leZia na kruZznici
ko s priemerom v priamke. Tato pomocna kruznica ma stred na priaralkena osi Usiy
AA, ¢im je ukend. Jej priesmiky s osow afinity f su body 1, 2 alladané priamky patriace
do hlavnych smerov su priamkylA, ~ 2A. (Obr. 7a)
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Obr. 7a Obr. 7b

V pripade pravouhlej afinity, ktora nie je wea sumerna®u, patria do hlavnych smerov
priamkyo a “AA'; v pripade osovej sumernosti je takych dvojicrpo& nekonéne mnoho
(preco?).

Ak priemeryKL, MN kruznice k (z predchadzajucej konStrukcie, obr. 6) patria do
hlavnych smerov afinity, tak vlastnog 3 elipsy z vety 2.1 znamena, Ze priamkK'L' a
“MN'" sU osami sumernosti elipsy (ak f nie je osovou sumern@su). Na obr. 7b su



priemery elipsy na jej hlavnej, resp. Vagbej osi oznéené A'B’, resp.C'D’. MdZeme teda
definova’:

Definicia 2.3
1. Stred sumernosti elipsy nazyvasteedom elipsy
2. Osi sumernosti elipsy budeme naztyesami elipsy
3. Hlavna oselipsy sa nazyva ta z oboch osi, pre ktora priesigu incidentny je
vaesi; druhd z osi jeedajSou osoLelipsy. Pod pojmom hlavna a P@&jBia os elipsy
rozumieme niekedy i priemer elipsy na tejto osiide# hovorime potom olike
hlavnej a ke vedajsej osi elipsy.

V rieSeni nasledujucich prikladov budeme deftrona pouzitie osovej afinity na
rieSenie konstruknych Uloh o elipse (konStrukcia dohic elipsy pozadovanej vlastnosti,
konStrukcia osi elipsy, ak pozname dvojicu jej Zeémych priemerov, a pod.). Metdédou
rieSenia vSetkych dloh bude pouzitie vhodnej os@fijity, ktora zobrazi danu elipsu do
kruZnice. Toto mozno urobinekonéne mnoho spdésobmi; za os afinity si mozno zvoli
Pubovd’nu priamku rovinného ga danej elipsy. Vhodny vyber osi afinity méze ri@ge
tlohy zn&ne zjednodusi

Priklad 1. Dana je elips& dvojicou zdruzenych priemerokKL, MN. Zostrojte dotynice
elipsyk, ktoré: a) prechadzaju danym bod&priemerove}' priamkyKL; b) st rovnobezné
sTubovd’nou danou priamkop.
RieSenie

a) Zvol'me si osovu afinitdi s osou napr. v priaml@= ~KL.** Afinitu dourtime obrazom
f(M) = M’ bodu M tak, aby obrazom elipsikbola kruznicak'. Obrazom zdruZenych
priemerov elipsy musia Isynavzdjom kolmé priemery kruznice; ak vezmeme dahygv
incidenciuKL [0 o, t. j. K = K" aL = L', kruznicak' je ukena priemeronK'L'. Bod M’
kruznice mozno vybtadvoma spésobmi tak, aby priem& N’ bol kolmy na os afinity
(obr. 8a).DalSia konstrukcia je zrejmé z definicie a vlastheipsy. Hadané dot§nice su
obrazom dotynic kruznicek' prechadzajuacich samodruznym boddth = R v inverznej
afinitef . (Zrejme st&i zostroji’ jednu z nich a pougivlastnos 3 z vety 2.1.)

Obr. 8a Obr. 8b

b) Perspektivnafinitu f sizvolmeanalogicky ake rieSenpredchadzajiucej tlohy tak, aby
f (k) = k' bola kruznicaf((o = “KL; M, M"). Dotyénice elipsy pozadovanej vlastnosti sa

" pPriemerovou priamkou elipgynazyvame kazd( priamku incidentnfubovd’nym jej priemerom.
12 Motivacia pre vébu osi afinity je zrejméa; leZia na nej tri bod§ L, R, ktoré s samodruznymi bodmi
zobrazenia.



v zobrazenf zobrazia do dotynic kruznicek', ktoré su rovnobezné s priamkffp) = p'. Je
preto vyhodné umiesthipriamku p do boduM; jej obrazp' bude ugéeny samodruznym
bodom 1 = 1tejto priamky a bodomM’ (to isté mozno dosiahkikonStrukciou priamky
rovnobeznej s priamkop a prechadzajucej bodoM) (obr. 8b). RieSenim ulohy su obrazy
dotyenic kruZnicek' rovnobeznych s priamkouM 'l v inverznej afinitef . NavySe st obe
doty¢nice simerné pdd streduSelipsy, o mozno pri konstrukcii vyhodne potiZi

Priklad 2. Dana je elips& dvojicou zdruzenych priemerdilL, MN. Zostrojte jej 0SIAB,
CD.
RieSenie

Zvd'me si vhodnu perspektivnu afinitt : (@) - (a'), ktora danG elipsik zobrazi do
kruznice k'. Aby sa konStrukcie vzorov a obrazov Utvarov nkpneali, zvd’me si za 0s
afinity dotynicu v krajnom bode niektorého z priemerov, naphode M a kruznicu k'
zostrojime v polrovine ogaej k polrovine s hranicou v tejto ddétyci obsahujucej danu
elipsu. Priamkda" = 0 = o' je dotgnicou Hadanej kruznice, odkiavyplyva konstrukcia jej
stredu S’ . Priemer tejto kruZnice je totiz zhodny s prienmeréL elipsyk (KL || o = KL O
K'L") (obr. 9). PriemeryA'B', C'D’ kruznice k', ktoré sa zobrazia do osi elipsy, lezia na
priamkach patriacich do hlavnych smerov afinfty odkid’ je zrejma ich konsStrukcia
(konstrukcia hlavnych smerov je vysvetlena v pozkérma definiciou 2.2). Na obrazku je
zostrojeny len kolmy polpriemeé®8D’ k priemeruA'B’ kruznicek'.

2.1 Afinné konstrukcie elipsy a jej dotgnic

V nasledujucom texte odvodime niektoré, prekdptivhu geometriu M@ni uzitoiné
bodové konsStrukcie elipsy ajej dohjic. Tieto konStrukcie s odvodené z perspektivnej
afinity medzi kruZnicou a elipsou, preto ich naayeaafinnymi konstrukciami elipsy. Bude
to: trojuholnikovaapruzkovabodova konstrukciaRytzova konStrukciasi elipsy z dvojice
jej zdruzenych priemeroyrieckovakonstrukcia a konstrukcia datyic elipsy rovnobeznych
s danou priamkou. Nejde len o bodosiédotycnicové konStrukcie elipsy; ukazeme si aj
niektoré ich aplikacie v rieSeni rozmanitych ulotepo krivke.
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a) Trojuholnikova a pruzkova bodova konstrukcia elpsy

Nechk O a je 'ubovd’na kruznica &B, CD (CD [0 AB) dva jej priemery. Zvime si
Iubovd’nu pravouhll perspektivnu afinifw rovine a (s osouw = “AB), t. ). f :(a) - (a’),
f (0;C,C'), kde bod C'(C'#S) je vnutornymbodom priemeruCD. Obrazom kruznicek
vtejto afinite je elipsak'=f K )sosami AB’, CD'(A=AB =B). Ozn&me si:
|AB = 2a,[C'D'|=2b. Pre obrazM'Tubovdného boduM kruznice k plati (MMM,) =
(C'CC,) = b/a (charakteristika afinity). Ale (C'CC,) = (MMC,), kde M OC,M nk (k je
kruZnica s priemeron€'D'), t. j. (MMC,) = (M ’I\/IMO); to plati prave vtedy, ks priamky
MM ' aCoMy navzajom rovnobezné. Z toho vyplyva tzrojuholnikova bodova konstrukcia

elipsy (na obr. 10 su vrcholy pravych uhlov ni€kgch vyzng&enych trojuholnikov bodmi
elipsy k'). 13

Obr. 10

V tej istej konStrukcii zostrojme bod2 CD tak, aby utvarSMM'2 bol rovnobeZnikom
aozngme: 3=2M'no. Pretoze aj utvaBMM '3 je rovnobeznik, platiM’'2 =a,[M'3 =b.
To znamen4, Ze ak sa pohybujedksedZky a (s krajnymi bodmi 2M") tak, Ze jej krajny
bod 2 sa pohybuje po priamkiD a jej vnutorny bod 3, ktorého vzdialeticsd boduM' sa
rovnab, po priamkeo, tak druhy krajny bodM’ opisuje elipsuk’. Tuto bodova konstrukciu
nazyvame rozdielovapyuzkovd bodova konsStrukcia elipsy (mozno ju vyke@hpomocou
pruzka papiera, na ktorom su vyZeaé body 2, 3M' pozadovanych vlastnosti).

b) Rytzova konStrukcia osi elipsy danej dvojicou zdizenych priemerov
Vychodiskom konstrukcie je pravouhla osovénigdi f:(a') - (a) z trojuholnikove;
bodovej konstrukcie elipsy:f(o'=~AB;C',C )Zvolme silubovd’né kolmé priemery

K'L", MN'" kruznicek’; ich obrazyKL, MN v afinitef st zdruzenymi priemermi elipgy Na
obr. 11a) su zostrojené pomocou trojuholnikovej Starkcie len prislusné polpriemery.

13 v ortonormélnepuradnicoveplstave $azou<O = S; x = o, y> ma dana kruznick rovnicu: X + y* = a® a
pravouhla osova afinithanalytické vyjadreniex” = x, y'= (b/a)y. Odtid’ jednoducho vyplyva, Ze pre kazdy bod
M" elipsyk” (M'= (X, Yo) plati: ()?/a® + (yo)°/b® = 1 (*). Obratene, kazdy bod, ktorého stradmige/, spnaju
vztah (*), je bodom elipsi’. To znamena, Ze rovnice:/a’ + y*/b® = 1 je v danej baze rovnicou elipgy
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Budeme liada” odpovel’ na otazku, aky je ¥ah zdruzenych priemerd<i., MN elipsyk a jej
0siAB, CD.

Nechg je otatenie v rovine kruznice so stredom v bdgjepre ktorég(K') =N, t. j. ide
0 otaienie o pravy uhol. PlatA K'K1 0O A2NN' (usu) (ide o trojuholniky z trojuholnikove;j
bodovej konstrukcie boda aN elipsyk), t. j. bodg(K) = K je §tvrtym vrcholom ohidnika
s tromi zvySnymi vrcholmi 2N, N'. Ak ozna&ime prieséniky priamky prechadzajiucej jeho
uhloprietkouN*K s hlavnou, resp. védiSou osou elipsy rimskyniislicami I, resp. II, plati:
IN OS2 OII'K, I'K OSN"OIIN, (I Il O) =—1(O je stred spomenutého didika) adl SIl O
R Tymito v2'ahmi — pri danej dvojici zdruZenych priemergk, MN — je dana konstrukcia
bodov I, Il leziacich nalladanych osiach elipsy. Na obrazku 11b je urobemdtkakcia bez
kruznicek' = f (k). Bod g(K) je otatenou polohou bodl, priamkag(K)N je priemerovou
priamkou pomocnej kruznice incidentnej s priemetdm

Obr. 11a, b

c) Prie¢kova bodova konstrukcia elipsy danej dvojicou zdrugnych priemerov

Obr. 12a Obr. 12b

Najprv dokaZzeme spravngednej bodovej konstrukcie kruzni&ektora je dana dvojicou
kolmych priemeroKL, MN. Invariantnos tejto konStrukcie vzZladom nal’ubovd’nu afinitu
zarituje jej platnos i pre elipsu. Nech bo@ je jednym vrcholom Stvorca dotykajuceho sa
kruznicek v krajnych bodoch jej danych kolmych priemerovr(di®a). Zvéme silubovd’ny
vnatorny bod jedného z danych priemerov (okremdsti®kruznicek), napr. bod 10 MN
a zostrojme bod 21 PM tak, aby priamka 12 bola rovnobezna s priamiRf Potom
priesé&nik T priamok K1 alL2 je bodom kruZnic&k a navySe, priamkd3 (kde bod 3 je

“Bod O je stredom kruZnice s priemerot, lincidentnej so stredor8 elipsyk.
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Stvrtym vrcholom rovnobeznika so zvySnymi tromihabni 1, S L) je dotynicou kruznice
kv bodeT. *°

Pomocou perspektivnej afinity mozno odvoaii nasledujucu konStrukciu détyic danej
elipsy, patriacich do danej osnovy navzajom rovizaeh priamok. Pre jej jednoduchigsi
zaralujeme medzi najdolezitejSie konstrukcie, s ktorygai budeme stratav deskriptivnej
geometrii pri zobrazovani kruznicovych valcovychdghl v zobrazovacich metddach
zaloZzenych na rovnobeznom premietani.

d) Nechk O a je T'ubovd’néd kruznica &L, MN [ KL dvojica jej navzdjom kolmych
priemerov. Zv@me si 'ubovd’nu perspektivhu afinituf (ktord nie je zhodnostnym
zobrazenim) v roviner tak, aby jej o® bola r6znobezna s priamkakiL, MN a smer afinity
aby patril do danej osnovy priamékn} (priamkam nie je pritom rovnobezna s osowani so
Ziadnym s priemeroKL, MN). Afinita f je utena:f(o; S S') (S # S. Budeme had&
suvislog medzi dotgnicami danej kruznice, ktoré su rovnobezné s priamk a dvojicou
danych kolmych priemerov kruznice. (Obr. 13a)

Zostrojme priemerovu priamkukruznicek kolmu na priamkum a kolmé priemety dvoch
krajnych bodov navzajom rb6znych priemerov tejtozkige (napr.K, M) na priamkun;
ozna&me tieto body (v danom porad), Mo. Plati: AKSKy 0 ASMM, (usu), t. .KKo OSM
a mdzeme vyjadrivzdialenog hradanych dotnic kruznicek od jej stredis takto:

0= y[SK[” +[KKo[ =/|SK|” +|SMyf (1)

2t

M

4-----——-——--"—-"—-"-""-"-"-"-—-"-"—-"—-"—-~

Obr. 13a Obr. 13b

Potom dot§nice't (i = 1, 2) kruznicek (poZadovanej vlastnosti) st slabo samodruznymi
priamkami perspektivnej afinitya va’ah (1) vyjadruje i vzdialenddotyénic elipsyk’ = f(k)
(rovnobeznych s priamkom) od jej streduS . Je zrejmé, Ze konStrukcidzéy d mézeme
urobit bez toho, aby sme poznali originalnu kruznigusta&i pozn& dvojicu zdruzenych
priemerovK'L', MN' elipsy k' (kolmé priemety dvoch krajnych bodov réznych prieove

15\ prvom pripade sté dokazd, ze uholKTL je zhodny s pravym uhlom. To vyplyva z kolmostbdi dvojic
stran zhodnych pravouhlych trojuholniko®K a 2PL (veta sus) (pk®?). V druhom pripade rovnobeZzrios
priamok K1, S3 implikuje kolmo$ priamok S3, TL; ak vezmeme do Uvahy zhodriasseiek SL, ST, ako aj
prislusnos bodovL, T k navzajom op&nym polrovinam s hranicolS3, znamena to, Ze body, T s simerne
zdruzené pokh priamkyS3. Dosledkom je zhodnéaihlov SL3 aST3, ¢o znamend, Ze priamKa je dotgnicou
kruznicek.
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elipsy na priamkun su totiz tie isté bodifo, Lo, ako v pripade kruznice). Navyse prianrksi
mozeme zvoli tak, aby bola priemerovou priamkou danej elipsptyRové body T elipsy

s priamkamit (i = 1, 2) zostrojime pomocou pékovej bodovej konstrukcie elipsy uvedenej
vySSie. (KonStrukcia bez pomocnej kruznice je beméntara uvedena na obr. 13b. Pre
zjednodusSenie zapisu su — v porovnani s vyklad@n-voznaené vsetky utvary begarky.)

Veta 2.2

1. (Veta Queteletova-Dandelinova ale@eD veta) Rovinnym rezom rataej valcovej
plochy rovinou, ktora nie je osnovovou rovinou Vatiom na plochu, ani kolma na os
plochy, je elipsa, ktorej ohnisk& (i = 1, 2) su dotykové body gavych pléch
vpisanych do danej valcovej plochy s rezovou rovinded’ajSia os elipsy je zhodna
s priemerom @ valcovej plochy a hlavna os mézku 2r/sing, kde ¢ je ve’kost” uhla
tvoriacich priamok plochy s rovinou elipsy.

2. Elipsa je mnozina vSetkych bodov roviny, ktoré majgh danych dvoch pevnych
bodov'F (i = 1, 2) tejto roviny konstantny &gt vzdialenosti (Wi nez vzdialend's
pevnych bodov). _

3. Elipsa je mnozina vSetkych bodov roviny, ktoré magiipevného bodlF a pevnej
priamky'f tejto roviny (F O 'f) (i =1, 2) konstantny podiel vzdialenosti, merei a.

Pred dékazom vety definujme niektoré nové goyyskytujice sa vo vete.

Definicia 2.4

Pevné bodyF (i = 1, 2) z predchadzajucej vety sa nazyvafiniska elipsya pevné
priamky 'f urcujuce (riadiace)priamky elipsy Hovorime, Zeurcujica priamka'f prislicha
ohnisku'F elipsy. Ozku Gseéky 'FS nazyvameinearnou excentricitotelipsy (s obvyklym
oznaenime).'’

Dokaz(vety 2.2)

VSetky Utvary budeme zobrazéwapravouhlom premietani do roving kolmy priemet
kazdého utvardJ do roviny 77 sa bude ozrava’ indexom ,1° t. j. U;. Priemeiiu 77 Si
zvo'me tak, aby prechadzala osoplochy a bola kolméa na roving rovinného rezu. Potom
obrysom priemetu valcovej plochy(o; r) su tvoriace priamky, b plochy V v priemetni,
priemetom rovinya je priamka a priemetom elipgy=V n aje useékaAB; (A=an a,B =
b n a). VpiSmedalej do valcovej plochy dve giové plochyG ('S r) tak, aby sa dotykali
roviny @ a ozngme:Vn 'G={"1},10'A,'Gna="F,'An a="f (i=1, 2). (Obr. 14)

1) NechM 0O kje f'ubovd’ny bod am tvoriaca priamka plochy nim prechadzajuca. Ak
oznaimem n 'l = {'L} (i = 1, 2), tak plati{M¥|+|M¥| =ML +|M 1| =['L7L|=["L,°L,| =
konStantaco je dosledok rovnobeznosti priamky s priemetou. Body A, B taktiez patria
elipsek, odkia” mame| A'F| +|A°F| =|B'F| +|B’F| = A'F B’F DA’F [B'F , t. .

|A'F|+|A°F| =| A'F| +|B'F| =|AB *°

Je zrejmé, Ze priamk&B je jednou osou elipsk; druha os”CD je preto kolma na

priemetiu, t. j. Uuséka CD je zhodnd& s priemerom 2r valcovej plodWy Odtid’ vyplyva, Ze

16 OhniskdF elipsy st pevné body z odsekov 2, 3 tejto vetydiitsa definouaeste pred jej dokazom.

7 Ak oznaime 2, resp. B dizku hlavnej, resp. védjSej osi elipsy, tak pre linearnu excentrigtdanej elipsy
zrejme plati vah:€* + b?= a’. Dokéazte.

18 Skompletizovanie dokazu (dékaz zhodnosti dvojisié M 'F, M 'L, ako i dvojic Gs&iek A'F, BIF pre i# j;
i, 0{1, Z) sa ponechawvétate’ovi. Potrebné poznatky sui&®’ou cviceni.
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priamkaAB je hlavnou osou a prislusnu konstantu mézemedsozBa. Platnog vztahu2a =
2r/sing je zrejméz pravouhlychtrojuholnikov'SS'F (i = 1, 2) s preponouiiky a a uhlom s
vel’kos'ou ¢ pri vrcholeS

Ak ozngimeM ={X; X O a D‘X’F‘ +‘X2F‘ =2a}, tak sme zatiadokazali inklGziuk O

M. V d’alSejcasti dokaZzeme, Ze i kazdy bod mnoziviyje bodom danej elips

Obr. 14

2) Najprv si odvodime bodovd kon$trukciu mnoZilly ak st dané pevné bodf, %F
a konstanta 2 > | 'F ?F|. Konstrukcia bodowA, B mnozinyM na priamke'F 2F je zrejma.
Kazdy bodX mnoZzinyM patri prieniku dvoch kruZnic so stredfi, °F, pricom siet dZok
polomerov kruznic sa rovn&a2*® Z tejto konstrukcie vyplyva, Ze vietky body mngz
leZia v rovinnom pése &nom priamkama’, b° (kazda z priamok prechadza rovnomennym
vrcholomA aleboB, lezZi v rovinea a je kolma na priamkAB) a na kazdej priamke vo vnutri
tohto rovinného pasu kolmej na priamkB leZia najviac dva body tejto mnoziny. (Obr. 15)

bO

2a

19 Podrobne opisanu ,ohniskov(“ konstrukciu elipsyZzmm najg napr. v[7]; tato kon$trukcia, ako aj tzv.
ohniskové konstrukcie datgic elipsy incidentnych s danym bodoti, patriacich do danej osnovy priamok
adalSie vlastnosti elipsy su témou prvej samostasenestralnej prace v predmete zobrazovacie metddy.
CitatePovi sa odporia zamyslié nad otazkou, pre aky'ybovd’ne* zvoleny polomer;s< 2a (v ohniskovej
bodovej konstrukcii elipsy) jednej z kruznic sadén bod elipsy nedostane adwe
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NechM O M je F'ubovd’ny bod rézny od bodok, B am’ O a priamka nim prechadzajuca,
kolma na priamkiAB. Tato priamka ma s elipsduspolané prave dva bodiM, M. Poda
bodu 1) ddkazu platiM 0O M; ale pretoze na priamke’ leZia najviac dva body mnoZiry,

je'M =M alebo®™ = M. To znamen4, Ze bdd je bodom elipsk. Dokézali sme, z& O k.
Zaver. k =M, ¢o bolo treba dokazra

3) Vratme sa k pdvodnej priestorovej konstrukcii (obr..12)odobnosti pravouhlych
trojuholnikovAM; 'L 'f; aAS; 'F1'S (veta uu) vyplyva préubovdny z indexov il{1, 2 :

MF|_[MY_|M.'L]_|S'R|_e
MY Mt M fss] e

Ak ozna&ime:

IXF| e
N={XXOagO' — ==},
‘X‘I“ a
tak sme dokazali, Z& O N. Analogickym uvazovanim ako dasti 2 dbkazu vyplyva
z bodovej konstrukcie mnoziny platnog N O k. Zaver. k =N, ¢o bolo treba dokara

Urobime este bodovl konstrukciu mnoZiyre dany bodF, priamkuf roviny a a pre
pomere:a=1: 2 (obr. 16). Zostrojme najprv body mnoZNKyna priamke'o (priamka'o
leZi v rovinea, prechadza ohniskortF a je kolma na @wjicu priamku'f tomuto ohnisku
prislichajicu). Takéto body su prave dva; su toybladB pre ktoré: tFPB) = — (FPA) = 1/2
(P ='o n ). PretozeX 'F < X'f, v8etkydalSie body mnoZin\ leZia vo vn(tri rovinného
pasu ukeného priamkama’, b°, ktoré prechadzaju v danom poradi bodyB a st kolmé na
priamkuo. Zostrojmelubovd’ny bodM tak, aby sa jeho vzdialentoed ukujlcej priamky*f
rovnala predpisanému kladnému reélnefisiu 2 a vzdialenos od ohniskaF sa rovnalal.
(Diskusia o vhodnom vyber&sla 21 sa ponechavaitate’ovi.) KonStrukcia pre vyhovujluce
¢islo A je trivialna.
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Obr. 16

Désledok Queteletovej-Dandelinovej vety

Rovnobeznym priemetom Ipvej plochyG(S r) do roviny je elipsa a jej vnutro alebo
kruh. Ohnisk& elipsy su priemety krajnych bodovepréru gliovej plochy kolmého na
priemetiu a jej vediajSia os je zhodna s priemerontguej plochy?°

% Tento poznatok (priamy désledok Q-D vety) roz$ielrot&né kvadratické plochy vyznammgsky geometer
svetového menKarel Pelz(1845 — 1908). Pelz povazoval tato vetu za jednajddlezitejSich viet deskriptivnej
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V dokaze tvrdenia si sfazvolit’ Tubovd’na gu’ovu plochu, pre ktoru je valcova plocha
V z dokazu Q-D vety hranicou jej premietacieho (ivarpriemeatu v rovine a (désledok
samozrejme plati aj praibovd’nl z ploch'G). Treba si uvedomij Ze plochaG je s kazdou
z ploch 'G zhodna (prislusné zhodnostné zobrazenie je posanukiorého smer je
rovnobeZny s osnovou premietaria).

Priklad 3. Vo vonom rovnobeznom premietani je dana kruznicova valcplocha
V uréujicou kruznicouk v rovine @ a osou 0. Dalej je dané rovings, ktora prechadza
priamkoum roviny a a bodomS' leZiacim na osi valcovej plochy (obr. 17). Zobrazte
rovinny rez danej valcovej plochy rovingl
RieSenie

1. Najprv zostrojme obrys priemetu valcovejgbly V. Su nim dot§nice elipsyk (priemet
rovnomennej kruznice) rovnobezné s priemetomaoasiieto zostrojime — vratane dotykovych

bodov ‘T, °T —pod’a afinnej konstrukcie dotpic elipsy (bodd), obr. 13b). (Rovnobezny
priemet kruznicé si zvd’melubovdne dvojicou zdruzenych priemer&l., MN.)

Obr. 17

2. Potla dosledku za definiciou 1.4 a dbsledku 1 definZcle plati: a) Rovinnym rezom
kruzZnicovej valcovej plochy rovinou S je elipsa alebo kruznicg3(n V = k'); b) Medzi
rovnobeznymi priemetmi kriviek a k' je va’ah perspektivnej afinitfy ktorej osou je priemet

geometrie. Na stereografickom premietani demon8trako z nej temer spontanne vychadzaju vSetlstwesti
tohoto zobrazenia. O Zivote a diele Karla Pelzansano dozvedigv ¢lanku[7].

I Nech jeG = (S, r) f'ubovd’na guova plocha vpisana do danej Katej valcovej plochy (z vety 2.1, obr.
14). Uvazujme o rovnobeznom premietani do rouinylo osnovy ktorého patri asvalcovej plochy. Hranicou
premietacieho Gtvaru gavej plochy G je dana roténé valcova plochd/; obrysom priemetu tejto davej
plochy je preto elips& = a n V. Guova plochdG (i 0 {1, 2) je obrazom plochys v rovnobeZnom posunuti
'g, ktoré zobrazi bo&" do bodu'S. Obrazom priamky v posunuti je priamkaaai rovnobeznéio pre priemer
'p 2P gurovej plochy G kolmy na rovinua znamend, 7e sa zobrazi do priemeru plohys tou istou
vlastnosou. Z dotyku gliovych pléch'G s rovinoua je potom zrejmé, Zg('P) ='F (*F, ?>F st ohniska elipsk)
(i=1,2).
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pries€nice rovina n f={m} a dvojicu bodowzor— obraztvoria priemety priesmikov osi
plochy s oboma rovinami, t. j. v danom poradi bo®\S % (bod Sje stredom utujlicej
kruznicek plochy).

f:(a) - (@), fo=mS S)

3. Priemet rovinného rezl' je ukeny zdruzenymi priemermK'L", M'N", ktoré su
obrazom priemetov danych zdruzenych priemeréi, MN priemetu kruZnice
k v perspektivnej afinitd. (Na obrazku si samodruzné body priemerovych miasinimi
incidentnych ozngené1=1 a 2=2'). Body 'T', °T' (obrazy dotykovych bodovT, T
v afinite f), st dotykovymi bodmi priemetu rezovej krivky srgdom priemetu plochy. Tieto
body oddéuji vidite'nti sag’ krivky k' od jej neviditénej sasti?®. Tato viditénog’ je uena
'ubovd’ne zvolenou viditthog'ou urkujucej kruznice k plochy v danom rovnobeznom
premietani.

3 Cviéenia

1. a) Vyjadrite nevyhnutni a dostgucu podmienku na to, aby bolo mozné utvori
kompoziciu dvoch afinnych zobrazeh % o f, ak % : (a) - (a,), % :(8) - (8,).
b) Nech kazdé z rovinnych pdit,), (8,) z a) obsahuje nekotree mnoho bodov. MdZe
byt % o *f () jednobodova mnozina? (Udiee priklad.)

2. Nech jef rovnobezné premietanie v rovirena priamkup tejto roviny dané osnovou
priamkym (mU a C m # p) (osnova premietanig).fDokazte, Zd je afinné zobrazenie.
V ktorom pripade sa trojica kolinearnych bodov zaido toho istého bodu?

3. Dokazte, Ze vSetky neidentické zhodnostné a podiihéozobrazenia medzi dvoma
rovinami (i v tej istej rovine) su afinitami.

4. Vymenujte zname neidentické zhodnostné zobrazeniay na seba a tite samodruzné
body a priamky nasledujucich z nich: posunutie¢enie so stredorSo uhola (/al # 7),
stredova sumerndsosova sumerngss osouo, rovnd’ahlog’ so stredom v bod& a
charakteristikowk (/k/ £ 1). Ktoré zo samodruznych prvkov su silno samodéyznktoré
su slabo samodruznymi prvkami zobrazenia? dieepriklady rovinnych utvarov, ktoré
su samodruznymi Utvarmi v danom zobrazeni.

5. Dané su bodw, B (B#A) a kladné reélngislo A (A1 #1). Zostrojte bodM tak, aby
(ABM) = A. (Zvol'te si najprvA = pl/q, kdep, q su celé kladnéisla.)

6. Vykonajte dékaz bodu 3 z vety 1.tabného textu.

7. Pomer obsahov rovinnych Gtvarov tej istej rovimyje invariantoml’'ubovd’nej afinity
f:(a) - (a,). Dokazte.

8. Dany je rovnobeznik, ktorého dve strany tvdadovd’né zdruzené polpriemery danej
elipsy. Ukite jeho obsah, aka2 2b st dzky osi elipsy.

9. ,Medzi rovnobeZznymi priemetmi Gtvarov rovinyr, ktord nie je premietacia ani
rovnobezna s priemigiu, a medzi otenymi polohami tychto bodov v @@ni roviny a

22 pod’a dohody sa objekty a ich rovnobeZné priemety \imeom rovnobeZnom premietani zobrazuj tym istym
znakom.

%3 Na obr. 17 je zobrazena lgag’ kruZnicovej valcovej plochy (medzi rovinami f); preto je v skimanom
pripade krivka k' viditel'na cela, z kruznicé polkruznica prechadzajica bodoa obrysu zvolenegasti
plochy patria eSte Gsky 'T'T" (i =1, 2).
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do priemetne je \ah perspektivnej afinity, ktorej osou je prigsea roviny a
s priemetiou”. Dokazte! O aku afinitu ide v pripade kolméherpietania?

10. Nechf: (a) - (al) je perspektivna afinita sumiestnych rovinnych gadisow, osnovou

{m} slabo samodruZznych priamok a charakteristikqla [ {0, 1}). Zostrojte obraz, resp.
vzor F'ubovd’ného boduM, resp.K; neleziacich na osi afinity. ZVte sik l'ubovd’né
racionalnetislo kladné i zaporné.

11. V danej perspektivnej afinité (o; A, A) dvoch sumiestnych rovinnych poli zostrojte
obraz (vzor)lubovd’ného bodu a priamky. V pripade b) ide o elaciu;ripgue a) si
zvolte usporiadanu dvojicu boday, A' aj tak, aby Usika AA' nemala s osoo Ziaden
spolany bod. Priamky si v oboch pripadoch #t&’ubovd’ne. (Obr. 1a, b)

12. Dana jel'ubovd’na nekolinearna trojica bod@y, B, C aleboA, B, S. Dopilite tato trojicu
bodov nan-ticu A, B, C, D, E, F, ...tak,abyutvarABCDEF.. bol rovhobeZnym priemetom
pravidelného n-uholnika (bod S je priemetom jeho stredu). Ulohu vyrie$te pre
euklidovsky zostrojittnén-uholniky v intervale 3 ¢ < 10.

A=E' D=F'
q. ..................... TR PERTRTREPERRERTS o

o
=
o
I o

Obr. 1a, b
13. V Tubovdnej perspektivnej afinite dvoch sumiestnych roveinypoli zobrazte
T'ubovd’ny pravidelnyn-uholnik f = 4, 5, 6) a kruZnicu dovpisanu. (Pravouhlu afinitu
si zvd'te najviac v jednom pripade.)

C A

Obr. 3 (tloha 15)
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14. V pravouhlej perspektivnej afinifgo; A, A") dvoch sumiestnych rovinnych poli zobrazte
pravidelny hviezdicovy nejednoduchy tp@olnik ACEBD a kruZnicu jemu opisanu.
Vyfarbite trojuholniky, ktoré zostanu z pravideleéhednoduchého hviezdicového
des@uholnikaA1B2C3D4E%o0 vybrani péuholnikal2345(Obr. 2).

15. Dana je afinitef : (a) - (a’) dvoch sumiestnych rovinnych poli trojuholnikgkBC a

jeho obrazomA'B'C'. Zobrazte v danej afinite kruzni¢uopisanu (vpisanu) trojuholniku
ABC. Zostrojte hlavné smery afinify (Obr. 3, za Glohou 13)

16. Dany je rovnobeZnilABCD a priamkao roviny a = “ABC. Doucite perspektivnu
afinitu f (o; A, ?) vrovinea tak, aby zobrazila dany rovnobeZnik do Stvorca’kikana
tloha rieSeni? (Obr. 4%

17. Dané su kolinearne body 1, 2, 3, 4 vdanom poradsirojte StvoreABCD tak, aby
priamky incidentné s dvojicami rovnobeznych striio&a prechadzali dvojicami bodov
1, 2; 3, 4. (Obr. 5%°

24 NAvod: Stai zostroji ramena dvoch uhlov so spdiym vrcholom vjednom z vrcholov daného

rovnobeznika, ktoré sa maju zobrado pravych uhlov.
> Navod: Stai zostroji’ P'ubovd’ny rovnobeznik, ktorého dvojice rovnobeznych stréaji pozadovan(

vlastnog ad’alej pokr&ova’ pod’a predchadzajuceho ¢enia.
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18

19.

20.

21.

22.

23.
24.

25.

26.

Obr. 4 Obr. 5

. Dana je elips& osamiAB, CD (AB > CD) a jej sé€nicam (I) rovhobeZzna s hlavnou
(ved’ajSou) osou elipsy. Zostrojte priéagky: m n k, | n k a dotgnice elipsy v tychto
bodoch bez rysovania elipsy.

Pre elipsu z c¥enia 18 zostrojte dotypice prechadzajudaibovd’nym bodomP (Q), pre
ktory plati: ABP) =k > 0 (CDQ) =1 > 0).

Zostrojte dotynice elipsyk urcenej osamiAB, CD (AB > CD), ktoré: a) su rovnobezné
s 'ubovd’nou danou priamkoun, ktora je réznobezna s osami elipsy; b) prechdédzaj
Pubovd’nym bodomM neleZiacim na priamkach incidentnych s osami ellgSy
Analogické ulohy ako v c¥eniach 18, 19 rieSte pre elipswréenu dvojicou zdruzenych
priemerovKL, MN (MN DKL), pricom plati:m/| KL, [ || MN, (ABP) > 0 (CDQ) > 0).
Zostrojte dotgnice elipsy k uréenej zdruzenymi priemermKL, MN, ktoré: a) su
rovnobezné d'ubovd’nou danou priamkoun; b) prechadzajd’ubovd’nym bodomP.
(Priamkam a bodP nemaju Ziadnu z pol6h z ¢enia 21.)

Elipsak je dana osanAB, CD. Zostrojte dvojicu jej zhodnych zdruzenych prieawer
Dana je elips& zdruzenymi priemerni{L, MN (MN [1KL). Zostrojte jej dotgnice kolmé
na jeden z priemero¢®

Na danu rotéend valcovu plochu s polomeromumiestnite elipsu, ktorej hlavna, resp.
ved’ajSia os majl idky 2a, resp. ® (a > b). Kedy tGloha nema riesenié®

Dana je elips& osamiAB, CD. Zostrojte rotéanu valcovu plochl tak, abywn a = {k}.
Zapisd& algoritmus rieSenia ulohy.

% pouzite trojuholnikovd konstrukciu elipsy (parl Rapitoly 2).

27 Ulohu rieste pouzitim perspektivnej afinity, ktal@dni elipskk zobrazi do kruznice. Analogicky pre ¢enia
21, 22.

%8 pouzite afinni konstrukciu datyic elipsy (par. 2.1, bod, obr. 13b)

29 Navod: Ak existuje elipsa pozadovanych vlastnasiznaime jej rovinua, tak pre vékos’ ¢ jej uhla s osou

o valcovej plochy plati: sin=r/a, kde 2, resp. 2 = 2b je dzka hlavnej, resp. v&djsej osi danej elipsy. Odtia

je zrejma konstrukcia pravouhlého trojuhoIn@®& 'S (i 0 {1, &) vlubovd’nej rovine r7incidentnej s osou

o plochy. Rovina poZzadovanych vlastnosti obsahujanpu “SF aje kolm& na rovinuz Rozhodnutie
o rieSiténosti a pdte rieSeni sa nechavaatel'ovi. (Veta Queteletova — Dandelinova (Veta 2.2))
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27. Dana je kruznicova valcova plocNak[l @ — ukujuca kruznicap — os plochy ¢ [ a)).
Zostrojte druhy systém kruznicovych rezov plocHy® Zapisa algoritmus rieSenia
tlohy. (Grafické vyhotovenie rieSenia v Mongeovonobmazeni mozno néjs
v prednaskach venovanych tejto metdde, kap. 5alboB.)

28. Zostrojte elipsik, ak su dané: a) jej hlavna 88 a dotgnicat, ({[1AB, t #AB); b) jej
stredS, priamkao incidentna s jej hlavnou osou a bollly N# M elipsy; c) jej streds
priamkao incidentna s jej hlavnou osou a daticat s dotykovym bodonT (T nie je
vrcholom). V pripade a) zostrojte i dotykovy boigsy s danou dotnicou>* (Obr. 6)

Obr. 6a — 6¢C

29. Dana je elips& priemeronKL, priamkoum incidentnou so zdruzenym priemeromHiu
a bodomP (P [0 "KL, P 0Om). Zostrojte krajné body priemeru elipkya priamkem.

30. Dana je elipsa priamkanpi q incidentnymi s jej zdruzenymi priemermi a bodwhj N #
MM OpOg, NOpOq). Zostrojte krajné body priemerov elipsy na priacikp, Q.
(Obr. 7)

q

Obr. 7 Obr. 8

31. Dana je elips& priamkamip, g incidentnymi s jej zdruZzenymi priemermi a déticout
s dotykovym bodonT. Zostrojte krajné body priemerov elipsy na priaotkg, q (obr. 8).

32. Dana je elips& stredomS, dotynicout s dotykovym bodonT a: a)dalSim bodomM;
b) dalSou dotgnicouu (u # t, u # t). Zostrojte i osi elipsyk. V oboch pripadoch
zostrojte priemer elipsk zdruZeny s priemerom incidentnym s priami&iu (Obr. 9a, b)

33. Dana je elips& = (AB, CD) (hlavna a vethjSia 0s). Zostrojte Stvorec opisany eligse

30 Navod: zostrojte normalovul rovinu danej valcovejghlyV a vyuzite simerndplochy poda tejto roviny.
31 Ulohy 28 — 32 rieste pomocou vhodnej perspektiafigjity zobrazujlicej dand elipsu do kruznice. @a
afinity sizvol'te: cvicenie 30a — priamkMN; cvicenie 31-dotyenicut; cvicenie 32 -a) priamkuSM b) priamku

ST
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Obr.9a, b

34. Dana je elips& = (AB, CD) (hlavna a vethjSia os) v rovinexr . Dokazte, Ze: a) mnoZzina
bodov simerne zdruZenych s ohniskdk elipsy k poda vietkych jej do®nic je
kruZnica’k roviny a so stredom v druhom ohniské& tejto elipsy a polomeroma2=
|AB; b) mnoZina piat kolmic ubovd’ného ohniska elipsk na vietky jej dotsnice je
kruZnicako roviny @ so stredom v stredgelipsy a polomerom = a. %

35. Nech bodM je Tubovd’nym bodom elipsyk roznym od jej vrcholov. Potom plati:
priamkam, ktora je osou vonkajsich uhlov sprievali ‘FM a*FM boduM vzhradom na
elipsuk je dotynicou elipsyk v bodeM.*® Dokéazte.

36. tI)Docjlké%te, Ze kazda ddatyica elipsy je osou vonkajSich uhlov spriewadi jej dotykového

odu:

37. Ur¢ite mnozinu stredov vSetkych kruznic, ktoré sa kiajty danej kruznicen = (O; r =d)
a prechadzaju jej vnatornym boddvh (Ddsledok rieSenia tloh v &éni 34;[7])

38. Zostrojte elipsu dant ohniskar, °F a jednym bodonM (t. j. zostrojte vrcholy elipsy).
V bodeM zostrojte dotynicu elipsy.*

39. Zostrojte elipsu, ak je danéa)b + e b)e, a+ b, c)a, b—e(a, resp.b, resp.e je dzka
hlavnej, resp. vdjSej polosi elipsy, resp. jej linearna excentaicit

40. Zostrojte elipsu, ak je dany vrchalhlavnej osi, vrichoC ved’aj$ej osi a tZkaa, resp.b
hlavnej, resp. vd@jSej polosi. Za akych podmienok je Uloha rid%iée a kdko ma
rieSeni?

41. Zostrojte elipsu, ak je dané jej ohnisko, vrchotiizggsej osi a a) lidka b ved’ajsej osi;
b) linearna excentricita. Kedy je Uloha riebité a kdlko ma rieSeni?

42. Zostrojte elipsu, ak je dana priamka incidentnéj sjavnou osou, idka hlavnej osi,
jedno ohnisko a jeden bod elipsy, ktory nie je wiom.

43. Zostrojte elipsu, ak je dané: a) jej ohnigko dotyenicat s dotykovym bodorn a dzkaa
hlavnej polosi; b) jej ohnisktF, dotynicat, bodM elipsy a dzkaa hlavnej polosi.

44. Zostrojte elipsu, ak je dané jej ohniskg dva jej body'M, °M a dzkaa hlavnej polosi.
45. Zostrojte elipsu, ak st dané jej ohni$ka®F a jej dotgnicat. Zostrojte i dotykovy bod.

% Kruznica 'k sa nazyva @ujuca (riadiaca) kruznica danej elipsy prislichajimhniskuF. Analogicky
hovorime o riadiacej kruzniék = (*F, 2a) prisltchajicej ohniskéF. KruZznicak, sa nazyva vrcholova kruznica
elipsyk (inciduje s hlavnymi vrcholmi elipsy).

% Vonkajsie uhly sprievodov boduM elipsy st tie z uhlov priamdeM, ?FM, ktorych vnitra pozostavaji len
z vonkajsich bodov danej elipsy, t.j. z bodéypre ktoré'FX + FX > 2a. (Dotycnica elipsy je definovana
v Gvode druhej kapitoly.)

34 |de o dosledok definicie 2. 1 elipsy. Vysvetlite.

%V riegeni dloh 38 — 53 pouzite ohniskové vlastnelitsy zhrnuté vo vysledkoch @ani 34 — 37.
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46.

47.
48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

Zostrojte elipsu, ak je dané jej ohnisk®, jej roznobezné dotpice 't, %t a a) d’kaa
hlavnej polosi; b) dotykovy botll (*T O *t).

Zostrojte elipsu, ak je dané jedno jej ohniskd advzajom ré6znobezné datyice*®
Zostrojte elipsuak je dané jephnisko'F, bodM elipsy, dzkaa hlavnej poloosi a linearna
excentricitae.

Zostrojte elipsu, ak je dané jej ohniskg vrchol A hlavnej osi elipsy aldkab ved'ajsej
polosi.

Zostrojte elipsu, ak je dané jej ohnisko, jederhetced’ajSej osi a a) dotyicat elipsy;
b) bodM elipsy.

Zostrojte elipsu so stredom v danom b&ke danou Fkou a hlavnej polosi tak, aby sa
dotykala danych roznobeZnych priantokt, ktoré nie st navzajom kolmé.

Umiestnite elipsik, ktorej osi maju ttky 2a, 2b (a > b) tak, aby mala jedno ohnisko
v bode'F a dotykala sa danej priamky

Umiestnite elipsik, ktorej osi maju ttky 2a, 2b (a > b) tak, aby mala stred v danom
bodeSa dotykala sa danej priamky

Zostrojte elipsu, ak je dané jej ohnisko, jeden hed a dve navzdjom rdéznobezné
dotycnice.

Zostrojte elipsu, pre ktort je priamkenormalou a bodyF, °F jej ohniskami (priamka
nie je kolmé na priamku incidentni s hlavnou od@sg, ani siiou rovnobezna)’
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% UvaZuijte i o pripade, kedve z dotygnic st navzajom rovnobezné priamky.

3" Normaéla elipsy je priamka prechadzajuca bodonsgliplma na jej doggnicu v tomto bode. Navodio
plati pre normalu v bodi elipsy a sprievode boduM vzh'adom na dant elipsu t. j. priamkyM, 2FM?
(Cvicenie 36)
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