Metrické konStrukcie elipsy

Sona Kudlickova, Alzbeta Mackovova

Elipsu, ako regularnu kuzelosecku, mdézeme Studovat’ synteticky (konstrukcie bodov
elipsy) alebo analyticky (vypocet stradnic bodov elipsy). Zameriame sa na syntetick(t metodu
a opiSeme konstrukcie bodov elipsy pre rézne vstupné udaje, priCom pouZzijeme ohniskovu
(metricku) definiciu elipsy.

Text sa opiera 0 bakalarsku pracu: Alzbeta Mackovova ,,Metrické vlastnosti elipsy”,
presnejsie o upravenu verziu, doplnenu o pripomienky na obhajobe, ktord je sucastou tohto
textu ako priloha [P].

Pri vykresl'ovani elipsy pouZzijeme bud rysovacie potreby alebo volne dostupny
matematicky softvér GeoGebra, ktory navySe zabezpeCi interakciu medzi meniacimi sa
hodnotami vstupnych udajov a vykreslenou elipsou (ak existuje).

Text je rozdeleny na tri Casti:

1. Teoretické vychodiska, kde:
- Je postupnost’ pojmov a Vlastnosti, ktoré sa vyuzivaja pri konstrukciach,
- st definicie, vety a tvrdenia uvedené v tomto texte vybraté z prace [P],
- st za kazdou takouto vetou uvedené odkazy na stranu v praci [P], kde je uplna
formulacia a dokaz. Odkaz ma tvar [Cislo vety/strana].

2. Zbierka rieSenych 1loh, ktora obsahuje:

— zadanie ulohy zapisané v tvare: Zostrojte elipsu, ak poznate;

— postup konstrukcie, zapisany v krokoch;

— vystup konStrukcie, elipsa s pozadovanymi vlastnost’ami

— ponuku na vykreslenie elipsy v softvéri GeoGebra doplnent o interakciu.

3. Zbierka cviéeni:

- predstavuje subor zadani s navrhom umiestnenia vstupnych prvkov.

K vykresl'ovaniu elipsy v softvéri GeoGebra je potrebné prihlasit’ sa medzi pouZivatel'ov

GeaGebra




1.Teoreticke vychodiska
Ohniskova definicia elipsy:
Elipsa & je mnozina vs$etkych bodov M roviny, ktoré maji od dvoch danych pevnych bodov F,

F2 tejto roviny konstantny sucet vzdialenosti vacsi nez je vzdialenost’ danych bodov:

IF1Fa| < |[FaM| + |[FoaM|.  [D2.1/7]

vedlajsia os

hlavna os

Suvisiace pojmy |:
ohniska — dané body F1, F2 (latinsky focus — ohnisko);
sprievodice bodu M — tisecky F1M, F2M a ich dizka;

stidet dizok sprievodiéov — sucet dizok tise¢iek |F1M| + |[F2M| je konstantny;

stred elipsy S — stred tsecky FiF;

linedrna excentricita — dizka tise¢iek |F1S| = |F2S| = €;

hlavna os elipsy — priamka F1F;

vedlajsia os elipsy — priamka kolma na hlavnu os a prechadzajuca stredom S.




Bodova konstrukcia elipsy: a) pomocou rysovacich potrieb
Zostrojte body elipsy &, ak su dané ohniska F1, F2 a sucet dizok sprievodicov [F1M| + [FoM| =
IPQ| = 2a aplati |F1F2| < |[F1M| + |[F2M|. Rieste pre |[F1F2| = 4j, |PQ| = 5j.

E1l: Algoritmus konS$trukcie bodov elipsy & (F1, F», 2a):

Vstup: [F1Fz| = 4j, [FiM| + |[F2M| = 5] spiiiajti podmienku |F1F2| < [F1M| + |F2M|

; M, r, O

Kroky algoritmu:

1. Zvol'me I'ubovolny vnitorny bod Mz use¢ky PQ a oznaéme |PMy| = r1, [M1Q| = r2. Teda
IPQ| = |PMy| + [M1Q| = r1 + r2 = 2a.

2. Zostrojme kruznice ki(F1, 1), ka(F2, r2).

3. Uréme priesecniky kruznic kinkz = {M, N}. Ak je splnena podmienka |r1 — r2| < |F1F2),
tak priese¢niky existuju a body M, N st body elipsy &, pretoze vyhovuju podmienke:
|FiM| + |[FoM| = [FiN| + |FoN| = r1 + 12 = 2a.

4. Dalsie body elipsy zostrojime opakovanim krokov 1, 2, 3.

Vystup: body elipsy &

Bodova konstrukcia elipsy: b) pomocou softvéru GeoGebra:
a) Vykresli elipsu pre vstupné data po pravom kliknuti na bod My a zapnuti ,,Animating®;
b) Poniikne moznost’ menit’ polohu: ohnisk F1, F a dizku usecky |PQ| = 2a;
€) Prinesplneni podmienky |r1 — 12| < |F1F2| t. j. prieseéniky neexistuju, sa v algebrickom

okne vypiSe informacia ,,Undefined*.

@ Bodova konstrukcia elipsy



Animacie/Bodova_konstrukcia_elipsy.ggb
file:///F:/GeoGebra/Animácie/Bodová konštrukcia elipsy.ggb

Suvisiace pojmy 11:

hlavné vrcholy A, B — priese¢niky kruznice V(S, POl - a) s hlavnou osou;

2

vedl'ajSie vrcholy C, D — priese¢niky kruznice 11(F1, a), resp. l2(F2, a) s vedl'ajSou osou;

hlavna polos — tise¢ka s dizkou a = |SA| = |SB ;

vedlajsia polos — use¢ka s dizkou b = |SC| = |SD:

hlavna os — priamka F1F, ale aj tisecka AB;
dizka hlavnej osi — dizka tise¢ky |AB| = 2a;

vedl'aj$ia os — priamka CD, ale aj tsec¢ka CD;
dizka vedlajsej osi — dizka tise¢ky |[CD| = 2b;

charakteristicky trojuholnik elipsy — trojuholnik F1SC, v ktorom plati a? = &2 + b2,




Vykreslovanie elipsy. a) pomocou rysovacich potrieb

V okoli hlavnych vrcholov elipsu nahradime segmentami oskula¢nych kruznic s polomerom
2 2
PA= % a v okoli vedlajsich vrcholov s polomerom pc = % [V2.2/10]

Konstrukeia stredov oskula¢nych kruznic:

Vstup: elipsa ¢ (A, B, C, D)

Postup konStrukcie:

[ %=1

1. Doplnime trojuholnik ASC na obdiznik ASCE.
2. Zostrojime priamku m kolmu na priamku AC a prechadzajicu bodom E.

3. Uréime body m~AB ={Sa} a mnCD ={Sc.

2
4. Bod Sa je stred oskulac¢nej kruznice ka v hlavnom vrchole A s polomerom pa = %.

analogicky pre hlavny vrchol B: stred Sg, kruznica ks, polomer pg = pa.

2
5. Bod Sc je stred oskulacnej kruznice vo vedlajsom vrchole C s polomerom pc = =

-
analogicky pre vedl'ajsi vrchol D: stred Sp, kruznica kp, polomer pp = poc.
Vystup: stredy oskulaénych kruznic S, Ss, Sc, Sp, vykreslenie oskulacnych kruznic a elipsy

¢ (A, B, C, D).



Vykreslovanie elipsy: b) pomocou softvéru GeoGebra:
konstrukcia oskula¢nych kruznic v GeoGebre:
a) Preelipsu e (A, B, C, D) vypocita stredy oskula¢nych kruznic a vykresli oskula¢né
kruznice
b) Moznost menit’ polohu: hlavnych vrcholov A, B a vedl'ajsich vrcholov C, D

@ Oskula¢né kruZznice elipsy

Vlastnosti elipsy

Elipsa je uzavreta rovinna krivka, ktora rozdel'uje rovinu na dve oblasti — vnutornti a vonkajsiu.

Vnutorny bod elipsy — bod X vnutornej oblasti, pre ktory plati |F1X| + |F2X| < 2a

Vonkajsi bod elipsy — bod Y vonkajsej oblasti a plati |F1Y| + |[F2Y| > 2a

vonkajsia oblast’

vnutorna oblast’

Sprievodice bodu M vytvoria $tyri uhly, pricom jeden z nich vzdy obsahuje stred S elipsy.



Ulohy/Uloha_3.ggb
file:///F:/GeoGebra/Animácie/Bodová konštrukcia elipsy.ggb

vnatorny uhol

vonkajsi uhol
vonkajgi uhol

Vnutorny uhol sprievodi¢ov bodu M je uhol priamok F1M, F2M, ktory obsahuje stred S elipsy

a uhol k nemu vrcholovy.

Vonkajsi uhol sprievodi¢ov bodu M je 'ubovolny z uhlov, ktory je k vnutornému uhlu susedny.

Priamka ma s elipsou & jednu z nasledujtcich poloh a je jej:

a) nesec¢nica — obsahuje len vonkajsie body elipsy;

b) dotyénica — ma s elipsou prave jeden spolo¢ny bod, ostatné body priamky su vonkajsie body;
C) se¢nica — ma s elipsou dva spolo¢né body, lezia na nej vnitorné aj vonkajsie body elipsy
[V2.3/15].



Konstrukcie dotycnice elipsy: a) pomocou rysovacich potrieb

Dotyc¢nica elipsy je osou vonkajsich uhlov sprievodi¢ov v bode elipsy [V2.4/18].

vnutorny uhol

vonkajsi uhol

E vonkajsi uhal

Vstup: ohniska F1, F2, bod elipsy M

Kroky konStrukcie:

1. Sprievodice r1, r. bodu M.
2. Os vonkajsieho uhla sprievodicov ri, r2 bodu M.
3. Doty¢nica elipsy v bode M.

Vystup: doty¢nica v bode elipsy

Konstrukcie dotycnice elipsy: b) pomocou softvéru GeoGebra

Moznost’ menit’ polohu ohnisk F1, F2 a bodu M elipsy.

Q Doty¢nica elipsy



Animacie/Dotycnica_elipsy.ggb
file:///F:/GeoGebra/Animácie/Dotyčnica.ggb

KonsStrukcia urcujucej kruznice: a) pomocou rysovacich potrieb

Urcujica kruznica gi(F1, 2a), g2(F2, 2a) je mnozina bodov simerne zdruzenych s jednym

ohniskom elipsy podl'a vsetkych jej doty¢nic [V2.6/19].

Na obrazku je elipsa ¢ (F1, F2, Mi) abody Qi, i =1, 2, 3, ktoré leZia na kolmiciach ki, st simerne
zdruzené s ohniskom F2 podla doty¢nic ti, i =1, 2, 3, v bodoch elipsy M, i =1, 2, 3. Plati:
|F1Q1|= |F1Q2|= |F1Qz|=2a, teda body Qi , i = 1, 2, 3, lezia na urcujucej kruznici g1(F1, 2a).

Konstrukcia urcujucej kruznice: b) pomocou softvéru GeoGebra:
Vstup: ohniska F1, F2, bod elipsy M, mozZnost’ menit’ polohu

Kroky konstrukcie:

1. Doty¢nice ti v bodoch elipsy Mi
2. Kolmice ki na doty¢nice ti z bodu F, resp. F2
3. Body, Qj, resp. Qi” simerne zdruzené s ohniskom F1, resp. F2 podl'a doty¢nic ti

Vystup: uréujace kruznice gi(F1, 2a), g2(F2, 2a)

@ Urcéujtica kruznica elipsy



Animacie/Urcujuca_kruznica_elipsy.ggb

Konstrukcia vrcholovej kruznice: a) pomocou rysovacich potrieb

Vrcholova kruznica v (S, @) je mnozinou piat kolmic z jedného ohniska elipsy na vsetky jej
doty¢nice [V2.7/20].

Na obrazku body Pi,i=1, 2,3, su paty kolmic ki, i =1, 2, 3, z ohniska F elipsy na
doty¢nice tj, i =1, 2, 3. Plati |[SP1|=|SP2|= |SP3|=a, teda body Pi, i = 1, 2, 3, lezia na kruZnici
v (S, a).

Konstrukcia vrcholovej kruznice: b) pomocou softvéru GeoGebra:
Vstup: ohniska F1, F2> a bod M elipsy, moznost’ menit’ polohu

Kroky konstrukcie:

1. Dotyc¢nice ti v bodoch elipsy M;
2. Kolmice ki, na doty¢nice tj z ohniska F
3. Body P;i st paty kolmic ki na doty¢nice t

Vystup: vrcholova kruznica v (S, a).

Q Vrcholova kruZnica elipsy

Uvedené pojmy, vlastnosti a konstrukcie pouzijeme pri rieSeni prikladov pomocou
rysovacich potrieb, ale i v interakcii so softvérom GeoGebra.


Animacie/Vrcholova_kruznica_elipsy.ggb

