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1. Motivacia k Studiu
1.1. Elipsa okolo nas

Elipsu a najma tzv. elipticky tvar mozeme vidiet’ v redlnom zivote okolo nas. Najviac
sa selipsou aeliptickym tvarom stretivame v architekture a zahradnej architektire.
Stavebnou architektiirou uputa budova Komer¢nej banky na ostrove Mauricius, ktora stoji
na Styroch pilieroch (Obr. 1). Zaujimava je aj elipsa na budove Planetaria Tycho Brahe
v danskom meste Copenhagen. Vznikla ako rovinny rez valcovej plochy rovinou, ktora nie
je kolma ani rovnobezna s 0sou valcovej plochy (Obr. 2). Pri potulkach po talianskom meste
Padova, na najva¢Som namesti Talianska a na jednom z najvacsich namesti v Eurdpe tiez
mozete uvidiet’ kanal v tvare elipsy. Okolo kandla je rozostavenych 84 soch vyznamnych
Padovcéanov (Obr. 3). Historicky objekt Kolosea v hlavnom meste Talianska je predmetom
mnohych diskusii o svojom tvare. VacSinou je pddorys povazovany za elipticky, ale krivka
arény azachovalej fasddy merand s vysokou mierou presnosti ukazuje, Ze nejde
0 jednoznacny elipticky tvar, ale skor vajcovity (Obr. 4).

Na Slovensku mézeme uvidiet’ elipsu v Bratislave, kde ju reprezentuje rezidencny
projekt s nakupnou promenadou Tri Veze (Obr. 5) a elipsa je pouzita v architektire zahrady
Prezidentského palaca (Obr. 6). V inych slovenskych mestach sa stretneme s elipsou v Ziline
v podoryse nakupného centra Mirage Shopping Centre (Obr. 7).

Okrem architektary bola elipsa pouzitd v navrhu loga automobilieck Hyundai
(Obr. 8) alebo Toyota (Obr. 9) atiez v logu komiksovej postavy Batmana (Obr. 10). Po
eliptickej drahe obiehaju planéty Slnecnej sustavy okolo Slnka, pricom slnko sa nachadza

v jednom z ich spolo¢nych ohnisk (Obr. 11).

Obr. 1.: Komer¢na banka, Mauricius Obr. 2.: Tycho Brahe planetarium,

Copenhagen



Al

Obr. 4.: Koloseum, Rim
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Obr. 7.: Mirage Shopping Centre, Zilina Obr. 8.: Logo automobilky Hyundai
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Obr. 9.: Logo automobilky Toyota Obr. 10.: Logo komiksovej postavy Batmana
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Obr. 11.: Slne¢na sustava

1.2. GeoGebra

GeoGebra je interaktivny, dynamicky, vol'ne dostupny matematicky softvér pre
vSetky urovne vzdelavania a pre vSetky vekové kategorie. Je pouziteI'na vo vyucovani a
uéeni geometrie, algebry, matematickej analyzy, aritmetiky, Statistiky, tabuliek a grafov. Je
dostupna vo viac ako 65 jazykoch a vyznacuje sa jednoduchym intuitivnym ovladanim
s mnohymi uzitoénymi funkciami. Jej tvorcom je Marcus Hohenwarten (rak.), ktory ju
vytvoril pre svoju diplomova pracu v roku 2001 a dodnes sa vyvija pod jeho vedenim. Od
vtedy softvér presiel mnohymi vylepSeniami a rozSirenim funkcii.

Vsetky obrazky, ktoré st sti¢ast’'ou tejto prace, su vytvorené v GeoGebre. GeoGebra
umoziuje konstrukciu uloZit’ ako obrazok vo formate png.. Velkost karty upravime tak, ako
potrebujeme, v hlavnom menu v ¢asti Subor zvolime Export a Ndkresna ako obrazok (png,
eps)... (Obr. 12). Nad moznost'ou Ndkresna ako obrdazok (png,eps)... je moznost’ Dynamickd
konstrukcia ako webova stranka (html) (Obr. 12), pomocou ktorej vieme vytvorit’ www
stranku s interaktivnym appletom.

Okno s postupom konstrukcie sa zobrazi po zvoleni moznosti Postup konsStrukcie
v Casti Vzhlad (Obr. 13) v hlavhom menu, kde moézeme sledovat’ jednotlivé kroky
konStrukcie. Na obr. 13 je ukazka rieSenia prikladu 5 zo zbierky rieSenych prikladov aj
s postupom konstrukcie.

Obrazky z prace st k dispozicii v suboroch, ktoré su sucast’ou prace. Modrymi bodmi
sa da pohybovat’ a celd konStrukcia zavisi od ich novej polohy.

V u¢ebnom texte a Vv zbierke rieSenych prikladov pouzivame elipsy ¢ (Fi, F2, M),
e" (F1, F2’, M), ak ich v konstrukcii vystupuje viac. Pre jednoduchost’ ¢itania a zapisu sme
zvolili spOsob oznaCovania ¢’ (s ciarkou), o vSak GeoGebra neumoziiuje. Preto
v animaciach a rieSenych prikladoch, ktoré su pre tuto pracu k dispozicii je pouzité
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oznacovanie: &1 (F1, F2, M1), &2 (F3, F4, M2). Konstrukcie st farebné, tak ako obrazky v tejto

praci, takze preoznacenie by pre Citatel'a nemalo byt problém.
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Obr. 12.: Export obrazku v GeoGebre
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Obr. 13.: Postup konstrukcie a rieSenie prikladu 5 v GeoGebre



1.3. Pouzita symbolika

A B, C, ... —body
a, b, c, ... — priamky, kruznice, konstanty
J — ¢itatelom zvolena jednotka
|AB| - dizka usecky AB
|Ab| - vzdialenost’ bodu A od priamky a
k(A, b) — kruznica k so stredom v bode A a polomerom b
(ABC) - deliaci pomer bodov A, B, C
A€a — bod A patri priamke a
Aga — bod A nepatri priamke a
AB — priamka, resp. usecka, resp. polpriamka ur¢ena bodmi A, B
anb={A} - spolo¢ny bod priamky a a priamky b je bod A
anb=@-priamka aapriamka b nemajt spolo¢ny bod
a> b —a je vicsie ako b (dizka a je vicsia ako dizka b)
a<b —a je mensie ako b (dizka a je mensia ako dizka b)
a=b—asarovna b (zhodné tsecky)
a # b —a sa nerovna b (nezhodné tisecky)
2a=2%*a
¢ —elipsa
¢ (F1, F2, M) — elipsa ur¢ena ohniskami F1, F2 a jednym jej bodom M
bod A lezi medzi priamkami a, b — bod Alezi v prieniku opa¢nych polrovin uréenych
priamkami a, b
bod C lezi medzi bodmi A, B —bod C leZi na Gsecke s krajnymi bodmi A, B
(Zbierka rieSenych uloh, priklad 1) — priklad 1 vyriesny v GeoGebre spolu s postupom
konstrukcii sa nachadza v prieCinku Zbierka riesenych uloh pod nazvom priklad 1
Vsetky oznacenia bodov, priamok, konS$tant, kruznic a pod. su v texte uvedené
kurzivou. V obrazkoch, ktoré st navrhnuté v GeoGebre, je pouzité kolmé pismo. Niektoré
dokazy, ulohy alebo priklady su rieSené len pre jedno ohnisko, analogicky by sa postupovalo,
ak by konStrukcia zacinala v druhom ohnisku. Podl'a toho, ako je naro¢ny text, uvddzame
iné moznosti v poznamke za dokazom alebo v dokaze cez lomku: 11(F1, a)/l2(F2, a) — bud’
kruznicu l1(F1, a) alebo kruznicu I2(F2, a). V konstrukcii je pouzity geometricky utvar

uvedeny na prvom mieste.



2. Teoretické vychodiska ku konStrukcii elipsy

Definicia 2.1:

Elipsa &je mnozina vSetkych bodov M roviny, ktoré maji od dvoch danych pevnych bodov
F1, F2 tejto roviny konStantny stcet vzdialenosti vacsi nez je vzdialenost’ danych bodov:
[F1F2| < [F1M] + |F2M| 1)
Suvisiace pojmy: (Obr. 14)

ohniska — dané body F1, F2 (latinsky focus — ohnisko)

sprievodice bodu M — tise¢ky F1M, F2M a ich dizka

sacet dizok sprievodidov — sudet dizok useciek |[FiM| + |[F2M| = 2a, konstantny sucet

vzdialenosti
stred elipsy S — stred Gsecky F1F»

linedrna excentricita — diZka useéiek |F1S| = |F2S| = e

hlavna os elipsy — priamka F1F

vedlajsia os elipsy — priamka kolma na hlavnu os a prechadzajtca stredom S

vedlajgia os

hlavna os

Obr. 14.: Elipsa
Poznamka: Pri rieSeni konS$trukénych uloh sa zameriame na zostavenie algoritmu
konstrukcie. Teda zapiSeme vstupné tdaje, kroky algoritmu a vystup.

Uloha 1: Bodovi konstrukcia elipsy

Zostrojte body elipsy & ak st dané ohniska Fi, F asudet dizok sprievodicov
IFiM| + |F2M| = |PQ] = 2a. Rieste pre |[F1F2| = 4j, |PQ| = 5j. (Obr. 15)
Riesenie: (animdcie, bodova konstrukcia elipsy)

E1: Algoritmus kons$trukcie bodov elipsy & (F1, F, 2a):

Vstup: |F1F2| = 4j, [F1M| + |F2M| = 5j spiiaju podmienku (1) a teda elipsa existuje.



Kroky algoritmu:

1.

5.

Zvol'me I'ubovol'ny vnutorny bod Mi usecky PQ a oznacme |PMy| = r1, [M1Q| = r2.
Teda |PQ| = |PMy| + [M1Q| =r1 + r2 = 2a.

Zostrojme kruznice Ki(Fz1, r1), ko(F2, r2).

Uréme priesecniky kruznic kinkz = {M, N}.

Body M, N su body elipsy ¢, pretoze vyhovuji podmienke:

|[FtM| + |[FoM| = |FiN| + [FoN| =11 + 2 = 2a.

Dalsie body elipsy zostrojime opakovanim krokov 1, 2, 3, 4.

Vystup: body elipsy ¢

Obr. 15.: Bodova konstrukcia elipsy

Pozndamka: Ak mame zostrojené body elipsy, mozeme na ziskanie d’alsich jej bodov vyuzit’

stredovu sumernost’ podla stredu elipsy S alebo osové simernosti podla hlavnej a vedl'ajsej

osi elipsy.

Suvisiace pojmy: (Obr. 16.b)

. L .. P
hlavné vrcholy A, B — priese¢niky kruznice (S, % = a) s hlavnou osou

vedl'ajsie vrcholy C, D — priese¢niky kruznice 11(F1, a), resp. I2(F2, @) s vedl'ajsou osou

hlavna polos — tsecka s dizkou a = |SA| = [SB|

vedlajsia polos — usecka s dizkou b = [SC| = |SD|

hlavna os — priamka F1F, ale aj tiseCka AB

dizka hlavnej osi — dizka usecky |AB| = 2a

vedl'ajSia os — priamka CD, ale aj tise¢ka CD

dizka vedrajsej osi — dizka tise¢ky |CD| = 2b

charakteristicky trojuholnik elipsy — trojuholnik F1SC, v ktorom plati a? = e? + b?




Tiez mozno vyslovit’ tvrdenie vyplyvajice z definicie 1.

Veta 2.1:

Dizka hlavnej osi sa rovna dizke stétu sprievodicov bodov elipsy &

|AB| = |F1M| + |F2M| = 2a.

Dokaz: Vieme, ze plati |[SF1| = |SF2| a |SA| = |SB|. (Obr. 16.b) Ztoho vyplyva, ze aj
|IF1A| = |F2B| a |F2A| = |FiBl. Kedze body A, B si bodmi elipsy, potom plati
|F1A| + |F2A| = 2a = |F1B| + |F2B| a teda aj rovnost’ |AB| = |F1A| + |F1B| = |F2B| + |F2A| = 2a.

Uloha 2: Dané st ohniska F1, F2 abod M elipsy & (MgF1F2). Zostrojte hlavné a vedlajsie

vrcholy elipsy .

Riesenie: (Ulohy, Uloha 2)

Vstup: ohniska F1, F2, bod Me g (Obr. 16.a)
Postup konstrukcie: (Obr. 16.b)

1.

Na polpriamke F1M zostrojime bod Q tak, ze |QM]| = |F2M|. Pre dizku usecky F1Q
plati: |F1Q| = [FtM]| + |IMQ| = |[F1M| + |FoM| = 2a.

. Zostrojime kruznicu v(S, a).
. Priese¢niky kruznice v s hlavnou osou su hlavné vrcholy A, B elipsy &.

2
3
4.
5

Zostrojime kruznicu l1(F1, a)/l2(F2, a).

. Priese¢niky kruznice l1 s vedlajSou osou su vedl'ajsie vrcholy C, D elipsy &

Vystup: hlavné a vedlajSie vrcholy elipsy ¢

a)

. ]

b)

Obr. 16.: Konstrukcia hlavnych a vedl'ajsich vrcholov elipsy



Pri vykreslovani elipsy pomocou rysovacich potrieb je vyhodné v okoli hlavnych
a vedl'ajSich vrcholov nahradit’ elipsu segmentmi kruznic. Tieto kruznice nazyvame
oskula¢né kruZznice.

Veta 2.2:

Ak je elipsa uréena dizkou hlavnej polosi a adizkou vedlajsej polosi b, tak polomer

. . . . b? 5 ey 2
oskula¢nej kruznice v hlavnom vrchole je pa = —avo vedl'ajSom vrchole pc = %.

Dokaz:

2

Najprv ukazeme, ze pre polomer pa oskula¢nej kruznice v hlavnom vrchole plati: pa = %
Nech je elipsa guréena hlavnou osou |AB| = 2a a vedlajSou osou |[CD| = 2b a pozname jeden
jej bod M (MgAB, MgCD). (Obr. 17)

- Zostrojime kruznicu Vv(S, a).

- Zostrojime bod elipsy N tak, ze MN L AB.

- Zostrojime kruZnicu k opisant trojuholniku AMN, ktorej stredom je bod Sk.

- Oznagime body: knAB = {E}, MNAv = {My, N1}, MNMAB = {G.

- Zpravouhlych trojuholnikov AM:B, AME a Euklidovej vete o vyske dostavame

1,|GM1\2 __|4GliBG| _ |BG]

IGM1|? = |AG|.|BG|, |GM[?> = |AG|.|[EG| a uréime ich podie == =— . Pre
|GM]| |AGLIEG|  |EG]
body G, M, My plati deliaci pomer (GMM3) = % = % (odovodnenie: [5, str. 11]).
2 2
Teraz mézZeme zapisat’ l‘C;I;lllz = % = % . 2

- Postupnym postvanim stredu Sk kruznice k k vrcholu A dochadza k zmenSovaniu
polomeru kruznice Kk, pricom bod A je stale spolocnym bodom kruznice k a elipsy.
Ak body M, N, G splynu s bodom A, tak dostaneme kruznicu ka so stredom Sa
a polomerom pa. Takze ak M =N =G = A, tak |BG| = |BA| = 2a a |[EG| = |EA| = 2pa

a teda mozeme vyjadrit’ ich podiel:@ =2 3
EG 1y

2 2
Zo vztahov (2), (3) dostavame PiA = Z—Z . TakZe pa= ©Z

—.
Pozndamka: Polomer oskulacnej kruznice v hlavnom vrchole B je zhodny s polomerom o,

t.j. pa= p8 . Vyplyva to zo simernosti elipsy podl'a stredu S.
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Teraz ukdzeme, Ze pre polomer pc oskulacnej kruznice vo vedlajSom vrchole plati: pc = =

Obr. 17: Polomery oskulaénych kruznic v hlavnych vrcholoch elipsy

2

b

Nech je elipsa guréena hlavnou osou |AB| = 2a a vedl'ajsou osou [CD| = 2b a pozname jeden
jej bod P (P¢AB, PCD). (Obr. 18)

Zostrojime kruznicu m(S, b).

Zostrojime bod elipsy Q tak, ze PQ L CD.

Zostrojime kruznicu | opisant trojuholniku CPQ, ktorej stredom je bod S;.
Oznac¢ime body: INCD = {U}, PQ~m = {P1, Q1}, PQNCD = {R}.

Z pravouhlych trojuholnikov CP:1D, CPU a Euklidovej vete o vyske dostavame
vztahy |RP1/>=|CR|.|DR|, |RP|? = |CR|.|UR| a ur&¢ime ich podiel:

IRP;|> _ |CR|IDR| _ |DR| ;e _IRPy| _ b

RPT = ICRUUR] — [UR] Pre body R, P, P1 plati deliaci pomer (RPP1) = P & Teraz
A .. »|RP®> _|BR _ b?

moZeme zapisat RPE = ORI @ (4)

Postupnym posuvanim stredu S; kruznice | od vrcholu C dochadza k zvacSovaniu
polomeru kruznice |, pricom bod C je stale spolocnym bodom kruznice | a elipsy. Ak
body P, Q, R splynt sbodom C, tak dostaneme kruznicu ke so stredom Sc

a polomerom pc. Takze ak P =Q =R = C, tak |IDR| = |DC| = 2b a |UR| = JUC| = 2pc

a teda mézeme vyjadrit’ ich podiel:@ =2, (5)
|UR| Pc

2 2
Zo vztahov (4), (5) dostavame pﬂ = %. Takze pc = %.
Cc
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Poznamka: Polomer oskulacnej kruznice vo vedlajsom vrchole D je zhodny s polomerom

poc, L. pc= pp . Vyplyva to zo sumernosti elipsy podla stredu S.

Obr. 18.: Polomery oskula¢nych kruznic vo vedl'ajsich vrcholoch elipsy

Uloha 3: Zostrojte oskulaéné kruznice vo vrcholoch elipsy, ak st dané jej hlavné a vedlajie

vrcholy.
Riesenie: (Ulohy, Uloha 3)

E2: Algoritmus konS$trukcie stredov oskulaénvch kruznic:

Vstup: hlavné vrcholy A, B a vedlajsie vrcholy C, D (Obr. 19.a)
Kroky algoritmu: (Obr. 19.b)

1.
2.
3.

Doplnime trojuholnik ASC na obdiZnik ASCE.
Zostrojime priamku m kolmu na priamku AC a prechadzajacu bodom E.

Ur¢ime body mmnAB ={Sa} a mNCD ={Sc}.

. . .. b2
Bod Sa je stred oskula¢nej kruznice ka v hlavnom vrchole A s polomerom pon =—

—.
analogicky pre hlavny vrchol B: stred Sg, kruznica ks, polomer pg = pa.

2
Bod Sc je stred oskula¢nej kruznice vo vedl'ajsom vrchole C s polomerom pc = %.

analogicky pre vedl'ajsi vrchol D: stred Sp, kruznica kp, polomer pp = pc.

Vystup: stredy oskula¢nych kruznic vo vrcholoch elipsy
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b)
$5

Obr. 19.; Oskula¢né kruznice

Odovodnenie konstrukcie:

2
Najprv ukdzeme, ze plati: pa =|ASa| = %.

|ASal _

- Pravouhlé trojuholniky ASAE, SCA st podobné a plati: AE

SC|=b, [SA|=aa teda jASx = .

2
v ’ a
Teraz ukazeme, Ze plati: pc =|CSc| = -

ICScl _

- Pravouhlé trojuholniky CScE, SAC su podobné a plati: Tz

SA| =4, [SC| = bateda [CSc| =2
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Dalsie pojmy, s ktorymi budeme pracovat’ siivisia s vlastnostou, Ze elipsa je uzavreta
rovinna krivka, ktora rozdel'uje rovinu na dve oblasti — vnlitornt a vonkajsiu. (Obr. 20)
Suvisiace pojmy: (Obr. 20)

vnutorny bod elipsy — bod vnutornej oblasti, plati |F1X]| + |F2X| < 2a

vonkajsi bod elipsy — bod vonkajsej oblasti, plati |[F1Y| + |F2Y| > 2a

Ohniska elipsy F1, F2 aj stred S elipsy su jej vnttorné body.

vonkajSia oblast’

vnutorna oblast’ LI

Obr. 20.: Vnutorna a vonkajsia oblast’ elipsy
Sprievodice bodu M vytvoria Styri uhly, pricom jeden z nich vzdy obsahuje stred S elipsy.
(Obr. 21)
Definicia 2.2:

Vnutornym uhlom sprievodi¢ov bodu M vzhl'adom na elipsu ¢ je uhol priamok FiM, F2M,

ktory obsahuje stred S elipsy a uhol k nemu vrcholovy.

VonkajSim uhlom sprievodi€ov bodu M vzhl'adom na elipsu ¢ je 'ubovolny z uhlov, ktory

je k vattornému uhlu susedny. (Obr. 21)

ynutorny uhol

vonkajsi uhol
vonkajsi uhol

Obr.21.: Vnutorné a vonkajsie uhly sprievodi¢ov bodu M
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Veta 2.3:
Priamka ma s elipsou & jednu z nasledujtcich poloh
a) priamka nema s elipsou ziaden spolo¢ny bod,
b) priamka ma s elipsou prave jeden spolo¢ny bod,
€) priamka ma s elipsou dva spolo¢né body.
Dokaz:
- NajkratSia spojnica bodov Fi, F2 je usecka FiFo.
a) Nech mnFiF2 = {X}, bod X je vnatorny bod tsec¢ky FiF2. VySetrime aky najmensi

sti¢et vzdialenostiod ohnisk F1, F2 m6ze mat’ bod X danej priamky m. (Obr. 22.)

Obr. 22: Vzajomna poloha priamky a elipsy, pripad a)
- AkmnFiF2 ={X} alebo (X=F1 vV X=F2), tak |[F1X| + |[F2X| = |[F1F2| <2a (6)
- Pre kazdy dalsi bod Y € m; Y#X vznikne trojuholnik FiF2Y, v ktorom
z trojuholnikovej nerovnosti plati |F1Y| + |F2Y| > |F1F| (7)
- Uké&zme, Ze pre kazdy d’alsi bod priamky m je vzdialenost’ od oboch ohnisk vacsia
ako pre bod X. Nech bod Z € m; Z#X, Z#Y, pre ktory [ZX| > |YX|
- Zostrojime bod M = FoYNF1Z
- Z trojuholnikovej nerovnosti v trojuholniku F2MZ plati:
|MZ| + |F2Z| > |F2M|, pripocitajme k obom stranam nerovnosti |F1M|. Dostaneme
IMZ| + |F2Z| + [FiM| > |[FoM| + [FiM|. Vieme, ze [FiM| + |MZ| = |F1Z|, teda
[F1Z] + [F2Z| > [F2M[ + [F1M] (8
- Z trojuholnikovej nerovnosti v trojuholniku F1MZ plati:
|[FiM| + |MY| > |F1Y], pripo¢itam k obom strandm nerovnosti |F2Y|. Dostaneme
[FiM| + |[MY]| + |[F2Y| > |F1Y]| + |F2Y|, pricom vieme, ze IMY| + |F2Y| = |F2M|. A teda:
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[FaiM| + [FaM| > [FaY]| + [F2Y] ©)
- Znerovnosti (6),(7),(8) a (9) dostavame vztah:
|F1Z| + |F2Z| > |FoM| + [FiM| > |F1Y| + |F2Y| > |F1X]| + |F2X| z ¢oho vyplyva:
|F1Z| + |F2Z| > |[F1X| + |F2X].
- Ozname Zi € m, Zj € polpriamky XY, |ZiX| > |[YX|, i = 1,2,... . Pre body Z; plati
|F1Zi| + |F2Zi| > |[F1X| + |F2X].
b) Nech mnFiF; = @, t.j. priamka m nepretina Gsecku Fi, Fo.

o Hladame bod H, ktory mad od ohnisk FiF2 najmensi sucet vzdialenosti:
Zostrojime bod Q simerne zdruzeny podl'a priamky m s ohniskom F». Potom
bod H = F1Qnm.

o Nastat’ mézu tri pripady:

1) |[F1H| + |F2H| = |[F1Q| > 2a: Z predchadzajuceho vieme, ze
ostatné body priamky m majt sucet vzdialenosti od ohnisk Fi,
F2 este vacsi a teda priamky m nema s elipsou ¢ ziaden
spolo¢ny bod. (Obr. 23.a))

2) |[F1H| + |F2H| < 2a: pripad a) (Obr. 23.b))

3) |F1H| + |F2H| = 2a: bod H je v tomto pripade jedinym bodom

priamky m a zaroven bodom elipsy ¢. (Obr. 23.c))
a) b)
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Obr. 23.: Vzajomna poloha priamky a elipsy, pripad b)

Suvisiace pojmy: (Obr. 23)

nesecnica — priamka, ktora s elipsou nema ziaden spolo¢ny bod (na obr. 24. priamka a)
doty¢nica — priamka, ktora ma s elipsou prave jeden spoloény bod ( ha obr. 24. priamka b)
dotykovy bod - spolo¢ny bod elipsy a doty¢nice ( na obr. 24. bod T)

seCnica — priamka, ktora ma s elipsou dva spolo¢né body ( na obr. 24. priamka c, ktora

pretina elipsu v bodoch P, R)

Obr. 24.: Vzajomna poloha priamky a elipsy
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Veta 2.4:

V kazdom bode elipsy ¢ existuje prave jedna dotycnica elipsy, ktord je osou vonkajSich

uhlov sprievodi¢ov dotykového bodu.

Daékaz: Nech je elipsa & ur¢ena ohniskami F1, F2 a jednym jej bodom M (Mg F1F>).

existencia doty¢nice: dokaz urobime pomocou nasledujucich krokov (Obr. 25)

Zostrojime os t vonkajS$ieho uhla sprievodi¢ov bodu M.

Zostrojime bod Q, ktory je sumerne zdruzeny s jednym z ohnisk, napr. F2, podla
priamky t. Body Fi, M, Q st kolinearne apre dizku usetky F1Q plati:
IF1Q| = |[FiM| + IMQ)| = 2a.

Na priamke t zvoI'me 'ubovol'ny bod R # M a ukéazeme, ze nie je bodom elipsy. Body
Fi1, R, Q urcuju trojuholnik a z trojuholnikovej nerovnosti plati: |F1R[+/RQ[>|F1Q]
pricom |F1Q| = 2a a |[RQ| = |FzR|. Teda plati |[F1R| + |F2R| > 2a, t.j. bod R nespliia
podmienku (1) a nie je bodom elipsy.

Zaver: ukazali sme, Ze os t vonkajSicho uhla sprievodicov bodu M ma s elipsou

spolo¢ny prave jeden bod a je doty¢nicou elipsy.

jednoznacnost’:

a)

Existuje prave jedna os konvexného uhla (pozri dokaz [5, s. 30]).

L ]

Obr. 25.: Doty¢nica elipsy

Definicia 2.3:

Vrcholova dotyénica je doty¢nica vo vrchole elipsy aje kolmad na hlavnu os elipsy.

(na obr. 25. priamka ta )

Normala elipsy je kolmica na dotycnicu elipsy v jej dotykovom bode (na obr. 25.

priamka n).
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Veta 2.5:
Norméla v bode elipsy rozpol'uje vnutorny uhol sprievodi¢ov bodu, v ktorom je zostrojena.

Poznamka k dokazu: Osi vnlitornych a vonkajsich uhlov st na seba kolmé.

Z ohniskovych vlastnosti elipsy st najdolezitejSie dve vlastnosti, ktoré zapiSeme pomocou
viet.

Veta 2.6:

Mnozina bodov simerne zdruzenych s jednym ohniskom elipsy podl'a vSetkych jej doty¢nic
je kruznica so stredom v druhom ohnisku tejto elipsy a polomerom 2a.

Dokaz: (Obr. 26.)

Nech elipsa ¢ je ur¢ena ohniskami Fi1, F2 a jednym jej bodom M (MgF1F2). Zostrojime
v bode M doty¢nicu t elipsy — je to os vonkajsicho uhla sprievodi¢ov bodu M.

- Zostrojime bod Q sumerne zdruzeny s ohniskom F2 podl'a doty¢nice t, pre ktory
plati: |[F1Q| = 2a.

- Naobr. 24. st vyznacené d’alsie body Qi priradené bodom M; elipsy ¢ a doty¢nici t;,
ktoré st simerné s ohniskom F2 podla dotyénic ti, i = 1, 2, 3 a pre kazdy bod Qi
plati: |F1Qi| = 2a.

- Teda kazdy bod Qi simerne zdruzeny s ohniskom F> podl'a doty¢nice t leZi na
kruznici g1(F1, 2a).

Poznamka: Ak zostrojime body Qi ako body sumerne zdruzené s ohniskom Fi podla
doty¢nic ti, budu lezat’ na kruznici gz2(F2, 2a).
V dokaze je d’alej potrebné ukazat’, ze kazdy bod Q kruZnice g: je simerne zdruzeny
s ohniskom F podl'a nejakej doty¢nice elipsy.
- Ost sumernosti Gsecky F2Q pretina usecku F1Q v bode M.
- Plati: |[F1Q|=2a a tiez |F1Q|=|F1M|+|MQ|=|F1M|+|F.M|=2a.
- Bod M je bod elipsy a priamka t doty¢nicou.
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Obr. 26.: Urcujtca kruznica elipsy gi(F1, 2a)

Definicia 2.4:
Kruznicu g1(F1, 2a) / g2(F2, 2a) nazyvame urcujtca (riadiaca) kruznica elipsy. (Obr. 26.)

(Animacie, Urcujuca kruznica)
Veta 2.7:
MnozZina piat kolmic z 'ubovol'ného ohniska elipsy na vSetky jej dotyCnice je kruznica
v(S, a) so stredom v strede elipsy a polomerom a.
Dokaz: (Obr. 27.)
Nech elipsa ¢ je urcena ohniskami Fi, F2 a jednym jej bodom M (MgF1F>). Dokazeme, ze
bod P (péta kolmice na doty¢nicu) je bod kruznice v(S, a).
- Najskor zostrojime v bode M dotycnicu t elipsy — je to os vonkajSieho uhla
sprievodicov bodu M.
- Zostrojime bod Q stiimerne zdruzeny s ohniskom F2 podla doty¢nice t.
- Zostrojime priesecnik {P}=F2Qnt.
- Dokaz urobime pre bod P:
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a) Nechbod M = A, B, potom body F1, F2, Q urc¢uju trojuholnik. Body S, P lezia
na jeho strednej priecke a teda |SP| = %|F1Q| =a.
b) AkM =A/M =B, tak bod P = A/P = B a |SP| = |SA| = |SB].
Bod P je bodom kruznice Vv(S, a).
Na obr. 25. st vyznacené body Pj priradené bodu Mi; elipsy ¢ a doty¢nici ti, ktoré su
péatami kolmic ki z ohniska F2 na doty¢nice tj, i = 1, 2, 3. Body P;i st bodmi kruznice
v(S, a).

Pozndamka: analogicky by sme postupovali aj pre ohnisko F.

obratene:

Nech P je bodom kruznice v(S, a).
Zostrojime bod Q tak, ze bod P je stred usecky F2Q.
Bod Q lezi aj na uréujucej kruznici g1(F1, 2a) a 0s t se¢ky F2Q je doty¢nicou elipsy.

Bod P je teda pétou kolmice zostrojenej z ohniska F2 na doty¢nicu t elipsy.

Obr. 27.: Vrcholova kruznica elipsy v(S, a)

Definicia 2.5:

Kruznicu v(S, a) nazyvame vrcholova kruznica elipsy . (Obr. 27.)

(Animacie, Vrcholova kruznica)
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3. Zbierka rieSenych prikladov

Vlastnosti elipsy opisané v prvej kapitole vyuzijeme v prikladoch na konstrukciu
elipsy zo zadanych prvkov. Teda budeme riesit konstrukéné ulohy. Kazda konstrukéna

uloha pozostava z krokov:

1. rozbor,

2. konstrukcia,
3. dokaz,

4. diskusia.

V tejto praci uvedieme krok 2. konStrukcia a rozbor zapiSeme pri jednotlivych
krokoch konstrukcie v hranatych zatvorkach t.j. [ ]. Taktiez nebudeme robit’” dokaz, ze
zostrojend krivka je elipsa, ale v diskusii rozoberieme pocet rieseni, ktoré zavisia od
vzajomnej polohy jednotlivych vstupnych tidajov, pri¢om vstupné data su zvolené tak, ze
rieSenie vzdy existuje. Ak existuji dve rieSenia, tak ich rozliSime r6znymi farbami.

V nasledujtcich prikladoch pod zadanim “zostrojte elipsu® rozumieme urcit’ prvky
elipsy, pomocou ktorych vieme elipsu vykreslit, napr. pomocou oskula¢nych kruznic.
Postup konstrukcie kon¢i vtedy, ak pozname ohniska elipsy F1, F2 a aspon jeden jej bod.
Potom pouzitim konStrukcie z ulohy 2 vieme zostrojit’ hlavné a vedl'ajSie vrcholy elipsy
a pouzitim algoritmu konstrukcie stredov oskulaénych kruznic elipsu priblizne vykreslit.

Podl'a vstupnych tudajov a podla toho, ¢o je vysledkom konStrukcie st priklady
rozdelené do Styroch skupin:

1. Konstrukcia elipsy pomocou charakteristického trojuholnika.

2. Konstrukcia elipsy, ak pozname hlavnu os, resp. vedl'ajSiu os, resp. excentricitu a
jeden bod elipsy.

3. Konstrukcia elipsy, ak je dana dotycnica elipsy t.

4. Konstrukcia dotycnice elipsy.
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3.1.

KonStrukcia elipsy pomocou charakteristického trojuholnika.

Priklad 1.: Zostrojte elipsu, ak excentricita elipsy je dand Gise¢kou |EF| a stéet dizok hlavnej

a vedl'ajsej polosi je uréeny dizkou use¢ky [MN|. (MN|>[EF|=a+b>e)

Riesenie: (Zbierka riesenych prikladov, priklad 1)
Vstup: |EF| =¢, [MN| =a + b (Obr. 28.a)
Postup konstrukcie: (Obr. 28.b)

1.
2
3
4.
5

6.

Zostrojime usecku F1S tak, zZe plati |F1S| = e.

. Zostrojime priamku m kolmu na priamku F1S prechadzajacu bodom S.

Na priamke m zostrojime bod U pri¢om |[SU| =a + b.

Zostrojime os 0 tsecky F1U.

. Vyzna¢ime SUN0={C} [ pravouhly trojuholnik FiUC je rovnoramenny (plati

|IF1C| = |CU| = a), teda 0s 0 prepony tohto trojuholnika prechadza protilahlym
vrcholom C].
Bod F lezi na priamke F1S a (F1F2S) = -1.

Vystup: € (F1, F2, C)

Diskusia: Uloha ma prave jedno riesenie.

a)

b)

a+h

[
3

L ]

* [Tl

Obr. 28.: Riesenie prikladu 1

23



Priklad 2.: Zostrojte elipsu, ak dizka hlavnej osi je dana useckou |KL| arozdiel dizok

vedlajsej polosi a excentricity je uréeny dizkou use¢ky [MN].

Riesenie: (Zbierka riesenych prikladov, priklad 2)

Vstup:

IKL| =a, [MN|=b—e (b #¢e) (Obr. 29.a)

Postup konstrukcie: (Obr. 29.b)

1.
2.

3
4.
5
6

7.

Zostrojime tsec¢ku CU tak, ze |CU|=b —e.

Zostrojime uhol |CUX| = 135°.

. Zostrojime kruznicu k(C, a).

Vyznac¢ime KNUX={F1, F1"}.

. Zostrojime priamku m/m "~ kolmu na priamku CU prechadzajucu bodom F1/F1".

. Vyzna¢ime mNCU={S}/m'nCU={S"} [pravouhly trojuholnik USF: je

rovnoramenny (plati: |[SF1| = |SU| = e), teda ostatné jeho dva uhly maju velkost’ 45°
a k nim vonkajsie uhly maja velkost’ 135°; ostatné kroky vyplyvaji z vlastnosti
charakteristického trojuholnika elipsy].

Bod F lezi na priamke F1S a (F1F2S) = -1.

Vystup: b>e: ¢(F1, F2, C),b<e: &'(F1, F2', C)

Diskusia: Uloha ma prave dve riesenia.

a)

M h-g

b)

Obr. 29.: Riesenie prikladu 2.

24



3.2.  KonStrukcia elipsy, ak pozname hlavna os, resp.vedlajSiu 0s,

resp. excentricitu a jeden bod elipsy.

Priklad 3.: Zostrojte elipsu, ak je dany hlavny vrchol A, vedl'ajsi vrchol C a dizka hlavnej
polosi je uréend dizkou use¢ky [KL|, (JAC| > |[KL| = a).

Riesenie: (Zbierka riesenych prikladov, priklad 3)

Vstup: hlavny vrchol A, vedl'ajsi vrchol C, [KL| = a (Obr. 30.a)

Postup konstrukcie: (Obr. 30.b)

1. Zostrojime Talesovu kruznicu 7 nad tseckou AC [trojuholnik ACS je pravouhly
S pravym uhlom pri vrchole S].
2. Zostrojime kruznicu k(A, a) [JAS| = a].
3. Vyznacime mk={S, S'}.
4. Hlavny vrchol B/B " lezi na priamke AS/AS” a (ABS) =-1/(4B’S’") = -1.
5. VedI'ajsi vrchol D/D’ lezi na priamke CS/CS”a (CDS) =-1/(CD’S") = -1.
Vystup: ¢(A,B,C,D), ¢ (A, B, C",D’)

Diskusia: Uloha ma vzdy dve rieSenia, ak |AC| > a.

a) b) _——F
/t 7N
./ |
K 3 L D__.i’ |
[ L ] I{ f.' rj’ III
T
[
- |
|I N "'C_ ~
| - — / B —~.E
| /,»’ y N
A- '\_\\x II.. ._-____.-" r ':I#
AN /B

Obr. 30.: Riesenie prikladu 3
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Priklad 4.: Zostrojte elipsu ¢, ktora je ur¢ena ohniskom F1, vedl'aj$im vrcholom C a jednym
jej bodom M (MgF+C).
Riesenie: (Zbierka riesenych prikladov, priklad 4)
Vstup: ohnisko Fi1, vedl'ajsi vrchol C, Me g (Obr. 31.a)
Postup konstrukcie: (Obr. 31.b)
1. Zostrojime kruznicu k(C, a) [ |CF1| = |CF| =a].
2. Na polpriamke F1M zostrojime bod Q tak, ze |F1Q| = 2a = 2|F1C]|.
3. Zostrojime kruznicu I(M, IMQ)) [ |F:M| + [MF| = [F1M| + [MQ| = 2a ].

4. Vyznacime kKnl={F2, F2"}.
Vystup: elipsa ¢ (F1, F2, M), ¢ (F1, F2", M)
Diskusia:
Pocet rieSeni zavisi od vzajomnej polohy kruznic kK, I:
- knl={F;, F2"}, tak tloha ma dve rieSenia (Obr. 31.b) ¢ (F1, F2, M), &" (F1, F2", M),
- knl={F2}, tak uloha ma jedno riesenie,
- knl=d, tak Gloha nema rieSenie.

a) b)

Obr. 31.: RieSenie prikladu 4

26



Priklad 5.: Zostrojte elipsu &, ak je dané ohnisko F1, jej dva body M, N ( body F1, M, N st
nekolinearne) a dizka hlavnej polosi je uréend dizkou usecky KL.

Riesenie: (Zbierka riesenych prikladov, priklad 5)

Vstup: ohnisko F1, dizka hlavnej polosi a = |[KL|, M, N € & (Obr. 32.a)

Postup konstrukcie: (Obr. 32.b)

1. Na polpriamke F1M zostrojime bod Q, pri¢om |[F1Q| = 2a = 2|KL|.
2. Na polpriamke F1N zostrojime bod P, pricom |F1P| = 2a = 2|KL|.
3. Zostrojime kruznicu k(M, |MQ|) [[F:M| + [MF2= |F:M| + |MQ| = 2a, takze
IMF2| = IMQ].
4. Zostrojime kruznicu I(N, [NP]) [|FiN| + [INF2| = |FiN| + [NP| = 2a, takze [NF2| = |NP].
5. Vyznacime knl = {F2, F2"}.
Vystup: elipsa ¢ (F1, F2, M), & (F1, F2", M)
Diskusia:
Pocet rieSeni zavisi od vzajomnej polohy kruznic kK, I:
- knl={F>, F2"}, tak tloha ma dve rieSenia (Obr. 32.b) ¢ (F1, F2, M), &" (F1, F2", M),
- knl={F2}, tak uloha ma jedno riesenie,

- knl=d, tak tloha nema rieSenie.
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oy ]

Obr. 32.: Riesenie prikladu 5
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Priklad 6.: Zostrojte elipsu &, ak je dané ohnisko F1, vedlajsi vrchol elipsy C a excentricita
elipsy je uréena dizkou Gseky EF.
Riesenie: (Zbierka riesenych prikladov, priklad 6)
Vstup: ohnisko F1, vedl'ajsi vrchol C, e = [EF| (Obr. 33.a)
Postup konstrukcie: (Obr. 33.b)
1. Zostrojime kruznicu k(C, |F1C| = a) [ |F:C| = |F2C| = a].

2. Zostrojime kruznicu I(F1, 2¢) [ |F1F2| = 2e].
3. Vyznacime kNl = {F2, F2 "}.
Vystup: elipsa ¢ (F1, F2, C), & (F1, F2’, C)
Diskusia:
Pocet rieseni zavisi od vzajomnej polohy kruznic kK, I:
- knl={F;, F2"}, tak uloha ma dve rieSenia (Obr. 33.b) ¢ (F1, F2, C), & (F1, F2’, C),
- knI={F2}, tak uloha ma jedno riesenie,

- knl=, tak uloha nema riesenie.

a) b)

Obr. 33.: Riesenie prikladu 6



Priklad 7.: Zostrojte elipsu &, ak je dané ohnisko F1, vedlajsi vrchol C a dizka vedlajsej
polosi je uréena tseckou PQ. (|F:C| > |[PQ| =a>Db)
Riesenie. (Zbierka riesenych prikladov, priklad 7)
Vstup: ohnisko F1, vedl'ajsi vrchol C, b = |PQ| (Obr. 34.a)
Postup konstrukcie: (Obr. 34.b)

1. Zostrojime kruznicu k(F1, |F1C| = a) [|F1C| = |F1D| = a].

2. Zostrojime kruznicu I(C, 2b) [|CD| = 2b].

. Vyznacime knI={D, D"}.

3
4. Zostrojime stred S/S” usecky CD/CD’, ktory je aj stred elipsy.
5. Na priamke F1S/F1S" zostrojime ohnisko Fo/F." tak, aby S/S’ bol stredom usecky
FiFo/F1F2 .
Vystup: elipsa ¢ (F1, F2, C), ¢ (F1, F2’, C)
Diskusia:
Pocet rieSeni zavisi od vzajomnej polohy kruznic kK, I:

knI={D, D"}, tak tloha ma dve rieSenia (Obr. 34.b) & (F1, F2, C), & (F1, F2", C),

knI={D}, tak tloha ma jedno rieSenie,

knl=, tak uloha nema riesenie.

a) b)

e

o

Obr. 34.: RieSenie prikladu 7
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Priklad 8.: Zostrojte elipsu &, ak je dané ohnisko F1, jeden jej bod M, dizka hlavnej polosi
je ur¢ena useckou KL a excentricita elipsy je uréena useckou EF. (|KL| > |[EF|=a>e)
Riesenie: (Zbierka riesenych prikladov, priklad §8)

Vstup: ohnisko F1, M € g a = |KL|, e = |EF| (Obr. 35.a)

Postup konstrukcie: (Obr. 35.b)

1. Na polpriamke F1M zostrojime bod Q, pricom |F1Q| = 2a.
2. Zostrojime kruznicu k(M, [MQ|) [|[FiM| + [MF;| = |[FiM| + |MQ| = 2a, takze
IMF2| = MQJ].
3. Zostrojime kruznicu I(F1, 2e) [|F1F2| = 2e].
4. Vyznacime body knl = {F, F2"}.
Vystup: elipsa ¢ (F1, F2, M), & (F1, F2’, M)
Diskusia:
Pocet rieSeni zavisi od vzajomnej polohy kruznic kK, I:
- knl={F2, F2"}, tak tloha ma dve rieSenia (Obr. 35.b) ¢ (F1, F2, M), & (F1, F2', M),
- knI={F2}, tak uloha ma jedno riesenie,

- knl=, tak uloha nema riesenie.

&

b)

L Nup . e

Obr. 35.: Riesenie prikladu 8
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Priklad 9.: Zostrojte elipsu &, ak je dané ohnisko F1, jeden jej bod M (nie vrchol), hlavna os
elipsy patri do osnovy priamky s a dizka hlavnej polosi je uréena tseckou KL.

Riesenie: (Zbierka riesenych prikladov, priklad 9)

Vstup: ohnisko F1, M € ¢ priamka s, a = |[KL| (Obr. 36.a)

Postup konstrukcie: (Obr. 36.b)

1. Zostrojime priamku 0 rovnobeznu s priamkou s prechadzajucu ohniskom F.
2. Na polpriamke F1M zostrojime bod Q tak, ze |F1Q| = 2a.
3. Zostrojime kruznicu k(M, |MQ|) [IFiM| + |MF2 = |[FiM| + MQ| = 2a, takze
IMF2| = [MQJ ].
4. Vyznacime bod onk = {F2, F2"}.
Vystup: elipsa ¢ (F1, F2, M), & (F1, F2", M)
Diskusia:
Pocet rieseni zavisi od vzajomnej polohy osi 0 a kruznice k:
- 0nk={F, F2'}, tak tloha ma dve riesenia (Obr. 36.b) ¢ (F1, F2, M), & (F1, F2", M),
- 0nk={F.}, tak tloha ma jedno rieSenie,

- 0nk=, tak tiloha nema rieSenie.

3

w
Ma

-

=

Obr. 36.: Riesenie prikladu 9



3.3. Konstrukceia elipsy, ak je dana doty¢nica elipsy t.

Priklad 10.: Zostrojte elipsu ak je dané ohnisko Fi, doty¢nica t s dotykovym bodom T
a dizka hlavnej polosi je uréend dizkou usecky |KL|.
Riesenie: (Zbierka riesenych prikladov, priklad 10)
Vstup: ohnisko F1, dotyénica t, dotykovy bod T € t, [KL| = a (Obr. 37.a)
Postup konstrukcie: (Obr. 37.b)
1. Na polpriamke F1T zostrojime bod Q tak, ze |F1Q| = 2a = 2|KL].

2. Zostrojime ohnisko F2 ako bod simerne zdruzeny podla doty¢nice t s bodom Q
[sprievodic¢e F1T, TF2 st simerne zdruzené podl'a dotycnice t, pretoze dotycnica je
osou vonkajsieho uhla sprievodi¢ov bodu T a plati: |F1T| + [TQ| = 2a a [TQ| = [TF2],
teda |[F1T| + [TF2| = 2a a F2 je ohnisko].

Vystup: € (F1, F2, T)
Diskusia: Uloha ma prave jedno riesenie.

a) b)

Obr. 37.: Riesenie prikladu 10
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Priklad 11.: Dané su ohniska F1, F2elipsy a dotycnica t elipsy (body Fi1, F2 lezia v jednej
polrovine vzhl'adom na doty¢nicu). Zostrojte dotykovy bod T doty¢nice t.

Riesenie: (Zbierka riesenych prikladov, priklad 11)

Vstup: ohniska F1, F2, doty¢nica elipsy t (F1, F2 ¢ t) (Obr. 38.a)

Postup konstrukcie: (Obr. 38.b)

1. Zostrojime bod Q, ktory je simerne zdruzeny s ohniskom F> podl'a doty¢nice t. Bod
Q je bodom urcujucej kruznice elipsy gi(F1, 2a).
2. Vyznac¢ime F1Qnt = {T} [plati |FiT| + [TQ| = |[F1Q| = 2a, tak T € & Teda T je
dotykovy bod doty¢nice].
Vystup: dotykovy bod T dotyc¢nice t
Diskusia: Uloha ma prave jedno rieSenie. [doty¢nica elipsy ma s elipsou prave jeden
spolo¢ny bod]
a) b)

Obr. 38.: Riesenie prikladu 11
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Priklad 12.: Dana je priamka 0, na ktorej lezi hlavna os elipsy, ohnisko elipsy F1 a doty¢nica
t s dotykovym bodom T. Zostrojte elipsu &.

Riesenie: (Zbierka riesenych prikladov, prikliad 12)

Vstup: ohnisko F1, doty¢nica t s dotykovym bodom T, hlavna os 0 (Obr. 39.a)

Postup konstrukcie: (Obr. 39.b)

1. Zostrojime bod Q sumerne zdruzeny s ohniskom F1 podl'a doty¢nice t.
2. Zostrojime priamku QT.
3. Vyznacime bod QTno={F,} [doty¢nica je osou vonkaj$ich uhlov sprievodi¢ov bodu
T, bod Q lezi na sprievodic¢i F2T].
Vystup: elipsa ¢ (F1, F2, T)
Diskusia: Uloha ma prave jedno rieenie.

a)

L ]

Obr. 39.: Riesenie prikladu 12
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Priklad 13.: Dané je ohnisko elipsy F1, doty¢nice t1, t2 elipsy a nadoty¢nici t: dotykovy bod
T1 (bod F1 lezi medzi priamkami ti, t2). Zostrojte elipsu &.

Riesenie: (Zbierka riesenych prikladov, prikliad 13)

Vstup: ohnisko F1, dotyénice ti, t2, dotykovy bod T1 € t; (Obr. 40.a)

Postup konstrukcie: (Obr. 40.b)

1. Zostrojime body Qi simerne zdruzené s ohniskom F1 podl'a doty¢nic tj, i = 1, 2.
2. Zostrojime os 0 tsecky Q1Q2 [body Q1,Q2 st body urcujucej kruznice go(F2, 2a),
usecka nimi ur¢ena je jej tetivou, a teda stred F2 uréujticej kruznice leZi na osi o tetivy
Q1Qz].
3. Zostrojime sprievodi¢ F1T1.
4. Zostrojime priamku Q1T1.
5. Potom bod Q:Tin0o={F2} [doty¢nica t1 je osou vonkajsich uhlov sprievodicov bodu
T1, bod Q1 lezi na sprievodic¢i F2T1].
Vystup: elipsa ¢ (F1, F2, T1)
Diskusia: Uloha ma prave jedno rieenie.

a) b)

Obr. 40.: Riesenie prikladu 13
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Priklad 14.: Zostrojte elipsu ¢, ak je dany jej stred S, doty¢nica elipsy t S dotykovym bodom
T a dizka hlavnej polosi je uréena dizkou secky |KL.

Riesenie: (Zbierka riesenych prikladov, priklad 14)

Vstup: stred S, doty¢nica elipsy t, dotykovy bod T (T et), a = [KL| (Obr. 41.a)

Postup konstrukcie: (Obr. 41.b)

1. Zostrojime vrcholovu kruznicu (S, a).
2. Zostrojime body vt={P1, P2} [body P1, P2 su péty kolmic zostrojenych z ohnisk F1,
F2 na doty¢nicu t; veta 2.6.].
3. Zostrojime kolmice ki1, ko v bodoch P1, P2 na doty¢nicu t [hI'adané ohniska elipsy st
bodmi priamok ki, ko].
4. Zostrojime priamky SP1, SP>.
5. Zostrojime priamku m; rovnobeznu s priamkou SP1iducu bodom T [Pozri dokaz vety
7. (Pozn.: bod T je z dokazu tejto vety bod M)].
6. Oznacime bod kemmi={F2}.
7. Ohnisko F1 zostrojime dvomi sposobmi:
a) Filezi na priamke F>S a (F1F2S) = -1.
b) Zostrojime priamku m; bodom T rovnobezna s priamkou SP>. Potom
{F1}=maka.
Vystup: elipsa & (F1, F2, T)
Diskusia:
Pocet rieSeni zavisi od vzajomnej polohy kruznice v a doty¢nice t:
- VNt ={ Py, P2}, tak tiloha ma prave jedno riesenie (Obr. 41.b),

- vnt =P alebo O, tak uloha nema rieSenie.
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Priklad 15.: Zostrojte elipsu &, ak st dané jej hlavné vrcholy A, B a doty¢nica t (body A, B
lezia v jednej polrovine vzhl'adom na doty¢nicu t)

Riesenie: (Zbierka riesenych prikladov, priklad 15)

Vstup: hlavné vrcholy A, B, dotyénica t (Obr. 42.a)

Postup konstrukcie: (Obr. 42.a)

1. Zostrojime stred S hlavnej osi AB, je to stred elipsy.
2. Zostrojime vrcholovu kruznicu v(S, a = |SA)) .
3. Vyznacime body vnt={P1, P2} [body P1, P2 st péty kolmic zostrojenych z ohnisk F,
F2 na doty¢nicu t; veta 2.6.].
4. Zostrojime kolmicu ki na doty¢nicu t bodom Pj, i =1, 2.
5. Ur¢ime body kinAB={Fi}, i =1,2.
Vystup: elipsa ¢ (F1, F2, A)
Diskusia:
Pocet rieSeni zavisi od vzajomnej polohy kruznice v a doty¢nice t:
- VNt = { Py, P2}, tak Giloha ma prave jedno riesenie (Obr. 42.b),

- vnt = J, tak uloha nema riesenie.

Aw

Obr. 42.: Riesenie prikladu 15
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Priklad 16.: Zostrojte elipsu ¢ ak st dané tri navzajom réznobezné dotyCnice ti, to, 3

a ohnisko Fi.

Riesenie: (Zbierka riesenych prikladov, prikliad 16)

Vstup: ohnisko F1, dotyénice ty, t2, t3 (Obr. 43.a)

Postup konstrukcie: (Obr. 43.b) pomocou vrcholovej kruznice

1.
2.

Zostrojime kolmice ki z ohniska F1 na doty¢nice ti, i = 1, 2, 3.

Vyznac¢ime body kinti= {Pi} [body P1, P2, P3 su péty kolmic zostrojenych z ohniska
F1 na dotyc¢nice ti; veta 2.6.].

Zostrojime osi 012, 023, 013 useciek uréenych bodmi Pj, i =1, 2, 3.

Vyznac¢ime bod 012M023m013={S} [body Pi, i = 1, 2, 3 st body vrcholovej kruznice
elipsy, ktorej stred S je priesecnik osi stran trojuholnika P1P2P3; stred S je aj stred
elipsy].

Ohnisko F» lezi na priamke F1S a (F1F2S) = -1.

V dalSich krokoch konStrukcie aplikujeme postup konstrukcie z prikladu 11, t.j.
pomocou ohnisk F1, F2 a jednej z doty¢nic ti zostrojime bod elipsy ako dotykovy

bod doty¢nice t;.

Vystup: elipsa ¢ (F1, F2, Ti)

Diskusia: Uloha ma prave jedno rieenie.

Poznamka: Postup konstrukcie pomocou uréujucej kruznice: zostrojime body Qi, i =1, 2, 3

simerne zdruzené s ohniskom F1 podl'a dotyénic ti, ktoré st bodmi urcujiicej kruznice g2

(F2, 2a). Jej stred, ohnisko F», uré¢ime ako priesecnik osi stran trojuholnika Q1Q2Qs.

Obr. 43.: Riesenie prikladu 16
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Priklad 17.: Zostrojte elipsu &, ak je dané ohnisko F1, dvojica roznobeznych doty¢nic elipsy
t1, t2 a smer hlavnej osi elipsy patri do osnovy priamky S.

Riesenie: (Zbierka riesenych prikladov, prikliad 17)

Vstup: ohnisko F1, doty¢nice t1, t2, Smer hlavnej osi s (Obr. 44.a)

Postup konstrukcie: (Obr. 44.b) pomocou vrcholovej kruznice

1. Zostrojime os 0 rovnobeznu s priamkou s iducu ohniskom F1 [na nej lezi hlavna os
elipsy].

2. Zostrojime kolmice ki prechadzajuce ohniskom F1 na doty¢nice ti, i = 1, 2.

3. Vyznacime body kinti={Pj} [body P; su péty kolmic zostrojenych z ohnisk F1, F2 na
dotycnice tj; veta 2.6.].

4. Zostrojime os m usecky P1Po.

5. Zostrojime bod mmo={S} [body Pj leZia na vrcholovej kruznici elipsy so stredom
S a urcuju jej tetivu. Bod S je stred elipsy, lezi na osi tetivy P1P2 a zaroven na hlavne;j
osi o elipsy].

6. Ohnisko F2 lezi na hlavnej osi a (F1F2S) = -1.

7. V dalsich krokoch konstrukcie aplikujeme postup konstrukcie z prikladu 11, t.j.
pomocou ohnisk F1, F2 a jednej z doty¢nic ti zostrojime bod elipsy ako dotykovy
bod dotycnice tj

Vystup: elipsa & (F1, Fz, Ti)

Diskusia: Uloha ma prave jedno rieenie.

Pozndmka: Postup konstrukcie pomocou uréujicej kruznice: zostrojime body Qi, i = 1, 2
simerne zdruzené s ohniskom F1 podl'a doty¢nic ti, ktoré si bodmi uréujucej kruznice g2

(F2, 2a). Jej stred, ohnisko F2, najdeme ako priese¢nik osi m s hlavnou osou elipsy o.
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Obr. 44.: RieSenie prikladu 17
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Priklad 18.: Zostrojte elipsu, ak je dané ohnisko F1, bod elipsy M, doty¢nica t (M gt)

a dizka hlavnej polosi je uréena dizkou use¢ky [KL| (body F1, M leZia v jednej polrovine
vzhl'adom na doty¢nicu t).

Riesenie: (Zbierka riesenych prikladov, prikliad 18)

Vstup: ohnisko F1, Meg, doty¢nica t, |[KL| = a (Obr. 45.a)

Postup konstrukcie: (Obr. 45.b)

1. Zostrojime bod R sumerne zdruzeny s ohniskom F1 podl'a doty¢nice t.
2. Zostrojime kruznicu K(R, 2a) [bod R lezi na ur¢ujucej kruznici g2(F2, 2a), teda plati
IRF2| = 2a].
3. Na polpriamke F1M zostrojime bod Q, pre ktory |F1Q| = 2a = 2|KL]|.
4. Zostrojime kruznicu I(M, IMQ)) [|[FiM| + |MF;| = |F1M| + IMQ)| = 2a].
5. Vyznagime knl={Fy, F2'.
Vystup: elipsa ¢ (F1, F2, M), & (F1, F2", M)
Diskusia:
Pocet rieseni zavisi od vzajomnej polohy kruznic K, I:
- knl={Fy, F2"}, tak tloha ma dve rieSenia (Obr. 45.b) ¢ (F1, F2, M), &" (F1, F2", M),
- knI={F2}, tak uloha ma jedno riesenie,

- knl=, tak uloha nema riesenie.

a) b)

Obr. 45.: Riesenie prikladu 18
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Priklad 19.: Zostrojte elipsu, ak je dané ohnisko Fi1, vedl'ajsi vrchol C a doty¢nica elipsy t
(body F1, C lezia v jednej polrovine vzhl'adom na doty¢nicu t).

Riesenie: (Zbierka riesenych prikladov, priklad 19)

Vstup: ohnisko F1, vedl'ajsi vrchol C, doty¢nica t (Obr. 46.a)

Postup konstrukcie: (Obr. 46.b)

1. Zostrojime bod R sumerne zdruzeny s ohniskom F1 podl'a doty¢nice t.
2. Zostrojime kruznicu K(R, 2|F1C| = 2a) [bod R leZi na riadiacej kruznici g2(F2, 2a),
teda plati |RF| = 2a].
3. Zostrojime kruznicu I(C, a) [|F1C| = |F.C| = a].
4. Urcime knl={F2, F2"}.
Vystup: elipsa ¢ (F1, F2, C), & (F1, F2', C)
Diskusia:
Pocet rieSeni zavisi od vzajomnej polohy kruznic kK, I:
- knl={F2, F2"}, tak iloha ma dve rieSenia (Obr. 46.b) ¢ (F1, F2, C), & (F1, F2’, C),
- knlI={F2}, tak uloha ma jedno riesenie,
- knl=d, tak tloha nema rieSenie.

a) b)

Obr. 46.: Riesenie prikladu 19
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Priklad 20.: Zostrojte elipsu, ak je dany jej stred S, doty&nice t1, t2 (S lezi medzi ti, t2) a dizka
hlavnej polosi je uréend dizkou usecky |KL|.

Riesenie: (Zbierka riesenych prikladov, prikliad 20)

Vstup: stred S, doty¢nice ti, t2, [KL| = a (Obr. 47.a)

Postup konstrukcie: (Obr. 47.b)

1. Zostrojime vrcholovu kruznicu v(S, a).
2. Vyzna¢ime body tinv={P1, P2}, tornnv={P1",P2"} [body P1, P2/P1",P>" st péty kolmic
zostrojenych z ohnisk F1, F2 na doty¢nicu ty, 2 ; veta 2.6.] .
3. Zostrojime kolmice ki, ki’,i=1,2 v bodoch P;, Pi".
4. Vyznacime body kinki'={F1}, konkz2"={F2}.
5. Hlavné vrcholy A, B elipsy st priese¢niky priamky FiF2 s kruZznicou v.
Vystup: elipsa ¢ (F1, F2, A)
Diskusia:
Pocet rieseni zavisi od vzajomnej polohy kruznice v a doty¢nic t;:
- vniti = {Pj, Pi’} tak tloha ma prave jedno rieSenie (Obr. 47.b),

- vnitj = {P1} alebo vniti = J tak uloha nema rieSenie.

e

Obr. 47.: Riesenie prikladu 20
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Priklad 21.: Zostrojte elipsu, ak je dané ohnisko F1, doty¢nica t, dizka hlavnej osi je uréena

dizkou tGsecky |KL| a dizka vedlajsej osi je uréena dizkou usecky |PQ|
(KL| > |PQ| = 2a > 2b).

Riesenie: (Zbierka riesenych prikladov, prikliad 21)
Vstup: ohnisko F1, doty¢nica t, [KL| = 2a, |PQ| = 2b (Obr. 48.a)

Postup konstrukcie: (Obr. 48.b)

1.

Zostrojime pravouhly trojuholnik MNO s pravym uhlom pri vrchole M, ak prepona
|ON| = 2a a odvesna [MO| = 2b [Tento trojuholnik je podobny s charakteristickym
trojuholnikom hl'adane;j elipsy, teda odvesna |MN| = 2e].

Zostrojime bod R simerne zdruzeny s ohniskom F1 podl'a doty¢nice t.

Zostrojime kruznicu K(R, 2a) [bod R lezi na riadiacej kruznici g2(F2, 2a), teda plati
IRF2| = 2a].

Zostrojime kruznicu I(F1, 2¢). [|[F1F2| = 2e]

Vyzna¢ime kNl = {F2, F2"}.

V dalsich krokoch konstrukcie aplikujeme postup konstrukcie z prikladu 11, t.j.
pomocou ohnisk Fi, F2 a dotyc¢nice t zostrojime bod elipsy ako dotykovy bod

dotycnice t

Vystup: ¢(F1, F2, T), " (F1, F2', T")

Diskusia:

Pocet rieSeni zavisi od vzajomnej polohy kruznic k, I:

knl={F., F>"}, tak tloha ma dve rieSenia (Obr. 48.b) ¢ (F1, F2, T), & (F1, F2", T),
knI={F2}, tak tloha ma jedno riesenie,

knl=, tak tloha nema rieSenie.
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Obr. 48.: Riesenie prikladu 21
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3.4. KonStrukcia doty¢nice elipsy.

Priklad 22.: Zostrojte doty¢nicu k nenarysovanej elipse v jej bode T, ak su dané ohniska
F1, Fo.

Riesenie: (Zbierka riesenych prikladov, prikliad 22)

Vstup: ohniska F1, F2, T € & (TgF1F2) (Obr. 49.a)

Postup konstrukcie: (Obr. 49.b)

1. Zostrojime sprievodice bodu T [priamky F1iT, F2T].
2. Zostrojime priamku t, ako os vonkajSicho uhla sprievodi¢ov bodu T [z vety 4.
vyplyva, Ze je to doty¢nica v bode T].
Vystup: dotycnica elipsy v bode T
Diskusia: Uloha ma prave jedno rieSenie [existuje prave jedna doty&nica elipsy v jej bode].
a) b)

Obr. 49.: Riesenie prikladu 22
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Priklad 23.: Dané st ohniska Fi, F> anormala n elipsy (body Fi, F2 lezia v r6znych
polrovinach vzhladom na normalu n). Zostrojte elipsu & a doty¢nicu t elipsy v bode,
Vv ktorom je zostrojena normala.

Riesenie: (Zbierka riesenych prikladov, priklad 23)

Vstup: ohniska F1, F2, normalna n (Obr. 50.a)

Postup konstrukcie: (Obr. 50.b)

1. Zostrojime bod R, ktory je siimerne zdruzeny s ohniskom F. podla normaly n
[normala je osou vnutornych uhlov sprievodi¢ov bodu T, ktory hl'addme, bod R lezi
na sprievodici F1T].

2. Zostrojime priamku FiR.

3. Vyznac¢ime bod FIRNn={T}, T € &

4. V bode T zostrojime kolmicu t na normalu n, je to doty¢nica elipsy v bode T.

Vystup: elipsa ¢, doty¢nica elipsy
Diskusia: Uloha ma prave jedno rieenie.

a)

Obr. 50.: Riesenie prikladu 23
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Priklad 24.: Zostrojte dotycnicu elipsy prechadzajucu vonkajsim bodom R elipsy bez jej

vykreslenia, ak su dané hlavné a vedl'ajsie vrcholy elipsy.

Riesenie:

Vstup: hlavné vrcholy A, B, vedl'ajsie vrcholy C, D, vonkajsi bod elipsy R (Obr. 51.a)

Postup konstrukcie: pomocou urcujicej kruznice elipsy (Obr. 51.b)

(Zbierka riesenych prikladov, priklad 24 — urcujuca kruznica)

Zostrojime ohniska Fi1, F.

Zostrojime kruznicu k(R, |F2R]).

Zostrojime urc¢ujucu kruznicu g1(F1, 2a).

Vyzna¢ime kng1={Q1, Q2} [body Qi1, Q2 st sumerne zdruzené podla hl'adanych
doty¢nic s ohniskom F> ateda lezia na riadiacej kruznici gi. Bod R je v tejto
sumernosti samodruzny a plati: |F2R|=|RQJ].

Zostrojime body O1, O2 tak, ze (F2Q0)= -1 a (F200 )= -1. [stredy O1, O> useéiek
Q1F2, Q2F2 lezia na osiach simernosti, ktorymi st hl'adané doty¢nice]

Zostrojime dotyc€nice t1=RO3, t,=RO>.

Zostrojime priamky F1Q1, F2Qo.

Vyznaéime ROiNF1Qi={Ti}, i =1, 2 [plati |F1Ti| + [TiQi| = |[F1Qi| = 2a, tak Ti € &. Teda
Ti st dotykové body doty¢nic ti].

Postup konstrukcie: pomocou vrcholovej kruznice elipsy (Obr. 51.c)

(Zbierka rieSenych prikladov, prikliad 24 — vrcholova kruznica)

Zostrojime ohniska Fi1, F.

Zostrojime bod O tak, ze (RF20) = -1.

Zostrojime Talesovu kruznicu 7 (O, |RO)).

Zostrojime vrcholova kruznicu v(S,a).

Vyznacime knv = {P1, P2} [body Pi, i = 1, 2 st pdty kolmic zostrojenych z ohniska
F2 na hl'adané dotyc¢nice tj; veta 2.6.; trojuholniky RF2P;i si pravouhlé s pravym
uhlom pri vrcholoch Pj, preto body Pj lezia na Talesovej kruznici 1.

Zostrojime doty¢nice elipsy ti = RPj, i =1, 2.

Zostrojime body Qj, i = 1, 2 simerne zdruzené s ohniskom F2 podla doty¢nic ti.
Zostrojime priamky F1Q;.

Vyznacime tinF1Qi={Ti}. [plati |F1Ti| + |TiQi| = |[F1Qi| = 2a, tak Ti € & Teda T; st
dotykové body doty¢nic ti]

Vystup: dotycnice 1, t2 elipsy & prechadzajice vonkaj$im bodom R elipsy
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Diskusia:
Pocet rieSeni zavisi od polohy bodu R a elipsy:
- akbod R, je vonkajsi bod, tak tloha ma dve riesenia (Obr. 51.b, ¢)

- akbod R, je bod elipsy, tak tloha ma prave jedno rieSenie,

- akbod R, je vnitornym bodom elipsy, tak lloha nema rieSenie.

C
]

Aew LY

L]
D

e 1]

b)
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c)

ie prikladu 24

Obr. 51.: RieSen
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Priklad 25.: Zostrojte dotyc¢nice elipsy rovnobezné s danou priamkou p, bez vykreslenia

elipsy, ak su dané jej hlavné a vedl'ajsie vrcholy.

Riesenie:

Vstup: hlavné vrcholy A, B, vedl'ajsie vrcholy C, D, priamka p (Obr. 52.a)

Postup konstrukcie: pomocou ur¢ujucej kruznice elipsy (Obr. 52.b)

(Zbierka riesenych prikladov, priklad 25 — urcujuca kruznica)

Zostrojime priamku K kolmt na dant priamku p prechadzajiacu ohniskom Fo.
Zostrojime urc¢ujucu kruznicu g1(F1, 2a).

Vyznacime gink={Q1, Qz}.

Zostrojime body Oj, i=1,2 tsecky F2Qj [Bod Qi je simerne zdruzeny s ohniskom F
podla hTadanych doty¢nic, preto stredy O; tseciek QiF2 leZia na osiach simernosti,
ktorymi su hl'adané doty¢nice].

Zostrojime priamky ti prechadzajiuce bodmi O;, i = 1, 2 rovnobezné s priamkou p.
Uréime F1Qinti = {Ti} [plati |[F1Ti| + |TiQi| = |F1Qi| = 2a, tak Ti € « Teda Ti st
dotykové body doty¢nic].

Postup konstrukcie: pomocou vrcholovej kruznice elipsy (Obr. 52.¢)

(Zbierka rieSenych prikladov, priklad 25 — vrcholova kruznica)

Zostrojime ohniskd Fi1, Fa.

Zostrojime priamku k kolmu na dant priamku p prechadzajucu ohniskom Fo..
Zostrojime vrcholova kruznicu v(S,a).

Vyzna¢ime body vnk={P1, P2}.

Zostrojime priamky tj prechadzajice bodmi Pj, i = 1, 2 rovnobezné s priamkou p.
[body Pi st pity kolmice k na h’'adané doty¢nice prechadzajucej ohniskom F1, a teda
Pieti].

Zostrojime body Qi, i =1, 2 ktoré st simerne zdruzené s ohniskom F2 podl'a doty¢nic
ti. Body Qi st bodmi riadiacej kruznice elipsy g1(F1,2a).

Zostrojime F1Qinti={Ti} [plati |F1Ti|+ TiQi|=|F1Qi|=2a, takze Ti € £a Ti s dotykové
body doty¢nic ti].

Vystup: dotycnice t1, t2 elipsy € rovnobezné s danou priamkou p

Diskusia: Uloha ma vzdy dve rieenia.
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Obr. 52.: Riesenie prikladu 25
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4. Zbierka cviCeni

Priklady v zbierke cviceni su navrhnuté tak, ze lloha mé nie vzdy rieSenie. Niektoré
ulohy maji dve rieSenia, niektoré prave jedno, niektoré ziadne. PocCet rieSeni zavisi od
vzajomnej polohy vstupnych udajov. Je dolezité, aby si Citatel’ zvolil polohu bodov tak, ako
je to ponuknuté v zadani. Cielom bolo, opisat’ polohu bodov tak, aby citatel' dostal
“rovnaké* rieSenie, pre aké bol priklad navrhnuty. V prikladoch, v ktorych poloha vstupnych
udajov nie je urcend, odporuc¢ame zvolit' polohu “podobni“ polohe vstupnych udajov
v zadani. Neodpori¢ame pouzivat’ vzdialenosti, ktoré cCitate] nameria Vv zadani ulohy.
Obrazky zadani su sti¢astou zadania lohy.

1) Zostrojte elipsu, ak
a) e=3jaa+th=7j
b) e=5jaa+hb=4j
c) e=3jaat+th=5j
d a=3jab-e=1,b>e
e) a=3jae-b=1j,e>b
2) Zostrojte elipsu, ak je dany hlavny vrchol A, vedI'ajsi vrchol C, |AC| = 3], a dizka hlavnej

polosi je
a) a=25j.
b) a=3j.

[ |

A
3) Zostrojte elipsu, ak je dané ohnisko F1, vedl'ajsi vrchol C a jeden bod elipsy U.

a) b) <

-
L]
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4) Zostrojte elipsu, ak je dané ohnisko F1 a jej dva body M, N a dizka hlavnej polosi je
a) a=3,5j. |[FiM|=5j, |FiN| = 4}, IMN| = 5j.

Fq

.=

M

b) a=25j. [FiM| = 2j, [FiN| = 2,5, [MN| = 3j.

M
.

M
.

5) Zostrojte elipsu, ak je dané ohnisko F1, vedl'ajsi vrchol D, |F1D| = 3j, a excentricita je
a) e=3j,
b) e=2j.

aJ

Ma

6) Zostrojte elipsu, ak je dané ohnisko F2 avedlajsi vrchol C, |FoC| = 2,5, a velkost’
vedl'ajSej polosi je:
a) b=3j.
b) b=25j. Ce
c) b=2j.

n
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7) Zostrojte elipsu, ak je dané ohnisko F1, jeden bod elipsy M, |[F1M| = 4], a

a) e=1j,a=3j
b) e=1j,a=25j.
c) e=1j,a=4j. M

8) Zostrojte elipsu, ak je dané ohnisko F1, jeden jej bod N, hlavna os elipsy patri do osnovy
priamky s tak, ze |Ns| = 1j, |F1s| = 2,5j (body F1, M lezia v jednej polrovine vzhl'adom na
priamku s) a dizka hlavnej osi je:

a) a=3.5j.
b) a=2)5j.
c) a=3j.

=

F

1

9) Dané st ohniska F1, F2 a normala n elipsy. Zostrojte elipsu a doty¢nicu v bode, v ktorom
je zostrojena normala.
a) Priamka FiF je kolma na n abody Fi, F2 lezia v jednej polrovine vzhl'adom na

priamku n.

n
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b) Body Fi, F2 lezia v opa¢nych polrovinach vzhl'adom na priamku n.

n

10) Dané st ohniska F1, F elipsy a doty¢nica t elipsy. Zostrojte dotykovy bod T doty¢nice
t.

a) Body Fi, F2 lezia v jednej polrovine vzhl'adom na priamku t.

F, F,
L}

b) Priamka FiF2 je kolma na t abody Fi, F> lezia v jednej polrovine vzhladom na

priamku t.

c) Body Fi, F2 lezia v opac¢nych polrovinach vzhl'adom na priamku t.

1
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11) Zostrojte elipsu, ktorej hlavna os lezi na priamke 0, pozname jej ohnisko F2 a doty¢nicu
t s dotykovym bodom T tak, Ze priamka TF nie je kolma na t.

a) 0 jerovnobezna st

b) 0 je ré6znobezna s t.

[u]

12) Dané je ohnisko elipsy F1, doty¢nice ty, t2 elipsy st rovnobezné a na doty¢nici t1 je dany
dotykovy bod Ty, priamky F1T, t1 nie st kolmé a |F1t1| = 1,5j, |F1ito| = 3j. Zostrojte elipsu.

L
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13) Dané je ohnisko elipsy F1, doty¢nice t1, t2 elipsy st na seba kolmé a na dotycnici t; je

dany dotykovy bod T1. Zostrojte elipsu.

F

14) Zostrojte elipsu, ak je dany stred S elipsy, doty¢nica t s dotykovym bodom T (ST je

kolmé/nie je kolmé na t) a dizka hlavnej polosi je:
a) a=35j
b) a=2.5j

t

c) a=2]. \I‘x

15) Zostrojte elipsu, ak je dany hlavny vrchol A, stred elipsy S a doty¢nica elipsy t (AS je
r6znobezna s t)
a) |St| = 2j.
b) |St| = 3j.

©) Ist|=35 \
1

el ]
.
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16) Zostrojte elipsu, ak je dané ohnisko F2 a tri doty¢nice t1, tz, t3, pricom t1 atz su
rovnobezky a priamka t3 je na ne kolma. Bod F> leZi medzi doty¢nicami ty, t2 @ |Foty| #

|Fata| # |Foata.

17) Zostrojte elipsu, ak je dané ohnisko F1 dvojica kolmych doty¢nic t1, to, smer hlavnej osi

a doty¢nica t; patria do osnovy priamky s a |Fit1| # |Fata).

18) Zostrojte elipsu, ak je dané ohnisko F1 a doty¢nice t1, t2, ktoré so smerom hlavnej osi

patria do osnovy priamky s tak, ze F1 lezi medzi dotyénicami ty, ta.
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19) Zostrojte elipsu, ak je dané ohnisko Fi, jeden jej bod N (body FiN lezia v jednej
polrovine vzhl'adom na priamku t), doty¢nica t, pricom |FiN| = 4,5], |Fit| = 1j, [Nt| = 3]
a dizka hlavnej polosi je:
a) a=2p5j.
b) a=3;j.

20) Zostrojte elipsu ak je dané ohnisko F», vedl'ajsi vrchol D a doty¢nica elipsy t.
a) |F2D|=2.5j, |Fat| = 5,5j, |Dt| = 3j.

L)

-

b) |F2D| = 2,5j, [Ft| = 3,5j, |Dt| = 1j.

LW

n
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c) |F2D|=25j, |Fat| = 4,5], |Dt| = 2,5j.

n

21) Zotrojte elipsu, ak je dany jej stred S a

a) Doty¢nice 1, t2 si rovnobezné, dizka hlavnej polosi je a = 3j a

b) Dotyénice t1, t2 sit kolmé a dizka hlavnej polosi je a = 3j tak, Ze |St1], |St2| < a.

o
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¢) Dotyénice t1, tp si roznobezné a dizka hlavnej polosi je a = 3], resp. 2j a [St1| = 1,5j,

ISty] = 2,5j.
\

oo

22) Zostrojte doty¢nicu k nenarysovanej elipsy v jej bode T, ak su dané jej ohniska F1, Fo.

a) Fi, F2, T st kolinearne a F1 lezi medzi F», T.

b) Fi, F2, T st kolinearne a T lezi medzi Fy, Fo.

c) Fi, F2, T st nekolinearne.

-n
e
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23) Zostrojte elipsu ak je dané ohnisko F, dotyénica t s dotykovym bodom T a dizka hlavnej
polosi je a = 2j.
a) |F2T|=5j, |Fat| = 3j.

l

b) F.T je kolmé na t, |Fat| = 3,5j.

L
_|

c) |F2T|=3j, |Fat| =1,5j.

T

24) Zostrojte elipsu, ak je dané ohnisko F1, doty&nica t tak, 7e |Fit| = 1j a dizka hlavnej
a vedl'ajsej osi:
a) 2a=05j,2b=4p5j.
b) 2a=5j, 2b =4j.
c) 2a=5j,2b=3p5j.



25) Zostrojte elipsu, ak je dané ohnisko F2, dotyénica t, pricom |Fat| = 5,5j a dizka hlavnej
a vedl'ajsej osi:
a) 2a=6j,2b=2p5j.
b) 2a=6j, 2b =5j.

C) 2a=26j,2b= 3,9].

26) Zostrojte dotyénicu elipsy prechadzajucu danym bodom R, bez jej vykreslenia, ak je
dana dizka hlavnej polosi a a vedI'ajsej polosi b, a > b ("Tubovol'né hodnoty).
a) R €usecke AC

b) [BR|=2,5j, [DR| = 3,5j.

a1
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c) B=R. C

I

27) Zostrojte doty¢nicu elipsy rovnobeznt s danou priamkou p, bez jej vykreslenia, ak je
dana dizka hlavnej polosi a a vedIajsej polosi b, a > b ("Tubovol'né hodnoty).
a) p nepretina Stvoruholnik ABCD

m

D

b) p pretina $tvoruholnik ABCD v stranach CB, AD.
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c) AB je kolma na p, p nepretina Stvoruholnik ABCD

C

D

d) pje rovnobezna s AB a p nepretina Stvoruholnik ABCD.
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