| KOTOVANE ZOBRAZENIE

Zita Sklenarikova

1 Zakladné pojmy, obraz bodu

Prvou zobrazovacou metddou, ktorou sa buderobezd, je kotované zobrazeni&/Setky
Gvahy sa budd robiv trojrozmernom euklidovskom priestofgs*. Zakladnou zloZkou
kotovaného zobrazenia je kolmé premietaniéuievd’nu rovinuz priestoruE; (priemeta).

Zvd’'me si l'ubovd’na rovinu /7 euklidovského priestoru. Najprv si uvedieme pojem
orientovanej vzdialenostiubovd’ného bodu priestoru od tejto roviny. Rovinarozdd'uje
priestorE; na dva polpriestoryz(je hranichou rovinou alebdranicouoboch polpriestorov).
LCubovd’ny z nich nazvime kladnym polpriestorom; druhy fppestorov (opany k prvému)
bude z&pornym polpriestorom s hranicou v tej istejne. Na obr. 1 ma prislusny kladny,
resp. zaporny polpriestor oziemie , + “, resp. , — .

Definicia 1.1

Orientovanou vzdialendgsu 'ubovd’néhoboduA priestoruEs (v pevne zvolenej jednotke
j merania)od priemetner nazyvame realngislo a, ktorého absolitna hodnota sa rovna
vzdialenosti bodwA od priemetner a ktoré je kladné, resp. zaporné prave vtedy, jeebod
A bodom kladného, resp. zaporného polpriestoru mdoar. Realnetislo a sa nazyvaota
boduA.
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Obr. 1

Poznamkal.1

Na obrazku 1 je bo#l bodom kladného polpriestoru, bBdoodom zaporného polpriestoru
s hranicour a bodC leZi v roviner. Premietacie priamky boday, B st priamkyl?, 1B (AC1*
O1*07BOIPOI® O 7A. Pravouhlé (kolmé) priemety bod@y B, C s oznaené dolnym
indexom ,1“ a prislusné orientované vzdialenosthtp bodov od roviny: su oznaenéa, b,
c. Pod’a definicie je zreiméa =g, -b=p|,c=0 (p| = A =|, b| = B, ).

UvaZujme o zobrazehiktoré kazdému bodM priestoruEs priradi usporiadanu dvojicu
(M1, m), kdeM; je kolmy priemet bodi do zvolenej rovinyr a realneiislo m je kota bodu

! Elementarna geometria trojrozmerného euklidovskghestoruE; nad pdom R redlnychéisel sa nazyva
stereometria. Potrebné zaklady stereometrie vrgtajmu rovnobezného premietania priestoru na rowiodno
najs v [1].



M. Plati:A # B = f(A) # f(B). Obratene, kazdy bod priestoru je takouto dvojiminoznane
uréeny (dokaz sa ponechasitate’ovi ako cvienie). Plati teda:

Veta 1.1

Zobrazenid, ktoré kazdému bodM trojrozmerného euklidovského priestdey priradi
usporiadanu dvojicu prvkov (pravouhly prienit boduM do priemetnez kotam boduM)
(f:E; - zxR, f : M (M, ,m)) je bijektivne.

Désledokl.1. Zobrazeniéje zobrazovacou metodou.

Definicia 1.2
Zobrazovaciu metodfi nazyvamemetdédou koétovaného zobrazeraéebo ajkétované
zobrazenids priemetou x).

Poznamkal.2

a) Kétované zobrazenie je Siroko pouzivanou metdduarazovania objektov technicke;j
praxe (stavebnictvo, strojarenstvo, geodéziagiijonstrukciach pédorysov objektov (plany
budov, terénu, siiastok ap.). Pri zobrazovani takychto objektov sisime zvolf pomocnu
rovinu, tzv. nakresu, v ktorej budeme rysovakolmé priemety vyzrnmych bodov
zobrazovanych objektov vditom vhodnom zmenSeni alebo prilwe@ malych objektoch
i zv&Seni. Obrazy priemetov Gtvarov v nakresni teda sie zhodné s originalmi (t. j.
kolmymi priemetmi do rovinyr) — st origindlom v rovine len podobné.T(to transforméciu
budeme vrieSeni Ulohdalej zanedbawa pri vo’be objektov stotoZnime prientet
s nadkresou a budeme predpoklatjaze podobnostnej transformacii boli podrobené uz
zobrazované priestorové objekty.

b) V zaujme jednotného zadania niektorych zlozitejSidoh budeme dojuce prvky
(body) zobrazovanych utvarov zadévah suradnicami vo vhodne zvolenej ortonormalnej

stradnicovej sustave s baz¢D;E*, E¥, E*) (bod O je suradnicovy zsatok a bodyE*,
resp. EY, resp. E* su jednotkové body kladnych polpriamok suradniobvgsix, resp.y,
resp. z so z&iatkom O, teda plati: OE* 0 OEY 0 OE?, OE* O OEY 0 OE? O OE*.*
V koétovanom zobrazeni s priemiet 7= si bazu <O;EX, EY, EZ> budeme voli tak, aby

priemetia 77 bola suradnicovou rovinow xy a aby kladna polpriamka suradnicovej osi

zlezala v prislusnom kladnom polpriestore s hramic¢obr. 2)).

c) Pri spomenutej Mibe bazy suradnicovej sustavy orientovana vzdiatebosiuM od
roviny = sa rovna kéte bodM (t. j. m = 2). Preto viade'alej budeme pre kéttubovd’ného
boduX pouziva oznaenieZ*. V nakresni budeme kétu bodu pripisé\do zatvorky vpravo
od pravouhlého priemetu bodu (napriklad k prientmiduM sa v nakresni napidd; ().
Bod s ozn&enimM; (Z) budeme nazyvaokétovany priemet bodu.M

2 Vtom zmysle, Ze existuje sthlasné podobnostnéazelnie, ktoré zobrazuje Gtvary priemetne do Utvarov
nakresne ([5] Podobnostné zobrazenia, par. 8.2).

% Pojem suradnicovej sustavy sa povaZuje za inhétfiasny zo stredoskolského kurzu analytickej gevene

a bude exaktne vysvetleny v druhom semestri Stirdqimedmete Geometria 1. Pripomenieme len, Ze pod

slradnicovou sUstavou danou bazay E*,EY,E*) (s vlastnogami uvedenymi v texte) rozumieme bijektivne
bodové zobrazenig: E, - RxRxR, ktoré kazdemu bodW priestoru priradi usporiadan( trojicu realnych

sisel 6 yWM, 2 tak, ze platix" = (M xEx0) , YW = (MYEY0) , 2 = (M 2E?0) ; body M*, MY, M * st vrcholy
tzv. ukujliceho rovnobeznostena bolluna sdradnicovych osiachy, z (pri volbe ortonormalnej siradnicovej
sUstavy ide vo vSeobecnom pripade o kvader, ktojden vrchol je bod/l a steny nim neprechadzajice lezia
v sUradnicovych rovinachixy, “yz a ~“x2. Vyrazy v zatvorkach spomeryusporiadanych trojic kolinearnych
bodov; ide o suradnice bodd v danej baze. Pojemomeruusporiadanej trojice kolinearnych bodov bol
zavedeny v stereometrii.



Uloha 1

Zvd'te si v nakresni’ubovd’ne suradnicové osi, y. Oznd&te indexom ,1“ pravouhlé
priemety suradnicovych 0%i y, z. Zostrojte okdtované priemety suradnicovéhdiatiu O
a bodovA (3j; 5; 3)), B (-2j; 4j; —1j), C (0; -1j; 8,5), D (4; 2,5; 0). Jednotku miery si
zvolte T'ubovd’ne (1 cm, 0,5 cm, a pod.). Ktory z bodayB, C, D leZi v kladnom/zapornom
polpriestore s hranicom? Skuste si vymodelovabody A, B, C, D. Su niektoré z priamok
“AB, “AC, “AD, "BC, "BD, “CD rovnobezné? LezZia bod4, B, C, D v jednej rovine?
Odbvodnite stereometrickymi Uvahami (bez \iog.
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Obr. 3

2 Obraz priamky v kétovanom zobrazeni. Skldpanie rainy

V tomto a nasledujucom paragrafe sa budeméezaozobrazenimd’alSich zakladnych
Gtvarov —priamky a roviny— v metdéde kotovaného zobrazenia a definujdialdie délezité
pojmy, ktoré so zobrazenim tychto Gtvarov suviSieEpomeame si, Ze v kazdom bodovom
zobrazeni je obraz geometrického objektu definovaky mnoZina obrazov vSetkych jeho
bodov. V kétovanom zobrazeni je preto obrazom dtvdmnozZina usporiadanych dvojic
(M1, 2Y) pre vSetky bodyM GtvaruU. Je zrejmé, Ze budeme zostrojo\adrazy len tych
bodov utvaru, ktorymi je tento &eny, t. j. bodov, ktorymi su tené vSetkyd’alSie body
zobrazovaného Utvaru.

Pravouhlym priemetom priamky je priamka (vppde priamky, ktor4 nie je kolm& na
priemetiu) alebo bod (v opmom pripade). VZFadom na ufenie priamky [1] je obraz
priamky a (alll 7, a# n1) urceny obrazom dvoch jej navzajom réznych bodg\B; kazdy
dalSi bod priamkya je ukeny alebo kolmym priemetom alebo kétou (obr. 4auenie
okétovaného priemetu takéhoto bodu si ukaZzeme puetheni konstrukcie, ktord sa nazyva
sklapanie rovinydo priemetne alebo do roviny s prietfai rovnobeznej. V pripade priamky
kolmej na priemetu je obraz priamky weny jej pravouhlym priemetom (na obr. 4b priamka
b) a na utenie bodu priamky sta pozna jeho kotu. V pripade priamky s priemet
rovnobeznej maju vSetky jej body ta istd kétu; kiitbovd’ného bodu priamkg (c|| 73 (obr.
4b) budeme nazyvakétou tejto priamky a zapisowgu k priemetu priamky (naprcy(z,)
znamena, Ze vsSetky body priamkymaju kétu rovnajucu séislu z, [0 R). Kazdy bodM
priamkyc je v ktovanom zobrazenidgmny svojim priemetorv;.

Definicia 2.1
a) Prieseénik priamkya (a# n) s priemeiou nazyvamestopnikom priamky a budeme

ho ozn&ova® P?2.



b) Necha (alll 1, a# n) je l'ubovd’na priamka.ntervalom priamkya nazyvame tku
priemetu* Gseky incidentnej s priamkow, pre ktord absolitna hodnota rozdielu két jej
krajnych bodov sa rovna 1. Interval priam&ybudeme ozn@mva’ i,. Prevratend hodnota
intervalu priamkya sa nazyvapad priamkya (ozna&enies,). (Obr. 4a)

c) Stupiovanim priamky nazyvame vyznignie okotovanych priemetov kamej
podmnoziny bodov priamky, ktorych koéty su za sehasledujlce celéisla. Priemety tychto
bodov tvoria tzvstupnicudanejpriamky

d) Velkos’ uhla priamky s priem&bu sa nazyvadchylka priamky
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Obr. 4a, b

Désledok2.1

1. Nech priamkaa nie je s prieméiou = rovnobeznda, ani nau kolma a uhola je zhodny
s uhlom priamkya s priemetou (a [0 O a7z). Pre intervali; a spads, priamky a plati: i =
cotg|al, s. = tg|al.> (Obr. 4a)

2. Ak pre priamkyp, g s intervalmiy, iqplati: O p77 > O g7z tak platiip <iq 6 as, > s

3. Priamky, ktoré maju s prieme&tu zhodné uhly, maju rovnajlice sa intervaly.

VSetky ulohy o priamke (napr. overenie incidlenbodu a priamky, ktoré su dané
okétovanymi priemetmi; @denie bodu priamky, ak je dana jeho kotagemie intervalu
priamky, uhla priamky s priem@iu, atl.) sa v kétovanom zobrazeni rieSia v premietacej
rovine danej priamky (na obr. 4a je to rovih&a [1 A 00 A [ 7), a to otéenim tejto roviny do
priemetne alebo do roviny s priemeti rovnobeznej. Pojem premietacej roviny priamky
a vSeobecne premietacieho Gtvaru prislichajucehoérda geometrickému Gtvarll je
vysvetleny napr. v [1] (Dodatky, par. 5.2). Kon&ia ota&ania jednej roviny do druhej — ide
o zhodnostné zobrazenie medzi dvoma rovinami, kosétasne perspektivnou afinitou [4] —
bude vysvetlena v piatej kapitole tohto textu.

Je dblezité osvajisi pojmy: os ot&ania jednej roviny do druhejrovina ot&ania
I'ubova@ného bodu Mroviny, ktord sa ot@; stred ot@enia bodu M polomer  otocenia
bodu M uhol ot&ania jednej roviny do druhej (ide o uhol zhodny s uhli S"M,, kdeM
je 'ubovd’ny bod roviny, ktorl otéame, bodS" je stredom otgania boduM aM, je otasena
poloha boduM). Uhol otaienia jednej roviny do druhej je alebo uhol zhodmshbm oboch
rovin alebo s uhlom, ktory je doplnkovym uhlom Kwhdvoch rovin do priameho uhla.

* Pod priemetom Gtvaru sa v3ade’alej bude rozumigkolmy priemet Gtvarw do rovinyz.

S Interval/spad priamky je teda nezavisly od vybesddw A, M priamky, pre ktoréf —2"| = 1.

® Tieto zapisytitame ,uhol priamkyp s priemetou 77je va&si nezuhol priamkyq s priemetou 7#, ,interval
priamkyp je menshezinterval priamkyqg".



Ot&anie (do priemetne alebo urovne) roviny kolmej meerpetiu ma Specialny nazov.
Definujme:

Definicia 2.2

Ot&anie rovinya (a O 7) (t. j. roviny kolmej na priemét)) do priemetner, resp. do
Tubovd’nej roviny 77/ (77 || 7O 2" # 0) sa nazyvaklapanieroviny a do priemetner, resp.
sklapanie rovinyr do Grovnerr, 8

Obrazok 5 ilustruje otenie premietacej roving priamkya (alll 7, a#f n) do priemetne

7. Osou oté@ania je priamkao (0 = a n 7) (vzhfadom na dohodu Yby nakresne v roving
je an = a). RovinaotaceniaboduM roviny a (M O a n 73 ? je rovinad” (MO 6¥ 0" Do)
— ide o rovinu kolmu na os @@nia, odkid vyplyva i kolmos priamok @ n a) a (@ n 7
na priamkwo. Priamkad" n a je kolmo premietacia priamka bot pretostredom otéenia
boduM je bodM; (M1 = & n 0) a priamkad™ n 7je pravouhlym priemetom roving" do
roviny = (kolmog’ roviny d” na priemetu je ddsledkom kolmosti tejto roviny na @s
ot&ania roviny — kritérium kolmosti dvoch rovin), t.g" n 7= oM. Kruznicak otacenia
bodu M lezi vrovined” a k" = (My; ™), kde Gseka r™ = MM, (/M| = MMy| = &) je
polomer otdenia boduM. Otatené polohy bodov v sklapani roving budeme nazyvta
sklopené polohy bodavoznéova’ 'ubovd’nou zatvorkou; napr. na obr. 5 je sklopena poloha
boduM v sklopeni rovinya ozn&ena M). Analogicky sklopena poloha Gtvatu(U [0 a) sa
bude oznéova’ v tomto sklapaniy).’® Plati: M) Ok n =k n (" n =K' n oM.

aNmT=01=0

OMNTT = oM /

/.~

Plu: (Pa)

Obr. 5

Poznamka.1

1. Pri sklapani rovinya (a O 7) sa kladn& polrovina rovinyr ot&a do l'ubovdnej
z polrovin priemetne s hranicou v priamkea(n 73 = . a polrovina v zapornom polpriestore
do op&nej polroviny. Konstrukcia nezavisi od vyberu pelrty priemetne; zv§ajne je vyber
motivovany usporiadanim priemetov Utvarov v nakirelajma v rieSeni zlozitejSich uloh sa

"Uhol otasenia roviny je pri sklapani roviny zhodny s pravgihiom.
8 Pod droviou vdadefalej budeme rozumiekazd( rovinuz (7 || 70 z7 # 0).

® Kazdy bod osi ot#ania je invariantnym bodom v danom &ai, t. j. je totoZny so svojou @enou polohou.

1 pri sklapani inej rovinyB (8 # a) prechadzajicej tym istym bodoM musime poufi iné oznaenie
sklopenych poldh, naprM] pre bodM (je zrejmé, ze Nl) # [M]). Pretonikdy nehovorime ,sklopeny bod
M/sklopeny utvatJ“ ale ,sklopena poloha bodu M / Gtvaru U v sklopeni rowih{prirodzeneM Oa,U O a).
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budeme usilovo prelfadnos konstrukcii, napr. o to, aby sa sklopené poloaratv roviny
~neprekryvali“ sd’alSimi délezitymi konStrukciami.

2. Medzi sklopenymi polohami bodov roviny a originalmi bodov (v priestore) je fah
perspektivnej afinity s osoa = a n 77 Kazdé otéenie jednej roviny do druhej je totiz
rovnobeznym premietanim, v ktorom je osnova preawieh priamok kolméa na jednu z rovin
stimernosti tychto rovih:

3. Symbolicky z&pis konStrukcii bude 2% uvadzany véd obrdzka, ktory ilustruje
konstrukciu na obrazoch Utvarov v kdtovanom zohraze

Pred rieSenim Uloh metddou sklapania rovingste vysvetlime konsStrukciu spojenu so
sklapanim rovinya (a O 73 do Urovne, t. j. do rovinyz (77// 0 z™ # Q). Tato metdéda sa
bude pouzivé pri rieSeni Uloh o Utvaroch v premietacej rovikgrych body maja vigku
vzdialenog od priemetne a sklopené polohy tychto bodov bgessabmedzentas’ nakresne
nedostali. Spomenuté Ulohy by bolo mozné tiesiolbou novej priemetnei (72// n1) tak,
aby napriklad obsahovala nejaky bod/body zobraz&hvanmitvaru. K tomu by stdo zment’
koty vSetkych bodov, ktoré &wju dany utvar. O takejto transforméacii priemetretia
nebudeme uvazovaSklopené polohy bodov/Gtvarov do roviny budeme oznmva’ tak,
ako sklopené polohy bodov v sklapani rovimydo priemetne, teda lubovd’nej zatvorke.
Sklopené polohy bodov a prislusné originaly magiisité vlastnosti, ktoré maju sklopené
polohy bodov v sklopeni roving do priemetne: vo vSetkych tahoch, ktoré sme vyjadrovali
vySSie pre os ot@nia rovinya, polomer otéenia bodu, af. stai nahradf rovinu 7zrovinou
71. Tedaosou o otdania roviny a je priesénica rovina, 71; polomer otdenia boduM
roviny a (M O o) je tséka MS" (bodS" = &' n o je stred otéania boduM a rovinad” je
rovina ot&ania boduM kolma na priamkw). Potom ™| = M 72| = |2¥ - z7| (obr. 6).

oMNTT
e oMnal
k N /|\+
: [
Y P e
/ P (M)]
(N)_‘Q,_—-:_T'— R,
- N1 T
o1=0)
Obr. 6

V kétovanom zobrazeni nemdZzeme priamo zostadjsklopené polohy bodov roving
v jej sklopeni do rovinyz, ale lenpravouhlé priemetyychto sklopenych poléh do priemetne
7T PretoZe rovinazi je rovnobeZna s priemigtu, su pravouhlé priemety sklopenych poldh
Gtvarov zhodné so samotnymi sklopenymi polohandia teovinné poliad), ((@)) a ((@)1) su

1 podrobnejsie vysvetlenie mozno majspiatej kapitole, par. 5.1. Jednoduchy dokazeszhavasitatelovi.
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navzajom zhodné. (VonkajSia/vnatorna zatvorka jealemie rovinného p@/sklopenej
polohy mnoZiny vSetkych Gtvarov danej roviay) *2

Pri sklapani rovinye do uUrovne 7 sa vSetky bodyM polroviny roviny a, pre ktoré:
2" > z7 otaia do tej istej (ubovd’ne zvolenej) polroviny rovinyzz s hranicou v priamke
0= 7 n aavsetky bodyN (N O a OZ'< z7) do polroviny k nej opiej. Na to treba
pri konstrukciipravouhlych priemetosklopenych poléh bodov d&vpozor (obr. 6).

Uloha 2.1

Dany je obraz krajnych bodov nenulovejdkseAB v kétovanom zobrazen”A(= (A1, ZY),
B = (By, Z°)). Zostrojte: a) t¢ku Gseéky AB; b) uhol zhodny s uhlom priamlky (a = ~ AB)
s priemeiiou; ) interval priamky a vystupiujte dostupn&ag’ priemetu priamky. Oznate
stopnik priamky.
RieSenie

|. Ak je priamkaa kolma na priemetu, tak méa zmysel len &enie dzky Use€ky AB a plati:
|IAB| = ' —Z°|. Uhol priamky s priem&bu je zhodny s pravym uhlom. Analogicky v pripade
priamky rovnobeznej s prienigtu nietéo konstruové uhol priamky s priemébu je nulovy
a P\Bl = P‘lBll (AB DA]_B]_).

lI. Nech priamkaa nie je ani kolma na priemet, ani siou rovnobezna (obr. 7a, b).
V tomto pripade je metddou rieSenia ulohy skldpg@nénietacej rovinyr priamkya = ~AB
(@0 aOal m. V prvom pripade sklopime rovirmdo priemetne.

a) Plati:a; = a1. Nech jed” rovina ot&ania boduA (AQoA Oo” Oo,0=an m=a) ",
t.j. op Oa OA Oop. Pre sklopentd polohu boduplati: (A)Oop O|(A)A| = F4| = ). Bod
(A) sme zostrojili 'ubovd’nej z polrovin priemetne s hranicad. Konstrukcia sklopenej
polohy bodu je tak jednoducha, Ze priemety rovi&antia dalSich bodov priamkya uz
ozna&ova’ nemusime (sta ozna&it prislusnu sklopenu polohu). Pretoze Iokdzi v kladnom
polpriestore s hranicou; jeho sklopena poloha bude lé2aprislusnej op&nej polrovine
k polrovine™a;(A) (obr. 7a). Sklopena poloha priamé&ye ukené sklopenymi polohami jej
bodovA, B: (a) = ~ (A)(B). Potom AB| = |(A)(B)| a uholg priamkya s priemetou 7zje zhodny
s uhlom priamoka;, (@). Bod a; n (a) = P? ma koétu rovnajucu sa nule, je to teda stopnik
priamky a. Pod’a definicie intervalu priamky sdzka uséky AP? rovna dvom intervalom
priamkya. Jej stred je obrazom stredu &lee AP? , ktorého koéta sa rovnal—-Na obrazku je
vystupiovanda Uséka AB [ a. Pre Usporu miesta su ozeaé len kéty bodov stupnice.

b) V druhom pripade su kéty bodo%, B velké cisla, preto pouzijeme sklopenie
premietacej rovinyr priamkya do Urovne. Vyhodne by sme si mohli z¥oliGrovni 77 jeden
z bodovA, B (jeho priemet by bol totoZny s priemetom jeho pkloej polohy). Pridajme si
k danej tlohe este ddpljicu Ulohu: zostrojte bo@ priamkya tak, abyz® = 33. Vtedy je
vyhodna vdiba roviny 77, pre ktorl z” =32j. Budeme zostrojovapravouhlé priemety
sklopenych pol6h bodo#, B do tejto roviny (poth obr. 6). Platio® Oa, O = Pa(A)4] =
133 — 32| =j; analogicky i®| = B1(B):| = |35 —32j| = 3. Pretoze* < 39 <22, leZi bod B);
v opanej polrovine ku polrovin€’o; (A);. Potom plati:AB| = |(A)1(B)1]; ¢ = Darr0(a); ay;
(@)1 N a; = C1(32);ia = |ACy|. Useku AB O a vystupiujeme analogicky s a). (Obr. 7b)

2. Znamena to, Ze pre kazdy trojuhol®BC O a plati: AABC O A(A)(B)(C) O A(A).(B):(C),. Pojem rovinného
pola je vysvetleny v prvom paragrafe textu [4].

13 Konfrontujte si zapis s obrazkom 5 a modelujtesiuéciu v priestore pomocou modelu pravouhlého
trojuholnika.



Pozndmka.2

Ak maju dve priamky, b (vo vSeobecnej polohe) rovnobezné priemety (irgmietacie
roviny oboch priamok su navzajom rovnobezné€) maystovani ich vzajomnej polohy
zmysel skim@ ¢i su stupnice priamolg, b orientované suhlasne alebo nesuhlasne. Tieto
pojmy budeme definova na zaklade definicie suhlasnej/nesuhlasnej ogent@voch
rovnobeznych polpriamok alebo polpriamok tej igtegmky v planimetrii ([5]).

Definicia 2.3

Nech~AB, ~“CD su priamky vo vSeobecnej polohe Vattlom na priemeét, ktoré lezia
v tej istej alebo v navzajom rovnobeZnych premietacovinach aplatiz* <22 0 <7
aleboz* > 22 0% > 7°. Hovorime, Ze stupnice priamdAB, “CD su orientované sthlasne,
resp. nesuhlasne prave vtedydksu suhlasne, resp. nesuhlasne orientované polpgyiam
~A1B, aHC1D1. 14

Na obr. 8 su v pripade a) stupnice na priatmkaédB, ~“CD orientované suhlasne,
v pripade b) nesuhlasne.

“ D,(12)

A4,63)

o C1(10)

C\(99) b,

b, B,(1)

Obr. 8a Obr. 8b
3 Obraz dvojice priamok. Obraz roviny

O ueeni vzajomnej polohy dvoch priamok (jedna zo zakjeth polohovych uloh) danych
okotovanymi priemetmi @ujacich prvkov hovori nasledujuca veta:

% polpriamky~A;B, a~C,D; st orientované sthlasne, ak je jedna z pimmnoZinowruhej alebo st navzajom
rovnobezné a bodp,;, D; lezia v tej istej polrovine s hranicouA;C; ([5]). V opa&nom pripade hovorime
0 nesuhlasnej orientacii polpriamok jednej roviny.



Veta 3.1

a) Dve rovnobezné priamky (nie premietacie ani row#nig s priemébu) majuzhodné
intervaly, suhlasne orientované stupniae
1. totoZnépriemety(ak maju spolénu premietaciu rovinu) alebo
2.rovnobeznérozne)priemety(ak nemaju spolml premietaciu rovinu).

Priemetom dvoch rovnobeziek, ktoré su rovnobexz priemeiou je ta ista priamka alebo
dve (navzajom r6zne) rovnobezné priamky; priemedooch priamok kolmych na prientet
su dva rozne body. (Obr. 9a)

Obr. 9a

Obr. 9c

b) Dve r6znobezné priamky, z ktorych Ziadna nie gnpetacia, maju:
1. totoZné priemetyak maju spolénd premietaciu rovinu) a dunemaju zhodné intervaly
alebo nemaju suhlasne orientované stupnice;
2. rdbznobezné priemetyak nemaju spolmu premietaciu rovinu), pfom koty bodov
r6znobeziek, ktoré sa premietaju do préeska priemetov sa rovnaju.



Priemetom dvojice roéznobeziek, z ktorych jedja premietacou priamkou je bod
a priamka s nim incidentna. (Obr. 9b)

c)Dve mimobeZzné priamky, z ktorych Ziadna nie jempegacou priamkou maju:
1. rbzne rovnobeZzné priemefgk ich premietacie roviny su navzajom rovnobezZa&ul
nemaju zhodné intervaly alebo nemaju suhlasne tonané stupnice;
2. rdbznobezné priemetfak ich premietacie roviny su navzgjom r6znobezpéfom koty
bodov mimobeziek, ktoré sa premietaju do piede ich priemetov, su navzajom rézne.
Priemetom dvoch mimobeziek, z ktorych jednprmietacou priamkou, je bod a priamka
s nim neincidentna. (Obr. 9c)

Poznamka.1.

Pokuste sa vymodelavave rovnobezky, resp. rdznobezky, resp. mimobgiddya obr.
9a, resp. 9b, resp. 9c. Rieste ulohu 3.1.

Uloha 3.1
Urite a odbévodnite vzajomnu polohu dvojice prianaok ~“AB, b = “CD v zadaniach a —
f (obr. 10) (bez pouZzitia skldpania premietacickimgriamok). Vymodelujte priamka, b.

a1:b1 Cllibl
—0

Ai(1) = Ci(50) Bi(4)=D(53) A2)=D,(1) B, (1)=C2)

Obr. 10a, b

A:B:D;C; je rovnobeZnik

Obr. 10c, d
Di(7) g a B (7)
A4,(2) G2
AC;B1D; je lichobeZnik
Obr. 10e, f
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Veta 3.2

Dve navzajom kolmé priamky (Zziadna z priamak je kolma na priemat), ktoré lezia
v spol@nej premietacej rovine alebo v rovnobeZznych preswieh rovinach, majaavzajom
prevratenéhodnoty intervalov aesuhlasne orientovarstupnice.

Dokaz

Vzhadom na vetu 3.1 a) sfaurobi’ dokaz pre dve navzajom kolmé priamky leZiace v tej
istej premietacej rovind (a0 b O A, A O 7). Spol@ny bod kolmych priamok si oztiane M
(M =an b) (obr. 11) a v rovinel si zvdme priamku s kétouZ = M — 1) (t.jl || A. AOR
je dizka zvolenej jednotkovej U&key.) Priamkd pretina priamky, b v bodochA, B (v danom
poradi), teda pd@ definicie intervalu priamky, = |AiM1| aip = [BiM3|. V pravouhlom
trojuholniku ABM s vy3kouMM (|[MM | = 1) plati:is.i, = |[AM | . [MB| = 12 (Euklidova
veta o vyske)¢o bolo treba dokaraNavyse z kolmosti priamo#, b vyplyva, Ze bodV; je
vnitornym bodom Usky P2P®, teda stupnice priamak b st orientované nesuhlasne.

Obr. 11

Vziadom na ufenie roviny ([1]) je obraz roviny, ktora nie je pretacia ani rovhobezna
s priemetiou, ugeny obrazonfubovd’nych jej troch nekolinearnych bodov (alebo dvojicou
jej Tubovd’nych rovnobeziekgi rdznobeZiek). KazdydalSi bod roviny je ufeny svojim
pravouhlym priemetom (tenie koéty takéhoto bodu rieSi uloha 3.2). Rovindnikb na
priemetiu je ukgend svojim pravouhlym priemetom a jejbovd’ny bod musi by uréeny
pravouhlym priemetom a kétou. VSetky body rovinyvrrobeznej s priemgbu maju
rovnajuce sa koty (hovorime aj o kéte roviny); kazdod roviny je ukeny svojim
pravouhlym priemetom.

Pri zobrazovani rovinnych Utvarov osobitnétpesnie zaujimaju priamky roviny, ktoré su
rovnobezné s priem@u a priamky roviny na ne kolmé. Definujme tietaaprky (dvoch
osnov priamok) roviny.

Definicia 3.1

a) Priamka rovinya (a # n) rovnobeznéa s priem&iu sa nazyvadlavna priamka roviny
a. Kétu ubovd’ného bodu hlavnej priamky nazyvank®tou hlavnej priamky Hlavna
priamka s kétou nula sa nazysipa rovinya.
Hlavnu priamku rovinya s kétouz (z 0 R) budeme oznmva’ h?(z), stopu rovinya

ozna&ujeme p°“.

b) Priamka rovinya (a # n) kolm& na hlavné priamky tejto roviny sa nazypgadovou
priamkou rovinya. Spadovu priamku roving budeme ozrimva’ s°.
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Désledok3.1 Osnovu hlavnych priamok roviny dostaneme pauoosnovy rovin
rovnobeznych s priemgiu; kazda hlavna priamka roviny je priesénicou jednej z rovin
tejto osnovy rovin s rovinow. Stopa roviny je prieseica roviny s priemébu. (Obr. 12)
Kolmym priemetom osnovy hlavnych priamok roviay(a [l 71, a # n) je osnova priamok

priemetne utfena stopoup? = p tejto roviny.

Veta 3.3

Pravouhlé priemety hlavnych a spadovych priamwiny a (a [0 n, a # i) su navzajom
kolmé.
Dokaz

Nech p“ je stopa rovinya aATubovd’ny bod rovinya neleZiaci v priemetniz (a =
“ p?A). Zostrojme spadovi priamku rovimyprechadzajicu bodosk (ozna@me jus’).

Obr. 13

Nech bodA; je kolmym priemetom boda do roviny 7z zrejmeA # A, (prezo?). Platis” O a
O O p? (definicia spadovej priamky) AA, O p? (pretozeAA; O 7). Dosledkom je
kolmog’ premietacej roviny® spadovej priamkg” na stopup? roviny a (*s*A; O p?). Ale
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priamkac® n je kolmym priemetom priamkyg* (o° n 1= s?) do roviny 77 teda je tiez
kolma na priamkup?: sp O p?(= p7). Na zaklade vety 3.1 aje priamlsd kolma na
priemet kazdej hlavnej priamky danej roviny, testal]l h , ¢o bolo treba dokaza

Poznamkas.2

1. Kazda rovinaa (a [l n, a#n) je vkbdtovanom zobrazeni aand obrazom svojej
I'ubovd’nej spadovej priamkys?. Na zaklade vety 3.3 sfiazostroji’ priemet jednej hlavnej
priamky h? ( z,) tejto roviny; priamkah“ je priemetom a kotou, uréend, t. j.a = s7h? .

2. Uhol roviny a s priemeiou je zhodny s uhlom spadovej priamky tejto roviny
s priemetiou (pre&o?). Va'kod tohto uhla budeme nazytadchylka roviny (definicia 3.2).

3. Spad spadovej priamky roving (a [l 77, a # n) je v&Si nez spad'ubovdnej ingj
priamky roviny (ktora nie je spadovou priamkou)d@odnite!)

Definicia 3.2

a) Velkos’ uhla rovinya s priemetou sa nazyvadchylka rovinya.
b) Spad, resp. interval spadovej priamky roviny buderazyvé spadomresp.intervalom
tejtoroviny. (Ozn&enie: s, , resp.i, pre rovinua.)

Uloha 3.2

Dand je rovinar = “ABC (A = (A1, ), B = (By, Z)), C = (Cy, °)) a pravouhly prieme¥l;
jej boduM. Doucite kétu boduM (trojica bodovAg, B, C; je nekolinearna).
RieSenie

a) Ak je priemet bodM incidentny s priemetom priamky obsahujub@povd’ni zo stran
trojuholnikaABC, tak bodM leZi na tejto priamke a jeho kétucime pomocou sklopenia jej
premietacej roviny (Gloha 2.1).

b) V opainom pripade existuje aspgeden bod z trojice bodo®,, B, C;, pre ktory
spojnica s bodonM; je r6znobezna s priamkoucenou zvysnymi dvoma bodmi. Napriklad
priamkal; = “M;B; je réznobezna s priamkoUuA;Cy. Ozn@me: “MB1 n “ACy ={L4}, t. |.
“MB n “AC ={L}. Kétu boduL zostrojime na zaklade incidencie bddg priamkou~AC
(pod’a a)) a analogicky kétu bodw z incidencie bodiy s priamkou” LB. KonStrukcia nie je
ilustrované obrdzkom; vykonajte ju ghebovd’ne zvolené zadanie.

bl) (Ind konstrukcia Ak su kéty bodovA, B, C celé ¢isla, je vyhodné vystupva’
niektord so stran trojuholnika a zostroji priemet jednej z hlavnych priamok roving.

!5 Stupiovanie priamky je mozné v tomto pripade vykdhmez sklopenia premietacej roviny tejto priamky
(pomocou rozdelenia G8ey na konény paiet zhodnych Usgek). Na obr. 14 je zostrojend hlavna priamka
s kétou 1.
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Potom vyberiem&ubovd’ny z vrcholov trojuholnika, B, C tak, aby jeho spojnica s bodom
M pretinala tato hlavna priamku (to samozrejme vidimagoriemete priamok, pretoZe rovina
a = " ABC nie je premietacia). Napr= “BM al; n h’ = D1, pricom kota bodD sa rovna
kote zostrojenej hlavnej priamky. Nacanie koty boduM pouzijeme sklopenie premietacej
roviny priamkyl = “BD (= “BM). (Obr. 14) Ak oznéime M(M)| =d, tak poda vd’by kot
na obrazku pri sklopeni rovinydo priemetne platZ" = —d.

Pozndmkes.3

Analogicky s rieSenim ulohy 3.2 mozno rfegiohu o overeni incidencie daného bodu
M = (Mg, 2*) s danou rovinour = ~ ABC. Stai porovna kétu boduM s kétou priestnika
K premietacej priamky bodM s rovinoug, t. j. boduK [ a, pre ktoryK; = M;. KonStrukcia
kéty boduK je rieSenim Glohy 3.2. PlaM 0 a = M=K < ¥ =%

4 Polohové ulohy

Z planimetrie [5] a stereometrie [1] vieme, IeSenie uloh o vzajomnej polohe
geometrickych Utvarov je zaloZzené na axiomautidencie usporiadaniaarovnobeznosti
V rieSeni uloh — pokianepéjde o elementarne ulohy o zakladnych geonkgtic Gtvaroch
(napr. uloha 4.1) — sa bude striktne vyZadowajprv zapis algoritmu stereometrického
rieSenia Ulohy® a nasledne z&pis pouZitia algoritmu v rieSeni Uhahobrazoch Gtvarov
v kétovanom zobrazeni (tento zapis rieSenia morestasti symbolicky").

V texte je ukazka rieSenia Standardnych polgblo Gloh. Stupg ovladania polohovych
tloh si mézu Studenti prevérina zbierke nerieSenych polohovych uloh, ktora sazis
vystihnt’ ¢o najrozmanitejSie vzdjomné polohy geometrickyohatdv (kapitola 7). RieSené
tlohy su zostavené tak, aby viediiate’a k osvojeniu si tej-ktorej metody rieSenia tegjist
tlohy v zavislosti od vzdjomnej polohy ¢ujucich prvkov danych objektov, napriklad
vzhladom na priemét.*® Nasledujice zékladné Ulohy sgasto vyskytuju v rieSeni
zloZitejSich polohovych uloh (tam sa uZz povaZzuju @ementarne konStrukcie) a pri
konStrukcii obrazov zakladnych telies a rieSeningetlichych uloh o zakladnych telesach
(napr. konstrukcie rovinnych rezov, priésé&ov s priamkou, a i.).

Uloha 4.1
Zostrojte priamkum, ktor4 prechadza danym bodokh aje rovnobeZzna s priamkou

a="AB.

RieSenie
Priamkaa nie je premietacou priamkou, ani rovnhobezna sweigou. Poda vety 3.1 su
dve priamky vo vSeobecnej polohe rovnobezné praiwezlyy kel maju: — navzajom

rovnobezné priemety; — zhodné intervaly; — suhlasientované stupnice. Plati teda:

16V algoritme stereometrického rieSenia Glohy vysjlptzv. elementarne konstrukcieTento pojem je
vysvetleny v [1] (Gvod kapitoly 3, s. 20).

7 K ¢isto symbolickému zépisu rieenia mozno prejsetape dokonalého ovladania pojmov a pouZivania
znakov z teérie mnozin, i matematickej logiky deme (napr. ovladanie systému planimetrie, a i.Fom
nemodze by re¢ v prvom semestri Studia. NavySe u Studentételského Studia je mimoriadne dblezity nacvik
bezchybného vyjadrovania s pouzivanim spravnej émaj) terminologie (ktora je tiez v neustalom wngj.
Rozhodne nejde o stratiasu a verime, Ze Studenti to ocenia uz pri pisatdmpilovani bakalarskej prace na
zaklade materialov, z ktorych najmé historické gatdaju zo starSich praft@v. Doslovny ,preklad” by sa
v takomto pripade skai fiaskom.

18 pouzitie jedinej metddy rieSenia tej istej polohouhy nemusi vzdy vig'sk vysledku, mbZe sa ukéza
neproduktivnym.
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M]_ ] my Dm]_ ||a1 Dim:ia

Pretoze?" = 2, 2 = — 3 (obr. 15), dka Gséky A;B; sa rovna piatim intervalom priamky
a, t. J. i piatim intervalom priamkyn. Kéta boduM sa rovna 126 preto mézZzeme jednoducho
zostroji’ priemet bodu. priamky m, ktorého kéta sa rovna (126 H %)ebo (126 — 5) Na
obrazku je zvoleny bodl s kétou 12J. Potom plati:M1L, [0 A;B; a Useéky AiB; aM;L; su
suhlasne orientované. (Ktori z dvoch mozZnosti sievigme zavisi od vzajomnej polohy
danych prvkov — prevazne nas motivuje Uspora miegtsite (na tabuli)).
Uloha ma prave jedno rieenie (axioma rovnobeznwsti ~ ML.

M, (126)

L1(124)

L, (121) K, (121)

Obr. 15 Obr. 16

Uloha 4.2

Dana je rovinar obrazom spadovej priamksf = KL (K = (Ky, 29, L = (Ly, 2)). Zostrojte
rovinu, ktora prechadza danym boddm= (M, 2*) a je rovnobeZna s rovinam Zostrojte
| stopu zostrojenej roviny.
RieSenie

Rovinaa méa v&eobecn( polofiia bodM v nej neleZi (odévodnite). Potom existuje prave
jedna roving3 (M O S0 3 ||a) [1]. Na jej ukenie stai zostroji spadovi priamkis? roviny
B, ktora prechadza bodoM. Plati: Dve roviny vo vSeobecnej polohe su roviolgéeprave
vtedy, kel st navzajom rovnobezniibovdné ich spadové priamkg®, s?. Spadovu
priamku roviny/ zostrojime na zéklade tlohy 4NI:0 s? 0 s#||s® (s” = “MN) (obr. 16).

Stopa p” roviny S prechadza stopnikon®P* spadovej priamkys? ; zostrojili sme ho
vystupiovanim Gséky MN O s? (2 =—1) aplati:p? 0.

Uloha 4.3

Urite vzajomnu polohu priamkyn = “AB aroviny a. Rovina a je utena obrazom
spadovej priamkys? = KL. VSetky body su @ené okotovanymi priemetmi (obr. 17).
Stereometrické rieSenie Ulohy

Algoritmus rieSenia ulohy je znamy zo steretsieeSp@iva v tom, Ze danou priamkon
preloZzimelubovd’nd rovinuk (« #a) a vzajomna polohu priamky s rovinou odvodinte z
vzajomnej polohy danej priamky s priamkou, ktor@ijese&nicou rovink a a. PretoZe:

mna=MnkKna=mnkna)=mnl(l=«kn a),

19 Ak by rovina bola utené trojicou nekolinearnych bodov, zostrojimefigovd’ni hlavni priamku (Gloha 3.2,
obr. 14) a nasledne spadovu priamku prechadzajigdtionym z danych bodov, ktory na tejto hlavnejapike
nelezi. Tato skutinog’ v zadanid’alSich Gloh uz nebudeme pripomina
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stai urgit’ vzajomnu polohu priamoin, I. Ak maju tieto priamky spotmy bod, tak je tento
bod spolénym bodom priamkyn s rovinoua. V pripadem = | priamkam leZi v rovinea,
v pripadem n | = 0 je dan& priamka s rovinaurovnobezna.

RieSenie Ulohy v ndkresni

1.V prvom kroku p6jde o vhodny vyber rovirg z rovin zvazku s osou v priamhke.
Najjednoduchsim pripadom jeRlaa premietacej roviny priamky, a to rovinyxk (mO « O «
0 73.%° Vtedy totiZ plati:

K1 je priamka= my = K.
Navyse v rovinex leZi aj priamkd a pretd; = &, = m.*

2.V druhom kroku je potrebné daii priamkul (pomocou incidencié 0 a — pozrite si
stereometrické rieSenie). Priamkuwoukime napr. bodmiK’, L', ktoré lezia na hlavnych
priamkach *h, *h roviny a prechadzajldcich — v danom poradi — bodfiL spadovej
priamky s?. Zrejme plati:*h, n I, = K], 2h nl, =L, 0 zK' = zK,zV' = zL. Potom:

| =KL (z=13,2"=15)
v sUlade s vibou ugujucich prvkov na obr. 17.

3.Vzajomnu polohu priamok, | roviny « uréime pomocou sklopenia tejto roviny. Pad
zadania sa rozhodnem,ulohu vyrieSime pomocou sklopenia rovigydo priemetne alebo
do drovne. Na obr. 17 ide o sklopenie roviny dovam7(z” =11), bod s najmenSou kétou
v arovni sme vybrali preto, aby sa priemety sklompénpoloh zvySnych bodov dostali do tej
istej polroviny s hranicow;. Pre priemety sklopenych poléh priamuokl plati:

Min (Ni1=R1=>mnl=Rtjmna=R

V kétovanom zobrazeni je potrebnéitirkétu boduR. Ak si oznaime d dizku Gseéky
R.(R)1 a vezmeme do Gvahy kétu rovimg(z7 =11), tak plati:Z*=d + 11.

Zaver. Priamkam je s rovinouwa réznobezna; spotaybod R =m n a je ukeny usporiadanou
dvojicou R, d + 11). Vyjadrené symbolickyn n =R, R= (R, d + 11).

Poznamkat.1

1. V rieSeni predchadzajucej ulohy lezia pkgmm, | v spol@nej premietacej rovine, teda
my = |1; hovorime aj, Ze pravouhlé priemety priamok sakpyvaju“. Priamkd, resp.m sa
preto nazyv&rycou priamkoyriamkym, respll.

2. RieSenie Uuloh o prienikoch geometrickychvafbv (z ktorych aspo jeden je
dvojrozmerny) nasfiwje problém  viditénosti ¢asti  zobrazovanych  objektov.
V predchadzajucej ulohe treba eSte rozhddrkiord z dvoch polpriamok priamkgn so
z&iatkom v bodeR = m n ¢ je vidite’'na vzitadom na rovinwr pri zvolenej orientacii oboch
polpriestorov s hranicou v rovineg(bod 4 rieSenia ulohy 4.3). Principtavania viditénosti
mozno vyjadr’ nasledovne:

,Z dvoch réznych bodov na tej istej premietacej mpka je viditény bod, ktorého
orientovana vzdialen@od priemetne je v&ia."

Aplikaciu tohto principu si vysvetlime na predcha@dzej ulohe.

20 Takato vdba nemusi by vZdy vyhovujica. UkdZeme si to na rieSeni tejjiétehy v pripade inej Viby

danych prvkov (Uloha 4.3a, obr. 18).

2LV pripadel O 77 by prirodzene platila inklazig, O «, (1, je bodom). To nastane prave vtedyd ks rovinaa

bude premietacou rovinowr(d 7). Konstrukcia sa v tomto pripade zjednodusi nargimie koty spoléného

boduR=mn | (R, =1,) na zéklade incidencie@ 0 m (obr. 17a). Ze nejde o takto situaciu je zrepn&adania
roviny a (obr. 17).

16



4.Urcenie viditénej polpriamky priamky o za&iatkomR vzivadom na rovinwy

Vyberme silubovd’ny bod priamkym rézny od boduR, napr. bodB. Nech B =B,
pricom bod B' lezi v rovinea. Musime dda odpovel’ na otazku, ktory z bodoB, B' je
viditerny. Plati:Z2 = 11,7°> 152 (tato nerovnasvyplyva zo stupnice spadovej priamk§
danej roviny a vzajomnej polohy priemetu boBu a priemetov hlavnych priamot, 2h).%
Znamena to, Ze je viditey bod B' roviny a a bodB priamky m viditel'ny nie je. Odti#
vyplyva, Ze polpriamk&RB O m nie je vzlfadom na rovinur viditelna ¢ < 22'), teda je
viditel'na k nej op&na polpriamka’RA

N (L/)u;'
B(D-B) =Bl ___ 4
Las| - S 7T ) (A),
“h,(15) Ly _.-~d i
1
A4,(17) ; (K",
K,(13) "
h,(13) ) i (D)
S
Obr. 17 Obr. 17a

V rieSeni nasledujucej ulohy o vzajomnej pelopriamky a roviny predstavime taku
polohu danych prvkov, pri ktorej je pouzitie pretaej roviny danej priamky celkom
nevyhovujace.

Uloha 4.3a

Urite vzajomnu polohu priamkgn = “AB s rovinoua = ~*h?h ('h je hlavna priamka
roviny a's kétou'z).
RieSenie

Stereometrické rieSenie Ulohg analogické srieSenim ulohy 4.3, preto ho buelem
vyjadrova’ len symbolicky, subezne s rieSenim Ulohy v ndkresn

1.A; mOACA#Ha —Tubovdna®
PouZitie premietacej roviny je nevyhovujuce @m®), zvolime si pretdubovd’nld rovinu
poZzadovanych vlastnosti tak, aby prigseal rovin A a a bola jednoducho zostrojitea.
Plati: priamkam leZi v rovineA prave vtedy, ké hlavna priamkath,resp %h roviny A

s kétouZ*, resp.Z® prechadza bodom, resp.B. Pri vd’be kolmych priemetovh, (i = 1, 2)
stasi vzia® do Uvahy tento fakt a to, aby hlavné priamKy pretinali hlavné priamky danej

22 pre zjednoduSenie zapisa v riedeni dlohy bude kéta bodu zapisolaz symbolu zvolenej jednotkovej
useky. Zistenie pevne zvolenej jednotkiz#ly sa v rieSenych Glohach nechéitatelovi.

23 Okrem toho je zrejmé, Ze ba@l leZi na priamké a mozno zostrdjiaj priemet jeho sklopenej polohg'); O
(N1. Vzhradom na Uspornékonstrukcie sa bude upredniosta’ postup uvedeny v 4.

¢ vyrazy s bodkgiarkou v symbolickom zapise budengétat: “zostrojime* utity objekt (oznaeny pred
bodkaiiarkou), ktory ma vlastnosti uvedené za bafickou. Uvedeny zapis sa budétat: ,Zostrojime
Pubovd’nu rovinu A, ktora prechadza priamkooa nie je rovnobezna s rovinau“.
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roviny a (s kétami'z (= 2Y), ?z (= 2)) v dostupnych priesaikoch? PretoZe hlavné priamky
'h,'h lezia v tej istej rovinézz(A O *7z B O 7z '77]|*7), ich spoléné body'h n 'h (i = 1,
2) st bodmi priesiice rovin § n a). Kazdy z nich je spotmym bodom trojice rovinzzn
Ana=(mn A) n (mn a).

2.Platimn a=mn (A n a) =R (obr. 18). Kétu bodlR mozno doutit pomocou
sklopenia premietacej roviny priamky

*h,(38)

" (38)

Obr. 18

3.Urcenie viditénej polpriamkypriamkym (so z&iatkomR) vzhradom na rovinur.

Zvd’'me si bod (I O a) tak, lezal s bodom na tej istej premietacej priamke, tA, = I1.
Pre kétu bodu plati: 38< Z < 43 (bodl; je bodom rovinného pasudeného priemetmi
hlavnych priamok'h, 2h roviny @) aZ* = 43, t. j.Z < Z* a vidite’ny je bodA priamky m.
Odtida’ vyplyva vidited’nog’” polpriamky~RA priamkym.

Uloha 4.4

Zostrojte priesmicu rovina a S (a # (). Roviny su uwtené spadovymi priamkans” =
“AB, s = “CD.

Stereometrické rieSenie ulohy

Ak maju roviny a, [ vSeobecnu polohu, ulohu rieSime analogicky s kakétou
pries€nice rovinA, a v predchadzajucej ulohe. Staostrojt’ dve dvojice hlavnych priamok
oboch rovin s dvoma vhodne vybranymi kotami. Prieiey hlavnych priamok rovim s tou
istou kétou st bodmi prieseice rovin. VSeobecne toto rieSenie méZzeme vyjatasledovne.
Zvolime silubovd’nu rovinu 77 rovnobeznu s rovinom Jeden zo spotaych bodov rovira,
BiebodmmnanB=(Tna)n(tn B)="hn?h=Q (*h, resp *h su hlavné priamky rovin
a, resp. S s kotou rovnajucou sa kote zvolenej rovimy). Druhy bod pries@ice rovin
ziskame analogicky pomocdialSej roviny rovnobeznej s prienieu.

Opisané rieSenie je neproduktivne v pripadecldwdznobeznych rovin, ktorych hlavné
priamky sU navzajom rovnobezné (obr. 19), t. j. gmiemety spadovych priamok rovin plati:
s ||s?. V tomto pripade je priegeicou spoléna hlavna priamka oboch rovin (vzajomna

%V riesenej Glohe sme si pre jednoduchesolili Z* = 43, 2 = 3§, t. j. 2 = 'z, 22 = >z Vorba roviny A vo
vSeobecnej polohe je vyhodnou i napr. vtedy Jerovinaa uréenalubovd’nou nekolineéarnou trojicou bodov
aleborubovd’nymi dvoma komplanarnymi priamkami. V takom pripadgprv zostrojime v danej rovine hlavné
priamky s kétam*, 22, &im sa dosiahne aktualne zadanie z tlohy 4.3a.
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poloha 3-och navzajom réznych rovina, [ — pripad 2c [1]) a sta zostrojt’ jeden jej bod.
Na obr. 19 je zostrojeny priesek spadovej priamkys? roviny £ s rovinoua analogicky
s konsStrukciou v Ulohe 4.3 (pouzitim premietacajimg priamky s#). Preto vyjadrime len
symbolicky zépis rieSenia.

1.6n a:

AsF 0AOAO M- SPna=s n(Ana)=$n S == =5

Priamkas je spadova priamka roving. Doukime ju bodmiA, B, ktoré leZia s bodmh,
B (v danom poradi) na tej istej hlavnej priamké:= zA, z8 = zB. Spola@ny bodR= sfn §
zostrojime pomocou sklopenia rovidyR = (Ry, 2, Z* = Ru(R)| (£ > 0, pretoZe boR leZi
v rovinnom péase &enom hlavnymi priamkami roving s kétamiz* = 2, 22 = 5).

2.an B;ROan BOan B ||'h® (kéta hlavnej priamkyr n B sa rovn&).

DQ)=E, __-=P)

Obr, 19

3.Vidite/nog’ polrovin oboch rovin s hranicou v priéséci rovin

St&i overi’ viditernog’ 'ubovd’ného bodu jednej z polrovin niektorej z danych movi
ktory neleZi na priesaici rovin. Nech napD; = E; (E O a, D O B). Plati:Z > 5 (pr&o?),
2 =2, t j.Z > 2 aviditdna je polrovina rovinya (s hranicou v prieseici rovin)
prechadzajuca bodoa. Odtid vyplyva viditd’nog’ tej polroviny roviny S, ktora obsahuje
bodC.

Uloha 4.5

Zostrojte priegku mimobeznych priamola, b prechadzajucu bodorv. (Priamkab je
rovnobeZna s priemetu: b = (b, 2°); a = “AB a bodyA, B, M s utené okdétovanymi
priemetmi.)

Stereometrické rieSenie ulohy

Ak priggkar priamoka, b existuje, tak lezi napr. v roving = ~aM a jeden jej bod je
pries€nik priamky b s touto rovinou. (Rovinax je mnozinou bodov vSetkych péimk
priamky a, ktoré prechadzaju bodomM — s vynimkou bodov priamky prechadzajucej bodom
M a rovnobeZnej s priamkau([1])). Algoritmus rieSenia ulohy je teda nasledgy

l.a, a= ~aM;
2.Q;Q=bn a;
3.r="MQ.
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RieSenie ulohy v nakresni

1. Zostrojme v rovinea hlavnu priamku, ktora prechadza boddnt. j. hlavna priamku
s kotouz = 2" = 5. Dalsim bodom tejto hlavnej priamky je bod priangyg kotou 5; mozno
ho zostrojf’ napriklad vystugovanim priamkya. (Obr. 20)

2.Priesénik Q priamkyb s rovinoua je bod s kétou rovnajucou sa kéte priantigktora

je rovnobeZna s priemetu. Priamkab pretina prave hlavni priamku rovimys kétouZ® = 3.
®Teda:Q=bn h“(Q), t.j.Q=h n h7 3.

3.Priamkar = “MQ je vo zvolenom pripade r6znobezna aj s mimobezkfun a = R),
je teda priekou priamoka, b. RieSenim Ulohy je priamka= “MQ, M = (My, 5),Q = (Q4, 3).
(Ak by bolo treba zostrdjidizku Uséky RQ (t. j. dizku Useky vytatej na prieke oboma
mimobezkami), pouzili by sme sklopenie premietaogjny priecky r.)

Uloha 4.6

Zostrojte prigku priamoka, b, ktora je rovnobezna s priamkbu
(a="AB,b="CD,I || m bodyA, B, C, D st dané okétovanymi priemetmi.)

Stereometrickeé rieSenie tlohy

Ak prigka r priamok a, b existuje, tak lezi vrovinea, ktora prechadza jednou
z mimobeZiek a je rovnobezné s danou priamkdgoapr.b 0 a O a || 1). Jednym bodom
priecky r je priesénik druhej z mimobeZiek s rovinor Q = a n a. Priggka r prechadza
bodomQ a je rovnobezna s priamkéu

RieSenie ulohy v nakregqpobr. 21)

1. Rovinaa je uena priamkowb a priamkou, ktora prechadza napr. bodon{C O b)
a je rovnobezna s priamkdu Pretoze priamka je rovnobezna s priemg&tu, je zostrojena

rovnobezka hlavnou priamkdt roviny a. Vzhadom na rieSenidal3ej tlohy — konstrukcia
priesé&nika @ n @), zostrojme v roviner aj hlavni priamkuh prechadzajiicu bodom.

2. Priesénik priamky a s rovinou a zostrojime pomocou sklopenia kolmo premietacej
roviny A priamkya analogicky s rieSenim ulohy 4.3:
ana=an(Ana)=Q,kded n a=c="CD'je krycia priamka priamkg aC' = *hn c,
D'=?%hng, (t.j. z¢ =2,z° =4). BodR je priesénik priecky r s mimobeZkotb.

3. RieSenim ulohy je priamka= “QR (Q. O ry Ory [|11; ¥ = 22 = |Q)Qul). Pre d#ku
useky vytatej na prieke oboma mimobezkami platQR = [R:Ry| (pr&o?).

% pod'a v8eobecného algoritmu rieSenia Glohy o vzajompaiphe priamky s rovinou tato konstrukcia
zodpoveda vibe roviny 7 tak, aby prechadzala priamkbuPotomb n a=bn (77 n a)=bn h? (3) ={Q}.
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Obr. 21

Uloha 4.7

Zostrojte prienik UpIného trojuholnikABC*’ roviny a s rovinnym pasom denym
priamkamim, n roviny S (a # (). (BodyA, B, C st dané okdtovanymi priemetmi; analogicky
su dané priamkyn, n, ktoré si hlavnymi priamkami roving.)

Stereometrické rieSenie tlohy

Prienikomdvoch rovinnych Gtvarov 'U Oa, U OB rozumieme mnozinu v3etkych

spolainych bodov oboch Gtvarov (ozfemie: 'Un?U ). Zrejme plati:'Un?U O an B 28
Odtid’ vyplyva nasledujuca konstrukcia:

1.KonStrukcia pries#ice rovin Utvarov;

2.Vyzn&enie Use&ky incidentnej s priesaicou rovin, ktor4 patri obom Gtvarom;

3.Uréenie vzajomnej vidittnosti Utvarov.

Nasledujuci obrazok ilustruje tri typy prienik dvoch rovinnych atvarov (konkrétne
dvoch trojuholnikov)'U Oa, U OB . (Obr. 22a—c)

Definicia 4.1

Nech pre GtvaryU Oa 2U OB plati: 'Un?U = XY. Hovorime, Ze ide apiny prienik
resp. zasek resp.prienik s dvojnasobnym bodoprave vtedy, k& oba krajné body, Y
prieniku su bodmi hranice toho istéhu Utvaru (@&2a), resp. jeden z krajnych bodov prieniku

27 Uplny trojuholnik je pracovnym terminom, ktory ozo@e zjednotenie trojuholnika sjeho vnatrom.
V geometrii sa termin trojuholnik pouziva v dvockizramoch, ato ako uzavretd lometiara alebo sa
trojuholnik chape i s jeho vnatrom. Pouzivanie pojndruhom vyzname — t. j. trojuholnik/vypukihyuholnik
ako konvexny obal kokeej mnoziny bodov — je nevyhnutné napriklad pri adizovani obsahov rovinnych
mnohouholnikov ([5], kap. 9) aje prirodzené v @oh o prienikoch dvoch rovinnych Gtvarov leziacich
v navzajom réznych rovinach.

8 \Jo v&etkych zadaniach su utvalty, ‘U zvolené tak, aby ich prienikom bola viac ne? jesuova mnoZina
nepatriaca hranici Ziadneho z Gtvarov. Obmedzeimaskonvexné Utvary s hranicou (préiatok n-uholniky,

pripadne vhodné polroviny) dosiahneme,'den °U je tseka.
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je bodom hranice jedného utvaru a druhy krajny patli hranici druhého atvaru (obr. 22b),
resp. aspd jeden z bodovX, Y patri hranici oboch utvarov (na obrazku 22c je bod
dvojnasobnym bodom prieniké).
Poznamkat.2.

Na vSetkych obrazkoch (22a — c) je vrcAoliditelnym vrcholom vzliadom na td z rovin,
v ktorej nelezi. Ak oznime r = a n B, tak z vidit¢nosti boduA (A O 'U) vyplyva
vidite'nog’ polroviny ~rA roviny a; viditelnog’ kazdej z troch zvySnych polrovin v Ulohe je
tymto faktom uéena (rieSenie ulohy 4.4). Teda zo zvoleného utyaniditelna ¢as’, ktora
patri vidite’nej polrovine roviny s nim incidentnej a eSte thojead’, ktord sice lezi
v neviditd’nej polrovine, ale nie je ,zakryta“ zvySnym utvarom

Obr. 22a, b, c

Po vysvetleni pojmov pokiajeme v rieSeni ulohy 4.7.

RieSenie Ulohy v nakresfabr. 23)

1.KonStrukcia priesmice rovina, S

PretoZe pozname v oboch rovinach hlavné pryatakrovine a je priamka”BC hlavna
priamka s kotou JjQv rovine B st hlavnymi priamkami priamky, resp.n s kétamiz™ = 7,
resp. Z' = §), zostrojime priesmicu rovin poda Glohy 4.4. St zostrojt’ napr. v rovinea
hlavné priamky*h, resp.2h tak, aby sa ich kéty rovnalij sresp. 7, body hlavnych priamok
'h (i = 1, 2) zostrojime vystdwvanim napr. priamkAC (na obrazku st oznané len koty
bodov stupnice}? Priesénica rovin je wtena bodmkK, L, kdeK =nn *h (Ky=m n *h O
Z=5),L=mn 2h (Ly=my n 2hOZ =7).

2.0zn&mer = "KL a zvyraznime Us&u XY O r patriacu obom utvarom. Ide o Uplny
prienik X O AB, Y OAC), t.j. Un?U =XY. (Kbty bodovX, Y nie je potrebné zisvar'.)

3.Ur¢enie viditénosti

Vezmime si dva bod®, R na tej istej premietacej priamke tak, aby ngpf]l 'U , RO U
(najlepSie na hranici oboch atvarov). Na obr. 28 kb lezi na priamke” AC a bodR je
bodom priamkyn (Q; = Ry). Pre kéty bodow, R plati: 22 > 7 (bodQ leZi medzi hlavnymi
priamkami rovinya s kétami 7 a 10)2° = 5. Tedaz® > £* a viditd’na je polrovina™rQ
roviny trojuholnikaABC. Otvorenapolrovina (~rR)° polroviny ~rR roviny B ([5]) viditelna
nie je, t. j. v rovine rovinného pasu je viditd polrovina op&na k polrovine™rR. Priamka

29 Dvojnéasobné body prieniku moZutbiydva. Nartnite si obrazok.
%0 stredSuseky AC ma kétu (1 + 2)/2 = §, stred Uséky SC analogicky ma kétu j8 odkid’ je zrejma
konstrukcia jedného intervalu priamRyC a nasledne bodov s kétanjj 5.
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m je viditelna celd, pretoZe g’ z nej, ktora patri do neviditeej polroviny ("rR)° (roviny

P nie je ,zakrytd" (vzliiadom na kolmé premietanie do rovinyviditelnou ¢ag’ou Uplného
trojuholnikaABC.

B,(10)

Obr. 23

5. Metdda rieSenia metrickych dloh v kétovanom zokazeni

VSetky ulohy, ktoré rieSime v nejakej zobraac®j metdde, su ulohy o zakladnych
objektoch o telesach trojrozmerného euklidovskéh@soru Ez, pripadne rozSireného
euklidovského priestorlE, . Ide ostereometrickéilohy. Zakladom rieSenia polohovej

metrickej Ulohy v stereometrii je prevedenie uUlohg planimetrickl Glohu alebo na
postupnos planimetrickych aloh.

Metrické ulohy o utvaroch tej istej roviny nmmu¥ z Hadiska zobrazovacich metéd zaradi
do dvoch skupin:

a) ulohy dconStrukcii obrazurovinného Utvaru/konfiguracie rovinnych utvarovtafé
maju ukité pozadované vlastnostip zvolenej zobrazovacej metpde

b) Ulohy arekonStrukcii originalneho rovinného Utvarmjeho obrazu v danej zobrazovacej
metdde.

Obe tieto uUlohy sa rieSiaetédou otéania predmetnejroviny do priemetne alebo do
roviny rovnobeznej s priemeiu (do Urovne). V paragrafe 2 sme sa oboznamitésoim
roviny kolmej na priemeau 77 (sklapanie roviny). Teraz si vysvetlime &téie roviny vo
vSeobecnej polohe, teda roviny, ktora nie je koln@ priemetu ani sinou rovnobezna.
Pravouhlé priemety atvarov vrovine, ktora je epretiou rovnobezna, su zhodné
s originalmi (konStrukcie preto mozno vykehpriamo na priemetoch Utvarov). Zakladné
pojmy suvisisace s atanim roviny boli uz uvedené v par. 2 pre Speciginipad otéania,
ktorym je sklapanie roviny.

5. 1 Ot&anie roviny vo vSeobecnej polohdo priemetne

Necha (a [ 1, att n) je T'ubovd’na rovina.Osou ot@ania rovinyje priesénica roviny
s priemetiou, teda stopg? danej roviny. Nech j& 'ubovd’ny bod rovinya neleziaci na osi

ota’ania roviny. Rovina oté&ania boduA prechadza bodormh a je kolma na os atania
(oznaenie: o). Teda:
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Aldc* 0o Op* (1)

Zo vzahu (1) vyplyva, Ze kazdéa priamka roviay* je kolma na stopu roviny, teda aj jej
pries€nice s rovinamia a 7z Priesénica s rovinoua je ale spadovou priamkou tejto roviny
(prechadzajucolbodom A) (oznaenie: s* =c” na). NavySe je rovina o” kolméa na
priemetiu (o* O p? = o” On),t. j. priamkac” n 7 je kolmym priemetom roving* do
priemetne ¢* n m=0). Ototenépolohy Gtvarovbudemeoznaova’ indexom ,0“ vpravo
dolu k ndzvu Gtvaru. Potom su zrejmé identy: =s* =5 aAy 0 s;. (Obr. 24)

1,

(@) — (o)

7|

(ao)

Obr. 24 diagram

Stredom otéania bodu Ae bod g” n p? = P* (stopnik spadovej priamkg”); polomer
r* otatenia boduA sa rovna usie AP°®a kruZnica otdenia boduA je kruznicak” (Ps;r*)
roviny o”. Takéto otéenia suU dve; otenou polohou bodlAje jeden z priesmikov
kruZnice otgenia boduA s priemetiou, t. j. jeden z bodok” n g*. Na obrazku je ozany
jeden z nich A). Pre bodA, plati: A, o O|PSA)| = |r”*|. KonStrukcia GUs&ky AP® sa
urobi pomocou sklopenia roving” do priemetne.

Pri zostrojovani otenych poléhdalSich bodov umie je potrebnévykona opisanu
konsStrukciu (netreba zostrojapolomery otéania bodov), pretoze plati:

Veta 5.1

Medzi pravouhlymi priemetmi bodov roving (a [l n, a#fn) aot@denymi polohami
tychto bodov v otéani roviny a do priemetnerr je vza’ah pravouhlej perspektivnej afinity,
ktorej osou je priemetp” stopy rovinya; usporiadanu dvojicu bodowzor — obraz tvori
dvojica bodovA,, Ay (prefubovd’ny bodA roviny a neleZiaci na jej stope).

Dokaz

Nech'f je kolmé premietanie bodov roviny do priemetnera’f zhodnostné zobrazenie,
ktoré je ot@enim rovinya do roviny 7('f: (@) — (@), %F: (@) - (o). Kazdé oteenie jednej
roviny do druhej mozno nahradrovnobeznym premietanim [4]; osnova premietania je
kolm& na vhodnu rovinu sumernosti rovira 7z (Dokazte!) VZah rovinnych poli €), (1) a
(ao) vyplyva z diagramu pripojenému k obrazku 24. Baog zrejmé, Ze zobrazenie:

24



1 () - (ao)
je afinitou (obe zlozky kompozicie su bijektivneina@ zobrazenia) a pre vSetky body
pries&nice rovinz a (t. j. priamky p? = p) plati, ze steamodruznym(= invariantnymi)
bodmi v oboch zobrazeniach’, , teda aj v ich kompozicii. PretoZe kaZzdy bod paamp?
je v afinite’f - 'f ™ samodruzny, ide o perspektivnu afinitu dvoch s8migh rovinnych poli
([4], definicia 1.3). Hovorime perspektivnej afinite otenia roviny. NavySe je priamka
“ AA, kolma na priamkup (pre kazdy bod\ roviny a neleziaci na jej stop@?); ide teda

o pravouhlu perspektivnu afinitu. Jej pouZzitie ilustruje riei&e nasledujucej jednoduchej
lohy.

Uloha 5.1

Danéa je rovinaa = - p?S ajej l'ubovdny bod A (A # S). Zostrojte v tejto rovine
pravidelny Seduholnik so stredon® a jednym vrcholonA\. (Dana je priamkap,”, okétovany
priemet boduS a pravouhly priemet bodd, t. j. S= (S, 12, A= (A1, ?).)
Poznamkab.1

Pod ulohou Zostrojte geometricky Utvaw poZzadovanych vliastnostiudeme vSadd’alej
rozumie konsStrukciuobrazu utvaruU vo zvolenej zobrazovacej metdde; pre vSetky ulohy
v tejto kapitole ide o kétované zobrazenie s prigime v rovinesz

RieSenie tlohy.1

Metddou rieSenia ulohy je @&nie roviny do priemetne. Pial vety 5.1 plati: Existuje
pravouhla perspektivna afinit (1) — (ao), ktorej osou je priamkap; tuto afinitu

dourkime usporiadanou dvojicou bodds;, S. KonStrukcia otéenej polohy boduSje
znazornena na obr. 25.

a
pi=p¢

Obr. 25
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1. Zostrojime priemet roviny otania boduS (SOo° Oo®° 0 p? = S 0c; Doy O pf).
Pre spadova priamku priamlaroviny a, ktora prechadza bodoBplati: s = 0°= ; tato
spadova priamka je &gna bodong a stopnikomPs (P*=sn p?).

2. Polomer otéania boduSje Use€ka r° = SP; zostrojime ju pomocou sklopenia roviny
o® do priemetne.

3. Stred otéania boduSje stopnikP* spadovej priamky a kruznica otéania boduSje
kruznicak®(P®; r9 O o° (na obrazku je znazornena sklopena poledisti tejto kruznice).
Konstrukcia boduS, (t. j. otocenej polohy bod®) je zrejma(S, 0s’° OR’S, O r° O(S)P° )

4. Perspektivna afinitd zobrazi bodA do bodu A, (bod A, je zostrojeny pomocou
samodruzného bodly =1, priamky AS). AB.C, ...F, je pravidelny Saxiholnik so stredom
S ajeho obraz v inverznej afinité ™" je rieenim dlohy(f ~*: A\B.C, ...F, — ABC, ...F, )

Pretoze ide o pravidelny gsabolnik, sté&i v otatenej polohe zostraji— okrem u&ujucich
prvkov S, A, — eSte jedenfalsi vrchol susedny s vrcholomy, napr. vrchol B, 3! Na
obrazku 25 je zostrojeny i vrchd,; Ten totiz lezi s vrcholonB, na priamke rovnobeznej
s priamkou” A,S, (obsahujucou uhlopri&u otatenej polohy konStruovaného sebolnika)
a na konstrukciu ot®nej polohy bodlA a pravouhlych priemetov bodd®;, C stai pouzt
samodruzné bodyl, =1, 2, =2, spomenutych rovnobeZiek, rovnobezhopriemetov

a poznatok, Ze ide o pravouhlu afinitu. PriemetySmych vrcholov doplnime na zaklade
invariantnosti pomerov usporiadanych trojic kolimg@&h bodov: ADS = BES = (CFSg =
—1 (pravidelny Saxiholnik ma stred sumernostip plati aj o jeho obraze lubovdnej
afinite). Nasledne su i vSetky dvojice ptafilych stran S&sholnika ABC, ...F, navzajom
rovnhobezné zhodné (dey.

Poznamkab.2
Existuju dve perspektivne afinity d&hia roviny. Kladné polrovina roving *? sa totiz
moéze otadit do 'ubovd’nej z polrovin priemetne s hranicop?. V zdujme prefadnosti

konStrukcie sa snazime zublio z oboch oté&ani, pre ktoré sa pravouhlé priemety Utvarov
neprekryvaju s ot@nymi polohami tychto Utvarov. Tejto podmienke saddvyhovié vzdy;
zobrazovany Gtvar nemusi l&Zeely v jednej polrovine rovinyr s hranicou v stope roviny.
Preto si eSte vysvetlime ¢tnie roviny do Urovne (analogicky ako pri sklapamiiny), ked’

pri vhodnej vdibe osi otdania roviny moéze ktato poziadavka akceptovana.

5.2 Otatanie roviny vo vSeobecnej polohe do Urovng’ (77 || mO 7' # )

Nech/T je l'ubovd’na rovina pozadovanych vlastnosti. Len &trusi pripomgme vsetky
pojmy slvisiace s otanim rovinya do UrovnertT .

Os oté&ania roviny a (a [ n, affn) je prislusna hlavna priamka roviny v urovni, .t. j
priamkah? = a n 7; rovina ota’enialubovd’néhoboduA (AOa OAON?) je rovinagA
prechadzajica bodonA a kolma na os otania h”; stred ot@enia bodu Ae bod

3t Utvar SABLC, je totiz rovnobeznikom, Specidlne kosostvorcomdyodinite), odkidl vyplyva, Ze i Gtvar
SA:B;C; je rovnobeznik.
21de o polrovinu rovinya, ktora lezi v prisludnom kladnom polpriestore anicou 7z
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SA(S*=h%n o*); polomerr” otocenia boduA je Useéka AS* akruznicak” otocenia
boduA lezi v rovineog* (k* = (S*; r*)). Pre otéené polohy bodov platia analogické& ahy
ako pri ot&ani roviny do priemetne — budeme ich aanat’ indexom ,0“ vpravo hore (obr.
26). Potom plati:o” n 7 =<’ (s° je otatend poloha spadovej priamksroviny, ktora
prechadza bodomA) a A’ =k” n s°. TaktieZ v rovinerr existuje perspektivna afinita medzi
pravouhlymi priemetmi bodov roving do Urovnesr a ot@enymi polohami tychto bodov.
(Na obrazku je kolmy priemet bodudo roviny 777 ozna@eny A, teda prisluna perspektivna

afinita je utena osoth” = “h” a usporiadanou dvojicou bodav, A°.)

1,

(@) — (a")

/ 7 Vr

W=, (@) (al)

Obr. 26 diagram 2

Spomenutd perspektivnu afinitu vSak nemozZemgZiy pretoZze rovinasr je pre nas
.nedostupna“; mdézeme konStruavden pravouhlé priemety Utvarov tejto roviny. To je
dost&ujuce, pretoZze rovinar je rovnobezna s priemigu ateda pravouhlé priemety (do
priemetner) Utvarov leziacich v roviner su zhodné s originalmi. ESte dokazeme, ze i medzi
pravouhlymi priemetmi (do priemetne) bodov roviaya priemetmi otéenych pol6h tychto
bodov (v prislusnom otani roviny a do Urovne) je wah perspektivnej afinity. \tah
rovinnych poli @), (a°), (a1) a (a?) ozrejmuje diagram 2, v ktoroffi je otaenie rovinya
do roviny 77 a’f je kolmé premietanie do priemetrePotom zobrazenid , 'f o (f/a)™* = f
zobrazi rovinné poledq) do rovinného pka (a?). Zobrazeniéf/a je zGZenim premietanfé
na rovinua, t. j. ide o afinitu a existuje k nemu inverznémzenie ¢f/a)t. Vietky zlozky
kompozicief su afinity medzi dvoma rovinami, odKiayplyva, Ze zobrazenigje afinitou
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v priemetniz DOkaz, ze tato afinita ma silno samodruznu priamlpriamkeh? sa nechava
citatelovi. Plati teda:

Veta 5.2

Medzi pravouhlymi priemetmi (do priemetng bodov roviny a (a lln, attn)
a pravouhlymi priemetmi otenych poléh tychto bodov v ateni roviny a do Urovne je
vztah pravouhlej perspektivnej afinity, ktorej osoupj@vouhly priemet prislusnej hlavnej

priamky rovinya v Grovni. (Symbolicky: f (b : A, A%), f:U,—>U? (U DO a))

Uloha 5.2

Dany je obraz trojuholnikeABC okétovanymi priemetmi jeho vrcholov. Zostrojte
trojuholnik zhodny s originalnym trojuholnikom.

RieSenie ulohy

Ulohu budeme rieSimetédou otéenia rovinya trojuholnikaABC. PretoZe koty vrcholov
trojuholnika st vEké &isla, pouZijeme otenie rovinya do Grovnerr (napr.z” = 20). Podla
vety 5.2 existuje pravouhla perspektivna afifigafinita ot@enia roviny) tak, Ze plati:

f: () - (a7),

ktora je utena osouhy (kéta hlavnej priamkyh?sa rovna 20) a usporiadanou dvojicou
bodov vzor — obraz neleZiacich na osi (n&r.B?). ** (Obr. 27)

RieSenie ulohy v nakresni

1.Najprv zostrojime priemet hlavnej priamky v Grovni 77. Jeden bod hlavnej priamky
h? je bodA (Z* = 20), jej dalsim bodom je bod priamky BC s kétou 20 (utime ho
vystupiovanim priamkya = “BC (|B,C4| = 43)).

%3 Bod B sme vybrali preto, lebo vzdialertojgho priemetu od osi afinity je ¥ia, neZ vzdialenésboduC, od
tejto priamky,co je zarukou vésej presnosti konstrukcie.
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2.Pre priemet roviny ot@nia bodwB plati: B; O op Oo? Oh?. Polomer otéenia boduB
(r® = BS®) zostrojime v sklopeni roving® do zvolenej GrovneS® =o® n h?, priamka
s= "BS® je spadova priamka roving, prechadzajica bodoB Konstrukcia pravouhlého
priemetu otéenej polohy bodB je zrejma:B° 0 s° 0 SPBP OrP. (Obr. 26, 27) Na obrazku
27 je zostrojeny i obluk pravouhlého priemetu sklogy polohyasti kruZnice otéenia bodu
B.

3. Na konstrukciu pravouhlého priemetu @oej polohy vrcholuC trojuholnika stéi
pouZi’ perspektivnu afinitti: f(C;) = C° (samodruzny bod priamk&,C; je bodD; O h™).
Zaver AABCOA A’B’C!.

RieSenie takmer vSetkych stereometrickych igigich Gloh priamo suvisi s konstrukciou
priamky, ktora je kolmé& na danu rovinu. DokdZzmepseto z&kladnu vlastngskolmého
priemetu kolmice na danu rovinu.

Veta 5.3
Pravouhly priemet priamkykolmej na rovinua (a # n) je kolmy na pravouhlé priemety
hlavnych priamok tejto roviny, t. ks O h7 .

Dokaz
Ozn&me siA kolmo premietaciu rovinu priamkl (k O a), t. j. k O A; bez ujmy na

vSeobecnosti mozno predpoklédde priesénik A priamkyk s rovinoua nelezi na jej stope
(preto?). TedAA Ok, A%Z Ay = A= "kA aplati:

kDa = kO p~ (1)

AAL O = AAL L p? (2)

(1), 2)= A0 p~
To znamena, ze i priamka = A n 77 je kolma na priamkupe = p. Zaver je désledkom
faktu, Ze stopa roving (a # n) patri do osnovy hlavnych priamok tejto rovii@br. 28)

Obr. 28

Dosledoks.1

Pravouhly priemet priamKykolmej na rovinua (a# n,a [l 1) je totoZny s pravouhlym
priemetom jednej zo spadovych priamak roviny a (priamky k, s leZia v spolonej
premietacej rovined). Druhy bod kolmice na rovinu datime jednoducho na zaklade
kolmosti priamokk, s* pomocou sklopenia roviny.
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Uloha 5.3

Zostrojte priamkik prechadzajucu danym bodofa kolmu na rovinua. (Rovina a je
uréend obrazom svojej spadovej priamky = “MN, body A, M, N su dané okétovanymi
priemetmi.) (Obr. 29)

RieSenie ulohy

1.Rovinaa ma vSeobecnu polohw @ nn,a [l n). Kolmy priemet priamkk (A O k Ok [
a) ma podia vety 5.3 vlastnostiA; [ ks Ok O h™ (t.j. ke || 7 (veta 3.3)). (Obr. 29a)

2. Premietacia rovinal priamky k obsahuje spadovu priamlgu(s ||s?) roviny a; tato
spadovu priamku dotime pomocou jej priegaikov s hlavnymi priamkamth, resp 2h,
roviny a, ktoré prechadzaji napr. bodrM, resp.N: *h n s=M', ?h n =Nt j.
s="MN'. Sklopen& poloha priamkyv sklopeni rovinyA (11 = ky = ) do priemetne
prechadza sklopenou polohou bddla je kolma na sklopenu polohu priangkyPriamkak je
uréend bodonA a stopnikomP* (B* =k, n (k)).

3.V rieSeni niektorych uloh sa vyZaduje i konStrukesdy kolmicek v rovinea, t. j. bodu
R=kn s R=(R,Zz); z>2= 7" =|R(R)|). Dizka Uséky AR sa potom rovna
vzdialenosti bod od danej roviny AR = |A)(R)| = A, a|) . (Vysvetlite.)

4.Urcenievidite/nej polpriamky priamky k vZadom na rovinux
Na zaklade vety 3.2 maju priamkya s roviny A opane orientované stupnice. Odtia
vyplyva, Ze je viditéna ta z polpriamok priamkyso z&iatkom v bodeR, ktorej body (okrem
boduR) maju vasiu kétu neZ je kéta bodR Plati:Z* < 0, > 0, teda polpriamkaRA nie je
vidite'na; viditd’na je polpriamka k nej opaa.>*

d=1AR|=14al

Obr. 29a, b

Poznamka.3

a) Veta 5.3 plati aj pre rovinu, ktora je kolma n&pretiu. Priamkak (k O @) je potom
s priemeiiou rovnobeznd ajej kéta sa rovna kote bddysklapanie premietacej roviny
priamky k straca zmysel). RieSenie ulohy 5.3 je elementdrkmétane konStrukcie paty
kolmice a vzdialenosti bodu od roviny) a mozno gkona’ priamo v priemete. (Obr. 29b)

3 Urcovanie vidité&nosti polpriamky na priamkkolmej na rovinusa tymto faktom zjednodusuje; netrebat’bra
do Gvahy bod spadovej priamky roviny, ktory lezizsolenym bodom kolmice na rovinu na tej istej pietace]
priamke (vo zvolenej Ulohe napr. s bodéjn
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b) Kbty bodov A a bodov dostupnegasti spadovej priamky sa mozu Jwei liSit™
(absolutna hodnota rozdielu két jel'ké ¢islo) a opisana konStrukcia saasti nakresne,
ktord mame k dispozicii neda vykahav tom pripade zostrojime kolmicu na danu rovinu
Pubovd’nym vhodnym bodom, napr. jednym z danych bodov epgdpriamky roviny*
RieSenim ulohy bude priamka prechadzajuca bodprktora je rovnobezna so zostrojenou
kolmicou (Uloha 4.1).

Uloha 5.4

Zostrojte rovinu, ktora prechadza danym boddma je kolma na dana priamlku= ~AB.
(Body M, A, B su dané okdtovanymi priemetmi.)

RieSenie ulohy

1. Na zaklade vety 5.3 mb6zeme zostigjriemet hlavnej priamkyliadanej rovinya, ktora
prechadza bodomd. Plati:

MOaOaOa = M,0h*(zv)0Oh" Oa, (obr. 30)

2. Rovinu a dourkime obrazom spadovej priamks/ ktora lezi s priamkoa v tej istej
premietacej rovinel (g, = A =g, s a). AvSak rozdiel kot bod, resp. bodB a koty
bodu M je v absolutnej hodnote&islo presahujuce moznbkonstrukcie sklopenych poléh
tychto bodov v nakresni; preto namiesto prianadyudeme uvazovao priamkea’, ktora je
s priamkoua rovnobezna a prechadza napr. piefieom B' spadovej priamkys” s hlavnou
priamkouh? (B' = hn s7, t.j. 2% =2z" =4). Priamkua’ dougime poda dlohy 4.1 & =
“A'B O|AB;| = |ABi| = 35 bodA' je zvoleny tak, aby* = 1) *®. Konstrukcia sklopenej
polohy spadovej priamkg® v sklopeni rovinyl do priemetne vyplyva z vlastnosB:] s” [
s”0 a. Priesénik priamky s7 so sklopenou polohou priamks je stopnik P* spadovej
priamky Hadanej roviny P°* = B®). Rovinu @ m6Zzeme douit’ jej stopou p”, t. j. a =
“p?h?. V pripade nedostupnosti stopnikd® sa pomocou sklopenej polohy spadovej
priamky douéi 'ubovd’ny d’alSi bod tejto priamky.

N B a=A=si-d

6 N
, .

I .'.'.
(@) B4y Bi(105)
/ // N o
." /, \ pl
.I // \\\
i M, (4) ™\
(4)s.  ,4,(102) S
; »_.o,,/ \hl
A, (1)
Obr. 30

% Konstrukciu vykoname pomocou sklopenia premietaocejny spadovej priamky do priemetne alebo do
urovne — to zavisi od két bodov, ktorymi je spadpriamka uéena.
% plati totizza D a Oa' ||la= aOa.
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3. Nema zmysel @ova’ vidite’'na polpriamku priamky vzhadom na rovinur (Use€ka
priamky a zobrazenad na dostupnéasti nakresne je viditea cela). (Odbévodnite.) Pre

priamkua = “A'B plati;a n a=a n s" =B 07 <2, odkid vyplyva viditd’'nog’ tej
polpriamky priamkya' so z&iatkom v bodeB', ktoréa je opéna k polpriamke’B'A'.

Uloha 5.5

Zobrazte kruZznicl = (S r) leziacu v danej rovine = ~ p?S. (Rovinaa ma vSeobecnu
polohu vzitadom na priemét, jej stopa je wena obrazomp?, bodSje ugeny okétovanym
priemetomzZ° =4, |r |=3,5.) %

RieSenie ulohy

1. Metédou rieSenia ulohy je atenie roviny kruznice do priemetne alebo do roviny
s priemetiou rovnobeZnej. PretoZ8 = 4j, zvolime si otéenie rovinya do priemetne. Pdd
vety 5.1 existuje pravouhla perspektivna afifitd) — (ao). Osou tejto afinity je obraz

stopy danej roviny a dvojicu bodov vzor — obrazriyiwavouhly priemeg, boduS a ot@ena
poloha bodis (ozn&enieS). Konstrukcia otéenej polohy bodis je opisana v paragrafe 5.1.

Opl

NG

% Co je premietacim Gtvarom kruZnice v pravouhlom pe¢ami do zvolenej priemetne? (UvaZujte o vzajomnej
polohe roviny kruznice s priematu.) PouZzite v dbkaze vety 5.4.
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Rovina ot&ania boduSma na obrazku 31 oztenie ¢°, kruznica k®ot&ania boduSma
stred v stopniku spadovej priamky rovinw rovine o° a polomer= 0 SP° otosenia boduS
zostrojime pomocou sklopenia roviay® do priemetne.

2. Hlavné smery perspektivnej afinifytvori osnova priemetov hlavnych a spadovych
priamok rovinya. To znamena, Ze Gtvag = f ~* (ko) je elipsa, ktorej hlavna o&,B; leZi na
priemete hlavnej a vé&djSia 0sC;D; na priemete spadovej priamky rovimy (s O o°).
Odtid’ vyplyva: AiB1 [0 ABy O AB, t. j. AB1| = 2.]r] a €1D4] = 2.Jr|cos § |, kde ¥ | je
odchylka rovinya *8 (¢ je uhol zhodny s uhlom roving s priemeiou).

3.0Obraz boduC mozno zostroji i bez ot@enia rovinya, pretoze platiC 00 s”, CSOr;

tito konstrukciu moZzno urobpomocou sklopenia roving S . *°

4. Zostrojme eSte priamkk prechadzajicu stredo®kruznice a kolmi na jej rovinu
(SOk Ok Oa) ajeden zbodov priamkyk , ktorého vzdialenas od bodu Ssa rovna
polomeru kruznice K Ok O SK Or ). Vyjadrime dzku Gséky SiK; pomocou pravouhlého
trojuholnika §)(K)3, v ktorom odvesna§3 je zhodna arovnobezna sd&lsmu SKj.
Trojuholniky §(C)2 a §)(K)3 su navzajom zhodné (usu) (dvojice odpovedajisictiran su
navzajom kolmeé &CSK), t. j. 0(S(K)3 O O(9(C)2 U ¢, odkid’ vyplyva: BKi| = |©3] =
Ir|.sin |p|. DokdZzeme, ako suvisizka f|.sin | Gse&ky SiK; s elipsoiks.

Dizka hlavnej osi elipsi sa rovna |, dzka vedajsej 0siCiD; sa rovna 2|.cos p|.
Vypocitajme linearnu excentricita tejto elipsy. Platie? = |rf — |rf. cog |¢| = |rf. sirf |@ |
([4]). Teda:e=r. sin p| = BK4].

Zhrnutim vlastnosti kolmého priemetu kruzrdeeroviny je nasledujica veta:

Veta 5.4
a) Pravouhlym priemetom kruzniée(k O a, a#n, a [l n) s polomeront (do roviny 7j

je elipsa, ktorej hlavna os lezi na priemete hlapn@mky roviny a a je zhodna s priemerom
kruznice. Vedlajsia os ma idku 2.f|.cos P |, kde ¢ je uhol zhodny s uhlom roviny kruznice
s priemetiou a linedrna excentricita elipsys sa rovna ttke priemetu Gs&y zhodnej

s polomerom kruZnice a kolmej na rovinu kruznf@e.

b) Pravouhym priemetom kruznice v rovine kolmej naempetiu je Uséka zhodna
s priemerom kruznice a pravouhlym priemetom krugnigovine rovnobeZnej s priemet
je zhodna kruznica.

Poznamka®.4

1. Dosi#i prebrané polohové a metrické uUlohy udg# rieSt v tejto zobrazovacej
metédelubovd’nl stereometricki tlohth. Ide najméa o zobrazenie zakladnych telies, ktoré
maju isté pozadované vlastnosti, konStrukcie pki@nitelies s priamkami a rovinami,
konStrukcie opornych, resp. dotykovych roviné{tyich poZzadovanych vlastnosti) hranatych
telies, resp. oblych telies, konStrukcie rovnobé&inésvetlenia zakladnych telies a pod.
Ulohy suvisiace s osvetlenim bude mozné ftiedk po vysvetleni principu osvetlenia

% AB, resp.CD je priemer kruZznicé leZiaci na hlavnej, resp. spadovej priamke rovinyPosledna rovnds
vyplyva z pravouhlého trojuholnik&)(C)2, kde Uséka (C)2 je zhodnéa a rovnobezna s dlsau S,C; a uhol pri
vrchole €) je zhodny s uhlong (zatvorky oznauji sklopené polohy Gtvarov v sklopeni rovidy).

%9 Obraz kruznice v kétovanom zobrazeni mozno ted#raji i bez ot@enia roviny kruZnice.

40 Dokaz tvrdenia a) vety bol urobeny v priebehuares Glohy 5.5. Dokaz tvrdenia b) sa nech&tatel’ovi.

! Samozrejmym predpokladom je ovladanie algoritnie¥enia stereometrickych alot1)
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a zakladnych suvisiacich pojmowp presahuje ramec tohto textu. Zaklady rovnobezného
i stredového osvetlenia a aplikaciu osvetlenia aklariné telesd mozno n@jsapr. v[3].
Zbierka typovych rieSenych Uloh sa bude postuprnesSimva ivramci bakalarskych
a magisterskych prac.

2. V nasledujucom texte ukazeme aplikaciu véty na rieSenie ulohy zdanlivo
nesuvisiacej s obrazom kruznice, vyrieSime dve \gpailohy o uhloch zakladnych
geometrickych utvarov, ulohu o konstrukcii priandgnej roviny, ktord ma pozadovany spad
a analogicky ulohu o konstrukcii roviny daného spddora je incidentna s danou priamkou.
Zavergna kapitola textu bude venovana rieSenym ulohanondtkukcii obrazov telies
poZadovanych vlastnosti v metdéde kotovaného zobiamze bude postupne dapna
rieSenymi Ulohami spomenutymicasti 1 poznamky 5.4.

Uloha 5.6

Dané su pravouhlé priemetyB;, BiC; susednych hran kockfBCDAB'C'D'. Douckite
priemet kocky. (Zvite si bodyA,, B, C; fubovd’ne tak, aby boli nekolinearne a ut#gB,;C;
nebol pravy.) (Obr. 33)

RieSenie ulohy

1. Priemetom stenjBCD kocky je rovnobeznil;B,C,D; s jeho vnutrom.

2. Pre susedné hraf\B, BC kocky plati:AB 0 BC O AB OBC, ¢o znamena, ze Usey AB,
BC mbézeme povazovaza kolmé polpriemery kruznideroviny a = ~ ABC so stredom v bode
B a polomeromr 0 AB. (Obr. 32) Us&ky A;B;, B;C; su pretozdruzenymi polpriemermi
elipsy k;. Hlavna os elipsyk; lezi na priemete hlavnej priamky roviny prechadzajucej
bodomB a je zhodna s priemerom kruznikeMozno ju zostroji napr. pomocou Rytzovej
konstrukcie [4]). VedajSia os elipsyk; lezi na priemete spadovej priamk§ roviny a
(prechadzajucej bodorB); priemet s/ tejto spadovej priamky je incidentny s priemetom
priamky k kolmej na rovinua, t. j. k, Oh® (obr. 33). Nech priamk& prechadza bodor;
potom tato priamka obsahuje hraBB' danej kocky (obr. 32). izka Gséky B,B] sa poda
vety 5.4 rovna linearnej excentricielipsyk,. (Obr. 33)*

D
4 <
_________________ - o
Obr. 32

2 Rytzova konstrukcia osi elipsy z jej zdruzenyciemerov a konstrukciaizky hlavnej a vethjSej osi elipsy
(t. j. i linedrnej excentricite tejto elipsy) je vysvetlenal4].
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3. Uloha mé dve rieSenia vrcholB' mozno zostroji na oboch polpriamkach priamky
so za&latkom B. Na obrazku 33 su oz&ené priemety oboch bodof, 1B’ a zobrazené je
rieSenie s vrcholonB'. Pre Ziadne z rieSeni Ulohy nie je mozné bezmigjptich Udajov
doriest’ otazku vidit&nosti.

Nech napr. platZ® > Z* (hlavna priamkah? prechadzajica bodoB ma v&siu kétu nez
hlavna priamka rovinya prechadzajica bodom). Odtid vyplyva: 22 > 2 (veta 3.2)
a analogicky?" > Z*, aif’., ¢0 znamen4, Ze stedBCD je vidite’na cela a zo ster§/B'C'D’
su vidite’né len hrany patriace obrysu telesa (@om na kolmé premietanie do roviny;
su to hranyA'B' a B'C'. Tymto faktom je urena aj viditénog hran telesa, ktoré su
rovnobezné s hrandBB': neviditd’na je len hran®D’, pretoze bod' nie je viditd'ny, ako
spolany bod neviditénych hran telesa. Priemety gk AA, CC, DD’ doukime na zaklade
faktu, Ze ide o Us&y suhlasne rovnobezné azhodné <K@ BB. Ide o invariantné
vlastnosti rovnobezného (Specialne pravouhlého tama), odki# vyplyva pre pravouhlé

priemety: AA 11 BB 11 CC/ 11 D,D; , AA UBB OCC, UDD,;.

Uloha 5.7

Zostrojte uhol zhodny s uhlom priamakb.

(a= "AB, b = " CD; vSetky body su dané okétovanymi priemetmi)

RieSenie ulohy

1. Priamkya, b si navzajom mimobezné (obr. 34). (Odévodnitem)ePoda definicie
uhla dvoch priamok [{], definicia 4.1) je potrebné zosttbjuhol F'ubovd’nych dvoch
r6znobeznych priamok, z ktorych kazda je rovnobgiaae s jednou z priamak b.

2. Ktomu st&i 'ubovd’nym bodom jednej z danych priamok, napr. bod®mpriamky a,
zostrojt’ priamkuc rovnobeznu s priamkodo Potom platiflab [0 Oac. Priamkuc zostrojime
pod’a tlohy 4.1; na obrazku 34 je tato priamka dené bodonE s kétouzZ" = 1j (|CiD4| =
4i, = 4di. = |B]_E1| OCiD11 1 B1Ey).

Obr. 34

3. Uhol zhodny s uhlom priamod&, ¢ zotrojime v otéeni roviny a = “ac do priemetne
alebo do Grovne. V rie$eni sme pouZilid&mie rovinya do Grovnert (Z7 = j). Potom st
zostroji’ pravouhly priemet ottenej polohy bod a pouzi samodruzné body priamal, c;
v pravouhlej perspektivnej afiniteoté&ania rovinya (f: (a1) - (a?), afinitaf je ucena osou
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h? (Z'=j) a dvojicou bodoB;, B? .) Rovina otdania boduB je ozn&enad® (B 0 ¢® 0 &° [

h?), polomerr® ototenia boduB je zostrojeny pomocou sklopenia rovio§ do Grovnert
(r® O SBB; priamkas = ~ S®B je spadova priamka roving v rovine o) ak® je kruZnica
otocenia boduB.

4. Zaver.¢ = Dab[OOac 0 &c?

Uloha 5.8

Zostrojte uhol zhodny s uhlom priamky s rovinou a. (Priamkam je rovnobezna
S priemetou: m = (my, ?); rovinaa je ukena spadovou priamka= ~ AB, bodyA, B su dané
okotovanymi priemetmi.)

RieSenie ulohy

1.Plati:uhol priamkys rovinou je zhodny doplnkovym uhlom k uhlu priamky s kolmicou
na danu rovinu[(], veta 4.5); takato konstrukcia je v mnohych prgzddovéa efektivnejSia
nez konsStrukcia na zaklade definicie 4[4z

2.Zostrojme teda priamkk, ktora prechadza napr. boddra je kolma na rovina (k; B
0 k Ok O a — dloha 5.3). Platis; = k;; priamkuk dougime pomocou sklopenia spohej
premietacej rovinyl priamoks, k do trovnen’' (z" = 23j), a to bodonC v tejto trovni ¢ =
21j) (pravouhlé priemety sklopenych poléh prianspk si navzajom kolmé). (Obr. 35)

3. Uhol zhodny s uhlom priamoi, k zostrojime poth predchadzajiacej ulohy ako uhol
zhodny napr. s uhlom priamakk (C [0 n O n ||m). Otatenie rovinyS = ~kn je jednoduchSie
nez v ulohe 5.7, pretoZze priamkge rovnobezna s priemtu. Ide o hlavnu priamku roviny
[ v urovni 7t; preto vyhodne pouzijeme @nie tejto roviny do Urovnet. Stai zostrojt’
pravouhly priemet oteenej polohy bod®. **

4.Zaver ¢ =0OmaU00naOR-0Onk OR-0n’k? (R je ozn&enie pravého uhla)

/

v

C.en=c’
W

Obr. 35

43 Konstrukcia sa nebude komentév&®ouzZijeme bezné ozenie — spadova priamka rovigyprechadzajica
bodomB mé oznaenies’. Pozor na odli§né ozeenie sklopenych poldh Gtvarov v sklopeni premigtameiny
A spadovej priamkyg [ a a v sklopeni premietacej roviny® spadovej priamkg’ O B (napr. pre bo® je (B)
oznaenie jeho sklopenej polohy v skldpani rovihg [B] je sklopen& poloha toho istého bodu v sklopeningo
ot&aniac® (do tej istej trovnet)).
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Poznamka.5
a) Analogicky s rieSenim predchadzajucej ulohy mozostroji’ uhol zhodny s uhlom
rovin a, S ako uhol zhodny s uhlom priamakb (a0 a, b 00 ).

b) Obe predchadzajuce ulohy rieSte pri rérpfich zadaniach a polohach priamok a rovin
vzhradom na priemeéti. Rozhodnitegi a kedy moze plati 1. Om, a OOm, s°, 2. Oa, B0
0s% &, 3. 0a, S00p% p’. Dostatény paset predrysovanych zadani mozno fidjkapitole
7 tohto textu.

Uloha 5.9

Zostrojte priamku danej roving, ktora prechadza bodom tejto roviny tak, aby jej spad
sa rovnal danému realnendislu s (s > 0, s [ R). (Rovinaa je ukena obrazmi hlavnych
priamok 'h s kétamiiz (i = 1, 2) a bodM je ugeny pravouhlym priemetoid,.)

RieSenie ulohy

1. Ak existuje priamkan poZadovanych vlastnosti, tak pretina hlavné prianik (i = 1,
2) v bodoch'M s kétou prislusnej hlavnej priamky. (Vysvetliteedm nie je priamkam
hlavnou priamkou rovinyr.) Pre dzku priemetu Gy M M plati: ['M,2M, | = {z-?%2. i,
(i, je interval priamkym, t. j. i, = 1/ s (definicia 2.1)). To znamen4, Ze priemet priamky
(priamka my) je priekou priamok *h, ?h, pricom Uséka vyatd na prigke oboma
priamkami'h, méa pozadovantizku [z—?Z. i,,.

2. Zostrojme najprv prigku a; piamok 'h, ?h pozadovanej vlastnosti tak, aby
prechadzaldubovd’nym bodomA; jednej z nich (nap®; O *h, DA T *h). Pre bodB; O *h
(B O 2h) prietky a; potom plati, Ze je bodom kruZnike priemetne so stredom v bode
a polomerom rovnajicim sz }-%Z.i,. Priamkaa = “ AB m& pozadovany spas. (Obr. 36)

3. Na zaver sié zostrojt’ bodomM priamkum rovnobeznu s primkoa.

M, (z")
N 1
YL hi(9)
RIS
. Yl \
3,5]/ - / N
\ - // \\ /
X / PRAY /
k) 4 ‘Bp 2
° —\z/\ 1,\ z /11(2)
//IB ________________ N /
I(,Z/ Zal‘ ]7711 zml
1
Obr. 36

4. RieSiténog. Paiet rieSeni ulohy zavisi od @i priesénikov kruznicek, s priamkou
%h,. Preto ak:

a)[fz=2%2.i, > |'h ‘h| = z=24.i, (i, interval rovinya), tak existuji dve priamkla, %a
roviny a, ktoré prechadzaju bodoma maji spad rovnajici sa realnettisiu 's. Uloha ma
dve riedeniam, m (M O'mn?m, 'm || 'a). Uloha ma teda dve rieSenia prave v pripadé, ke
in>i,, t. ). kel je dany spadis mensi, nez je spad, danej rovinya. To je v sulade
s poznatkom, Ze spadova priamka roviny je priamkajgsim spadom spomedzi priamok
tejto roviny.
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b) Analogicky v pripadei,,= i, je priamkam spadovou priamkou roviny, teda uloha ma
prave jedno riesenie.
c) V pripadei,, < i, rieSenie neexistuje.

Vo zvolenom pripade platih h| = 3, 2= 9, % =2 a's = 2. Polomer kruZnick, ma
dizku |9 — 2j.1/2 = 3,5 . To znamena4, Ze Gloha ma dve riesémigm. Kazda z priamok je
uréena priesénikmi s prislusnymi hlavnymi priamkami (s céeelnymi kotami). Kétu bodu
M roviny a — z Hadiska rieSenia ulohy — netrebatpigat’.

Uloha 5.10

Zostrojte rovinua, ktora prechadza danou priamkoua ma spad rovnajuci sa realnemu
gislu's (*s > 0). (Priamkam = ~ AB je ugena okotovanymi priemetmi boddy B.)

RieSenie ulohy

1. Ak rovina a poZadovanych vlastnosti existuje, tak pre ptietieM hlavnej priamkyh’
tejto roviny (prechadzajicej bodom) a spadovej priamkg® tejto roviny (prechadzajlce;
bodomB) plati: 2! = 2, B;My| = i,. Z* — 2| (i, = 1/*s) (definicia 3.2) ah® Osp (t. j.
0AM1B; OR); odtid’ vyplyva, zeh” je dotynicou kruZnicek; priemetne so stredom v bode
B: a polomerom, ktoréholtka sa rovna, . |7* —7°|.

2. RiesSiténog’ ulohy. Paiet rieSeni tlohy zavisi od @i dotynic prechadzajucich bodom
A a dotykajicich sa kruznide (By; i, . ' —Z)) (i, je interval kon&truovanej roviny, t. j.
spadovej priamky tejto roviny§p zavisi od vzajomnej polohy body a kruznice;. Pre bod
A; nastane prave jedna z moznosti: Be@ge vonkajSim bodom kruznide alebo lezi na tejto
kruznici alebo je jej vnutornym bodom.

a) Ak je bodA; vonkajSim bodom kruznide, uloha ma dve rieSenia; existuju dve @oige
prechadzajuce bodory, ku kruznicik; (su to priemety hlavnych priamok dvoch navzajom
réznych rovinta, ?a (‘h O'a, i = 1, 2) pozadovanej vlastnostt’) To nastane prave vtedy,
ked’ plati: i, . * = 2| < |JABy| =im . ' =27, t. j. kel i, < im a ndsledne k& je spadsn
priamkym mensi, neZ je predpisany sp&k s, konstruovanej roviny.

4 Je zrejmé, Ze rovinym, 2a st dotykovymi rovinami rotmej kuzé&ovej plochyK (B — vrchol,k O 71 (7% = ZY)
— urdujuca kruznica), ktoré prechadzaju bodamoviny 7z.
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b) Ak A; O ky, t. |. i, =im, je priamkam spadovou priamkou roving poZzadovanej vlastnosti.
Jedinym rieSenim ulohy je rovinatena spadovou priamkon

c) Ak je bod Avnitornym bodom kruznicéy, t. j. i,> im < S,= 's < sy tak rovina
pozadovanej vlastnosti neexistuje (spadova priarokany je priamkou najw&ieho spadu
spomedzi vSetkych priamok roviny).

Vo zvolenom pripade plat# = 2, 2 = 5, |ABi| = § a's =s, = 1 (obr. 37). O¥ka
polomeru kruZznicéq sa rovnaz' —2°| . 1 =  a spad priamkyn sa rovnaz —2°| / |AyBy| =
1/2 . RieSenim UGlohy st dve roving = “ 'hB (i = 1, 2), kde'h O 'a je hlavna priamka
roviny s kotou £ Na obrazku su narysované i spadové priamky olboem prechadzajace
bodomB (bodB je ukeny okotovanym priemetom).

6. KonStrukcia obrazov zakladnych telies v kétovanm zobrazeni
a aplikaéné ulohy

Uloha 6.1

Zobrazte pravidelny Séisoky hranol ueny stredontS podstavyABCDEF v rovine a a
vrcholomA' druhej podstavy.d = (7; 8§j; ), S(0; 4; 3)), A'(4i; 5i; 4)] *°

Stereometrické rieSenie ulofopr. 38)

Bainé hrany pravidelného hranola s podstad@®CDEFV rovine a su kolmé na rovinur
— pri obvyklom ozné&eni vrcholov bénych hran je vrcholA podstavy telesa v rovine
kolmym priemetom daného vrcholi do tejto roviny. Ak hranol poZadovanych vlastnosti
existuje, algoritmus rieSenia ulohy bude pozostavaasledujucich krokov:

1. KonStrukcia priamky (A'OaOal a);
2. Konstrukcia priessnika priamkya s rovinoua (a n a =A);

3. Konstrukcia pravidelného &&sholnika v rovinea, ktory je dany stredonfa jednym
vrcholomA;

4. KonStrukcia zvySnych kmych hran telesa, ktoré si zhodnymi a navzajomasakl
rovnobeznymi tsikami (AA' 0BB'0CC' O...OFF' OAA' 11 BB'11 CC'11 ...11 FF);

5. Urcenie vidit¢nej podstavy (vzZFadom na kolmé premietanie do priemeine

Obr. 38

% Rovinu a vo vSeobecnej polohe zadavame niekedy pomocoicerggj bodovX?, Y? Z“ na osiach
ortonormalnej sustavy suradnic. Symlaok (7, §, 6)) znamena, Ze body spomenutej trojice maju suradnic
X%, 0, 0),YY(0, §, 0),2%0, 0, §), kdej je 'ubovd’na, no pevne zvolena jednotkiky v danej Glohe.
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RieSenie ulohy v nakregoior. 39)

1. Konstrukcia priamky a (A' 0 a O a [0 @). Rovinaa ma vSeobecnu polohu iadom
na priemeatu, preto kolmy priemet priamky do priemetnerje kolmy na priemety hlavnych
priamok roviny, t. j. plati:A Oa Oa, O p7 . Priamkua douime pomocou spadovej priamky
se roviny, ktord lezi s priamkoa v spol@&nej premietacej rovind @0 A 0 A 0O 7), ato
pomocou sklopenia tejto roviny do priemefi&padova priamka roviny jedena stopnikom
P*S a napriklad bodom 1, ktory lezi so stred8ma tej istej hlavnej priamke teda jeho kéta
sa rovna B(j je zvolena jednotkaliky*’). Pomocou tejto hlavnej priamky déime i bodS,
— bod Sje stredom usky Y?Z“ (vysvetlite préo). Priamkaa je kolma na vSetky priamky
roviny a, teda i na spadovu priamkas ; tadto kolmog sa objavi v sklopeni roviny ((A") O
(@) O(a) O (s7)). Priamkaa je uena bodonA' a napriklad stopnikor®? .

2. Konstrukcia boduA (A =a n a). Pre priesénik A plati (stereometriaA =an a =
@nAna=an (An a =an s, teda sklopenu polohu bodumdzeme zostrdjina

z&klade konstrukcie v bode 1 algoritmu rieSeniahyiloBod Aje urkeny pravouhlym
priemetomA; a kétouz* (Z* = |(A) Ad).

z7'©) | (s X'/

~
e
RN

N
e

_;:Q_______';Q.__

Obr. 39

3. Konstrukcia podstavy ABCDEF telesa Pravidelny Sea%iholnik je uteny stredom
SavrcholomA. Jeho obraz v kétovanom zobrazeni zostrojime pomamaenia roviny

*® Platiza; = A = &7
" Na obrazku 39 je zvolend#ka jednotkovej Gsdy |j | = 1cm.
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Sesuholnika do priemetne. Plati: Medzi pravouhlymiepmetmi bodov rovinyr a ot@enymi
polohami tychto bodov (v oteni roviny do priemetne) je vah pravouhlej perspektivnej
afinity f (f: (cn) - (ao)), ktorej osou je obraze stopy roviny; usporiadanu dvojicu bodov
vzor — obraz tvoria napriklad body & %, kde bod § je otaienou polohou bodu 1 do roviny
77*® Rovina otéania bodu 1 je rovind, stred ot&ania je stopnikP® spadovej priamkys?
a polomer otdenia bodu 1 je zhodny s @&eu P°®1; polomer otdania utime v sklopeni
roviny A (r* O Ff @). (Na obrazku je zobrazena sklopena pokadsti kruznice ot&ania bodu
1.) KonStrukcia otéenej polohy d bodu 1 je zrejma. Otené polohy bodo®, A zostrojime
na zaklade afinity (f: S, A1 > S, Ao). V otaéeni je zobrazena kruznica opisan&’gkelniku
AoBo ... Fo, pomocou ktorej mozno pravidelny seBolnik zostrojf. PretoZze pravidelny
Sesuholnik je stredovo sumerny a tato vlasth@s invariantnou vlastngsu rovnobezného
premietania, std zostroji’ eSte dva vrcholy (z ktorych Ziadne dva nie su ipabtymi
vrcholmi $eguholnika; na obrazku 39 st to boBy, Fo ).*° Nasledne zostrojime pravouhlé
priemety tychto bodovf(™ By, Fo > B, F1) azvy3né vrcholy f:D1S) = (BE:S) =
(C1F1S)) = —1). Obraz podstaBCDEFtelesa je uteny.

4. Konstrukcia banych hran telesa Na zaklade stereometrického rieSenia Ulohy plati:
AA OBB O..FFOAA 11 BB 11...11 FF . Obrazy vSetkych vrcholov a hran telesa
v kotovanom zobrazeni sucené.

5. Urenie vidite’nosti podstav telesa(a nasledne vsetkych d&woych hran). Pretoze
roviny podstav su navzajom rovnobeZznégistastit’ viditel’nog’ 'ubovd’ného bodu jednej
z rovin vzifadom na druht rovinu. NavySedm@ hrany telesa su na tieto roviny kolmé, teda
vidite’'nog’ napr. jednej z polpriamok priamlky(so z&atkom A) vzhtadom na rovinua
overime porovnanim kétbodov A' a boduA®® Plati: ¥ > 2%, t. j. polpriamka”AA' je
viditel'nou polpriamkou vzZFadom na rovinuwr a nasledne je vidifea podstava telesa, ktorej
jeden vrchol je bod\". Okrem podstavy telesaB'C'D'E'F' su viditéné vSetky hrany telesa,
ktoré patria jeh@brysuv danom kolmom premietani do rovimg(priemety tychto hran tvoria
hranicu priemetu tele3aSu to hranyCD, DE, EF podstavy v roviner a b@&né hrany telesa
prechadzajuce vrcholntC, F. ZvySné boné hrany telesa su viditleé prave vtedy, ak su
vidite'né oba krajné body hran; odtiayplyva, Ze viditéné su eSte Bmé hranyDD', EE'

a hranyAA', BB' viditel'né nie st

Celkom analogicky by smedilr vidite'nog” podstav roténého valca, a to porovnanim kot

stredov jeho podstéav.

“8Bod 1 je bodom spadovej priamRyn a (roviny a) pouZity v bode 1) algoritmu rieSenia tlohy.

49 Bod By nie jena obrazku ozr@ny krazkom, lebe jeho tesneplizkosti sa nachadza priemet vrch@itelesa.
NavySe by stélo zostroji’ len jeden z vrcholoB, F, pretoZze GtvarnBSFje kosoStvorec, t. j. jeho kolmym
priemetomA;B;SF; je rovnobeznik. (Od6vodnite!)

% Pozrite si v tebnom texte Metdda kétovaného zobrazehitkapitola 5 Gloha 5.3) @ovanie viditénosti
polpriamky priamky kolmej na danu rovinu a poroweakonsStrukciu s wovanim viditénej polpriamky
priamky s danou rovinou réznobeznej, ale nie kolmeejtito rovinu. (Samozrejme, inou jednoduchou Guah
mozno prig k zaveru, Ze kéta bodu roviny leziaceho s bodorA' na tej istej premietacej priamke je zaporné
¢islo (oddévodnite); to vSak vyZzaduje miniméalne jedeak navySe na obrazku a zapis v rieSeni Ulohigl'zs
koty bodovA, A’ mozno priamo uiit’ z konStrukcie v bode 2.)

*! Analogicky pri utovani viditénosti hranpravidelného ihlanaresp. podstavyotacného kuza zistujeme
viditelrnog’ podstavy telesa porovnanim kot hlavného vrchbla streduS podstavy. Podstava nie je vidité
prave vtedy, ké je viditelna polpriamka’SVvzhadom na rovinu podstav¢d znamena vidiiog” hlavného
vrcholu). Hlavny vrchol telesa nemusitbyiditelnym vrcholom vzladom na rovinu podstavy, no mozet' by
viditelnym vrcholom vzliadom na dané teleso — to nastane prave vtedyhka/ny vrchol je vrcholom obrysu
ihlana, resp. v pripade ku#ze kel premietacia priamka jeho vrcholu nema s telesoiaden iny spolkny bod
(t. j. priemet vrcholu kuZ& je vonkajSim bodom priemetu podstavy).
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7 Kétované zobrazenie (cwienia)

. Dané su pravouhlé priemety bodayB priamkyp a kéta bodlA (obr. 1). Doutite bodB
tak, aby: a)priamkap pretinala priemétu = v bode tej svojej polpriamky so &@atkom
v bode A, ktord neprechadza bodoB) b) pll 72; c) priamkap pretinala priemét vo
vnuatornom bode usky AB; d) priamkap pretinala priemét 7 vo vnatornom bode tej
svojej polpriamkyn so z&iatkom v bodeB, ktora neprechadza bodomne)B=pn 7.

A:(2) B, (2%

2
Obr. 1

. Zobrazte pravidelny péoky ihlan s podstavoABCDEV priemetnina vySkouv = 7j, ak
je dany strec podstavy a jeden vrchdl [S(3j; 3j; 0),A(—j; 3,5j; 0)].2

. Zobrazte pravidelny Sésoky hranol s podstavodBCDEF v rovine 7' (rovhobeZznej
s priemetiou 71s kétouz” = —20j) a vySkow = 15j, ak je dany stre8 podstavy a jeden
vrchol A [S(0j; 5j; —20j),A(2j; j; —20j)].

. Dand je priamkag = “AB, okbtovany priemet bodM (M; O p;) a pravouhly priemet
boduN (obr. 2). RieSte Ulohy: a) overte incidenciu bddua priamkyp; b) ukite kétu
boduN tak,abylezal na priamkep; c) zobrazte bod. priamkyp s kotou —5j (resp\/§j,
resp(3/7)j); d) zobrazte bol priamkyp tak, aby|KB| = 10j.

A:1(-2) M1(8) 31(3) N (ZN)

o—
P

Obr. 2

. Rieste predchadzajucu Glohu pre nasledujice hodkttpodov:Z* = 125j, 22 = 121,
2" = 124j,7 = 120,

. Urcite dizku useky AB, uhol priamkyp = “AB s priemeitou, stopnik priamkyp a interval
priamkyp (ak je to mozné): a) priamkanie je kolméa na priemegn az* = 2j, 22 = -3j; b)
priamkap nie je kolmé na priemgn az* = 126j, 2 = 131j; c) priamkap je kolma na
priemetiu, koty bodovA, B si zvd'te f'ubovd’ne. Vo vSetkych pripadoch si body, B;
zvol'teubovdne.

. Lubovdny trojuholnikA;B;C; v nakresni nech je priemetom trojuholn#&8C, pricom Z*
=—j, 2= 4, Z° = 4j. Rieste Ulohy: a) zobraztaziskoT trojuholnika a Utite jeho kétu;
b) urite dzky taznic trojuholnika; c) dite uhly priamok incidentnych taZnicami
trojuholnika s priemaébu; d) zostrojte stopniky stran trojuholnika.

. Rieste predchadzajtcu Glohu (okrem bodu d)re627,2 = 631,2° = 629.

9. Dané su obrazy priamokB, CD: |AB| = 6j, |C,D,| = 5}, 2" = 11j,2° = 8], £ = 2}, 2° = 5j.

Ktora z priamok ma v&i uhol s priemaébu? Ugite graficky i vyp@tom.

%2 Jednotky dizky si vo vSetkych tlohéch, v ktorych nie je staewd vopred, zvte lubovd'ne.
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10.Zvolte si priemetp; priamky p a priemetM; jej boduM; nechZ" = 7j. Vystupiujte
priamkup, ak ma spad: a) ¥; b) 1; c) 5/2; d) 25% (pri pexvelenej jednotke ldky).

-2

A8

11.Co je mnoZina stopnikov v&etkych priamok, ktoré péeizaju danym bodom (2" # 0)
a maju konstantny spad?

12.Priamky a, b leZia v tej istej premietacej rovine a pre bodlyB (A O a, B O b) plati:
A, =By, 7' = 2j, 2 = —|. Interval priamkya sa rovna 2], interval priamKysa rovna (2/3);.
Zostrojte priesénik priamoka, b, ak maju a) suhlasne orientované stupnice; b)hiaside
orientované stupnice.

13.Zostrojte priamkum, ktord prechadza danym bodokh aje rovnobezna s priamkou
a = “AB. VSetky body su dané okétovanym priemetmi. (Ola, B)

(100.

PoznamkaSpad priamky v percentach sa rovigu

B,(531) OM](IOO)

4,(526)

Obr. 3a Obr. 3b

14.Dourite priamkub tak, aby bola réznobezna s priamkos “AB a prechadzala bodo@
(obr. 4).

b,

Obr. 4 Obr. 5

15.Zostrojte priamkub prechadzajucu bodor®, rovnobeznu s priem@u a pretinajucu
priamkua = “AB. (Obr. 5)

16.Priemet trojuholnika ABC doplite na priemet rovnobeznikadABCD (|AiBl| =6j,
IBC| =4}, |CA|=7] £* = 3}, 2 = 7], & = 8)). Zostrojte spojnice bodov priamok, ktoré
prechadzaju stranami trojuholnika a maji rovnaga&oty (napr'z = 4j, %z = 7j). Aké je
vzajomna poloha tychto spojnic? Odovodnite!

17.Priamka m prechadza bodon® ajej spad sa rovna 5/3. Zobrazte priamkuktora
prechadza bodor®, je kolma na priamkun a leZzi siou v tej istej premietacej rovine.
Dané st okotované priemety bodevQ a dzka priemetu Gs&y PQ. (Obr. 6)
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E(6) 0,09
7j my =1,

Obr. 6

18.Zobrazte kocklABCDA' ... D', ktorej stendBCD leZi v premietacej rovineA(= (A, 7)),
B = (By, 5i), |AB,|=4])
19. Zvorte silubovdny trojuholnikA;BiC; v priemetni. Necl?* = 22j, 22 = 19j az© = 17].

Zobrazte hlavna priamku rovinABC s kétou 19j, spadovda priamku tejto roviny
incidentnu s bodom a ugite uhol roviny s priemébu.

20.V rovine ABC z predchadzajlcej ulohy d@ite priamkum a zostrojte Gsdu, ktora je
intervalom tejto priamky. (Obr. 7)

,C.(17)

Obr. 7

21.Rovina p je dana obrazom svojej spadovej prianKy= ~MN. Doucgite priamkum
s danou rovinou incidentnu. (Obr. 8)

P S

B,(3)
1\311 (120)
M, (204)
m, A,(-2)
Gr. 8 Obr. 9a
A,(100)
o M,(0)
A (-1)
° B, (104)
ocl(loz)
Obr. 9b Obr. 10
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22.Zobrazte rovinua’, ktord prechadza bodoM a je rovnobezna s rovinau Rovinaa je
uréend: a) obrazom spadovej priangy= ~ AB; b) tromi bodmiA, B, C. (Obr. 9 a, b)

23.Dourte priamku (A O 1, | || §) ak rovinaBje urené obrazom svojej spadovej prianly
= “MN. (Obr. 10)

24.Zostrojte priesénicu rovina a B, ak su obe roviny dené obrazmi spadovych priamaK (
= “AB, & = “CD). (Obr. 11)

B,(2)

4,(2)
Obr. 11 Obr. 12

25. Zostrojte prienik rovinnych Gtvarov s hranicou wjttholnikochABC aDEF [a) A(—j; O;
0), B(4j; 5j; 4i), C(=4j; 4j; 5)), D(4}; 0; j), E(=4i; 3}; 3)),F(0; 6]; O); b)A(=2j; j; ), B(0; 4j;
5j), C(3j; 2j; 2j), D(=2j; 3j; 4i), E(3j; 0; 5]), F(0; 5j; 0); )A(-4j; 1,5j; ]),B(4}; 2,5i; ), C(-
; 7j; 5)), D(-5,5]; 4,5j; 2,5)) E(5]; 6j; 0), F(0; 0; 6j)].

26. Zostrojte prienik rovinného utvaru (s hranicou vimobeznikuABCD) s rovinnym pasom
urenym priamkama, b (a || b || 77 2 = 10j,2 = 4j). (Obr. 12)

27.Ur¢ite vzdjomnupolohu priamkyp = “MN s rovinou rovnobeZnikABCD. Ak je priamka
s touto rovinou réznobezna, zostrojte ich spojobod. (Obr. 13)

28.Ur¢ite vzajomnu polohu rovim, £, v pripade réznobeznosti zostrojte ich préeseu.
(Obr. 14)

Y
Pi

N D,

M, (10)

h(2)

K. (5)
4,3)

B() O\ I (5)
\K\
N2 72

Obr. 13 Obr. 14

29. Ur¢ite vzajomnu polohu priamky = “ AB s rovinoup. V pripade rdznobeZnosti zostrojte
ich spol@&ny bod a vyznéte viditd’'nu polpriamku priamky vzh'adom na danu rovinu.
(zvorte sip; || h?.) (Obr. 15)
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a;

4,) .
M, (5)

Obr. 15 Obr. 16

30. Ur¢ite vzajomnupolohupriamkym = “HK s pravidelnym pgbokym ihlanom s podstavou
v priemetni a vySkouv. V pripade existencie zostrojte prienik priamkyelesom.
(Polomer kruznice opisanej podstave telesa sa r&yna& = 12j. Hy, Ky, sU stredy
fubovd’nych dvoch nesusednych podstavnych hran teleda j, 2* = 5j.)

31.Zobrazte priegku mimobeznych priamola, b prechadzajucu bodor. Bod A lezi na
priamkea, priamkaa je rovhobezné s priemigtu ab = “BC. (Obr. 16)

32.Rieste predchadzajucu ulohu preaa¥ ~“AB, b = “CD (obr. 17); b)a O 7 (priamkua,
bodyC, D (b = “CD) a bodM si zvd’te 'ubovd’ne tak, aby, b boli mimobezky a boi
nelezal na Ziadnej z nich.

b,

Ci(2)

Obr. 17 Obr. 18

33.Zobrazte prieku mimobeznych priamok = “AB, b = “CD rovnobeZnu s priamkol
(I [l 7). (Obr. 18)

Obr. 19
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34.RieSte predchadzajucu ulohu padl z, b = “AB,| = “MN (obr. 19).

35.Zobrazte priamkuk kolma na rovinua a incidentnd s bodorA. Rovina a je ugena
spadovou priamkos” = “MN. V pripade a) zostrojte i bod simerne zdruzengdoinM
pod’a rovinya. (Obr. 20 a, b)

o

S
Y NeD

° 4,(22)

M,(23) y (02)

M, (23)

Obr. 20a Obr. 20b

36. Zostrojte priamkuk, ktora prechadza bodoM a je kolma na rovinu trojuholnikaBC.
V pripade dostupnej paty kolmice vyzia i vidite’'nl polpriamku priamkyk vzhladom
na rovinuABC. (Obr. 21 a, b)

Bl (3):M1(0)

B,(3) = M,(90)

4,2)

"G Ci(-2)°
Obr. 21a Obr. 21b
37.Zostrojte: a) rovinu prechadzajucu boddna kolma na priamka = = AB; b) priamku

prechadzajucu bodoM, kolmu na priamka a réznobeznua s priamka c) bod simerne
zdruzeny s bodorivl pod’a priamkya. (Obr. 22)

A4,(79) B,(83)

° M ,(78)
Obr. 22

38.Zostrojte vzdialenasboduM od priamkyAB. RieSte Ulohu a) pomocou ¢emia roviny
~aM; b) pomocou rovinyr (M [0 a, a O a). (Obr. 23)
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0,

N, (10)

°4,(2)

M, (5)
Obr. 23 Obr. 24

39.Zobrazte rovnostranny ratay kuzé osou sumernosti = “MN a bodomA jeho hranyk.
(Obr. 24)

40. Zostrojte os mimobeznych priamakb. Priamkaa je kolma na priemét, b = “MN (obr.
25).

N, (0)
°A4,(7)
M, (6)
0,
Obr. 25 Obr. 26
41.Zobrazte pravidelny péoky ihlan s osow = “MN, vrcholom A podstavy a vysSkou

v = 8j. (Obr. 26)

C(12)
B:(25)

A,(21)
D, %)

Obr. 27a Obr. 27b

42.Zostrojte uhol zhodny s uhlom priamekb, ak: a)Ja="AB,b="CD;b)a Oz, b= "CD;
c)allz,AQla,b="CD. (Obr. 27 a, b, ¢
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43. Zostrojte uhol zhodny s uhlom rovin g danych spadovymi priamkami, ak:sd= ~MN,
¢= "RQ b)alzr, = "RQc)%, || ’s,s"="AB & =CD. (Obr. 28 a, b, c)

Ci(2)
a,
A,(5) D, 4
1 b,

R, (10)

0,(13)

B

Obr. 27c Obr. 28a
o
0.:03)
C,(100
4,00 1(100)
B, (4) ,
D,(96)
R, (-1)
st sy

Obr. 28b Obr. 28c

44. Zostrojte uhol zhodny s uhlom priamkys rovinoua, ak: a)a = “AB, a [ x; b) a O,
rovinaa je ugena spadovou priamkad = = MN. (Obr. 29 a, b)

o

M,(22)

Obr. 29a Obr. 29b

45.Necha je priamka,a rovina as” jej spadova priamka. M6Ze nastaipad, v ktorom uhol
priamkya s rovinoua je zhodny s uhlom priamak s™? Sformulujte tvrdenie a dokazte.
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46.Zobrazte kocku s jednou hranou na priamke “MN a nesusednym vrcholom v bode
Vyberte rieSenie, pre ktoré je bédvrcholom kocky s najmenSou kotou. (Obr. 30)

N (27)

nm,
M, (23)

°A,(27)
Obr. 30

47.Zostrojte priamkum leziacu v rovinea a prechadzajucu bodo@ tak, aby: ak, = 1/3,
b) sn=2. (Rovinaa je dana bodmh, B, C; |AB| = 6], |[BC/|=5], [CA|=4j, £*= 2,7
= 5}, Z = j; snje ozn&enie spadu priamky.)

48.Zobrazte rovinua prechadzajucu priamkoa = ~AB tak, aby sa jej spad rovnal: a) 2,
b) %. (Zvdte si|AB|| = 5j, 7" = 23}, = 29].)

Konstrukcia zakladnych telies z danych prvkov v kébvanom zobrazeni

1. Zostrojte pravidelny Stvorboky hranol s podstavaBCD v rovine a, ak je dany vrchol
Atelesa, stre®tejto podstavy a vySkahranola. fr (6j; 5j; 4j), A0; 3j; ?),S-3j; 4j; ?),
v = 7]]

2. Zostrojte pravidelny S&boky ihlan s podstavou v roving, ak je dany stred tejto
podstavy, jeden vrchd\ a hlavny vrchol telesa lezi v rovine (x O v, v O x). [a (—6j;
4,5; 6j), S(0; 2,5]; ?),A(=2,5]; 2j; ?)]

3. Zostrojte rotany valec, ktorého podstava lezi vrovime ak je dany stredStejto
podstavy, jej polomer a vySkav telesa. & (—6j; 7j; 5j), SO; 3j; ?), t| = 3,5j, Y| = 8]

4. Zostrojte kocku, v ktorej uhloprika BD stenyABCD lezi na priamken = =~ PM. [A(-2j;
6J; ), P(5j; j; 0), M(=6j; 5j; 5,5))]

5. Zostrojte kocku so stenoABCD, ktorej vrchol C lezi v priemetniz. [A(1,5); 3j; 3j),
B(-1,5j; j; 1,5))]

6. Zostrojte kocku so stenoABCD v rovine a, ak je dany vrchoB' protilahlej steny
a vrcholA lezi v priemetniz (pri Standardnom ozkani vrcholov telesa).d(8j; 5j; 6,5)),
B'(2,5j; 8j; 5,5j),X* < X7]

7. Zostrojte pravidelny Stvorboky ihlan s podstavorovine a, ak je dany stred podsta®y
jeden jej vrchoA a vySkav telesa. fr(e; 5,5j; 7,5)),90; ?; 4)),A(- 2,5j; ?; 2,5).M = 7]]

8. Zostrojte pravidelny S€boky hranol s jednou podstavou v roviogak je dany stre®
tejto podstavy a vrchd@\' druhej podstavy.d (7j; 8j; 6j), SO; ?; 3)),A'(4j; 5}; 4))]

9. Zostrojte pravidelny p#oky (Sesboky) ihlan s podstavou v roving ak je dany vrchol
A podstavy a hlavny vrchd telesa. §(—6j; 6j; 7)), A(; j; ?), V(-2,5j; 8j; 8))] ( [a(-6j; 8j;
9)), A4j; 8j; ?),V(-4j; 8; 8))] )
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10. Zostrojte pravidelny Séboky ihlan s podstavou v roving, ktorého jedna stena lezi
v priemetniz. BodSje stredom podstavy telesa(F8j; 9j; 7)), S0; ?; 4j)]

11.Zostrojte pravidelny Stvorboky ihlan s podstawdBCD v rovine a, hlavhym vrcholom
V a bodomM jednej jeho bénej hrany. fr(6j; 8j; 9j), V(4j; 8j; 8j), M(O; 8j; 7j)]

12. Zostrojte pravidelny StvorstehBCD, ktorého jedna hrana lezi na priammkes ~ KL. [A(O;
5j; ), K@3J; 0; 7)), L(7j; 8j; 4))]

13.Zostrojte pravidelny Séboky hranol (ihlan), ak priamke = “KL je osou telesa, bod
A vrcholom jednej podstavy\adizka jeho vySky. K(-8j; 8j; 0),L(0; 4j; 8j), A(-3,5j; 3j;
2j), v =28j]

14. Zostrojte rotény valec s osoo = “ KU, bodomM jednej podstavnej kruznice a vySkau
[K(=i; 6j; 8), U(SJ; J; 30), M(0; 1,5j; 3)), V| = 8]]

15. Zostrojte kocku, pre ktora je priamka= ~UV osou sumernosti (incidentnou so stredmi
protiahlych stien) a bod jeden jej vrchol. P(—4j; j; 0),V(2]; 9j; 9)), A(=5j; 4j; 4))]

16.Zostrojte pravidelny Seéboky ihlan so stredomSpodstavy, hlavnym vrcholom
V a podstavnou hranB v priemetniz. [S(1,5j; 3,5j; 2j),V(=3}; 7j; 6,5])]

Poznamka DalSie aplikéné cvienia a prikladyitate’ méZe néjg o. i. v diplomovej
praci RNDr. Jana BakSu, PhDZhierka uloh z deskriptivhej geometriMFF UK Bratislava
1998, kapitol&Kotované zobrazenie
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