I MONGEOVO ZOBRAZENIE

Zita Sklenarikova
1 Princip zobrazenia. Obraz bodu

ZakladomMongeovej zobrazovacej metdgy pravouhlé premietanie na dve navzajom
kolmé roviny. Na uvod si vysvetlime princip zobnaize Tak, ako v kdtovanom zobrazeni,
budeme niekedy potreba¥gdnotné zadania uloh, ktoré zabedpwe vhodnou vibou bazy
ortonormalnej suradnicovej sustavy. PretGutiovd’né dve navzajom kolmé roviny, ktoré si
zvolime za priemetne, oz¥iene 77 v (tieto budud i stradnicovymi rovinami); analogicich
pries€nicu budeme ozrtava’ X (suradnicova os).

Definicia 1.1 Nech 7z v (v O 7) sulubovd’né roviny priestorles. Rovinu 77 resp.v budeme
nazyva prva priemeia, resp.druha priemeia.* Kolmy priemetlubovd’ného boduA O E;

do roviny 77 resp. v sa nazyvaprvy, resp.druhy priemet boduA a ozndova® sa bude
A, respA . Kolmo premietacia priamka boduvzhladom na priemet 7z resp. vzliadom
na priemeiu v sa nazyvaprva, resp.druha premietacia priamka bodé& (ozna&enie

I A resp.Al"). (Obr. 1)

Poznamkal.1

Na zéklade definicie platA = [An m(ADOAO0T2A0 @, A =A'nv (AO AI'O
Al"O V). Pre kazdy bodX priamkyx = 7n vije X = X =X', ¢o budeme vyjadrova
i zapisomx = X = X.

Ak bod A nele?i v Ziadnej z priemetni, rovind' = = AAA" je kolma na priamku;
ozname A* jej priesénik s priamkow. Odtid’ vyplyva, Ze i spojnicaAA’ je kolma na os.?
Posledny v#ah plati i prefubovd’ny bodB (B 0 770B O v) abodC (CO vOC O 7. Pre
bodD Ox=7mn vieD=D =D

Ozname f zobrazenie, ktoré kazdému boNu[l E3 priradi usporiadant dvojicu bodov

(M, M") (s vyznamom uvedenym vy33ie), pre ktoré plsithd' Ox OM =M":
f:Es » mx v, pricomf:M— (M,M")O(MM'Ox OM =M")

Zobrazenief je bijektivne bodové zobrazenie, ktoré kazdému bbtpriestoru priradi
usporiadan( dvojicu NI — prvy priemet boduM, M'— druhy priemet bodwM), pricom
spojnica tychto bodov je kolma na prigsieu priemetni aleboM =M'=M.? Toto
zobrazenie eSte nie je zobrazovacou metdédou. Akdemie, zobrazovacia metdda zobrazuje
body priestoru na dité Utvary jednej roviny, tzv. nakresne. Teda uéndr dvojice bodov
musime eSte — nejakym jednoduchym spésobom — zéliaz’'ubovd’ne zvolenej roviny,
ktord bude nakré®u. NajjednoduchSiu predstavu o konstrukcii obraziwojic bodov
(M ,M") si utvorime vbou nakresne v jednej z priemetmiv. Najprv si uvedieme potrebné
pojmy.

Analogicky ako v kétovanom zobrazeni orienteljaba polpriestory s hranicou v rovirge
a oba polpriestory s hranicou v rovime PriestorE; sa takto rozdeli rovinamiz v na Styri

1V technickej praxi sa rovina resp.v nazyva pddoryisu, resp. narymu.

2 Utvar AAA*A' je totiz pravouholnikom &A*A O x O A* A O x.

% Dokaz, ze usporiadanou dvojicou bodov poZzadoveasinosti je uteny prave jeden bod priestoru sa nechava
gitatelovi. TvrdenieM 2K = (M,M") # (K, K") je trivialne.



oblasti; do tej istej oblasti patria body, pre Ktona ich orientovana vzdialenosd roviny 77
to isté znamienko¢o plati analogicky pre orientované vzdialenosti dodad roviny v.
Ozname tieto oblasti: | = (+, +), Il = (+, =), lll =( -), IV = (=, +) (prvé, resp. druhé
znamienko v dvoijici je znamienko orientovanej vheli@sti 'ubovd’ného bodu oblasti od
priemetnerz resp.v). (Obr. 1)

Definicia 1.2 Kladnou polrovinou rovinyzz resp.roviny v budeme nazyyatl z oboch
polrovin tejto roviny, ktor4 je incidentna s prihym kladnym, resp. zapornym
polpriestorom s hranicou v roving resp. s hranicou v roving Zaporna polrovina kazdej
z rovin je, prirodzene, opaou polrovinou ku kladnej polrovine prislusnej moyi

[11

Obr. 1

Zvd’me si za nakrésl rovinu v. Obrazy druhych priemetov bodov stotoZnime s dmihy
priemetmi bodov a budeme ich nazgverysybodova oznégova’ pravym dolnym indexom
,2". Teda pre kazdy bod U E; je A, = A". Obrazy prvych priemetov bodov nech sicete

polohy prvych priemetov v takom a@#eni roviny zdo roviny v, v ktorom sa kladna polrovina
roviny /rotai do zapornej polroviny roviny. Takto ziskané otené polohy bodov budeme
nazyva poédorysy bodowa budeme ich ozgdava’ pravym dolnym indexom ,1“. Teda bod
A je otatenou polohou bodA v spomenutom ote@ni roviny7zdo nakresne. Otanie jednej
roviny do druhej je perspektivnou afinitou medzowota rovinami4], a tato je rovnobeznym
premietanim (osnova premietacich priamok je kolmajednu z rovin sumernosti tychto
rovin) (ot&anie jednej roviny do druhej je zndme z kétovangéblorazenia) ([5]). V pripade
spomenutej viby otaienia roviny/rdo nakresne’ je osnova premietacich priamok kolma na
tu z rovin sumernosti priemetni, ktora prechad4assami Il, IV (ozna&enymi vysSie).

Mézeme vyslovi



Veta 1.1 Zobrazenieg mnoziny vSetkych bodov priestoru na usporiadangick bodov
(pédorys bodu, narys bodu) tak, ze pre kazdy Bgdati: AA, O x aleboA = A, t. |.
zobrazenie:
g:Es — Vxv, g A (A A)O(AA Ox,0A=A)"
je bijekcia.
Zobrazenig je teda zobrazovacou metodou.

Definicia 1.3 Zobrazovacia metddg sa nazyvaMongeovou metédoalebo Mongeovym
zobrazenim Priamka AA, (ak A # A,) sa nazyvaordinala bodu Aa priamkax,, je
zékladnicadaného zobrazenia.

Poznamkal.?2

a) Analogicky s kétovanym zobrazenim budemedpokladé (vzhfadom na obmedzené
rozmery nakresne), Ze zobrazované Uutvary boli wed probrazenim podrobené vhodnej
podobnostnej transformacii.

b) Bazu ortonormalnej suradnicovej sustavibsileme voli tak, aby priamkax bola
nositd¢’kou suradnicovej 0si pri 'ubovd’nej vd’be z&iatku sustavy suradnfo [ x a kladnej
polpriamky suradnicovej osia aby kladna polpriamka suradnicovejwéy O 73, resp.z (z [0
V) lezala v prislusnom kladnom polpriestore s hramios priemetni v, resp. s hranicou
v priemetnirz (Obr. 1)°

c) Historicky ndzov Mongeovej metddy je aj gpouhlé premietanie na dve zdruzené
priemetne”, ¢0 nezodpoveda skutoosti, lebo priemaéna 7 sa otdila do priemetnev
(,zdruzila s priematou V') az po vykonani pravouhlého premietania. Napt@ku budeme
dvojicu bodov A, A,) nazyva aj zdruzené priemetigpodu A a analogicky budeme hovori
o zdruzenych priemetodiubovd’ného utvarlJ.

d) V technickej praxi sa stot@fu i nazvy kolmych priemetov bodov do rovinresp.v
s ndzvami ich obrazov: pédorys bodu = prvy priebwtu, resp. narys bodu = druhy priemet
bodu, dokonca maju aj zhodné o&ewia. PretoZe pri dokazovani vlastnosti obrazoaroiw
sa budeme mugietasto vracé k originalom alebo ich kolmym priemetom do prieniet
budemedalej dodrziavé dohodnuté ozrignia, aby sme predisli moZnym nedorozumeniam.

Definicia 1.4 Rovina sumernosti priemetni, ktora prechadzassaiai | a lll, resp. Il a IV sa
nazyvarovina sumernostjozna&enie g), resprovina totoZznost{ozna&enie 7). (Obr. 2)

Na obrazku 2 index ,3“ je index pravouhlychepnetov objektov do roviny kolmej na
suradnicovl og. To znamena, Ze priemety vSetkych rowrv, g, 7, ktoré obsahuju assu
priamky.

Désledokl.1

a) BodM = (M4, M,) lezi v rovine siumernosti, resp. v rovine totoznpgive vtedy, ké
su jeho pbdorys anarys sumerne zdruzenélgoriakladnice, resp. #e su body
M,, M, totozné (t. .M, =M,).®

b) Pédorysy bodov/atvarov (pri dohodnutefl® nakresne) su rovnobezné priemety do

roviny v prvych priemetov bodov/Gtvarov. Osnova tohto preéami@ je kolma na rovinu
totoZnosti’ (Obr. 1, 2)

“ Pretoze pre kazdy bodi x platix, = X,, budeme obraz priamkynakresne ozmavat x,,. (Pozor: bodM, pre

ktory platiM; = M,, nemusi leZina priesénici priemetni.)

® Orientovana vzdialenésbodu od priemetnez resp.v sa bude potom roviastradniciz, resp. suradnicy

ganého bodu. (Pojem orientovanej vzdialenosti lmtitoviny je znamy z kétovaného zobrazenia. ([5]))
Dokazte.
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Obr. 2

Uloha 1.1 V Mongeovej metdde (s jednotkovou éisau e dizky 1cm) zobrazte body:

A (_31’ 2]! 3])’8 (O! 4]! 4])!C (_J! _SJ! J)! D (J! _211 2J)l E (31’ _3J! _21)!F (411 0, 2])!G (511 2]!
-3,5)), K (-5j, 0, 0),H (6j, =3j, 0). Utite oblas, v ktorej lezi kazdy z nich. Vymodelujte si
polohu bodov v priestore. Lezi niektory z bodovovine sumernosti alebo v rovine
totoznosti? (Ulohu rieSte na obrazku 3. Kladné paipky suradnicovych osi su ozeaé
»Sipkou*.)
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Obr. 3

! PriamkaM leZi v rovine A" uréenej prvou a druhou premietacou priamkou bAdt j. je kolma na priamku
X. Trojuholnik KAXA je rovnoramenny a uhol priemetriv je zhodny s uhlonl KAXAL. ([1]) Odtia’ vyplyva,
Ze stredS prepony trojuholm’kaﬂAxA lezi v rovine totoZnosti a priamkM je kolma ina priamkuSA'.

Zaver: priamkaM je kolma na rovinu totoZnostr (= ~ SX. (Obr. 1)



2 Obraz priamky a roviny

Pripoméme si, Ze pod obrazom geometrického utvaheuklidovského priestoru
v nejakom zobrazeni rozumieme mnoZinu obrazov ysatbodov GtvarlJ. V Mongeovom
zobrazeni bude obrazom u4tvard mnozina usporiadanych dvojic bodovM{,M,)
(s vyznamom uvedenym v kapitole 1) pre vSetky biddyphto Utvaru.

NechU = a je 'ubovd’na priamka. V prvej kapitole sme dokazali, Ze kakdg priestoru
je jeho pédorysom a narysomcany. Skusme si odpovetima otazku,i to plati aj pre
priamku. Najskor definujme potrebné pojmy.

Definicia 2.1 Pédorysom resp. narysom utvaruU nazyvame mnozinu podorysov, resp.
narysov vSetkych bodov Gtvatli Ozn&ova’ ich budemdJ,, resp.U,.

Dalej budeme skuntiagi a v akych pripadoch je priamlkauréena usporiadanou dvojicou
priamok (a,, a,). Pre takato dvojicu plati, Ze alebo prave jedamlp dvojice je bod alebo su
podorys i narys priamkg priamky.

a) a, je bodom prave vtedy, Beje prvy priemeta priamky abod (podla dohodnutej

volby nakresne v kapitole 1). To nastane prave vikey,je priamkaa kolma na priemeiu
7z Narysoma, priamkya je ordinala obrazov bodov priamiyprechadzajica bodom, t. j.

a Ua, Oa, O x,. (Odovodnite)

Analogicky je naryd, priamkyb bod prave vtedy, k&je priamkab kolméa na priemeu
v. Pédorysh, priamkyb je ordinala obrazov bodov priamkyprechadzajdca bodotn, (b,
O b Ob Ox,). (Preeo?) (Obr. 4a, b) Vymodelujte v priestore obe prigrdkné pédorysom
a narysom na obr. 4b.
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Obr. 4a, b

b) Nech pbédorysn, a narysm, priamky m su priamky. (Obr. 5a) Ako vymodelujeme
priamkum z jej podorysu a narysu? Ak priamka ktorej podorysom by bola priamkay
a narysom priamkan, existuje, tak musi lefas rovinachA™ a «™, pre ktoré platim O A™
OA"Om, m O™ O™ Ov. (Priamkam je otatenou polohou priamkyn, Vv inverznom
otoceni k ot@eniu roviny 7zdo roviny v, ktoré sme pouZzili na konstrukciu pédorysov boglov.



(Obr. 1) Priamkan je teda pries#icou rovin A™ a k™ (obr. 5b). Odtié vyplyva, Ze priamka
m je ukena prave vtedy, kesu obe roviny navzajom réznobezné. V pripdde k™, t. j. ak
je tato rovina kolma na priamkan v =X, nie je priamkan urcena; preto ju treba datit

dvoma bodmi. (Obr. 6a, b) (Vysvetlite, poenenastane pripad™ n ™ = 0.) Vysledkom
nasich Uvah je nasledujuce tvrdenie vyjadrené retdasledku.

m,

VI=TT)=X1p ~<_ |~

m

Obr. 5a, b

Dosledok2.1

a) Priamkaa [(a Ix) O (@ O 7 O (a O V)] je ukena svojim pddorysom a narysom.
Budeme to vyjadrowazapisoma = (a,, a, ).

b) Priamka, ktor& je kolma na priésieu x = 77n v a nie je kolma na Ziadnu z priemetni,

nie je utena svojim pddorysom a narysom (obr. 6a). V tonnipaale treba priamku datit
dvojicou jej bodov.

&)

ay=a,=b=b, a="4B
Obr. 6a, b

Uloha 2.1 Na obrazku 6b rieste Glohu: Dgite bodC tak, aby lezal na priamke= - AB.
(Co plati pre rovnobezny priemiibovd’nej trojice navzajom réznych bodov priamKyp)

Definicia 2.2

1. Priesénik priamky a s priemetiou 7z resp. v (ak existuje) sa nazyvarvy alebo
podorysny resp.druhy alebonarysnystopnik priamky aOzna&ova’ ho budemeP?, resp.
N@ (P?=an 7 N®=anv).

2. Priesénica roviny a s priemetou 77 resp. v (ak existuje) sa nazyvarva alebo
poédorysna resp. druha alebo narysna stopa rovinya. Ozna&ova® ju budeme
pe, resp.n?(pe =an ;N =an V).



3. Vékos’ uhla priamkyroviny s priematou 7z resp.v sa nazyvarva alebopddorysna
resp.druhaalebonéarysnaodchylka priamkjroviny.

Uloha 2.2 Zobraztelubovdnt priamku, ktora je rovnobezna s niektorou z pesms v

a nema osobitnu polohu k zvysnej priemetni, akikubpvd’nu priamku rovnobezni s oboma
priemetiami.

RieSenie

Zvd’'me si priamkuatak, aby bola rovnobezna s pries@i v, anebola kolma na
priemetiu 77ani rovnobezna s priesdcou 77n v. Najprv si vymodelujme situéciu v priestore
(stereometrické rieSenie ulohy, obr. 7Ayovnobeznosti priamkg s priemetou v vyplyva:

d existuje prave jedna roving ktora obsahuje priamlkaa je rovnhobezna s prienieu v
(prva premietacia rovina priamkg); b) druha premietacia rovina priamky a pretina
priemetiu v v priamke rovnobeznej s priamkaupreto?). To znamena: d)n 7=a 0 a ||
(vn 73 (vzdjomna poloha troch navzajom réznych rovinkiaid a ||x, a nasledne &, ||x;®

b) priamkya, a, su navzajom rovnobezné.

a,=K,

Obr. 7a, b

| ked’ sa eSte nezaoberame rieSenim metrickych uUloh,mt$ien si désledok faktu b).
Rovnobeznym priemetoftubovd’nej Usé€ky na priamke rovnobeznej s prietet je uséka
snou zhodna, t. |00 AB (AB 0 a) = AB [0 A,B,. NavySe pre uhop priamkya s priemetou
mplati:0 ¢ ' 0aa 00 ax.

RieSenim v nakresni je priamigozadovanych vlastnostid@na usporiadanou dvojicou
priamok (&, a,), kde a, || x, a a, je Tubovd’na priamka nakresne ktora pretina zakladnicu
X, =7, (preto?) (obr. 7b). Konstrukcia ikky Useéky incidentnej s priamkoua a uhla
zhodného s uhlom priamkg s priemetou 77 je trivialnym désledkom stereometrického
rieSenia. NavySe je na obrazku zostrojeny i prepsik P2 priamkya (P?=an 7 = P2=
a, n 11, odkid’ vyplyva konstrukcia bod? (B2 O a; O~ B2R2 U Xy,)).

Poznamka.1

RieSenie ulohy (so vSetkymi naleZitasi, t. j. analogicky) pre pripatlubovdnej
priamky b, ktora je rovnobeznd s priemiet 77 (b O 7, nie je kolm& na rovinw ani

® RovnobeZnasje invariantnou vlastndgsu rovnobezného premietania a zachovéava sa ajpagei priamky
rovnobeznej s rovinou, ak je tato prisluSnou préswi@u rovinou. Teda ||lv = a. || v1 (Specidlneal v=a; =
1. (V rieSeni Ulohy sa o priamke incidentnej s pré#iou neuvazuje.)



rovnobezna s priamkau= v n 77 sa nechavaitate’ovi. Konstrukcia obrazu priamky(M [
C, C||x) pre bodv = (M,, M,) je jednoduchym doésledkom.

Uloha 2.3 Zvorlte si priamkum vo v3eobecnej polohe viddom na obe priemetng v
a zostrojte obraz jej stopnikoR™,N™. Ulohu rieSte na obrazku 5a pomocou obrazka 5b.

Zaver rieSenia ulohy zapiste v tvaPg = (B, B, a pnalogicky narysny stopnit™

Uloha 2.4 Zvolte silubovdnd priamkum = (m, m,) (priamkam nie je kolméa na

pries€nicu priemetni). Wite vzajomnu polohu tejto priamky s rovinou sumestndo)

a s rovinou totoznostirf a zostrojte pripadné spdie body. (Dokazte nasledujlce tvrdenia:
a) Priamkam je rovnobeZna s rovinou sumernosti prave vtedy, %@ jej podorys a narys (t.
J. priamky m;, m,) simerne zdruzené pi@priamky rovnobeznej so zakladnicdwy;Priamka

m je rovnobezna s rovinou totoznosti prave vtedy lsgl jej pdédorys a narys navzajom
rovnobezné.)

Pred zobrazenim roviny je treba — Remtiom na ufenie roviny — vyrie§i Ulohu
0 zobrazeni dvojic priamok. O vzajomnej polohe @vgriamoka = (&, &), b = (b, b,)
plati v Mongeovom zobrazeni nasledujica veta @dr- c):

Veta 2.1 Nech sua, b (b # a) dve priamky, z ktorych Ziadna nie je kolma naepé&nicu
priemetni. Potom plati:

1. Priamkya, b su navzdjom rovnobezné prave vtedy] lsgl navzdjom rovnobezné tak
podorysy priamok, ako aj ich narysg (b = a || b (i =1, 2), pr€om najviac pre
jeden index méze plati a =Db).

2. Priamky a, b sU navzdjom rb6znobezné prave vtedyd kexistuje dvojica bodov
(A, A) tak, Ze plati: Ala nhb (i = 1, 2), aalebo je priamka#& A, kolma na
zakladnicu alebo® = A, . Najviac pre jeden indexm6ze pritom plati g, =h .

3. Priamkya, b st navzajom mimobezné prave vtedyd kare ich pédorysy a narysy
neplati ani 1, ani 2. Najviac pre jeden indendZe pritom platia nb =0.

A ><Bz
\§ a b,
S :
: a ;
B,
Obr.8a—-c
Poznamka.2

Vz4jomna poloha geometrickych Utvarov je nédawod vdby priemetni. Preto pri rieSeni
polohovych ulohtasto namiesto zakladnice udavasneer ordinal Ordinaly orientujeme tak,
aby prel'ubovd’ny bod oblasti | (par. 1) pédorys zvoleného bodedphadzal jeho nérys.

° Pred dokazom tvrdenia vyjadrite nevyhnutn( a dogieu podmienku pre priamkon = (my, my), ktora: 1.
m O o; 2. mO1. Ulohu 2.4 riedte aj pre priamkg, n(mOnOm [lv)an(nOv On [ ).



Uloha 2.5 Dokazte vetu 2.1 a vysvetlit¢p znamena pre priamkg, b (b # a) platnos
a =b aleboa nb =0 pre niektory z indexov. Vymodelujte si polohu jpniak v priestore.

Uloha 2.6 Dané su priamkya = (a,,a,), b = (b, b,), z ktorych aspi jedna je kolma na

niektorl z priemetni. Sformulujte nevyhnutnl a dégticu podmienku pre rovnobezmos
r6znobeznag resp. mimobezndgpriamoka, b. Natrtnite obrazy dvojic priamok.

Pozndmka.3

PretoZze priamka kolmé& na priésieu priemetni, ktora sasne nie je kolma na Ziadnu
z priemetni, nie je @end svojim pbédorysom a narysom, nemozZno vzdyt wzajomnu
polohu dvojice priamok, z ktorych aspgedna ma takato polohu, z polohy ich pédorysov
a narysov. Niekedy je potrebné vykénkonstrukciu sklopenia premietacej roviny takejto
priamky do niektorej z priemetni alelbm Urovne. Tato konsStrukcia je celkom analogicka
s konStrukciou v kétovanom zobrazeni a pripomenisije v paragrafe venovanom rieSeniu
metrickych uloh (ot&nie roviny). Poklste sa odovotinizajomna polohu dvojice priamok
a, b na obradzkoch 9a — d bez pouzitia sklapania prawiiet rovin priamok. (Na obr. 9a — 9c,
resp. 9d platia = " AB, resp.a= "AB, b= "CD.) (Vymodelujte si polohu dvojic priamok.)

A =b,
A J’Az L ? 32 o - lAz lDz
- AN /12
S| Bio N\ A, C
is ~I\H B, B; ’
5 B, I
3 BI Bl BWI D1
s
> A A
1 %’1 Al bl | 1 C]
- a, Talz : di Tbl”
Obr.9a—-d

Rovina je utena tromi nekolinearnymi bodmi, priamkou a bodoffos neincidentnym
alebo dvoma priamkami, ktoré su alebo rovnobezaez@om rézne) alebo r6znobezné. ([1])
Vzhradom na rieSenie polohovych Uloh je vyhodné zadanieny dvojicou priamok
(paragraf 3)"° Teraz skiimajme otazkudenia roviny jej stopami, ak su tieto navzajom rozne
priamky (t. j. kel rovina neprechddza prigseécou priemetni). AkA mbze Bywzajomna
poloha rovinya a priesénicex priemetni? Plati:

Xxnoa=00Oxna={X}0x0a

a) Najprv skimajme najvSeobecnejsi pripadn o = { X} (obr. 10a). BodX? je
spolanym bodom rovim, 77 v, t. j. i priesénic p® =a n 77 n? =a n V. Prva a druha stopa
roviny su navzajom rézne priamky, ktoré sa pretinapode X ¢ pries€nice x priemetni. Na
obrazku je zobrazena i priamka (X“ O m) roviny a, ktord pretina obe jej stopy; druhy
z obrazkov 10a ilustruje rieSenie jednoduchej pol@h Glohy o doufeni narysu, resp.
podorysu priamkyn = (m,, ?), respm = (?, m,) leZiacej v roviner. **

b) Nechx n a = 0. Z klasifikacie vzdjomnej polohy trojice navzajabenych rovine, 77
vpotomvyplyva: ¢ n || @ n V) || (Tn V), t. ). pe||n||x. Zobrazena je priamka roviny

1% Prirubovd’nom inom zadani nie je problém si dvojicu priamokiny zadovai.
1V riegeni vyhodnpouzijemalostupnétopnikyP™, N™ priamkym O «. Plati:P™ =mn 77= mn (an 73, N™ =
mnv=mn (an V).



pretinajuca obe jej stopy (v dostupnych bodochjulayl z obrazkov 10b ilustruje rieSenie
analogickej ulohy s ulohou uvedenou v bode a) téxtnékresni).

c)V pripade incidencia 0 a (a # 77 a # V) je priamkax s&asne prvou i druhou stopou
tejto roviny, t. j. rovinu je potrebné daur jej d’alSim bodomA (o = “xA, A O x) (obr.10c).
Kazda priamkam roviny a (nerovnobezna s priamkox) pretina priamkux vo svojom
pbdorysnoma siasne narysnom stopnika™ (= P™ = N™).To znamena4, Ze podorys a narys
priamky m sa pretinaju na zakladnici. Druhy z obrazkov 1lQsstiuje rieSenie ulohy
o doukeni priamkym = (my, ?), respm = (?,mp); ak tato priamka neprechadza bodanje
potrebné zobrafinajprv pomocnu priamkuroviny o tak, aby prechadzala bodofma bola
rovnobezna s priamkam.

\% Nm”, %

m
ng N,

Obr.10a-c

Pri zobrazovani rovinnych utvarov v roviee (a# x) osobitné postavenie zaujimaju
priamky roviny, ktoré su rovnobeZné s niektorouriemetni. Analogicky s kétovanym
zobrazenim budeme tieto priamky naziNdavnymi priamkami. Vziedom na existenciu
dvoch priemetni je potrebné toto pomenovanie spiesik, aby z nazvu prislusnej hlavnej
priamky bolo zrejmé, s ktorou z priemetni je tat@amka rovnobezna.

Definicia 2.3

a) Nech jex rovina, ktord nie je rovnobeznd s prietteet 77 resp. s priemébu v. Priamka
roviny a rovnobezna s priemiu 77 resp. S priemébu v, sa nazyvanlavna priamka prvej
osnovy rovinyy, resp.hlavna priamka druhej osnovy roviay Hlavna priamku prvej osnovy,
resp. druhej osnovy roviny budeme spravidla ozéava® “h', resp.“h" . 12

b) Nech jex rovina, ktora nie je rovnobezna s priefioet 7z resp. s priemabu v. Priamka
roviny o kolmé na hlavné priamky prvej, resp. druhej osn@yjip roviny sa nazyvapadova

12 pri v&gom pdate hlavnych priamok budeme osnovu hlavnej priamipadrova’ len slovnev zapise rieSenia

dlohy a ozn#&ova’ ich budeme*h”, 2h?, *h“, ail., pripadne afh, %h, °h, ... bez ozn#genia roviny, ak bude
zrejmé z kontextu o aku rovinu ide.
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priamka prvej osnovyyresp.spadova priamka druhej osnovy roviay Spadovu priamku
prvej, resp. druhej osnovy rovimybudeme oznmva’ “s', resp.“s" .

Veta 2.2 Pbédorysy hlavnych a spadovych priamok prvej ognawiny o, resp. narysy
hlavnych a spadovych priamok druhej osnovy rovingll navzajom kolmé (za predpokladu
a [l n, resp.a v a existencie hlavnych priamok prislusnej osn@efinicia 2.3)).

Poznamka.3

a) Platnas vety pre kolmé priemety priamok do rovinybola dokazana v kétovanom
zobrazeni. Dékaz pre narysy prislusnych priamalejkom analogicky.

b) Rovinaa, ktor4 nie je rovnobezna s priemet 77 ani nanu kolmd, resp. nie je
rovnobezna s priem@&u v ani nainu kolma, je v Mongeovom zobrazenicena obrazom
spadovej priamky prvej, resp. druhej osnovy.

c) Prva, resp. druha odchylka roviny sa ropméej odchylke spadovej priamky prvej
osnovy, resp. druhej odchylke spadovej priamky ejolsnovy tejto roviny:

Uloha 2.7 Dany je obraz spadovej priamky prvej osnovy rgvim (°s'= (s, “s}))

a pédorys bodiv = (M,, ?) tejto roviny (obr. 11). Zostrojte narys bddu (Ulohu rieste bez

pouzitia zakladnice, pri danom smere ordinal.)

RieSenie

1. Bod M lezi v rovine prave vtedy, Helezi na nejakej priamke roviny. Vyber priamky je
v tomto pripade jednoztiay — na zaklade vety 2.2 a Ulohy 2.2 vieme zolratavnu
priamku prvej osnovy roving, ktora prechadza bodokh.

2. Plati: M, O “h/ (d6sledok incidenci®é O “h'), “h/ 07s! (veta 2.2).

3. Hlavnu priamkwourime jejpries&nikomsospadovowpriamkou.Ozname: “h' n 9s' =
1, t. .4 =N n “s apre bodl, plati: 1, “s, 00 -11, Ox,. Narys tejto hlavnej
priamky prechadza bodof a plati: “h, || 7z, (d6sledok rovnobeznosti hlavnej priamky
S priemetiou 73.

4. Zaver MO 7N = M, 07N OM,M, O x,; M=(M, M,)

smer ordinal

N\

;Sl M]O\\ ah[l
Obr. 11

Veta 2.3 Medzi pédorysmi a narysmi bodov tej istej roviayktora nie je kolma na Ziadnu
z priemetni ani rovnobeZna s rovinou totozntstie vz'ah pravouhlej perspektivnej afinity.
Osou tejto afinity je obraz prie§@ce rovinya s rovinou totoZnosti.

3 Tyrdenie plati pre kazdu rovinu, ktora nie je robazna s priemgbu 77 resp. s priemeaou v.
14 7a rovnobeZnassa povazuje aj incidencia.

11



Dokaz Ozn&me si:*'f — pravouhlé premietanie z rovimydo priemetne/, %f — pravouhlé
premietanie z roviny: do priemetnera’f — rovnobeZné premietanie z rovimglo priemetne
v (osnova premietanii je kolméa na rovinu totoZnosti. Vztah rovinnych poli ;) a (a,)
je zrejmy z nasledujuceho diagramu:

f

(a) —+— ()

?/i

(@) —— (o)

Zobrazeni& (i = 1, 2, 3) st perspektivne afinitid]), t. j. i kompoziciagf =3 - % o ¥,
f: (a,) - (a,) je afinitou (bijektivnym afinnym zobrazenim) d¥osumiestnych rovinnych
poli snositd’kouv nékresniv. Obrazt;, pries€nice rovinya s rovinou totoznostit( = a n 1)
je bodovo samodruznou priamkou zobrazénaakid’ vyplyva, Zef je perspektivna afinita.

Poznamka&.4

Hovorime, 74, respf * je perspektivna afinita indukovana v nékresnimouia (rovinaa
nie je kolma na Ziadnu z priemetni ani rovhobezZzndvimou totoznosti.) Na obr. 12a, resp.
12b rieSte ulohu: a) Dana je rovime= ~ ABC. Zostrojte os perspektivnej afinity indukovanej
v nakresni touto rovinou; b) Dand je rovina= “ABC[A = (A, A), B = (B,,?), C = (?,
C,)]. Dourite bodyB, C tak, aby rovinag bola rovnobeZna s rovinou totoZnostim je
zobrazenid: (a,) - (a,) v tomto pripade®im je zobrazeniépre samu rovinu totoznosti?

0 B, NG

s ° B,

Obr. 12a, b

3 Polohové ulohy

O povahe polohovych uloh a zapise algoritnkustareometrického rieSenia tlohy, ako aj
nasledne zapise realizacie algoritmu v rieSeni Udah obrazoch atvarov v Mongeovom
zobrazeni, mozno povetl#o, ¢o bolo uz uvedené v rovhomennom paragrafe v kétmwan
zobrazeni. (K6tované zobrazenie, paragraf 4)

Do textu sme zaradili neflegy pocet rieSenych Standardnych polohovych Uloh so zamero
oboznami c¢itate’a s niektorymi postupmi v rieSeni Uloh na obrazatharov, ktoré su
Specifickymi vzliadom na pouziti metddu zobrazenia alebo polohuazolianych objektov
vzhladom na priemetne. Stupevladania rieSenia Uloh si méZgate’ preveri’ na zbierke
nerieSenych uloh (paragraf 6).

15 pozrite si dosledok b) za definiciou 1.4.
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Uloha 3.1 a) Doukite dany bodM = (M,, ?) tak, aby leZal v rovine tanej dvoma
priamkamia, b.[ a=(a,,a,), b= (b, b,)]

b) Dana je rovinaa = ~“Aa. Zostrojte priesgnicu roviny a s rovinou totoznosti a datite

bod B roviny a. Zvolte si pdédorys’ubovd’nej priamkyc (c O X) roviny a a doutite tato

priamku.[a= (a,a,), A= (A, A); B=(?,B,); c, O x —Tubovdna priamké

PozndmkaB.1.

Ulohu o doufeni rovinného Gtvarl danej rovinya, ak je dany podorys,, resp. narys
U, tohto Gtvaru rieSime vSeobecne na zaklade vety RIB.je f perspektivna afinita
zobrazujucaovinnépole(a; ) narovinnépole (a,) (a I n,a v arovinaa nie je rovnobezna
S rovinou totoznostr), tak plati:f(U,) = U,, resp.f‘l(Uz) = U,. V rieSeni najjednoduchSich
tloh (napr. doutenie bodu roviny) si pouzitie afinity rieSft@ni nemusi uvedomii resp. 0s
afinity nie je potrebné zostrojovgnapr. v tlohe 2.7). Principom rieSenia je stereticky
poznatok pod lezi v rovine prave vtedged lezi na priamke tejto rovifiyanalogicky ako
v metdde kétovaného zobrazenia. V rieSeni zloziejSiloh alebo pri dodovani v&Sieho
poctu bodov je pouZitie osi spomenutej perspektiviiajta efektivne.

RieSenie

a Priamky a, b m6zu by navzajom rovnobezné alebo r6znobezné. V prvomagep
pouzijeme priamku rovinya, ktord prechadza bodor, obe priamky pretina a nie je
priamkou kolmou na priegeicu priemetni (pr&?). V druhom pripade si mézeme zvoli
bodomM priamku roviny, ktora obe priamky pretina alebe jeiektorou z nich rovnobezna.
V rieSeni Ulohy 3.1 (obr. 13a) ide o réznobeznéamKy a, b a pomocna priamkan je
s oboma priamkama, b r6znobezna. Ozkeme: m n a = {1}, m n b ={2}. Pre pbédorys
priamkym teda platiM, O m Om n a ={1} Om n b ={2}. Narysy bodov 1, 2
zostrojime na zaklade incidenciitlla, 2 0 b (odkid’ vyplyval, O a,, 2, O b,) a vlastnosti
ordinal bodov. Ordinaly su &ené dvojicou bodovg n b)), (a, n b,). Priamkam je uena

bodmi 1, 2 m, = E), bod M, lezi na priamkem, a prislusnej ordinaleZzaver M =
(M, M,).

Obr. 13a, b

b) 1. Priesénica rovinya s rovinou totoznostr je utena napriklad priegaikmi priamok
a, | (AOIOl [|la= a = "al)stouto rovinofan 7=T2,In7=T'=>anr ="TT' =t9);
t7 =(t7,t9).
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2. BodB roviny a doukime napr. pomocou priamky (B 00 m, m || a) a priamkum
pouZitim jej boduT™ v rovine totoZnosti T™ = m n t“).'° Perspektivna afinité (ay) -
(a,) je ukena osou, a usporiadanou dvojicou bodof(Ay). Potom:B; = f(B,). Priamku
¢ mozno doufit napr. pomocou priegeikovT ¢, resp. s priamkamit”, resp.a. (Obr. 13b)

Uloha 3.2 Zostrojte rovinu, ktord prechadza danym boddrs (M., M,) aje rovnobezna
srovinou a = “p“n? (a||X) (pri danej zakladnick,,). (Obr. 14)
RieSenie

1. Ozname £ rovinu pozadovanych vlastnosti. Zo zadania vyply¥@,irovinag je
rovnobeZné s priamkou(t.j. p* ||n” || X) a st&i zostroji’ jednu priamkum roviny 3, ktora nie
je s priesénicou x priemetni rovnobezna. (R&?) Zostrojme teddubovd’nd priamkum,
ktora prechadza bodom a je rovnobezna s rovinod, k tomu stai, aby priamkam bola
rovnobezni $ubovd’ne vhodne zvolenou priamkoairoviny a (kritérium rovnobezZnosti
priamky a roviny [1])). *’

2.Vyhodne — z hadiska pracnosti konstrukcie — si mézeme zvptiamkua tak, aby jej
pbdorys prechadzal bodoml,. Potoma, = m, teda priamkya, m lezia v tej istej prvej
premietacej rovinel. Douenie narysov oboch priamok, ako aj obrazov g hradane;
roviny sa nechava&itate’ovi. Zaver S= ~p“n? (kazda stopa je Bena svojim pédorysom
a narysom).

”l,} Nznl _ az
=N ns
- = 2z
M, =" i
- /)11 = a m B o B
- a a
n, R B Ny=N, Xp=Hny=ni=p,=p,;
e p
m a
R M'I\B p
P,
a=m=A,
Obr. 14

Uloha 3.3 Uit vzajomn( polohu priamkyn s rovinou “ ABC. V pripade réznobeznosti
urgite (v podoryse i v naryse) viditeog’ priamky m vzh‘adom na uplny trojuholniRBC (=
trojuholnik s jeho vnatromIm = (my, my), A = (A1, A2), B = (B4, B2), C = (Cyq, Cy)] (Obr. 15)

RieSenieUlohu vyrieSime pouzitim stereometrického algutitrieSenia Glohy, a to tak, ze
zostrojimelubovd’nd vhodnu rovinuAd prechadzajucu priamkom a r6znobezna s danou
rovinou. Potom platimn a=mn A n a =mn |l ( =1 n a). VMongeovej metode je
spravidla vyhodné pouzitiprvej alebodruhej premietacej roviny danej priamky. Efektivne
rozhodnutie o vybere roviny zavisi od skisenos8iti#a a je determinované polohou danych
Gtvarov vzlfadom na bazu suradnicovej sustavy. (Poznamka 1.2)

1.V rieSeni sme si zvolili prva premietaciu rovinugmky m, t.j. rovinud (mO A, A O 7).
Pre priamkul = A n a (prva krycia priamkapriamky m) plati: I, = A; = ny; jej narysl,
dourime z incidencie tejto priamky s rovinau Z pédorysu je zrejmé, Ze priamkaretina

1% Zrejme platiB, O my, my [|ag T3 =mp n t5; T,5 O my, my ||ag; By O my, BiBy || AA,
" Otazka presitatela: odkid je zrejmé na prvy pdlad, Ze bod neleZi v rovinen? (V naryse je bot¥l, bodom
rovinného pasu p, , n, ); ako sa zobrazia v pédoryse a naryse vSetky ynétoody rovinného pasu a po@ )
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priamkyAB, resp.AC v bodoch 1, resp. 21(n AiBy = 11, I1 n A;C; = 2). Dougenie narysov
bodov 1, 2 je zrejmé z Ulohy 3Mo zvolenej Ulohesanarysypriamokm, | pretinaj(my n I, =
Ry), tedamn a=mn (A n a =mn | ={R}, o znamena, Ze priamka je s rovinoua
r6znobezna a jej prieseikom s touto rovinou je bod = (R, R,). *® (Obr. 15)

m=A =1 "B,

Obr. 15

2.Viditel'nog’ jednej z polpriamok priamkm so z&iatkom v bodeR (vzh'adom na rovinu
a) uréime analogicky ako v kétovanom zobrazeni.cBtacit viditelnog” jedného bodu
priamky m, ktory je rézny od bod® = m n a. PretoZe Mongeova metdéda je metédou dvoch
obrazov, je potrebné &ir vidite’nos’ osobitne pre pddorys a narys danej konfiguracie.

a) Vidite/nos’ vzilfadom na kolmé premietanie do rovinmyVyberme si bod 3 priamkm,
pre ktory 3 = 1; (body 3, 1 lezia na tej istpyvej premietacej priamke; zrejniRe# 3). Treba
porovna orientované vzdialenosti bodov 3, 1[(3m, 1 0 “AB, t. j. 10 a) od priemetnet
| ked” tieto nemozno it — bez vdby zakladnice — explicitne, z narysu je zrejme, Ze
orientovana vzdialendsbodu 3 od rovinyje v&Sia nez orientovana vzdialemdsodul od
tej istej priemetneZ’ > . V kolmom premietani do rovinyrje teda vzbhadom na rovinux
vidite’'na polpriamka ~” R 3. Pod’a zadania mame rozhodh( vidite’nosti priamky m
vzhladom na uplny trojuholnilABC, viditelna je preto polpriamka” R & tacas’ k nej
opanej polpriamky, ktorej pédorys patri vonkajSku thoplnika A;B1C; (¢ag’ polpriamky
opanej ku polpriamke R 3 patriaca vonkajSku hranolovej plochy, ktora je ypnv
premietacim Gtvarom trojuholniksBC).

b) Vidite’/nog’ vzilfadom na kolmé premietanie do rovinyAnalogicky si vyberieme dva
rézne body (bod priamkm a bod rovinya) na tej istedruhejpremietacej priamke (nech bod
roviny a patri hranici Uplného trojuholnik&BC), napr. 4=5, (4 0O m, 50 BC, t. j. 50 a).

Z polohy pddorysov bodov 4, 5 vyplywd < y°, o znamena, e vPadom na kolmy priemet
konfigurécie do roviny je vidite’ny bod 5 (t. j. bod 4 viditay nie je) a nasledne z otvorenej
polpriamky ~ R4 priamky m je vziladom na apiny trojuholnilABC viditel'na len tacad,
ktorej narys patri vonkajsku trojuholnikgB,C,. Opana polpriamka k tejto polpriamke je

'8 Dourenie podorysu bodR je zrejmé z incidenciB=mn | (tj. Ry Omy n 1y).
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viditerna cel&® Okrem toho zo sthlasnej orientacie zloZiek obtagjuholnikaABC vyplyva
viditel'nog’ tej istej polpriamky priamkyn vzhfadom na kolmé premietanie do rovin v
(poznamka 3.2).

Cvicenie

Na obr. 16a, b su zobrazené dva uplné tropikypl AABC, AKLM), ktoré su oba
zafarbené ,z jednej strany matnou sivou* farbow druhej strany leskloudiernou farbou.
V oboch pripadoch je farba podory&arna. Doutite farbu narysov oboch trojuholnikov.
Poznamkas.2.

Citatelovi sa odporia vymodelové si dant priestorovl konfiguraciu pfubovdnej
volbe navzajom kolmych priemetni (tieto mézut byeprezentované otvorenym zoSitom
a trojuholniklubovd’nym materialnym modelom). Na obrazku 16a bude fadygsu siva, na
obrazku 16ksierna.?® Odévodnite. Okrem toho je na prvy fad zrejmé, Ze trojuholniky
ABC, a AB,C, st nesuhlasne orientovane a trojuholnky M, , K,L,M, su orientovane
suhlasne. Odtlavyplyva, Ze v prvom pripade su vidite — vzifadom na kolmé premietanie
do priemetnerr a vzifadom na kolmé premietanie do priemeine dva navzajom ogaé
polpriestory s hranicou v rovineABC a v druhom pripade je viidom na obe premietania
viditel'ny ten isty polpriestor s hranicou v rovin&LM.

B,

A

B

Obr. 16a, b

Uloha 3.4.Urgite vzajomnu polohu rovim, B. V pripade réznobeznosti rovin zostrojte ich
priese&nicu.
RieSenie

VSeobecny princip rieSenia ulohy o konstrulspplaného bodu dvoch rovin je Vioa
vhodnejtretej roviny y; ktorej priesénice s oboma rovinami su jednoducho zostrijiée Ak
existuje spolény bodM = (a n )) n (B n )), ide o spolény bod roving, g, t. . MO an B.
Zopakovanim postupu préalSiu vhodna rovinu sa dostane druhy bod ptiese rovin.
Konkrétna realizacia algoritmu rieSenia zavisi adlania rovina, B. Ak napr.a = ~ab,
mozno zostroji bodya n £, b n S pries€nice (za predpokladu, Ze Ziadna z priamapk nie
je rovnobeZzna s rovinof). V tomto postupe tt®u vhodnou rovinoye rovina prechadzajlica
priamkoua, resp. priamkow (v Ulohe 3.3 to bola prva premietacia rovih@riamkym). Ak
su obe rovinya, B urtené stopami, ktoré vSetky neprechadzaju tym istydomn, je

19 Analogicky stviditerné vietky zvy$nédody polpriestoru”a 3. Preto hovorime, Ze viadom na rovinur je
v kolmom premietani do oboch priemetni vitiit¢ polpriestor”a 3; k nemu opéy otvoreny polpriestor
viditel'ny nie je.

2 predpokladame, 7e pozorovasa nachadza v kladnom polpriestore s hranicowineorz i v (1. kvadrant)
tak, Ze trojuholnik je umiestneny medzi nim a pe#ou.
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priesénicar = a n B urena stopnikmiP'= p n p’, N'= n® n nf. Ak je jeden
z priesénikov P, N" nedostupnydalSia vhodna rovina je rovina rovnobezné s niektoro
z priemetni. V pripade || x || 8 je vhodné zvoti si rovinuy tak, aby bola prvou alebo druhou
premietacou rovinou a nebola rovnobeZna s priami{@malogicky ako v Gloh&.2rovinaA).
Na ilustraciu ukaZeme rieSenie Glohy pre roviny3 dané stopami tak, ayn x =8 n x. %
Bod X = X# je jednym spolenym bodom rovin a roviny st navzajom roézne, tde i
0 navzajom rbéznobezné roviny. Druhy s@olp bod R rovin a,  je zostrojeny pomocou
I'ubovd’nej roviny A rovnobeznej s rovinou (A £ v, A1 || v1). RovinaA pretina rovinua, resp.
rovinu B v hlavnej priamkea, resp.b druhej osnovy prislusnej roviny, t.a.|| n% b || n’.
Konstrukcia bodiR=a n b je zrejma z narysi®, =a; n by; Ry OA; (a1 =by); R= (Ry, Ry).
Pries&nicar rovin je utend bodmiX“ (= X#),R(r =~ X?R). (Obr. 17)
Zaver an B=r (r=(y,r2).

R R n  A=a=Db
Obr. 17 DY p!

Uloha 3.5.Zostrojte priesek Gplného trojuholnik@C s rovinnym pasom genym navzajom
rovnobeznymi priamkamm, | (m ||l || x). (Obr. 18)
Riedenie?

Ozname'U trojuholnikABCs jeho vnatromU danyrovinnypas a ich roving, 8. 'U O
a, U O B.Ak existuje nenulovy prienik Gtvardd , U , tak tento patri prieseici rovin a, 5.
1. Priesénicar rovin a, £je ucena napriklad priegaikmi priamokb = “ACac="AB (b O
c 0 a) s rovinoug, zostrojime ich napr. pouzitim prvych premietaaiovin priamoko, resp.
c. Uvedieme len symbolicky z&pis algoritmu konstiakc

bnpB=bnAnpP=bnb =R ="12,10m,20,R=(R,R,))
cnpfB=cnknpP=cnc=Q(c=-34,30m,401,0=(Q,Q,))

2.Z danej priesgicer = “RQrovin a, B patri Uséka RQ obom prienikovym Gtvarony , (i
=1, 2), teda'U n U = RQ BodyR, Q si body hranice GtvariJ , znamena to, Ze ide
o Uplny prienik
3. Ur¢enie viditénosti

a) Viditernog’ ¢asti Gtvarov'U (i = 1, 2)vzhadom na kolmé premietanie do priememe
Z bodov 1,1 (10U ,2 02U) na tej istejprvej premietacepriamke(t.j. 4, =1;) je vidite'ny
bod1 (Z >z 10AC, I Om). Viditelné st polpriestory’ a '1a = BC (~ A1 viditelny nie
je), t. j. z GtvarovU s viditéné prieniky'U n = BC a®U n ~al. Navy3e su vidittné

%! predkreslené zadania Glohy pre viefijSie spomenuté polohy rovin najitate v Siestej kapitole textu.
22 \lysvetlenie potrebnych pojmatitatel’ najde v texte, ktory je venovany kétovanému zodmaz (Gloha 4.7,

(5D).
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tie body Gtvaru'U , resp.U , ktoré lezia v neviditnom polpriestore s hranicou v rovigk
resp.a, ale ich pddorysy st vonkaj$imi bodmi ¥adom na podorys ttvarll , resp.'U .

b) Vidite/nog’ casti GtvarovU vzhWadom na kolmé premietanie do priemetne
Zbodov 5, 5(5 0 'U, 50 U) na tej istejdruhej premietacej priamkdt. j. 5 = 55) je
viditerny bod 5 (y° > y> 50 AB, 5 0 m). Viditelné st polpriestory” a '5a = SA (" 85
viditeny nie je), tj. z Gtvarov'U s viditéné prieniky' n ” A a’U n ~a5. Navyse
sU vidité’né i tie body UtvarovU , resp. U, ktoré sice lezia v prisludnych nevidiigch
polpriestoroch, ale ich narysy su vonkajsimi bosrti’adom na narys Gtvarlu , resp.'U .

Okrem toho je v pédoryse iv néryse vitliig ten isty polpriestor s hranicou v rovime
("al = ~ab), no navzdjom opmé polpriestory s hranicou v roving (— SC,” SA)
(pozrite si cvéenie, obr. 16a, b). Z trojuholnikeBC je preto viditéna ,ta ista strana“, zatia

¢o rovinny pas vidime z ,navzdjom ajpgich strdn“. Tomu zodpoveda odliSné zafarbenie
rovinného pasu v oboch obrazoch (obr. 18).

Obr. 18

Uloha 3.6.Zostrojte prigku priamoka, b prechadzajicu danym boddvh [a = (a, a,), b=
(b, b,),M=(M;, M,), (M; #M,)]. (Obr. 19)
RieSenie

Priamkya, b sU navzajom mimobezné (po®). Ak prigkar priamoka, b poZzadovanych
vlastnosti existuje, tak plati: priamkalezi v rovinef (8 = “bM) ajej dalSim bodom je

pries&nik priamkya s rovinoug (M O a). Odtid’ je zrejmy algoritmus rieSenia ulohy, ktory
vyjadrime len symbolicky.
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1.8="bM="bmMOImOm]|b) *

2.anf=an(AnP=anl={Al (@U0AT0AOv=> A, =a,=,; | 0LF=1="12,10Dh,
20 m); A =& n |;— konStrukcia bodu, je zreimaA = (A, A)

3.Zaverr =AM, r = (r,,r,) **

Poznamkas.3

Zamyslime sa nad tynip znamena rieSenie polohovych uloh v rovimeovine, ktora nie
je prvou ani druhou premietacou rovinou, ladiska vety 2.3. V nasledujucej t&ka su
v tom istom riadku vyjadrenékvivalentnéilohy vzitadom na rieSenie v Mongeovej metdde.
Oddvodnite.

1. Dourit pddorys, resp. narys bodu= (?,Ay), resp. V danej perspektivnej afiniteindukovanej v nakresn

A= (A, ?) tak, aby bod lezal v danej roviner. rovinou a (f: (&) - (av)) zostrojte vzor, resp. obrgz
boduA,, respA..

2. Zostrojte priesénik A priamkya = (ay, a,) s danou| N@ danej usporiadanej dvojici priamolay( a,)
rovinou a. zostrojte usporiadana dvojicu bodofy (Ay) (A O &,
i =1, 2) tak, abyA, = f(A), kde f je perspektivna
afinita z bodu 1.

3. Zostrojte priesénicur rovin a, 4. Dgné su dve Qerspekti\(n_e afinify, _fﬁ. Zostr_oj_te _
priamku r;, ktord obe afinity zobrazia do tej istgj

priamky (t. j.f(r) = (ry) =r»).

; ¢ . Dané s tri perspektivne afinit§, f%, /. Zostrojte bod
4. Zostrojte spolény bodR rovin a, S, v. . o . -
Jie spolny by R;, ktory dané afinity zobrazia do toho istého badu

(t. - F(R) = F(R) =f(R) =R). *

28 yzhradom nafal$i krok rieSenia Glohy je vyhodné zadanie rodapma priamkami (priamkis, m by mohli
byt aj rdznobeZky).

4 Presnos rysovania si mozeéitatel’ skontrolova konstrukciou bodu prigy na priamkeb, t.j. boduB =r n b
(Bi =rnn bi (l =1, 2):> BB, ”M]_Mz)

%5 9 resp.f’, resp.f’ st perspektivne afinity v nékresni prislichajicindm a, B, y alebo vSeobecne
perspektivne afinity v tej istej rovine, ktoré majgvzajom rovnobezné slabo samodruzné priamky.
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4 RieSenie metrickych uloh v Mongeovej metode

Zakladom rieSenia metrickych uloh je — tak akmetdéde koétovaneho zobrazenia —
ot&anie roviny. Algoritmus rieSenia kazdej stereoncklj Ulohy pozostava totiz
z postupnosti planimetrickych dloh. PretoZze v Mangg metdéde su pddorysy a narysy
geometrickych atvarov obrazy kolmych priemetov ébwado priemetnirza v, maju ot@éené
polohy rovinnych Gtvarov ten isty ¥ah k prisluSnym pravouhlym priemetom, ako to bolo
v kétovanom zobrazeAf. Pred uvedenim vety o @&ni roviny (vo vieobecnej polohe) do
niektorej z priemetni alebo do Urovne vyriedime pkal Glohu o konstrukciifdky Useky.

4.1 Dizka Use&Kky, uhol priamky a roviny s priemetiiou
Uloha 4.1.Zostrojte dzku Uséky AB a ugite obe odchylky priamkyB. [A = (A1, Ay, B =
(B1, B2)] (Obr. 20)

RieSenie Na obrazku je urobené konstrukciBlky Uséky AB auhlay (¢ OO ~AB, V)
pomocou sklopenia rovink (AB O « O « O V) do roviny v’ (napr.A O v’ O v’ || V). ¥’
Polomer otdenia boduB v sklopeni rovinyk do roviny v’ sa rovna vzdialenosti bodsi od
roviny v’: r® = B, v’| = J® — y'| = By, V4| (vysvetlite).Konstrukcia narysiB), sklopenej
polohyboduB jezrejma.Teda AB| = |A)2(B>)| a pre uholy priamkya = AB s priemetou v
plati: ¢ 00 aa 00 (a),a,. Druhé odchylka priamks sa rovnagy| .2

ad, =K

Obr. 20

Iné rieSenie ulohyUlohu mézeme vyrie§ii tak, Ze prvd, resp. druhl premietaciu rovinu
priamky ot@&ime okolo prvej, resp. druhej premietacej priantkypovd’ného bodu tejto
priamky do polohy rovnobeZnej s druhou, resp. prpgametiou. Po otéeni je priamka so
zvolenou priemeibu rovnobezna aliku Gseéky incidentnej s priamkou, ako aj uhol priamky
SO zvySnou priem#bu mozno ulit' v naryse, resp. pdédoryse danej konfiguracie (nalpha
2.2). Na obrazku 21b je zostrojeniidh Uséky AB a uhol zhodny s uhlong priamkya =

AB s priemeiiou 77 Obrézok 21a je stereometrickou ilustraciou d&nefiguracie *

% Citatelovi sa odporéa pozri¢ si paragraf 5 véebnom texte venovanom kétovanému zobrazéju.

" BodA lezi v Grovni, tedd = (A) a st&i zostroji’ narys sklopenej polohy boda

2 Ursenie prvej odchylkyd)|, t.j. konstrukcia uhla zhodného s uhlom priamlgriemetiou 77je analogicka. Na
zéklade definicie uhla priamky s rovinou je tretmauit’ prvi premietaciu rovind priamkya a tato sklopi do
vhodnej rovinysr (77 || 7). Polomer otéenialubovd’ného z bodoW, B je jeho vzdialenasod Urovner a tato
sa pohodine @f v naryse konfiguracie. Konstrukcia sa nechétete’ovi.

% priamkaa pri ot&ani okolo priamkyo prebieha tvoriace priamky rataej kuzéovej plochy s osou v priamke
0. Je to takzvana spadova kiea plocha vzfadom na priemét 77 vSetky jej tvoriace priamky maju ten isty
spad vzliadom na tduto priem#. Pomocou dvoch spadovych kideych ploch s vrcholom v bod® (jedna
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Konstrukcia Dané st pddorysy a narysy bodg\B.*
1. Zostrojime prva premietaciu rovinupriamkya = AB @dAdAdn.

2. Za 0s0 ot&ania rovinyA si zvd’'me prvu premietaciu priamku bo@u(B [0 o [o O 7). Ak
ozna&ime symbolom °“ vpravohoreotosenépolohytvarovroviny A v jej ot&anido polohy

A° (A°||v), tak plati: A ||vi (=x)) aB=B°(B = BIO, i=12).
3. Kruznica oté&ania boduA leZi v rovine kolmej na oe ot&ania €* O 70 77 || 7 a bod

A°je ktorykd'vek z bodovA® n kK* (pod’a va’by jedného z dvoch oteni rovinyA do polohy
A° rovnobeZnej s priemibu ). Na obr. 21a je oziany i bodB' = 77/ n o. **

4. Z&ver O(a, 7y O0O(a°, 77) 00 (a2, 74) O¢ OJAB| = |A°B° | = |A’B? | =d

Obr. 21a, b

Pouzitim uvedenej konStrukcie &aia premietacej roviny mozno dokézaasledujuce
dve tvrdenia:

Veta 4.1

a) Nechg, resp.¢ st uhlyfubovd’nej priamky s priemétami 7z resp.v. Potom platig + ¢
<R, pricom rovnog nastane prave v pripade priamky kolmej na peigise x = 7n V. >

b) Nechg, resp.¢ su uhlyfubovdnej roviny s priemeitami 7z resp.v. Potom platig + ¢ >
R, pricom rovnos$ nastane prave v pripade roviny rovnobeznej s giésoux = 770 .

Dokaz (Obr. 22a, b)

a) 1. Nech jealubovd’na priamka, ktora ma vSeobecnu polohulazilom na priemetne.

Pod’a ulohy 4.1 zostrojme uho$ zhodny s uhlom priamky s priemeatou 77 pouzitim

otoenia prvej premietacej roviny (@ 0 A O A O 79 do polohyA° ||v; nech osou oté@nia je

prva premietacia priamkalubovd’ného boduA [0 a aB je d’alSi'ubovd’ny bod priamkya.

Otocené polohy Gtvarov roving budeme oznmva’ pravym hornym indexom’y. Plati:

¢ O0(a, 7 00 (ay, 71,) (77'je rovina otéania bodwB), |AB| = |AYBy | =d.

vzhladom na rovinusz druhd vzliadom na rovinuvy) mozno vyriedi Glohu o konstrukcii priamky, ktora
prechadza danym bodoBia ma odchylkyd|, resp. ¢4 s priemetami 7z resp.v. Uloha je riesitena, ak obe
odchylky priamky spaji vetu 4.1.

%0 Ak oba body leZia v rovine totoZnosti, &, = A, B, = B,, je potrebné zadasmer ordinal Mongeovej metédy.
31 Konstrukcia uhla priamky s prient@u v je celkom analogicka a nechavasgatelovi.

¥R je oznaenie pravého uhla.
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2. Analogicky zostrojme uhal zhodny s uhlom priamksg s priemetou v pomocou otéenia
druhej premietacej roviny (a 0 « 0 « O V) do polohy®« || 77; za os ot&ania sme si zvolili
druh( premietaciu priamko boduA. Otaiené polohy Utvarov roving budeme oznmva’

ravym hornym indexom®y. Potom:

@ O0(a, v) OO (°a,v;) (v'je rovina otéania bodwB), |AB| = |°A °B,| =d

A

Obr. 22a, b

3. Ak ozn&ime 1, resp. 2 priedpiky ordinaly boduA s priamkamiv;, resp. 77,, tak
z pravouhlych trojuholnikoA,2B; , AB/1 a A1°B, vyplyva:

|AB,| =12B;| =d. cos ¢|>|Al| =d. sin |, odkid dostaneme:

cos P|>sin | =cosR—-y|,t. . p<R—-yY= ¢+ Y<R(Obr. 22a)
V pripade priamky kolmej na priesgcu priemetni platpp + ¢ OR, pricom niektory z uhlov
moze by aj nulovy (obr. 22b). Obratene, ak pre uldly ¢ priamky s priemeiami platig + ¢
UR, tak je tato priamka kolméa na priéseeu priemetni. (Odévodnite.)

b) Nech jea 'ubovd’na rovina, ktora nie je rovnobezna s priamkaak lubovd’na priamka
kolma na tato rovinu. Ak zavedieme ozeaie:¢ 00 (a, 7, ¢ OO (a, V), tak plati:

Ok, 7 OR—¢, O(k, v) OR— ¢ (prezo?)
Priamkak nie je kolma na priesaicu priemetni (odévodnite). Ptala) teda dostaneme:
R-9)+ R-¢Y)<R=¢+¢y>R

(Doplnenie dékazu pre rovinu rovnobeznu s priamkewrn v sa nechavaitate’ovi.)

PoznamkaOt&anie roviny kolmej na jednu z priemetni do polobyrobeznej so zvysSnou
priemetiou je efektivnoumetddouieSenia i polohovych dloh o rataych telesach a plochach.
Ide o konsStrukcie dotykovych rovin poZzadovanej tiasti, prienikov s rovinami, konstrukcie
hranic vlastnych tigv, resp. obrysov rotaych pléch v rovhobeznom i stredovom osvetleni,
resp. premietani a pod. Na ilustraciu uvediemeenies ulohy o konStrukcii rovinného rezu
gulovej plochy (Gloha 5.4). Tato Uloha, akodlSie aplik&né ulohy, bude s@ag’ou suboru
rozmanitych rieSenych Uloh v nasledujucom paradjzde. 5) tohto textu.
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4.2 Perspektivna afinita ot&ania roviny vo vSeobecnej polohe. Obraz kruZnice

Veta 4.2 Medzi pédorysmi, resp. narysmi bodov roviayktora nie je s priem#bu 7z resp.

v rovnobezna ani nau kolma, a pddorysmi, resp. narysmi aoych poléh tychto bodov
v otateni roviny a do roviny 7z resp. do rovinyv alebo do prislusnej arovne je tiah
pravouhlej perspektivnej afinity, ktorej osou jedpbys, resp. narys hlavnej priamky, ktora je
osou ot&ania danej roviny*>

PoznamkaPriklad na konStrukciu émjucich prvkov perspektivnej afinity d@@nia roviny sa
pre jednoduchd analégiu s kétovanym zobrazenim aa¥adebude. Vo viacerych ulohach
komplexnejSieho charakteru bude tato konStrukcidgasdau algoritmu rieSenia ulohy
(napriklad v uloh&ch venovanych konstrukcii obrazzékladnych telies a pléch, ako aj
aplikatnych uloh o nich v Mongeovej metode (Gloha 5.1ageaf 5)). V nasledujucej ulohe
sa budeme zaoberakonStrukciou obrazu kruznice; ukaze sa, Ze koké&itnu mozno
jednoducho urolsi i bez ot@enia roviny kruznice na zaklade vety o pravouhlonerpete
kruZnice dok&zanej v texte venovanom kétovanémuazemiu [5] veta 5.4 a tloha 5.5§.

Uloha 4.2 Dana je rovinaa = p“n? ajej bodS. Zobrazte kruzniclk roviny a so stredom
v bodeS a polomeront. [S= (S, ?), polomer kruznice si zviite Tubovdne] (Obr. 23a)

RieSeniel. Dourenie boduSroviny a je zrejmé z prebranych polohovych uloh. (Pouxiles
hlavna priamku prvej osnovy roving, ktora prechadza bodos)

o
n;

Obr. 23a

2. Pod'a vety o pravouhlom priemete kruznice, ktorej ravinie je premietacia ani
rovnobeznd s priemetu (5], veta 5.4) je elips&, = (AB,, C,D,), ktorej hlavnd 0sAB, lezi
na pddoryse hlavnej priamky prvej osnovy rovimy(°h') a je zhodna s priemerom kruZnice.
Analogicky pre hlavnu os elipdg = (K,L,, M,N,) plati: K,L, 0 °h)' O|K,L, | =| AB,|= 2r.

33\{etaje dosledkonanalogickej vetgokazaney kapitolevenovanej kétovanému zobrazeng](vety 5.1, 5.2.).
% Citatelovi sa odportia oboznami sa so znenim vety, jej dokazom a aplikaciou vaig$eni dlohy 5.5.
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3.VedrajSiuosC,D, elipsyk,,resp.M,N, elipsy k, mdZemeostrojt’ pruzkovoukonstrukciou
pomocou jed’alSieho bodu, napK,, resp. A, ([4]). Zaver. k = (k;, k»).

Poznamky

1. Na konsStrukciu obrazu kruznice roving vo vSeobecnej polohe v Mongeovom
zobrazeni teda nie je potrebné dtoie roviny kruznice. Vynimkou je pripad roviny
rovnobezZnej s priamkox t.j. akp? || n? || x. Hlavna priamka prvej osnovy roviny jecsisne
hlavnhou priamkou druhej osnow znamena, Ze do osi eligssa zobrazia tie isté navzajom
kolmé priemeryAB, CD kruznicek. Na douéenie pédorysik; danej kruznice st zostrojt’
pddorys napr. bodD spadovej priamky roviny (incidentnej so stredoi@ kruznicek). Tuto
konStrukciu urobime pomocou sklopenia premietacesjiny tejto spadovej priamky do
priemetnesz Pre bodD plati: D O s O |DS| =r, odkid’ je zrejma konstrukcia sklopenej
polohy ©) boduD a spétne jeho podoryfd. Pre bodC; plati: C;D1S) = —1 (odévodnite).
Konstrukcia narysu niektorého z bod®yD je elementarnou polohovou GlohSuObr. 23b)

Obr. 23b Obr. 23c

2.V pripade roviny rovnobeznej s priemet, napr.a || 77 je podorysk; kruznica zhodna
s kruznicowk a narysom kruznice je udea (k, U a,(a, ||77,)) zhodn& s priemerom kruznice.
V pripade roviny, ktora je kolma na jednu iepretni a nie je rovnhobezna so zvysSnou
priemetiou, napr.a O 77 a #v, je podorysom kruznick& use€ka (k, U a,) zhodna s jej
priemerom a narysom je elipdg = (A2B,, C.D,), kde AB je priemer kruznice na hlavnej
priamke druhej osnovy roviny AB,| = 2) a bodyC,, D, st narysy bodo¥, D, ktorych
pddorysy su krajnymi bodmi U8y k,. (CD || 7z t.j. priamkaCD je hlavnou priamkou prvej
osnovy rovinya; ale pretoZe je tato priamka kolma na narysndwstdpoviny (odévodnite),
je stkasne i jej spadovou priamkou druhej osnovy.) (@Bc)*°

% Na obrazku je zostrojeny narys ba@dpomocou priamky = “AC a jej bodu 1 ="AC n n“.
% Formulujte analogické tvrdenia o obraze kruZnicewne rovnobeZnej s prieni®u v a obraze kruZnice
v rovine kolmej na priemati va nerovnobeznej s rovinou
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Uloha 4.3Dany je obraz trojuholnik&BC, ktory leZi v rovinez kolmej na jednu z priemetni,
ktora nie je rovnobezna so zvysnou priefoet ani nanu kolma (napr.a O v, obr. 24).
Zostrojte trojuholnik zhodny s trojuholnikom ABC. [A=(A,?),B=(B,,?),C=(C,,?);

a=(?.a,)]
RieSenie
Ulohu budeme rie§pomocou otdenia rovinya do priemetnez®’

1.0sou otéania danej rovinyr je priesénicaa n 7= p“. Rovina otdania kazdého bodu
danej roviny je kolma na jej os @thia, o znamena, Ze ide o rovinu rovnobeznu
s priemetiou v. Narys kruznice ottenia kazdého bodu je preto zhodny s touto kruznicou
a mé stred v bode, ktory je narysom osicatda p® (oddvodnite), t. j. v bodeps . Odtid’
vyplyva jednoduché konstrukcia narysovdoych poldéh bodovMy = k' n 7, (kde M °,
resp.k™ je ozna&enie ot@éenej polohy, resp. prislusnej kruznice datoialubovd’ného bodu
M (M Oa,M On); M je oznaenie roviny otdania boduM). (Obr. 24)

Obr. 24

2.Pédorysy rovin oté@ania jednotlivych bodov su priamky, odKig zrejma i jednoducha
konsStrukcia pédorysov otenych poléh bodov. Okrem toho je perspektivna @finotaania
roviny a do roviny 77 uréena osoupZa napriklad usporiadanou dvojicou boday, A°.
Citatel’ si mdze skontrolowa presnog konstrukcie pomocou konStrukcie samodruznych
bodov na priamkach, ktoré obsahuju strany trojuikali\;B,C,;, ako aj presveiit sa o
vyhodnosti navrhnutej vykonanej konstrukcie bezzuim perspektivnej afinity.(a1) - (a;).
Na obrazku je zostrojeny len samodruzny bod priafks; v afinitef.

" Mohli by sme pouiii sklapanie roviny kruznice do priemetnel ked’ sa metéda sklapania roviny moze javi
jednoduchSou, vdladom naf’alSie aplikacie budeme Ulohu riggiohodnutym spdsobom. Ukaze sa, Ze pri danej
polohe rovinya nie je potrebné zostrojogolomer otdenia ziadneho boddjm sa konStrukcia stane dokonca
jednoduchSou a préadnejSou (hlavne v pripade rovinnémaholnika s v8Sim p@tom vrcholov). RieSenie sa
pouziva v rieSeni Uloh o konStrukcii pfés Sikmych telies typu hranol — valec a naslednaetmy Sikmych
hranolov a valcov, aj s pripadnymi rovinnymi rezmi.
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4.3 Priamka kolma na rovinu a rovina kolma na prianku. Aplika ¢né ulohy

V kétovanom zobrazeni sme dokazali, Ze akrjamka kolma na rovinu, ktora nie je
rovnobezna s priemi@u, tak jej pravouhly priemet do priemetne je kolmg pravouhly
priemet hlavnej priamky roviny (viadom na zvolena priemet). V Mongeovom zobrazeni
potom plati:

Veta 4.3

a) Ak je priamkak kolma na rovinua, ktora nie je rovnobezna so Ziadnou z priemegrni,

tak plati: k, 0 *h, O k, O *h,, kde'h, resp.’h je hlavna priamka prvej, resp. druhej osnovy
roviny a.

b) Priamkak je kolm& na rovinua, ktora nie je rovnobezna s priés&ou x priemetniz v
prave vtedyked plati: k; O *h, k, O °h,, kde *h, resp.’h je hlavna priamka prvej, resp.
druhej osnovy roviny. *®

PoznamkaVzhladom na ufenie priamky v Mongeovej metdde je dosledkom boylweby
4.3 fakt, ze priamka kolma na rovinu je — v pripadeiny nerovnobeznej s priggecou x
priemetni — utena svojim poédorysom a narysom. Tym sa konStrugdemky kolmej na
rovinu v takejto polohe a spljucej d’alSiu predpisant podmienku zna zjednoduSuje.
Konstrukcia je s€ag’ou rieSenia uloh 4.5, resp. 4.6 (obr. 25, resp2Z§,

Uloha 4.5 Zostrojte vzdialenasboduA = (A, A,) od rovinya = ~ p“n?. (Obr. 25)

Obr. 25

RieSenie
Vzdialenog boduA od roviny a sa rovna ttke Uséky AR kde bodR je pata kolmice
prechadzajucej bodo# na rovinua. Odtid’ vyplyva nasledujuca jednoducha konStrukcia.

a) Rovinaa nie je rovnobezna s priamkou odkid’ vyplyva poda vety 4.3b jednoducha
konstrukcia priamkk (AOkOkO a). Plati: AO k (i=1,2)0k O pf Ok, O ng. Poda
poznamky za vetou 4.3 je priamkarcena.

b) BodR=k n aje pata kolmice z daného bodwna danu rovinu.

3 Specialne, za podmienok uvedenych v a), resplabiy g 0 a = k, O ps, ko Ong,respk0a - k Op?,
kz 0 n‘2’ .
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c)Zaver |Aal = AR

Konstrukcia priesmika priamky ks rovinou a, ako aj dZky useky AR sa pre
jednoduchot neuvadza. Na obrazku 25 je pouzita prva premigtamiina priamkyk (A: k [
A, A O 75 vbode b) algoritmu rieSenia a sklopenie tejtoimg do Urovnesr v bode c).
Priamkal =A n a je spadovou priamkou prvej osnovy danej rovinycilusme i vidite’na
polpriamku priamkyk so zg&iatkom R vzhladom na danu rovinu a na kolmé premietanie do
priemetnesz resp.v. Oddvodnite, pr& z nerovnost* > 2%, y* > y* vyplyva viditd’nog’
polpriestoru”aA, t. j. polpriamky”RAvV oboch pripadoch.

Uloha 4.6Zostrojte rovinua prechadzajiicu bodofa kolmu na dand priamia
[A=(A, A) a=(a, a)]. (Obr. 26)

|4S1=1A4al

Ob6 2 Obr. 27

RieSenie

Poda definicie je priamka kolm& na rovinua prave vtedy, ké je rovinaa kolmé na
priamku a. PretoZze dana priamkanie je kolm& na priegaicu x priemetni, mozno pri
konStrukcii roviny poZadovanych vlastnosti pauZietu 4.3. Rovina je dend dvoma
navzajom rovnobeznymi (ré6znymi) alebo réznobeznymamkami, preto sta zostrojt’
hlavné priamky oboch osnov roviny tak, aby prechadzali bodof Pri ozngeni hlavnej
priamky prvej, resp. druhej osnovy roviny poZadoidmn viastnostith, resp.?h plati:

ADO n %h, h Oa, °h,Oa, (i=1,2),t. j.a= ""h*h.

Na obr. 26 je zostrojeny i prigsék S roviny a s priamkoua a bodB, pre ktory je bod
Sstredom usiky AB. Okrem pbvodnej tlohy (4.6) je preto tento obrézibkstraciou rieSenia
nasledujucich troch uloh: — zostrojte priamku, &tprechddza danym bodofn je kolm& na
danu priamkuaaje stouto priamkou réznobezna (rieSenim jenpka “AS; zostrojte
vzdialenog bodu A od priamkya; — zostrojte bodB, ktory je siUmerne zdruZzeny s bodom
A pod’a priamkya. Urobte z&pis aj iného stereometrického rieSehi@b Uloh a presveéte
sa o0 vyhodnosti rieSenia pomocou roviny kolmej aaldpriamku.

V rieSeni tlohy 4.6, ak je dana zakladnicasistostrojt’ jednu z hlavnych priamok (i =
1, 2) incidentnu s bodoi® (konStruovana je hlavna priamka prvej osnovy rg\Eozngenim
h? a zostroji stopy rovinya. Tento postup ilustruje obrazok 27, na ktoromigéena uloha:
Zostrojte rovinu sumernosti danej dkg AB, t. j. rovinu, ktora prechadza stred@iseky
a je kolm& na priamku incidentnt s danowkee. Urobte podrobnejSi z4pis rieSenia.
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5 KonStrukcie obrazov zakladnych telies. RieSenigereometrickych uloh
o zakladnych telesach a plochach v Mongeovej metode

Piata kapitola aebného textu je zamerana na aplikaciu Mongeovepdyeha rieSenie
rozmanitych stereometrickych uloh o zékladnychsi@bh a plochach. RieSenie takychto tloh
si vyZzaduje — okrem dokonalého ovladania polohowychetrickych vlastnosti priestorovych
Gtvarov, ktorymi sa budeme zaob&rabezpéné ovladanie ich reprezentacie v Mongeovom
zobrazeni. Tato planovana zbierka rieSenych ulow geape svojho zrodu. Prw@ag’ bude
venovana zobrazeniu zakladnych telies a ploch, gu&tkym vo vSeobecnych polohach
vzh'adom na zakladné priemetrre v. Na za&iatku predstavime rieSenie len niektorych
Ltypovych* Uloh a zbierku budeme postupne obohatovasSeniami komplexnejSich
stereometrickych uUloh (vzajomné polohy priestordvyatvarov s rovinami a priamkami,
konStrukcie stynych a dotykovych rovin poZadovanych vlastnostinskaukcie suvisiace
s osvetlenim/premietanim, zobrazenie netrivialngcdvidelnych mnohostenov, dve sustavy
kruznicovych rezov kruZnicovej valcovej / kiibeej plochy a i.). Zbierku budeme dagt aj
vydarenymi Glohami, ktoré boli vypracované v raimakalarskych a magisterskych prac.

Uloha 5.1. Zostrojte kocku so stenoABCD v danej rovinea, ak je dany vrcholB'
protilahlej steny a vrchoh leZi v priemetnirr(pri $tandardnom ozxeni vrcholov telesd’).
Zobrazte riesenie, pre ktoré platl < x5. [Rovinaa je uena obrazmi stép”, n” a bodB'
svojim pédorysom a narysonBj, B,).] (Obr. 28b)

RieSenie
a)Stereometrické rieSenie ulohy

1. Konstrukcia vrcholB steny kocky v roving. Vrchol B je kolmym priemetom bodB' do
roviny a, teda priestnikom priamkyb (B'L] b Ob [0 @) s touto rovinou. (Obr. 28a)

Obr. 28a

2. Konstrukcia vrcholu ABodA lezi v rovinacha a 77 t. j. je bodom ich priegsaice a n 7=

p? a hranaAB kocky je zhodna s hrandB'. Pri konstrukcii v nakresni sa ukaze, Ze v rovine
a (pri zvolenom zadani) existuje prave jeden bogysta” roviny, ktory ma pozadované
vlastnosti v zadani GlohyB OBB Ox* < xP).

% 7a $tandardné povaZujeme také ¢emée vrcholov telesa, pri ktorom st spojnice roveanych vrcholovA,
A’; B, B, ald.) kolmé na rovinu stenABCD. Priamky utené tymito dvojicami vrcholov budeme ozpaa’

rovnomennymi malymi pismenamj b, c, d. Takéto jednoduché oztenie je vyhodné hlavne pri zloZitejSich
lohach (v porovnani s prave rieSenou tlohou).ohélsme pismenodhoznaili dizku hrany kocky.
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3. Konstrukcia Stvorca ABCD v rovine V rovine a existuju prave dva Stvorce so spoiou
stranouAB. Uloha ma dve rieSenia, zobrazitudovd’né z nich.

4. Konstrukcia vrcholov AC', D', protilahlej steny telesaHranyAA, CC', DD’, su suhlasne
rovnobezné a zhodné s hrar®s .

5. Ur¢enie viditénosti hran telesa viadom na kolmé premietanie do rovinv.

b)RieSenie ulohy v nakresni
1. Pre podorys, resp. narys priamiyB'0 b Ob O a) plati: B Ob {(=1,2),b O p7,b, Ong.
Priamkab je vziladom na polohu rovinyr urcena b = (by, b,)). Konstrukcia priesaika
priamky b s rovinoua je jednoducha polohova uUloha. V rieSeni na obré&&isme pouzili
druhu premietaciu rovind priamkyb (b 0 A 0OA O v). Potom:

bna=bnAna=bnl=8B,
kde | je krycia priamka priamky leZiaca v rovinea (b, = A, = I,) aje utena svojimi
stopnikmiP',N' . Pédorys bod® zostrojime na zéklade incidencie bdgla priamkamb, |;
konStrukcia jeho narys; je trivialna.Zaver. B = (By, By,).
2. Konstrukcia vrcholu Ae metrickou ulohou v roviner (vysvetlite). RieSime ju pomocou
perspektivnej afinity otéania danej roviny do niektorej z priemetni. Pousiihe otdenie
roviny a do priemetnez Pod’a vety 4.1:

~EXistuje pravouhla perspektivna afinta(a1) — (ao) urena osoup? a usporiadanou
dvojicou bodowBy, B, = f(B,), kdeB, je pddorys otéenej polohy bod®.“ *°

Rovina ot&ania boduB je rovinax (B O « 0 x O p“), polomerr® ototenia boduB
zostrojime pomocou sklopenia tejto roviny do priemeer (r® = |Bp? | = [BP®|, kdesje
spadova priamka prvej osnovy roviny prechadzajuca bodorB). Na obrazku 28b je
vyznaseny pddorys sklopenej pololtgsti kruznicek ® ot&ania bodwB a v sklopeni rovinyr
je zostrojena i ttkad Useky BB. +*

Pre podorys otenej polohy bodW plati: A, 0 p? (pZ = pf), [BosAo| =d, X* < x2 *?; bod
vyhovujuci tymto podmienkam je prave jeden. Preysd&oduA z podmienky jeho incidencie
s priemetiou r7vyplyva: A, 0 77, (75, = Xi»).

3. Konstrukcia StvorcaABCD v rovine a. Namiesto konsStrukcie podorysu &mej polohy
StvorcaABCD st&i zostroji’ pbédorys otéenej polohy jeho stred8 Trojuholnik ABSje totiz
pravouhly rovnoramenny s pravym uhlom pri vrch8]€o plati i pre pédorys jeho atenej
polohy. (Vysvetlite kon&trukciu bod®,.) Na konstrukciu pédorysu bodi(S, = f%(S,)) sme
pouzili samodruzny bod priamkg,S v danej afinitef (P = ~B,S, n pf =RB" (u = “BY).
Bod Sje stredom sumernosti StvorcdAG9 = BDS = — 1), odkid vyplyva, Ze Stvoruholnik
ABiCD; je rovnobeznik so stredoi§ (i = 1, 2). (Vysvetlite!) BodS, mozno zostroji

v l'ubovd’nej z polrovin rovinya s hranicou v priamké AjB,, preto ma uloha dve (navzajom

9 Bod B,, resp. rovinné polea) by mali ma spravne ozngnie 8,), resp. (f)).. Ide o pddorys bod@,

a o pddorys otienej polohy rovinného fa (a) v prislusnom ot&eni roviny a do priemetnerz V zaujme
zjednoduSenie oziania od tohto zapisu upi@me. To isté bude plétpre pédorysy sklopenych poléh bodov
v sklapani roviny do priemetne. (Pozrite si namiefu pddorysov bodov/Utvarov v Gvode prvého paahgy

41 Z kolmosti priamkyb na rovinua vyplyva i kolmos priamky b na spadovi priamka Obe priamky leZia

v tej istej premietacej roving, teda tato kolmassa prejavi aj na podorysoch ich sklopenych poldsk(openi
roviny « do priemetner). Skontrolujte si tuto kolmd'spri rieSenid’alSich analogickych uloh zo zbierky uloh
venovanych zobrazeniu zakladnych telies (ide oyiloledené uz v metdde kétovaného zobrazenia).

42 yyznatena polpriamka na zékladnici (obr. 28b) je sthlasveobezna s kladnou polpriamkou suradnicovej
osix. O vd’be bazy ortonormalnej suradnicovej sistavy v Momgemetdde sa hovori v prvom paragrafe textu
(poznamka 1.2).
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zhodné) rieSenia. V zaujme ptaknosti sme vybrali rieSenie, pre ktoré sa podotgsene]
polohystvorcaneprekryvas podorysom Stvorca (rovnobezniB,C,D, a Stvorec A,B,C,D,
lezia v navzajom ogaych polrovinach nakresne s hranicq@f ). Narys boduB lezi na

naryseu, = BB, priamkyu.

v

Obr. 28b

4. Pre vrcholyA', C', D' protilahlej steny kocky ku stene v rovimeplati:
AA 11 BB'+1+ CC' 1+ DD' DAA OBB' JCC' UDD’, odkid’ vyplyva:
AA 1+ BB +1 CC ++ DD D AA OBB OCC ODD/ (i=1,2)
5. Urcenie viditénosti hrén telesa v oboch obrazoch

a) Viditdnog’ hran telesaszzWadom na kolmé premietanie do rovimg HranaBB' je
kolm& na rovinua aplati 2" > 22, o znamena, Ze polpriestotaB' je vidite'rnym
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polpriestoront® Rovina stenyABCD je rovnobeZna s rovinou rovnomennej steny s indexm
sciarkou, odkid vyplyva vidite&’'nog’ stenyA’'B'C'D' a tym vSetkych jej hran. StedeBCD
viditeI'na nie je; viditéné su z nej len hrany patriace prislusnému obr@rmsa‘f“ t. . hrany
BC aCD. Vrchol A nie je viditény, pretoZze nepatri do obrysu telesa (adom na kolmeé
premietanie do rovinyd, teda ani tretia hrana nim prechadzajua'j viditel'na nie je.
V&etky zvy$né hrany telesa (kolmé na rovins( viditéné. *

b) Vidite&’nog’ hran telesarzzivadom na kolmé premietanie do rovimysa uti celkom
analogicky a nechava gaatel’ovi.

Uloha 5.2. Zostrojte obrys giovej plochyG = (S r) v rovnobeznom premietani, ktoré je
uréené osnovod |°} (I° je premietacia priamka stredu I'gwej plochy a ma vseobecnu
polohu vzitadom na priemetng V), ako aj rovnobezné priemety plochy v tomto preamé
do oboch priemetnfz v. %°

RieSenie
1. Premietacim Utvarordanej gliovej plochy je rotény valcovy priestol s osou v priamke
1°. K nemu prisludni valcovi plochu oznae V (dotykovy premietaci Gtvar ploch).
Obrysom gtibvej plochyG v premietani s osnovdu °} je prienik plochG aV; prienikom je
hlavna kruznic& guovej plochy leziaca v rovine kolmej na priamku (Obr. 29)
2. Pod’a ulohy 4.2 jek, elipsa so stredon, a hlavnou osouAB, na pddoryse hlavnej
priamky *h prvej osnovy rovinya (SO a O a O 1°) a plati |AB,| = 2. Analogicky jek,
elipsa so stredonS, a hlavnou osowK,L, na naryse hlavnej priamk$h druhej osnovy
roviny a (|[K,L,| = 2) 47 Ved'ajsiu os elipsyk,, resp. k, mozno doutit pruzkovou
konstrukciou (Uloha 4.74]) pomocou boduK,, resp. A,; ozn&me ju C,D,, resp. M,N,.
Zaver k= (k;, k;), k = (AB;,C,D,), k, = (K,L,,M,N,).
3. Vidite/nog’ obrysu k giovej plochyG

a) Viditelnog’ kruznice k vztadom na kolmé premietanie do rovimy. Vzh'adom na
kolmé premietanie do rovinyr je z danej giove] plochy viditéna jej polplocha

v polpriestorez = z°. Z nerovnostiZ® < Z° vyplyva, Ze je viditéna ta polkruZnica kruZnice
k s krajnymi bodmA, B, ktora neprechadza boddt(t. j. prechadzajluca napr. bodd@n

b) Vidite/nog’ kruznice k vztadom na kolmé premietanie do rovinyzhradom na kolmé
premietanie do roviny je z danej gtovej plochy viditéna jej polplocha v polpriestong>
y>. Z nerovnosty” > y° vyplyva, Ze je viditéna ta polkruZnica kruznides krajnymi bodmi
K, L, ktor4 prechadza bodof

“3 Tento fakt je zrejmy z polohy narysov oboch boddvedeny viahgitame: stradnicaboduB' je vaSia nez
suradnicaz boduB.

“4 Obrysom kockywzh’adom na kolmé premietanie do rovimje uzavreta lomenéiaraBCDD A'B'B. Na&rtnite

si ju farebne na stereometrickom znazorneni sikugoi vdnom rovnobeznom premietani (obr. 28a). Pretoze
Ziadna stena telesa nie je prvou premietacou royigoobrys kocky vzorom obrysu jej priemetu (digb).

“>Hrany su viditéné, pretoZe su viditeé oba krajné body kazdej z nich.

“®|de o aplik&nu Glohu k téme o obraze kruZnice v Mongeovej net@gej rovnobezného priemetu (Sikmého)
do priemetniz v ([4]).

" Z kolmostil® O a vyplyva: I°0'h, 017 0°h, (veta 4.3)k je hlavna kruznica ploch@ = SO *h n *h.
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4. Rovnobeznym priemetom Bavej plochyG do roviny 77v danom rovnobeznom premietani
je elipsak’ =V n mso svojim vnutron?® Ohniska elipsyk’ st poda vety Queteletovej-
Dandelinovej [4]) priemety krajnych bodov priemer® P gu'ovej plochy, ktory je kolmy
na priemetu /ra vedajSia os tejto elipsy je zhodna s priemerom daunkggej plochy. Odti&
vyplyva, Ze vetlajSou osou elipsK' je Us€ka AB" (AB || 7= AB' ||AB, t.j. AB' OAB).
Elipsa k' je ved’'ajSou osou a ohniskamiaena. Navy3se bod\P leZia na prvej premietace;j
priamke stredis plochy, odki# vyplyva, Ze Sikmo premietacie priamky tychto bodako aj
bodovC, D lezia v tej istej prvej premietacej rovide(1°0 A 0 A O 7). Pretoze priamkAaB
(hlavn& priamka prvej osnovy roviny kruznicek) je kolm& na rovinu, je Usé€ka C'D’
hlavnou osou elipsk’ .*°

Obr. 29

Analogicky je rovnobeznym priemetoml'guej plochyG do roviny v elipsak” =V n v
so svojim vnutromCitatel’ si samostatne méZe doplmpoznatok o ohniskach elip/ a jej

“8 Rovnobezné priemety vSetkych bodoviauej plochy G do roviny 77 sa bud( ozrn@mva’ rovnomennym
pismenom s jednotiarkou vpravo hore, premietaciu priamkubovd’ného bodiR budeme ozrmva’ IR. (Plati

teda: bodR = 1% n 77je prvym stopnikom premietacej priamky bdel

49 Odtia’ vyplyva o nigo zloZitejSia konstrukcia bodd®, D, no krajSia, nez ta, ktord sme pouzili. Ba@yD su

dotykové body tvoriacich priamok valcovej ploc¥ys danou giovou plochou (leziacich v roving); sa to teda
dotykové body priamoK’, I° s kruZnicouG n A. Konstrukcia sa pouZiva pri zloZitejSich tatach plochéach.
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hlavnych vrcholoch. (Priemety Gtvarov do rovimyv danom rovnobeznom premietani su
oznaené dvomaiiarkami vpravo hore; ohniska elipd/ st oznaené 'F" (i = 1, 2).) Na
obrazku 29 je ozrigné len viditéné ohnisko vzfadom na rovinuz
5. Okrem toho plati:

a) Medzi elipsanki,, k; je vz'ah perspektivnej afinitl ktorej osou je priamkaa(n 73, =
pa, pricom obrazom bod§ je bodf(S) = S . (Odévodnite.)

b) Medzi elipsamk, a k; je vz’ah perspektivnej afinitg s osou v priamked nv),=
ng, pricom obrazom bod, je bodg(S,) =S .

c) Medzi elipsamk; a k; je vza'ah perspektivnej afinitii s osou v zéakladnici,,, pricom
h(S)=S;. (Odbvodnite.J° !

Uloha 5.3.Dana je sikma kruznicova valcova plocdfiairéujiicou kruznicolk v priemetnisz
a osow. Zobrazte druhu sustavu kruznicovych rezov tejpaipy.
RieSenie

a)Stereometrické rieSenie
1. Obrysom plochy vzhadom na kolmé premietanie do roviryresp. do roviny su dve
tvoriace priamkya, b, resp.’t, %t plochy, ktoré leZia v jej dotykovych rovinach kolah na
priemetiu 77 resp.v ([1]). Obrysom kolmého priemetu plochy do rovimgu preto dotnice
uréujucej kruznicek valcovej plochy, ktoré su rovnobezné s kolmym mpeéom 0 osi 0
plochy do priemetner >? (Obr. 30a)

/S, /

Obr. 30a Obr. 30b

Jednou sustavou kruznicovych rezov plovhjg mnozina vSetkych rovin rovnobeznych
s rovinou 7z Ak existuje druh& sustava kruznicovych rovinnyekov plochyV a oznéime
k' (k'O B jednu z kruznic tejto sustavy, tak su kruznicés 7n V) ak'(=8n V)
navzajom zhodné. Zhodnostné zobrazenie euklidoskgtestoru, v ktorom su vsSetky

% Konstrukcia je formalne totoZna s konStrukciouniiza viastného tiga a hranice hodeného i@ guove;
plochy vrovnobeznom osvetleni; odliSfiospaiva — hlavne, ale nielen — v rozdielnej terminolG@orii
premietania a osvetlenia. Zakladné pojmy tedrieetdemia mozno nafsv [3].

> Dopliite do obréazka obrazy stép roviny kruznicea =~ ‘h’h).

*2 |de o prvé stopy spomenutych dotykovych rovin.dieazku je ozngena jedna z nich (roving). PretoZe ide
0 prvl premietaciu rovinux( O 73, plati: K =a (prizok nad znakom Gtvaru ozuge v tomto ilustranom
stereometrickom obrazku kolmy priemet Utvaru damgvr(v sulade s kapitolou 1).
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tvoriace priamky danej valcovej plocMysamodruzné a ktoré nie je posunutim, je sUmeérnos
f pod’a roviny, ktor4 je normalovou rovinou plochy (kolma os plochy). Roving7) = £,
ktora je simerne zdruZzend s rovinepod’a l'ubovd’nej normalovej rovinyr plochy, pretina
plochu v kruzZnici patriacej do druhej sustavy krgdmych rezov plochy. Situacia je

znazornena na obrazku 30b (v kolmom premietanodimy kolmej na priesicu p? = 7n
a).

O)dtial’ vyplyva nasledujtica konstrukcia (bod 2.

2. Konstrukcialubovd’nej normalovej rovinya (a O 0) danej valcovej plochy a bod8 =
a n o. (Je zrejmé, Ze bo8 nema Ziaden suvis s ,prizkovanymi“ bodmi na oba.B

3. Konstrukcia rovinyB sumerne zdruzenej s rovinarpoda roviny a. Rovinaf prechadza
priesénicoua n 7 (= p* = p*) a napriklad bodon® (S = f(S)), kde bodSje stredom
kruznicek. (Bod S je stredom usky 5'.)

4. Zobrazenie kruznicovéhrezuk' = n V.

5. Ur¢enie viditénosti kruznidk a k' plochyV.

RieSenie Ulohy v nakresni

1. Obrysom pbédorysu plochy st poddorysya;, by tvoriacich priamoka, b plochy v jej
dotykovych prvych premietacich rovinach,(b; si dotgnice kruZznicek; rovnobeZzné
s priamkouwo;.) Ozn&me:a n k=A, b n k=B. Analogickyobrysom narysu plochsti narysy
tvorlaC|ch priamoKt (i = 1, 2) plochy v jej dotykovych druhych prengetch rovinachr ('t O

't, 't || 0). Odtid® vyplyva, Ze podorysné stopy rovin su doty?nlce kruZnicek kolme na
priemetiu v; ich dotykové body s kruZnicdust oznaené'T =k n 'z. Potom'T, (i = 1, 2) st
krajné body narysk, kruznicek. (Obr. 30c)

2. Konstrukcialubovd’nejnormalovej roviny plochy
a0o=pr 0o 0ng 0o, a=pns

Priesénik priamky o s rovinou a je zostrojeny pomocou druhej premietacej rovihy
priamkyo (0 n a=0on (A n a) =on | =29S), kdel je druh& krycia priamka priamky
ovrovinea (I = W). Potom:l; n 0; = S; kontrukciu narysu bod$ si citatel moze
doplnit sdm (na dorieSenie tlohy ho nebudeme potradozaver S=(S,S,).
3. Pretoiqf = p“, st&i zostroji’ jeden bod roviny3 neleziaci na jej prvej stope. Zostrojime
bod S', ktory je sumerne zdruZzenym bodom so streddknuZnicek pod’a roviny a. Pre
tento bod plati: ( 8S)=-1 (bod S je stredom Gsky S5'). Ide o afinni vlastnas
rovnobezného premietania, preto aS$S)=-1 (i = 1, 2). Tento fakt sme pouzili na
konStrukciu pddorysu bod5 . Na konStrukciu jeho narysu &tapouzi' odpovedajlicu
ordinélu a incidenciu bod s osouo plochy. Zaver S =(S, g’),ﬁ:ﬁ;. Do druhej

sustavy kruznicovych rezov plochy patria vSetkyimoe rezy plochy rovinami, ktoré su
rovnobezné s rovinof.

4.Zobrazenie kruznice'k fn V
Pddorys kruznicd' zostrojime na zaklade désledku 2 vety k8hmého textii4]. Poda
nej existuje perspektivna afinitd: k; ki, ktord je utena osou £ n P = p’

*3 Kruznicu druhej ststavy kruznicovych rezov mozoetmji’ i pomocou giiovej plochyG so stredom v bode
Sa hlavnou kruZnicou v kruznidk. PotomG n V = k O 'k, kde kruznica'k patri do fiadanej sustavy
kruznicovych rezov.
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a usporiadanou dvojicou bodds, S. Nech A;B;, C:D1 su navzajom kolmé priemery
kruznice k;. Odtid’ vyplyva, ze AB;,C.D; (‘f:AB, CD, — AB|,CD;) su zdruzené
priemery pddorysik, kruznicek' .>* ZrovnobeZnostpriamkyA;B; sosouafinity 'f vyplyva:
AB [|AB1, AB OAB; a AB/,CD; su osami elipsyk;. Na konstrukciu narysov bodaV,
resp.D’ sta&i pouzt’ incidenciu tychto bodov s prisluSsnymi tvoriacintigmkamia, resp.d
plochy, ktoré prechadzaju bodj resp.D. (Na obrazku je ozgana len priamka = ~ AA).

%> Okrem toho je priamka A'B' (=h”) hlavna priamka prvej osnovy rovig/(prechadzajiica
bodomS'), t.j. AB, O h?. Zaver k' = (k], k}).

Obr. 30c

5. Vidite/nog’ kruznick, k' plochyV

a) Vidite/nog’ vziladom na kolmé premietanie do priemetne

Vidite’'né su tie tvoriace polpriamky zobrazenej polplochiochy V (v kladnom
polpriestore s hranicow), ktorych poédorysné stopniky lezia na polkruZnigiuznice
k patriacej obrysu pédorysu uvazovanej polplochipodov kruZnicek su tedaviditel'né body

> Na konstrukciu bodD! sme pouzili samodruzny bodpriamkyA;D; v afinite .
% Zrejme platiAA ||DD' |lo= AA|ID.D/ |0 (i=1, 2).
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polkruznice s krajnymi bodnmA, B prechadzajucej bodo@. PretoZe suradnicabodu S' je
menSia nez suradni@bodu C', viditelné su body tej polkruznice s krajnymi bodwi, B',
ktora prechadza bodo@' (polkruznica kruznic& prechadzajica bodom’ viditel'na nie je,
pretoZe nie je viditna tvoriaca polpriamka DD’ uvaZovanej polplochy).

b) Vidite/hog’ vzhladom na kolmé premietanie do priemetne

Analogicky suradnicgy bodu D je va&Sia neZz suradnicg bodu S teda je viditéna
polkruZnica kruZnicek s krajnymi bodmi'T, ?T prechadzajica bodor®; odtid’ vyplyva
i viditelnog’ tvoriacich priamok plochy, ktoré pretinajua tutolaznicu. Doésledkom je
viditelnog’ tej polkruznice kruznicek' s krajnymi bodmi'T’, ?T’, ktora prechadza bodom
D'. Dotykové body 'T, elipsy k, s obrysom narysu plochy sd nérysmi priesmikov
tvoriacich priamok't s rovinouB ('t n = 'T") (i = 1, 2). Najprv zostrojime ich pddorysy
'T, ako obrazy bodoVT; v pravouhlej perspektivnej afinité z bodu 4 rieenia ulohy, t. j.
T = 'f (Ty; vrieeni sme pouZili samodruzny bod friamky ~*T,T,. Konstrukcia
narysov bodovT' je trividlna a nechava s#tate’ovi.
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6 Mongeovo zobrazenie (céenia)

1. Dané su bodw, B, C, D. a) Ukite kvadrant, do ktorého patri kazdy z nich; b) de
body M, N tak, abyM O 1, N O v; ¢) Zobrazte priamkwy, b, ¢, d incidentné v danom
poradi s bodmA, B, C, D tak, aby:alO zb O v,cOx(cl,clv),d Il x V ktorom
pripade nie je priamka &gna svojim pédorysom a narysom? (Obr. 1)

A
Zy °A2
Coo 2Py,
___°D S
yZZZI OBl X2 -
6 M, o
A° C:
Vi °B,
v
Obr. 1

2. Dourite priamkyb, c, d, etak, abyb O zcUO v, d 11 70D O d, ell vOE 0 e a zostrojte
existujuce stopniky priamak b, c, d, e. (Obr. 2)

a,

Obr. 2

3. Dourite priamkul tak, aby lezala v danej roving. Ako by ste rieSili dlohu, ak by
niektory zo stopnikov priamkyv Ulohe 3a) alebo 3d) bol nedostupny? (Obr. 3a)- 3

o
n,

s

Obr. 3a

pr

Obr. 3b Obr. 3c
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a

I n, I‘l;

X2

v

[

o

Obr. 3d Obr. 3e

. Zvolte si obrazy troch nekolinearnych boddy B, C. Zostrojte trojuholnik'A 'B 'C
zhodny s trojuholnikomABC, uhly zhodné s uhlami priamok obsahujucich strany
trojuholnikaABC s priemetami a obraz jehéaziska.

. Zobrazte dvojice rovnobeznych, r6znobeznych a menofich priamok (vo vSetkych
osobitnych polohach v¥fadom na priemetne).

. Zobrazte rovinyzz v, 7(MO 7, f 1, v(MOV, vV nv,a@0da, almn, L@0OB L
Ov), y(@O ¥ yll X) azostrojte existujuce stopy rovin. (Na konStiukpouZite oba
obrazky.) (Obr. 4)

a» a»
M2 M2

X12 X12

M, e Mo

Obr. 4

. Dourite bodM tak, aby lezal v danej roving (obr. 5a — 5f). a), byy = “ab; ¢) a =

“ABC, d) rovina je wena spadovou priamkou prvej osnovy; €) rovina jéend
spadovou priamkou druhej osnovyj ) a, a 11 x. *°

. Vo vSetkych pripadoch z predchadzajacej ulohy bgistrv rovine a hlavné priamky
oboch osnov.

% poznamkav pripade, ké sa v zadani Glohy nevyskytuje zékladnica, danyzigy smer ordinal (plati to aj
pre vSetky nasledujice ¢enia).
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° G
Azo .
Ao
: G
M (g,
Obr. 5a Obr. 5b Obr. 5¢
M2 ° [,
1S2
1 ll °
Sy M,
Obr. 5d Obr. 5e Obr. 5f

9. Zostrojte rovinu prechadzajucu boddviha rovnobeznu s danou rovinauobr. 6a — 6d).
b)I O aOa||x; c) Rovina je ufena spadovou priamkou prvej osnovyady ~ab, a ||b.
V pripade 6d vyuZite priegeicu roviny a s rovinou totoznosti. Pri nezvolenej zakladnici
rovinu ugite dvomalubovd’nymi priamkami; v pripade a) zostrojte jej stopy.

M,
's/

Obr. 6a Obr. 6b Obr. 6¢

o
12
M,

M, 1
: §
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10. Zostrojte priesénicu rovina, B (obr. 7a— 7e); by O 17, ¢) B|x; d) X7 = XF: e) a ||x || B

n> n‘;
X12 i’
B
al pl o
P
Obr. 6d Obr. 7a
"
2
ne ny ns
ny
X12 X1 5 ' XS >
Py

o

pl i p! P!

Obr. 7b Obr. 7c Obr. 7d
nt
ns
X 12 i’

P
pi

Obr. 7e Obr. 8a Obr. 8b

11.Ur¢ite vzajomnu polohu priamkg s rovinoua (obr. 8a — 8f). by ||x; c)a||x, a ||x, 1 O
a, d) a ="kl (k||1); e) rovinaa je ukend spadovou priamkou prvej osnovyaf)| x,
rovina a je ukena spadovou priamkou druhej osnovy. V pripadetentse spoléného

40



bodu zvyraznite vidina polpriamku priamkya vzhladom na rovinua (vzhladom na
kolmé premietanie do oboch priemetra v).

Obr. 8c Obr. 8d Obr. 8e

2\

Obr. 8f Obr. 9a Obr. 9b

12.Zostrojte prigku mimobeZznych priamola, b rovnobeznu s priamkol (Obr. 9a, 9b;
v pripade 9b) je priamKarovnobezna s priamkou= 77n v.)

13.Zostrojte priegku mimobeznych priamok, b prechadzajucu bodo = (M1, ?), ktory
lezi v rovine totoznosti. (Obr. 10)

AIZ

Obr. 10 Obr. 11a Obr. 11b
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14.Zostrojte priesek rovinnych oblasti s hranicamirojuholniku ABC a rovnobezniku
MNPQ. [A(O; j; 8)), B(4j; 6j; 0), C(—4.5j; J; 1), M(=2j; 8]; ]), N(5,5j; 4j; 3)),P(; j; 7))]

15. Zostrojte priesek rovinnych oblasti s hranicamiojuholnikochABC aDEF. a) A(-2j; j;
1), B(O; 4j; 5)), C(3j; 2j; 2j), D(=2j; 3j; 4i), E(3]; 0; 5)), F(0; 5j; 0); b)A(=4j; 1,5j; ), B(4;
2,5}; J), C(=j; 7j; 5j), D(-5,5j; 4,5]; 2,5)) E(5]; 6]; 0), F(0; 0; 6j)

16.Dourite priamkua tak, aby prechadzala danym boddma bola rovnobezna s danou
rovinoua; a)a="pn?;b)a="bcc)a||x0l Oa; d) al  (Obr. 11a — 11d)

o
1,

X12

Py

Obr. 11c Obtd Obr. 12a
17.Zostrojte priesénicu roviny a@ s rovinou totoZznosti a v pripade zvolenej zaklaeemn
i pries&nicu s rovinou simernosti. &= “p°n“ b) a||x; ¢) a= "ABC d) a||x Ol O a;
e)al i f) adx (AKk nie je priesénica ugena pédorysom a narysom, déte ju

dvojicou jej bodov.) (Obr. 12a — 12f)

B> °
n;
Az o
S ? C2
X1 -
A,° e
pr éBl
Obr. 12b Obr. 12¢c
[,
xlz Xp
> "
/, o Q=0
Obr. 12d Obr. 12e Obr. 12f
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18.Dourite priamky a, b tak, aby prechadzali bodow a jedna z nich bola rovnobezna
s rovinou sumernosti a druha s rovinou totoznasti ¢, b || 7). (V pripade, ak priamka
a/b nie je utena pédorysom a narysom, treba ju dout’alSim bodom. (Obr. 13a — 13c)

7 | 4,
A o A,
BN
a,=b, a=b, A, a,=b,
Obr. 13a Obr. 13b Obr. 13c

19.Dané su priamkg = (?,a) (a1 ||az), b = (b1, by). Zostrojte pries#icu rovinya (b O a O
a ||a) s rovinou totoznosti. (Obr. 14)

Obr. 14 Obr. 15

20.Zostrojte priamku, ktora prechaddza bod®m je rovnobezné s danou rovinau= ~ab
(a||b) a pretina priamkm. (Obr. 15)

5

\

a, | Al Bl al

Obr. 16a Obr. 16b Obr. 16¢
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21.Zostrojte dzku Uséky AB a uhly zhodné s uhlami priamkyB s oboma priemaami.
(Obr. 16a — 16e).

1 4> 55
A,=B,
B> 5>
B, IBl
Al Al Sl Sil
1

Obr. 16d Obr. 16e Obr. 17a Obr. 17b

22.Zostrojte uhly zhodné s uhlami rovimys oboma priemaami. V a), b) je rovina d@ena
spadovou priamkou (prislusnej osnovy)iack “ab; d) a ||x O O a; e) a ||x. (Obr. 17a
—17e)

v

X12

/
\
Obr. 17c Obr. 17d Ohre

23.Zostrojte uhol zhodny s uhlom priamakb (obr. 18a — 18d); kg ||v; c)a O 7, d) a || x

% )
b,
b,
a,
b,
a g /

Obr. 18a Obr. 18b Obr. 18c
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24.Zostrojte uhol zhodny s uhlom rovin S (obr. 19a—19d); ay 0 z SO v; b) a O 1 S|
X, c)al[x||B; d)B="ab.

b,
n
a2 ﬂZ
X12 -
a,
> a/ pf /

Obr. 18d Obr. 19a Obr. 19b
nt a, b, ny
n S

> Xlzl
X12
Pt
“ a, b,
P D
Obr. 19c Obr. 19d

25.Zostrojte vzdialenaspriamoka, b (obr. 20a — 20c). (V a) i b) ide o rovnobeZzky.)

AN

a,

A

A bz az

Obr. 20a Obr. 20b Obr. 20c
26.Doucite obraz obi#nikaABCD (AB ||7). (A= (A1, A2), B= (B, ?), C = (?, @) (Obr. 21)

27.Dourite obraz Stvorc®&BCD, ak AB || ;ra stranaBC je rovnobezna s danou priamkbu
(A=(A1, A2),B=(B1, ?), =(?,1,)) (Obr. 22)
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AQ?

Az o 12
Al\ / ’
B, A

Obr. 21 Obr. 22

28.Zostrojte rovnostranny trojuholnikBC O a (a O v). Ulohu rieSte pomocou atenia
roviny a okolo hlavnej priamky prvej osnovy do polohy robednej s priemébu 7z
(Zvorte si hlavnu priamku prechadzajucu bodam(Obr. 23)

Bz

A, o I B,
B
R
B1 \B A[
1
Obr. 23 Obr. 24a Obr. 24b

29. Zostrojte rovinu sumernosti (8ey AB (obr. 24a — 24c). (V c) plathB || 77.)

A,

B,

Obr. 24c Obr. 25a Obr. 25b
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30. Zostrojte vzdialenasboduM = (M1, M) od danej rovinyr (obr. 25a, b); ajr= "ab, a ||

b; b) a||xOI O a; ¢) aO . V poslednom pripade si bod a rovinu bteov'ubovd’nej
vSeobecnej polohe (stopami) tak, aby neboli indit&n

31.Zostrojte vzdialenasbodu M od danej priamkya (obr. 26a — 26¢); ba = “AB; ¢)
Priamkaa je rovnobezna prave s jednou z priemetni — obraamgy a bodu si z\ite
I'ubovdne tak, aby bod nelezal na priamke. Ulohu rieStevdv spésobmi.

4,
OZM1
B, I
4, M:
B,
Obr. 26a Obr. 26b

32.Zostrojte bod sumerne zdruzeny s danym boddmod’a danej priamky. (Obr. 26a —
26c¢, zadanie je zhodné so zadanim Zesvin 31.)

33.Zostrojte priamku, ktora prechadza danym boddimms prieméatami 77 ¥ ma v danom
poradi odchylky a) 30°, 45°; b) 60°, 30°; c) 608°.70braz bodA = (A1, Ay) si zvdte
l'ubovd’ne.

34.Zostrojte rovinu, ktora prechadza danym bodéma s priemetami 7z v ma v danom
poradi odchylky a) 60°, 75°; b) 30°, 60°; c) 450, .3

35. Zostrojte rovinu sumernosti rovim £. (Obr. 27a, b)

B
n;

B
n;

3
X12

v

X12

Obr. 27a Obr. 27b

36.Dan& je hranolova plocha osom= ~SL a ukujucim pravidelnym Se'siholnikom
ABCDEF v rovine 77 so stredomS. Zostrojte 'ubovd’ny normalovy rez tejto plochy
a utvar zhodny s rezovym-uholnikom. V pripade a) zostrojte a#ipgednu rovinu
z druhej sustavy rovinnych rezov plochy, ktoré savgelnymi Setuholnikmi.[a) S—6;;
3,5]; ?),L(0; 3,5j; 3j), A(=3,5]; 3j; ?); b, A ako v a)L(0; 6j; 3j)
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37.Ulohu 36 vyrieste pre kruznicovd valcovi plochur&ujlicou kruznicolk so stredom S
v rovine 77a osow. Polomer kruznicé si zvd’te l'ubovd’ne. V pripade a) zostrojte aspo
jednu kruznicu z druhej sustavy kruZnicovych reptmchy.

o a0,

38.Zobraztel'ubovd’na kruznicu so stredoi@v rovinea. a)a = "p'n“;b)ad v; c) a||x
(obr. 28a — 28c).

a
n;

o S2
xlz\ X1 -
s°
Di
Obr. 28a Obr. 28b
n5
°s, A,
o}\4l
B,
> I °M,
X1z A
B,
P
Obr. 28c Obr.29

39. Zostrojte drahu bodM pri rotécii okolo priamkya = = AB. (Obr. 29)

Ulohy na konstrukcie zakladnych telies RieSte v Mongeovej metode Glohy 1 — 16 uvedené
v zavere cuieni vmetodde kétovanéhmbrazenia
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