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ABSTRAKT

Petra Klenkova: Stereometria — elementarna geanetjrozmerného euklidovského
priestoru, Diplomova praca, Univerzita Komenskéhbakulta matematiky, fyziky
a informatiky, WWitel'stvo vSeobecnovzdelavacich predmetov Matematika eskiiptivha

geometria.

Veduca diplomovej prace: RNDr. Zita SklenarikovdhDP, Bratislava: Fakulta

matematiky, fyziky a informatiky UK, 2006.

PredloZzend diplomova praca je venovana vybudovadlkladov stereometrie —
elementarnej geometrie trojrozmerného euklidovskétiestoru Hlavnym ci€om prace —
okrem prelibenia stredo3kolskéhaiva — bolo usporiadanie stereometrickych poznattov
systému, a to vduchu syntetickej vystavby planimmet/ webnom texte ,Elementarna
geometria euklidovskej roviny* [15]. Zakladom sppaania je didakticka transpozicia
axiomaticko — deduktivnej metdédy v geometrii. Viesdti stereometrickych pojmov a
objektov, i metddy rieSenia stereometrickych Uldfjaguje mnozstvo prikladov a agni
v zavere tretej a Stvrtej kapitoly textu. PretoiSenie stereometrickych uloh predpoklada
osvojenie si poznatkov o zakladnych telesach ahgiclt, vratane ich zobrazenia va’mom

rovnobeznom premietani, zaradili sme tieto pozndtkgaveru diplomovej prace.



PREDHOVOR

Stereometria alebo elementarna geometria eukligdwsk priestoru E; je
neodmysliténym zakladom, prvym stavebnym kaifoen pre Stadium zobrazovacich metod
deskriptivnej geometrie. Nesporna je jej dbolefitesstudiu technickych a prirodovednych
disciplin, v maliarskom umeni, socharstvef.ano mala by sa stasamozrejmou vybavou
kultirnehocloveka. Prvym krokom k dosiahnutiu tohotol@ge vychova buducich¢itel'ov
matematiky, najma stredoSkolskych (no nielen ighgtoZe s vy&bou stereometrickych
pojmov treba zé&t najneskér na strednej Skole. Mnoho mozno dosiahpmastavenim
modelov jednoduchych telies uz na zakladnej SkGlkesta od modelov k najjednoduchsim
n&rtom moze by propedeutikou vytovania stereometrie; az nem sa vSak ziskané
poznatky upeiuju logickymi suvislosami, ktoré su zakladom osvojenia si &@rasti
a schopnosti spravneho zobrazovania jednoduchygbktol vo vdnom rovnobeznom
premietani.

Toto vSetko bolo pre tta motivaciou pri vybere témy diplomovej prace. Eidtsom
moznos$ pokust sa o vypracovanie aspaakladného Studijného materidlu zo stereometrie
hlavne pre Studentovéitel'ského Studia matematiky s deskriptivnou geometiidarim, ze

tato diplomova praca posluzidalSim zaujemcom z radov Studentov.
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Uvob

Uvob

Hlavhym ci¢om mojej diplomove] prace ,Stereometria — elemerdageometria
trojrozmerného euklidovského priestoru” bolo ghemie stredoskolskéha@iva stereometrie,
jeho doplnenie o nové poznatky, ale hlavne uspariad stereometrickych poznatkov do
logického systému. Zakladom spracovania témy balakticka transpoziciaxiomaticko —
deduktivnej metédy v geometrii analogicky ¢ebnym textom ,Elementarna geometria
euklidovskej roviny* [15] autorov Z. Sklenarikovej J. Cizmara. Praca je snahou agpo
Ciastazne vyplni’ existujuci nedostatok dostupne;j literatlry s tagmou.

Diplomova praca pozostava z piatich kapitol. Pra@itola ,Didakticky systém axiom
stereometrie je venovana zakladnym pojmom geometrie euklidé¥sk priestoru aich
vzajomnym vZahom, ktoré su vyjadrené v axiomach. PretoZe budewstereometrie sa robi
na zaklade planimetrického axiomatického systénadj sozSirt’ planimetricky axiomaticky
systém o niektoré axiomy incidencie, definbvavnobezné priamky v priestore a poZadpva
aby planimetricky systém axiom platil v kazdej mwipriestoru. Uz Student, ktory sa prvy-
krat stretava so steremetriou, by malt lgboznameny stym, Ze zakladné pojninad,
priamkaarovina (zdkladné objekty) acidencig zhodnos (z&kladné relacie) sa nedefinuju a
zékladné vyroky o tychto pojmoch axiomy — sa nedokazuju. Nie preto, Ze ,ide o
samozrejmeé tvrdenia®, ale preto, Ze p6jde o ,hzakladnymi objektmi, ktorej ,pravidla “
su ugené axidbmami.

Druha kapitola Yety o rovnobeznosti zakladnych geometrickych awasa zaobera
navzajom rovnobeznymi zakladnymi geometrickymi détviaa ich vlastnogami. VSetky
najdélezitejSie tvrdenia (exist&meé vety,ci kritéria rovnobeznosti zakladnych geometrickych
objektov) su podrobne dok&zané. Zaver kapitoly itktasifikacia vzajomnej polohy troch
navzajom réznych rovin.

Tretia kapitola [Jlohy o vzajomnej polohe zakladnych geometrickyearav. Polohové
ulohy' je venovana metddam rieSenia tzv. polohovych (tghuloh rieSiténych na zaklade
axiom incidencie a usporiadania a relacie rovnobsttredkladnych uUtvarov). Patria sem
ulohy o vzajomnej polohe priamky a roviny, rovinngézy jednoduchych telies, péey
priamky poZzadovanej vlastnosti, pfiy mimobeziek a iné.

Vo Stvrtej kapitole praceNetrické ulohy sa definuje pojem uhla dvoch mimobeziek,
kolmog’ priamky a roviny; nasleduju dokazy kritéria kolrtiopriamky a roviny a

existergnych viet o priamke kolmej na rovinu a rovine kojnma priamku; zavadzaju sa
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pojmy vzdialenog bodu od roviny, vzdialenégovnobeznych rovin, uhol priamky s rovinou,
uhol dvoch rovin a uvedena je nevyhnutna a d¢agiaa podmienka kolmosti dvoch rovin.

Kapitoly 1 — 4 tvoria jadrgrace. MetodyieSeniahlavnekonstruknych stereometric-
kych uloh su ilustrované v kapitolach 3, 4 v spgit s nejakym jednoduchym refeteym
telesom zobrazenym vo Kmom rovnobeznom premietani. Tieto dve kapitoly bbga
celkom 30 vyrieSenych uloh a 96 &eni.

V poslednej kapitole diplomovej prac®qdatky mozno najs dopkiujice poznatky
potrebné k rieSeniu uloh v stereometrii. V préasti su uvedené pojmy polpriestor, klin,
trojhran (vratane dokazov ich vlastnosti), defint&aakladné plochy a telesa (ako mnozin
bodov) a urobena klasifikacia vzajomnych poléh\grmou a priamkou, i s metdédou rieSenia
tlohy o vzgjomnej polohe. Druh@g’ kapitoly je venované rovnobeznému a pravouhlému
premietaniu (zakladné vlastnosti), Pohlkeho-Schosgeg vete, i historickym poznamkam
k jej d6kazu a hlavhym pojmom zobrazenia zakladnfelies vo vénom rovnobeznom
premietani (st§né-dotykové premietacie roviny, obrys priemetu tdiyaobrys utvaru
v danom premietani, problém viditesti). Jeden priklad uvedeny v zavere a rlik&o
cviceni su navrhom témy, o ktord by bolo mozné obdha&Senie metrickych uloh na

priemetoch rovinnych Utvarov a nasledne i priestgch.
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1 DIDAKTICKY SYSTEM AXIOM STEREOMETRIE
AXIOMY INCIDENCIE A ICH DOSLEDKY

Trojrozmernym euklidovskym priestorofs nazyvame systém troch mnozim, 2,
R zakladnych objektov nazyvanychodmj priamkami arovinami ktoré sa viazané
zaékladnymi relaciamiincidencie usporiadania zhodnosti arovnobeznostia sphujucich

podmienkyspoijitosti

Poznamka 1.1

1. Pri vystavbe systémstereometriesa budeme opiefap uz vybudovany systéplanimetrie
euklidovskej roviny [15]. Std pritom rozSin skupinu axiom incidencie na nasledujucich
osem axiom i — lg. Stereometrioubudeme nazyva geometriu zaloZzenu na axidmach
incidencie I(1 — 8) a vybudovanom planimetrickonstéyne za poziadavky, Ze tento plati v
kazdej rovine. Pojem rovnobezZnosti priamok sa romsisledovnerovnobeznymi priamkami

budeme nazywadve priamky leZiace v jednej rovine, ktoré nensgala:ny bod.

2. Body a priamky budeme ozfwva’ v sulade s oz@anim v planimetrii. Prvky mnozing
vSetkych rovin budeme oztmva’ malymi pismenami gréckej abecedyps, y, ... , pri potrebe
d'alSieho rozliSenia sa budu pou#ivadexy alebo iné znaky, napt:, az as, ... , o, a", ...,

a pod.

Axiémy incidencie
l1. Ku kazdym dvom r6znym bodom existuje prave jegimamka s nimi incidentna.
I,. Na kazdej priamke existuju aspdva rézne body.
I3. Existuju body, ktoré vSetky nelezia na jedneaprke.
l4. Ku kazdym trom nekolinearnym bodom existuje pri@ema rovina s nimi incidentna.
Is. V kazdej rovine existuju aspdri nekolinearne body.
ls. Ak dva body priamky leZia v rovine, tak kazdy kefto priamky lezi v danej rovine.
I;,. Ak maju dve roviny spolmy bod, tak maju spotml aspd jednu priamku.
ls. EXistuju body, ktoré neleZia vSetky v jednej raui

Definicia 1.1
a) Mnozina bodov sa nazyv&olinearna [komplanarng ak je incidentnas nejakou

priamkou [rovinoul].
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b) Dve priamky, ktoré lezia v jednej rovine a nemapblscny bod, budeme nazyva
rovnobeznympriamkami aleb@ovnobezkami
c) Dve priamky, ktoré neleZzia v Ziadnej rovine, budemazyv& mimobeZnymi

priamkamialebomimobeZkami

Poznamka 1.2
1. Existencia mimobeZnych priamok je z&gna axiomougl Ak je Stvorica bodow, B, C, D

—_— — —— e e ———

nekomplanarna, tak mimobezné su dvojice priamadk, CD; AC, BD; AD, BC.
2. Ak kazdy bod priamkwya leziv danejrovine a, hovorime, Ze priamka je incidentna s

rovinou a [= leZi v rovinea]; hovorime tiez, Ze rovina prechadza priamkoal
Priame doésledky axiom incidencie a usporiadaniadryje nasledujica veta:

Veta 1.1
a) Dve r6zne priamky maju najviac jeden spmlp bod. (Ozn&enie:an b= M)
b) Priamka neincidentna s rovinou ma s touto rovinajviac jeden spolmy bod.
(Oznaenie:ana = A)
c) Ak maju dve rb6zne roviny spalny bod, tak maju spotmu prave jednu priamku

s nim incidentnu. (Ozkaniea n S=r)

Obr. 1.1

O dbkazvety sitate’ mbze pokusi sam.

Definicia 1.2
a) Dve priamky, ktoré maju spatay prave jeden bod, nazyvam@&nobezné priamky
alebordznobezkySpol@ny bod sa nazyvpriesenik priamok.
b) Ak ma priamka s rovinou spaloy prave jeden bod, hovorime, Ze je s touto rovinou
réznobezna Spola@ny bod nazyvameriese’hikom priamky s rovinou alebo roviny

S priamkou.

10



1 DIDAKTICKY SYSTEM AXIOM STEREOMETRIE

c) Dve roviny, ktoré maju spolanu prave jednu priamku,nazyvamer6znobeznymi

rovinami Spol@nu priamku nazyvamgriese’nicourovin.

Tvrdenia nasledujucej vety su dosledkami axiom descie a usporiadania. Znovu
pripominame, Ze nam nejderigoréznu axiomatickl vystavbu stereometrade hlavne
0 ¢asovo nenakmé usporiadanie doterajSich poznatkov zo stereadriogického systému
nielen odrazajuceho postuptiosvorby uvedenychd’alSich pojmov, ale aj ich zakladnych
vlastnosti (predovSetkym jasnym vymedzenim polobbvya metrickych vlastnosti
geometrickych utvarov). Uz v kurze euklidovskejmiaetrie sme mohli vidi& Ze niektoré
vlastnosti Utvarov zaloZené na axiémach incideacissporiadania vyzeraju na prvy [jat
trivialne, ¢o vSak neplati o ich dékazoch. V tomto zmysle salklad&citate’ovi veta 1.2 bez

dbkazu.

Veta 1.2
a) V kazdej rovine existuje nekofree mnoho bodov, ktoré vSetky neleZia na tej istej
priamke.
b) Kazdym bodom prechadza nekéne mnoho priamok, ktoré vSetky nelezia v tej istej
rovine.

c) Existuje nekonéne mnoho rovin incidentnych s tou istou priamkou.

Definicia 1.3
a) MnozZinu vSetkych priamok incidentnych s danym bodaarzyvametrs priamok
Spolany bod priamok jestredomtrsu priamok.
b) MnozZinu vSetkych rovin incidentnych s jednou primmknazyvamezvazok rovin

Spolaina priamka jesoudaného zvézku rovin.

Veta 1.3
Rovina je uéena:
a) priamkou a bodom $ou neincidentnym;
b) dvoma (r6znymi) rovnobeznymi priamkami;

c) dvoma réznobeznymi priamkami.

Dokaz
Urobme dbkaz napriklad pre pripadt.j. dané priamkya, b maju spolény prave jeden

bod @ n b = {M}). Sicag’ou dokazu je: 1. dokaxistencieoviny poZzadovanych vlastnosti

11



1 DIDAKTICKY SYSTEM AXIOM STEREOMETRIE

a 2. dokaz, Ze takato rovinapgeave jednaDOkaz existencie je konStréky, preto v druhom
kroku treba dokazanezavislogs skonstruovaného objektu — v tomto pripade rovingd-
konsStrukcie.

1. (existencid Nechan b =M. Zvo’me silubovd’né dva bodA, B tak, abyAlla, BUb
aAzM#B. (Pre&o existuju bodyA, B ?). Potom existuje prave jedna rovinaincidentnd s
trojicou nekolinearnych bodo#, B, M (odévodnite). Poith axiomy § leZia obe priamkw, b

v rovine a (al b a). Existencia roviny pozadovanych vlastnosti je&na.

2. (jednoznénog) Jednoznénog’, t.j. nezavislos roviny a od vyberu bodow, B sa
dokaze dbkazom sporonmi. Ak by existovali dve rovinya, B (a # ) incidentné s

priamkamia, b, tak by tieto navzajom rb6zne roviny boli obe ireithé s danou trojicou
nekolinearnych bodo®, B, M. To by ale bolo sporné tvrdenie s axiémgu |

Dékazy v pripadoch, b su celkom analogické.

Dalej sa bude definovarovnobeznos zékladnych geometrickych Gtvarov (priamka,
rovina) za predpokladu existencie takychto Utvarbla dokazanie existencie priamky
rovnobeznej s rovinou alebo dvojice navzajom rowiolych rovin je potrebné dokdaacité
dost&ujuce podmienky rovnobeZnosti takejto dvojice Ubwar ktoré su i nutnymi
podmienkami. Definujme rovnobeznas*® tak, aby bola relaciou ekvivalencie na mnozine
vSetkych priamok a analogicky na mnozZine vSetkyokir. Triedu vSetkych navzajom
rovnobeznych priamok [rovin] budeme naz§va@snova priamol{osnova rovih Preto v
nasledujucej definicii 1.4 pripustime za rovnobeZyedmetrické utvary i tie, ktoré su
navzajom incidentné. Dokazy existencie takycht@rdgv urobime v kapitole 2. Pripotirae

si najprv euklidovskua axiomR rovnobeznosti z planimetrie.

Axidbma R. Existuje najviac jedna priamka prechadzajuca damgpdom, ktora je rovnobezna

s danou priamkou

Existencia dvoch priamolabsolutnejroviny, ktoré nemaju spotoy bod, vyplyva
z vlastnosti vonkajSieho uhla trojuholnika a existej vety o priamke incidentnej s danym

bodom a kolmej néubovd’nu priamku roviny ([15]).

Pretoze axioma& rovnobeZznosti plati v kazdej rovine priestoru,tiplaeuklidovskom

priestoreE; nasledujlca veta:

12
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Veta 1.4
Nech jeAEs 'ubovd’ny bod aalJEs 'ubovd’nd priamka s nim neincidentna. Existuje

prave jedna priamka prechadzajica bodoarovnobezna s priamkaul

Definicia 1.4
a) Hovorime, Zepriamky g b su navzajomrovnobezné prave vtedy, ak: aleba = b
alebo existuje rovina, v ktorej obe priamky leZiaeamaju Ziaden spaiay bod.
b) Hovorime, Zepriamka a je rovnobezna s rovinauprave vtedy, ak: alebo priamlka
lezi v rovinea alebo siou nema ziaden spaloy bod.
c) Hovorime, Zeoviny a, S sinavzajomrovnobeZznérave vtedy, ak: aleba = Salebo

tieto rovinynemaju Ziaden spatay bod.

Symbolicky: al|lb = (a=b)0(0a-albOaOan b=0)
alla = @0a)0@n a=0)

allf-(@a=p0an g =0)

Nasledujuce tvrdenie je Uplnou klasifikacionzajomnych poldh zakladnych

geometrickych utvarov.

Veta 1.5
a) Dve priamky su alebo rovnobezné, alebo r6znoheddebo mimobeZzné.
b) Priamka je s rovinou alebo rovnobezn4, aleboaBenna.

c) Dve roviny su alebo rovnobezné, alebo r6znobezné.

Dokaz

a) Ak sua, b priamky, tak plati:d = b) O (a#b). Prva moznasje poda definicie 1.4
rovnobeznaspriamok.
Ak su priamkya, b navzajom rdzne, tak platilia: allb a) alebo neexistuje Ziadna
rovina, v ktorej by lezali obe priamky. Druh& z mogti jemimobeZnaspriamok.
Ak su a, b# a priamky tej istej roviny, tak z planimetrie je zare§, Ze su alebadznobezné

alebonavzajom rovnobezné rdozne

Do6kaz tvrdenb, ¢ sa ponechavétate’ovi.

13
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2 VETY O ROVNOBEZNOSTI ZAKLADNYCH GEOMETRICKYCH

UTVAROV

Zakladnym pojmom pre rovnobezné geometrické utvjaryrovnobeznas priamky
srovinou. Dokazme preto takzvar&itérium rovnobeznosti priamky a rovinyktoré
formuluje nevyhnutnladosta‘ujucu podmienku preto, aby dana priamka bola rovnobezna

s danou rovinou.

2.1 KRITERIUM ROVNOBEZNOSTI PRIAMKY A ROVINY . EXISTENCIA PRIAMKY

ROVNOBEZNEJ S ROVINOU

Veta 2.1.(kritérium rovnobezZnosti priamky a roviny)

Priamka je rovnobezna s rovinptave vtedyak je rovnobezna s priamkou roviny.

Dokaz

a) (nevyhnutna§ Ak je priamkaarovnobezna s rovinowr, tak alebo priamka lezi
v tejto rovine alebo nema s rovinawspolainy bod. V prvom pripada ||a(all @), v druhom
pripade urobme nasledujucu konstrukciu. Zme sifubovd’ny bodM (ML a ). BodM nelezi
na priamkea, teda existuje prave jedna rovigg= aM . Priamkab =2 n @ ma pozadovant
vlastnos. PretoZe priamkya, b lezia obe vrovineS, sta&i dokaza, Zze nemaju Ziaden
spolainy bod. Dékaz urobime sporom. Ak by existoval #adan b, tak by tento bod bol
spolanym bodom priamkya s rovinou a@. To je ale sporné tvrdenie s predpokladom
an a=[.Zaver al|b. (Obr. 2.1)

b) (dostat@nog) Ak je priamkaarovnobeZzna s priamkob roviny a, rozliSme dva
pripady: 1.alla, 2. priamkaa nelezi v rovinea. V prvom pripade rovnobeznosa || a je
zarwena definiciou 1.4. V druhom pripade zrejme phati:b =0 0O a ||b, teda priamkya, b
lezia v jednej rovings. Dokazeme, zan a =[. Pouzijeme metdédu dékazu sporom. Ak by
existoval bodA (ACan a), tak z incidencie priamkg s rovinou S8 by vyplynula incidencia
boduA s priesénicou rovina, S, t.j. s priamkow. Nasledne bod by bol spolénym bodom

priamoka, b, ¢o je sporné tvrdenie s rovnobeztwms tychto priamokZaver. a || a.

Priklad 2.1. Dana je rovinax a bodA (Al a). Zostrojtel'ubovd’nu priamku prechadzajucu

danym bodonA a rovnobeznu s rovinod.
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2VETY O ROVNOBEZNOSTI ZAKLADNYCH GEOMETRICKYCH UTVAROV

RieSenie
Stai si zvolit Tubovd’nd priamkum roviny a. Axioma rovnobeznostR zaruwuje
existenciu prave jednej priamky, ktord prechadza bodofa je rovnobezna s priamkon

Z vety 2.1 vyplyva, Ze priamka' je rovnobezna s rovinoat (Obr. 2.2)

m 4
\'\H\
a
=75 \ = A
\H\
a M a o
Obr. 2.1 Obr.2.2 Obr.2.3

Poznamka 2.1

1. Dosledkom rieSenia v priklade 1 je existencia nekeého pdtu priamok prechadzajucich
danym bodom a rovnobeznych s danou rovinou.

2. Dokazali sme, Ze kazda rovina, ktora prechadzamkoua rovnobeZznou s danou rovinou
a (@l a) anie je srovinoua rovnobezna, pretina tato rovinu v priamke rovnolegz

s priamkoua (obr. 2.3).

Veta 2.2
Ak su dve roviny navzajom rovnobezné, tak kazdamkia jednej z rovin je rovnobezna

s druhou rovinou.

Poznamka 2.2.V dbkazoch viet 2.2 — 2.7 budeme predpokfadee vSetky rovnobezné
zékladné atvary vystupujuce v tvrdeniach viet (edpokladoch iv zavere) su disjunktné.
V opahom pripade su dokazy trivialne. Napriklad uvazévaoviny a, £ vo vete 2.2 sU

navzajom rozne,o znamenaa n = 0. Niektoré z dbkazov, ktoré su dosledkom
jednoduchej logickej uvahy (vety 2.2, 2.4 a nevyhau podmienka vo vete 2.5) sa

ponechavajditate’ovi.

Veta 2.3
a) allbOblla=al|la

b) allbOb|lc=al|c
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2VETY O ROVNOBEZNOSTI ZAKLADNYCH GEOMETRICKYCH UTVAROV

Dokaz

a) Nech pre priamkw, b a rovinua plati:an b=0,bn a= 0, all a. Priamkami, b je
uréena prave jednavina . Plati:1. 8 n a=0 1 2.8 n a={c}. V prvom pripade zrejme
platian a = .V druhom pripade z rovnobeznastia vyplyvabiic (veta 2.1). Pre priamky
a, b, c (navzajom rbézne) tej istej roving plati: a || b, b || c. Désledoka ||c je dok&zany

v planimetrii.

b) Nech priamkya, b, ¢ su navzajom rézne a||b, b ||c (obr. 2.4). Treba dokagaze
priamkya, c: 1. lezia v jednej rovine; 2. nemaju spoiy Ziaden bodDbékaz1l: Zva'me si na
priamke alubovd’ny bod A neleziaci na priamke (kedZe a#c, takyto bod existuje)
aozname a= cA. Z platnostib || c vyplyvab || a (veta 2.1) a z rovnobeZnosti priamakb
nasledne i rovnobeznos || a. Ale priamkaa m& v rovinea bodA, teda v tejto rovine lezi.
ZaveralOc Oa.

Dokaz 2. (sporom): Ak by existoval spaioy A4
bod priamok a, ¢, tak by tymto bodom

prechadzali dve navzajom rézne rovnobeaky b

¢ s priamkoub (predpoklad). To je ale sporné ¢

tvrdenie s axiomoR priestorukEs;. Obr. 2.4

Veta 2.4
allalal|=allB

2.2 KRITERIUM ROVNOBEZNOSTI DVOCH ROVIN .

EXISTENCIA ROVINY ROVNOBEZNEJ S DANOU ROVINOU

Veta 2.5. (kritérium rovnobeZnosti dvoch rovin)
Dve roviny su rovnobeZzné prave vtedy, ak jednach nbsahuje dve rdznobezky, ktoré

sU rovnobezné s druhou rovinou.

Dékaz

a) (nevyhnutnag Sformulujte ¢o treba dokaza(za predpokladwr n S =01) a dokaZzte.
b) (dostat@nog) Nech su rovinya, S navzajom rozne a existuju dve réznobezkyo
roviny a, pre ktoré platian =0 0O bn g=0. PouZijeme dékaz sporom. Ak by roviny

a, # boli navzdjom réznobeznéa n S = c, tak priamkec by pre&’ala aspa jednu z priamok
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2VETY O ROVNOBEZNOSTI ZAKLADNYCH GEOMETRICKYCH UTVAROV

a, b (mdze by rovnobeZzna najviac s jednou z nich). Nech je farpkaa; ozn&mecn a

= A. To ale znamena, Ze badby lezal v rovine (c £) a bol by i spolonym bodom
priamkyas rovinoug. Je to sporné tvrdenie s predpokladam g=0. Zaver a n f= 0

= a||B (obr. 2.5).

= ~< \ /_/_/F____:\\:@__fl _______ 7
\\
ﬁ \\ 74‘[?
o a
Obr. 2.5 Obr. 2.6
Veta 2.6

al|BOBIly= ally

Dékaz

Nech rovinya, B st navzajom rdzne. Z podmienksj| S vyplyva, Ze v roviner existuju dve
réznobezky'a, 2a tak, zéa ||8 (i =1, 2) (veta 2.5). Z platnodé |80 B ||y vyplyval'a ||y

(i=1,2) (veta 2.4), t.j. i platnésr ||y (kritérium rovnobeZnosti dvoch rovin).

Veta 2.7
Nech A je bod neincidentny s rovinoa. Existuje prave jedna rovina prechadzajlica

bodomA a rovnobezna s rovinam

Dékaz

a) (existencia) Existenciu roviny3 pozadovanych vlastnosti dokdZzeme kongmek
Stai si zvoli' 'ubovd’né dve (rézne) priamkyn, n prechadzajlice bodor a rovnobezné

srovinou a (priklad 1). RovinaB = mn ma predpisané vlastnosti. (OpiSte podrobnejSie

konStrukciu priamokn, n pod’a obr. 2.6).

b) Dbokaz jednoznanosti existencie roviny pozadovanych vlastnosti sa plodnes

gitateovi.
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2VETY O ROVNOBEZNOSTI ZAKLADNYCH GEOMETRICKYCH UTVAROV

2.3 VZAJOMNE POLOHY TROJICE NAVZAJOM ROZNYCH ROVIN

V zaveredruhejkapitoly eSteurobimeklasifikaciu vzajomnychpoldh trojice navzajom
réznych rovina, B, y. Aby sme sa pri odvodzovani vyhli zopakovaniu istgj polohy,
urobime nasledujuci dohovor: ak sa spomedzi danyeim vyskytne dvojica rovin navzajom

rovnobeznych, oziéme ju a,B. To samozrejme neznamenda, ze dvojicou rovnobeznych
rovin nemb6ze hy dvojica (a,y) alebo (B,y), ale to, Ze ak su roviny, 8 navzajom

r6znobezné, tak uz Ziadne dve z danych troch noiiisu navzajom rovnobezné roviny.

Pre roviny a, mobze plati aleboa || S (tj. an f=0) alebo rovinaa nie je
rovnobezna s rovinof (t.j. a n S={q ).
1. Nech platia || 5. Pre rovinuy potom plati: alebar || yaleboa n y={1} .
a) Uvazujmeorovinacha, B, y, prektoré a || 5, a || . Odtid (komutativnos a tranzitivnos
reldcie rovnobeznosti rovin) vyplyva aj rovnobezhas/in S a y. Zaver. a, S, y je trojica

navzajom réznych rovnobeznych ro\i@br. 2.7a)

Obr.2.7a,b

b) Nech plati:a ||f0 a n y= {3 . Désledkom je réznobeznosovin £, y (v opa&nom
pripade by z platnostr || 5, £ ||y vyplyvala i rovnobeznasrovin a, y, ¢o je sporné tvrdenie
s predpokladom). Je zrejmé, Ze prigsee dvojic rovina, y; B, y su navzajom rovnobezné
priamky. (Odévodnite.Yaver. Roviny a, B sU navzajom rovnobezné a rovipaich pretina

v dvoch navzgjom rovnobeznych priamkacha n y a a=8n y.(Obr. 2.7b)

2. Nech plati:a n f={¢ . Skimajme vzajomnu polohu priamkys rovinou y. Méze
nast& prave jeden z pripadovc (1 y) alebo cn y={M} )alebocn y=0).
a) Vpripadea n f={¢ OcOy maju tri roviny a, B, y spol@&nu prave jednu priamku,

tedaa n Bn y={q¢ . Zaver roviny a, S, y patria do toho istého zvazk(Obr. 2.7¢c)
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b)V pripadea n B={¢ acn y={M} plati: a n S n y={M} . Zaver Rovinya, S, y maju
spola’ny prave jeden bod, ktorym prechadzaju navzajormedéariesénice dvojic rovin
(spomedzi rovim, B, y). (Obr. 2.7d)

c)Vpripadean f={¢ acny=0 ozn&gmean y={ apfny={gd.Zpoznamky 2 za
prikladom 1 potom vyplyva, Ze priamly b su rovnobezné s priamkeuPlati tedac ||a || b.
Zaver. VSetky dvojice rovirfispomedzi rovina, B, y) sa pretinaju atieto priegaice su
navzajom rézne rovnobezKpbr. 2.7¢)

c

Obr.2.7c—-e

Mbzeme vyslowi:

Veta 2.8
Existuje p& vzjomnych poldh troch navzajom réznych rovin:
1. v8etky tri roviny su navzajom rovnobezné;
2. dve rovnobeZzné roviny pretina tretia v navzajoumobeznych priamkach;
3. vSetky tri roviny maju spotmu prave jednu priamku (os zvazku rovin);
4. vSetky tri roviny maju spotmy prave jeden bod;
5. v8etky dvojice rovin su navzajom réznobeznémpwa ich priesénice su navzajom

rézne rovnobezné priamky.

19



3 POLOHOVE ULOHY

3 ULOHY O VZAJOMNEJ POLOHE ZAKLADNYCH GEOMETRICKYCH
UTVAROV. POLOHOVE ULOHY

Pod polohovymi Glohami v stereometrii rozumiemehgloieSité’né na zaklade pouzitia
axiom incidencie, usporiadania a axiomy rovnobetinéde prevazne o Ulohy konStréneé,
preto je potrebné nie povedd o riedeni konstruinej stereometrickej Glohy. Struktdra
rieSenia stereometrickej konsttuiej Ulohy sa zasadnecim neodliSuje od Struktdry rieSenia
planimetrickej ulohy. RieSenie pozostava zo Styrkikov: rozbor Glohy, konstrukcia, dokaz
a diskusia. Novy problém v stereometrii predstavigie druhy z nich. Pod konStrukciou
v planimetrii rozumieme grafickl realizaciu postup@Senia Ulohy pomocou vhodnych
prostriedkov a metod. Adekvatnou konStrukciou e stereometrickej Ulohy by bolo
vyhotovenie priestorového objektu pozadovanych tutasi, ¢o je nerealizovatma

poZiadavka pre technickd zloZito$rijmeme preto nasledujici dohovor.

Konstrukciav stereometrii sa bude khygo zadanim algoritmu, ktorym by bdladany
priestorovy objekt vytvoreny pouzitimditych ,elementarnych konstrukcii“Tieto postuluje-
me ako jednoduché zakladné ulohy veduce k objektdorych existencia je zaloZzena na
axiomach a ich jednoduchych désledkoch. Su to daglee ulohy:

Zostrojit’ rovinu incidentnd s danymi tromi nekolinearnymibd;
Zostrojit’ pries€nicu dvoch réznobeznych rovin;

RieSr v danej rovindubovd’nu planimetricku ulohu;

A

Zvolit siTubovd’ny bod, ktory lezi [nelezi] na danej priamke;

Zvolit siTubovd’ny bod, ktory leZi [nelezi] v danegj rovine;

Zvolit’ siTubovd’nu priamku, ktora prechadza [neprechadza] danyrormod
Zvolit siTubovdnu priamku, ktora lezi [nelezi] v danej rovine;

Zvolit siTubovdnu rovinu, ktora je [nie je] incidentna s danym b
Zvolit’ siTubovd’nu rovinu, ktora je [nie je] incidentna s danowaprkou.

5. Zostrojit priamku prechadzajicu danym bodom a rovnobeZrmainswpriamkou.

RieSenie polohovych uloh sa bude ilusttbwa jednoduchych geometrickych atvaroch
a telesach v tzv. Yaom rovnobeznom premietani. Definicie zakladnyabcipla telies a
klasifikacie ich vzajomnych poléh s priamkou a rawi, vratane wahov dvoch rovinnych

rezov tychto teliesitate’ najde v piatej kapitole prace (par. 5.1). S pojm@wnobezného
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3 POLOHOVE ULOHY

premietania, jeho zakladnymi vlastiami a principmi véného rovnobezného premietania,
ako aj s principom konStrukcie obrazov zakladnyeties vo vdénom rovnobeznom

premietani sa mozno obozn&miparagrafe 5.2 tej istej kapitoly.

3.1 VZAJOMNA POLOHA PRIAMKY A ROVINY .

ROVINNE REZY ZAKLADNYCH TELIES

Uloha 3.1.Uréte vzajomnu polohu priamkya roviny a .

RieSenie.

Podstatou rieSenia ulohy je prevedenie danej stetrwkej ulohy na planimetrickd
Ulohu pomocodubovd’nejvhodnejroviny, ktora je s danou priamkou incidentna.

Nech je B Tubovd’na rovina prechadzajuca priamkaua réznobeznés rovinou a .
Potom plati:;ana=(an B)na=an (Bna)=an m, pri ozn&eni m= [ n a. Dokazali
sme, Ze vSetky spalné body priamky a roviny a su prave vsetky spainé body priamok
a, m tej istej roviny B. Pre priamkya, m teda platia = m, resp.an m={ A, resp.

an m={} prave vtedy, ak plath [Ja, resp.ana ={A ,resp.ana=0. (Obr.3.1a, b, ¢)

Obr.3.1a-c

Priklad 3.1. Dany je rovnobeZznosteABCDA B C D. Zostrojte pries@nik priamky
a=A'C s rovinoua =~ AB'D'. Urite i deliaci pome(A'CR), kde R= ana .
RieSenie

a) 1. Zvd’me silubovdnu rovinu A incidentnu s priamkoa, napr. A = A' AC. Potom

plati: ana=(anA)na=an(Ana).(Obr. 3.2 a)

2. Zostrojime priesmicu rovin A a a. Jeden jej bod je zrejme bdy d’alSi zostrojime

pomocou roviny niektorej steny telesa (naptB' C') ako spolény bod troch rovin :
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S=Anan ABC=UAn ABCn(@an ABQ= A BI (BodSje zrejme stred
rovnhobeznikaA'B'C' D' a priamkaAStaznica trojuholnikaAB'D’ .)
3.ana=an(Ana)=an AS= F

PoznamkaAk v konstrukcii pouzijeme namiesto roving inu roviny (napr. y = A'B'C)

incidentni s priamkouwa, plati: ana=an(yna)=an B'O=R (O=AD'n A'D), ¢o

znamena, Ze badd je taziskom trojuholnikaAB' D'. (Obr. 3.2 b)

Obr. 3.2 a-

b) Deliaci pomer(A'CR uréime v rovineA v rovnobeznikuACC' A'. Ak je bod S

stred jeho stranyC, utvar SASC je tiez rovnobeznik. Oziime U = A'Cn C'S. Potom
plati: AARO RU (A'R, RU su priemety zhodnych 8Sek priamky A'C' na priamkuA'C;
to isté mozno poveda Usekach RU a UC vzhladom na zhodné (8ey AS, SC). Odtid’
vyplyva: (A'CR =-1. (Obr. 3.2 ¢)

Zakladom pre konStrukciu rovinnych rezov zakladnytdlies je rieSenie ulohy
o vzgjomnej polohe priamky a roviny, a predovsetlgptikacia vety 2.8 (par. 2.3) venovanej
klasifikacii vzdjomnych poldh troch navzdjom rézhywvin. Na ukdzku rieSenia uvadzame
nasledujuci priklad, vrieSeni ktorého — az na koksiu Utvaru zhodného s rezovym
n-uholnikom — nie je podstatné, zZe ide o rovinny keadra (Uloha by sa zhodne rieSila pre
rovnobeZnosten so zhodne ograymi vrcholmi).DalSie rozmanité priklady a ¢énia najde
Citatel’ v zavere kapitoly.

Priklad 3.2. Zostrojte rovinny rez kvadreABCDA B C D rovinou a =KLM a utvar
zhodny srezovym n-uholnikom, ak: (AA'K)=(ABL =-3, (CC'M)=-1 a |AB|:4j,

|BC|=3j, |AA|=5].
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RieSenie

a) 1. BodyK, L roviny a lezia v rovine stenyABB' A telesa, t.j.a n ABB'= KL.

2. Ziadne dva body rovinyy uZ neleZia v tej istej stene. Bdd leZi na pries#ici rovin
stien BCC'B' a DCC'D'. Pokr&ova® mozno konStrukciou prie&eice roviny a

s niektorou z tychto stierdal3i bod rovinya v rovine stenyBCC' B' najdeme tak, Ze
zostrojime priesmik priamky KL s touto rovinou: KL n BCC'= KLn (ABBn BCC)=
=KL n BB'=1. Plati teda:a n BCC'= M1 (bod 1 je spoltnym bodom rovina, ABB' a
BCC'. Priesénica roviny @ so stenouBCC' B' je Gséka MN O M1 (NO BC) a so stenou
ABCD Gse&kaLN.

2'. Kvader je rovnobeznosten, teda pri@see roviny a s dvojicami stien v navzajom
rovnobeznych rovinach lezia na rovnobeznych priashkd ento postup konstrukcie veduci
k vyrieSeniu ulohy sa ponechatigate’ovi. My budeme pokrgova’ konstrukciou spoknych

bodov troch rovin.

3. Zostrojme pries@icu roviny @ s rovinou A'B'C' (touto priamkou bude rovinny rez

uréeny). Dva body rovinya v rovine A'B'C' najdeme ako v bode 2), ato konStrukciou

bodov 2, 3, kd2=KLn A'B'C'a3=MNn A'B'C' takto :

KLn A'B'C'= KLn (ABBn ABC)= Kln AB=2 , 3
p___ P C

MN N AB'C=MNn(BCCn AB Q= MM BGC3

L

Potoman A'B'C'=23 a priesénica roviny a "'2["A" K B
so stenou A'B'C'D' je Useka PQ KR

(POC'D', QO A' D) na priamke23. Rovinnym

rezom daného kvadra je sabolnik KLNMPQ so

svojim vnatrom. Zrejme platKL || MP, LN || PQ .
aNM || QK. Viditernog’ stran tohto Sesiholnika Y

je dosledkom zvolenej vidifeosti stien telesa

Vv n&'rte.
Obr.3.3a
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b) KonStrukcia Utvaru zhodného s rezovymtsésinikom sa urobi tak, Ze nijdeme nejaky
trojuholnik, do ktorého je rezovy Seolnik vpisany (tak, Ze jeho strany su inciderdné
stranami trojuholnika) a kazdé z jeho stran lediektorej stene telesa.

V postupe rieSenia ulohy je takymto trojuholnikdi?3. Konstrukcia uséek 12, 13 a 23 je
zrejma zo zadania ulohy (obr. 3.3b), t.j. i trojltika 1,2,3, zhodného s trojuholnikom 123.
Dalej st&i zostrojt’ bodyKo, Lo strany 12, Lol OL1, KoLo DKL, bodyN,, Q, doukime na
zéklade incidencie a rovnobeznostiN, || 203, a KoQo || 1020 POtom je potrebné zostrogste
napriklad bodV, (tak, Ze Uuségku MN [113 odmeriame v sten8CC' B'). Zvysny vrcholP,

sa douki vyuzitim rovnobeznosti zvySnych strantidwinika PoM, ||KoLo).

Obr. 3.3 b

3.2 PRIECKA GEOMETRICKEHO UTVARU . PRIECKY DVOJICE MIMOBEZIEK

Definicia 3.1
Prieckou geometrického Utvatd nazyvame priamku, ktorda ma s Gtvardhspolainy aspa
jeden bodPrieckoupriamkym nazyvame kazdu priamku, ktora je s priamkorbznobezna.

Uloha 3.2.Ur¢ite mnozinu bodov vietkych ptiek priamkym, ktoré st rovnobezné s danou

priamkoua (a # m).

RieSenie
a) V prvej casti rieSenia urobime odhad mnozilM bodov poZadovanej vlastnosti.
Zostrojme jednu prigku pozadovanej vlastnosti. K tomu si&tavolit Tubovdny bod'™ na

priamke m. Existuje prave jedna priamkaa prechadzajica bodoniM a rovnobezna s

priamkoua. Ak zostrojime analogickyalSiu prigku “a, tak tato lezi v roviner = m‘a. Plati
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totiz: 'a ||a 0% ||a = %a || 'a = “a || @ (kritérium rovnobeZnosti priamky a roviny); alecbo
M priamky %a lezi v rovinea , t.j. ?a U a . Dokazali sme M U a . (Obr. 3.4)

b) V druhej¢asti treba dokazra a UM (t.j., Ze kazdy bod rovinyx je bodom prigky
pozadovanej vlastnosti). Nedil [Ila je 'ubovd’ny bod. Potom platiM OmOMOm. V
prvom pripade (vZladom na a) nie jéo dokazové V druhom pripade zostrojme boddvh
priamku a rovnobeznu s priamkaoai Tato priamka lezi v rovine (dbkaz analogicky ako v

a) ) a nie je rovnobeZna s priamkouco znamena, Ze priamky, m su rdznobezky.

Priamkaa je teda prigkou priamkym rovnobeznej s priamkaa Zaver M OM.

Dosledkom a), b) j& =M. Hradanou mnoZinou bodov je rovina prechadzajlca pdam

a rovnobezna s priamkaua- mO a O a ||a).

)

1 a
a a

Obr. 3.4

Désledok 3.1

1. Nech a, m su 'ubovd’né nerovnobezné priamky. Potom existuje prave jedvana
prechadzajlca priamkau a rovnobeZna s priamkatt

2. Nechf je rovnobezné premietanie, ktorého osnova je dar@ngou a. Premietacim
Gtvarom priamkym nepatriacej do osnovy premietacich priamok je rmavipremietacia
roving priamkym).

!V pripade mimobeZnosti priamak m existuje rovina obsahujidaibovd’ni z nich a rovnobezna s druhou

priamkou. Obe roviny pozadovanej vlastnosti st arn rovnobezné rézne. (Oddvodnite)

23 pojmom premietacieho Utvaru prislichajiceho dandgeometrickému Gtvarld sa mozno oboznathi

v kapitole 5, par. 5.2.
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3 POLOHOVE ULOHY

Uloha 3.3.
Urcite mnozinu bodov vSetkych ptiek priamky m, ktoré prechadzaju danym boddvh
(M Omy.

RieSenie. M .
Celkom analogicky ako v rieSeni ulohy 3.2 sa

dokaze, Ze Fadana mnozina bodov je rovina

a=mM s vynimkou dvoch otvorenych N/ °N ‘N m
(navzajom opénych) polpriamok priamky (M n 2 3

O nOn||m) so z&iatkomM (obr. 3.5). Obr. 3.5

Uloha 3.4.Zostrojte priéku mimobeznych priamok, b, ktora prechadza danym boddvh
(M Oa,MOb).

RieSenie
1. (Rozbor ulohy Ak priecka r pozadovanych vlastnosti existuje, plati: priamka

pretina priamkwa a prechadza bodoi (M [Oa), teda lezi v rovinex =aM ; analogickou

Gvahou sa dostane, ?&aldana priamka leZi aj v roving =bM , t.j. je priesénicou rovin

a,p.

2. Konstrukcia vyplyva z rozboru udlohy. Namiesto konStrukcie pkie r ako

pries€nice dvoch rovina, 8 mozZno zostroji len jednu z tychto rovin (napriklad) a

skonsStruova bod Hadanej prigky na mimobezkeb neleziacej v rovinea . Ak priecka

existuje, je to zrejme boB =bn a . (Odbévodnite). Prigkar je ucena bodmB, M.

3. Diskusia. Na zaver treba zodpovetatazku, za akych podmienok je priamka
r=a n B prieckou priamoka, b. (IncidenciaM Or je zrejmd.) Priamka je komplanarna s
kazdou z priamola, b; tato priamka nie je pri&kou priamoka, b prave vtedy, k& je s
niektorou z nich rovnobezna, t.j. prave vtedyg’kéx n p) ||a alebo @ n B || b, ¢o nastane
prave vtedy, ké&: a//fLCblla = an f={} Cbna={}. To mbézeme pomocou danych
prvkov vyjadri’ v tvare: an bM=0 O bnaM=0. Prvd moznos nastane napriklad pre
priamky a=BC, b=A'C' abod M =D', ak ABCDA B C D je rovnobeznosten (obr.
3.6).
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3 POLOHOVE ULOHY

Zaver Mnozinou bodov s vlastntisu, Ze neexistuje
priecka priamoka, b s nimi incidentnasu vsetky body
dvojice navzajomrovnobeznych rovinz ktorych kazda
obsahuje prave jednu z mimobeziek & liynimkou bodov

oboch mimobezigk Pre kazdy bodV neleziaci v tychto

rovinach existuje prave jedna priecka pozZadovanej

vlastnosti Obr. 3.6

Priklad 3.3. Zostrojte priéku priamok BC' a B'D' prechadzajucu bodor. Zakladné
teleso je rovnobeznosteABCDA B C D, pre bodM plati: (AA'M)=-3.%

RieSenie
1. Rozbor ulohy Ak prietka r poZadovanych vlastnosti existuje, tak lezi v revin

a=aM = BC'M (lloha 3.4) (obr. 3.7).

Rovinnym rezom daného rovnobezZnostena rovinou

a je zrejme lichobeznikMBC' P (konStrukcia

bodu P je zrejm&; mozno ho zostrojidvoma R
spésobmi, vysvetlite ako; bod=BM n A'B' je |
spola&nym bodom troch rovin (ktorych?palsim

bodom prig€ky r je priesénik priamkyb s rovinou

a bna=Y), tjr=MY.

Obr. 3.7

2. Konstrukcia
a) Konstrukcia rovinya je opisana vysSie. Body, C', M su nekolinearne, existuje prave
jedna rovina nimi utena (elementarna konstrukcia z avodu kapitoly).

b) KonsStrukcia pries@nika priamkyb s rovinoua :

bna=(bn ABC)na=bn(ABCna)= m1C= ">

% Korko rieSeni méa dloha v pripade incidencie bbtls niektorou z mimobeziek?

“Ten isty obrazok méze znasova’ tak rovnobeznosten, ako aj kockii,’'ubovd’ny kvader (Pohlkeho veta,
kap.5)

%V tomto kroku sa ukazuje vyhodnou predbezna kokétaurovinného rezu referéného telesa rovinowr ,

ktora sa objavila v rieSeni polohovej tlohy.
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3 POLOHOVE ULOHY

c) Priecka r poZzadovanych vlastnosti je priamkéY. Na obrazku je zostrojeny i bod

priecky r na priamkea. (Prienik prigky s telesom je UgkaMY.)

Uloha 3.5. Zostrojte priéku mimobeZnych priamok, b rovnobeznt s danou priamkdu
(I # a, | # b).

RieSenie
1. Rozbor ulohyAk prieckar poZzadovanych vlastnosti existuje, tak feodlohy 3.2 lezi
vrovinea (@l aOal|l) a s&asne vrovingg (b O S0 ||1), teda je priesmicou tychto

rovin(r=an f).

2. Konstrukcia vyplyva z rozboru ulohy. Analogicky s rieSenim liyo3.4 mozno

zostrojt’ jeden bod Padanej prieky ako priesénik jednej z rovina, 8 s tou mimobeZzkou,

ktoru tato rovina neobsahuje. Tymto bodom je priami ||1) uréena.

3. Diskusia Na zaver treba rozhodfiytak podmienku musi @t priamkal, aby bola
Gloha rieSiténda, ¢i nerieSiténa. Z rozboru ulohy je zrejmé, Ze p#a pozadovanych
vlastnosti neexistuje prave vtedy, ak su rovinyS navzajom rovnobezné (zrejme# 3 ;
odbvodnite). To je prave vtedy, Kesu priamkya, b, | rovhobezné s tou istou rovinou, teda
ked’ je priamkal rovnobezna s rovinou, ktora obsahuje jednu z mawak a je rovnobezna s
druhou z nich. V opmom pripade ma uloha prave jedno rieSenie. Tedaimmo vSetkych
priamok | s vlastnogou, Ze neexistuje prika mimobeZnych priamol, b rovnobezna s

ktoroukd'vek z nich st v&etky priamky rovnobeZné s rovinbga 0 A 01 ||b).°

Priklad 3.4. Dany je StvorstenABCD. Zostrojte priéku priamok a=AB, b=CD
rovnobeznu s priamkoli=MN , ak (DAM) = -5, (BCN) = -2.
RieSenie

1. (Rozbor ulohy Ak priecka r poZadovanych vlastnosti existuje, platiJa (a O a O

a||l) (dloha 3.5).

® Konstrukiu rovinyl (vzhfadom na Glohu 3.2) mdZeme povazbwa elementarnu konstrukciu v tom zmysle,

Ze ju vieme rozlo¥ina postupnaselementarnych konstrukcii definovanych v Gvodtotkapitoly.
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3 POLOHOVE ULOHY

Rovinu @ doukime napriklad priamkomn:
(AOmOm]|l), tedaa = am. Priamkum na obr.3.8
treba doutit ’ bodom P =mn BCD, a to pouZitim

napriklad roviny iA obsahujucej priamkum.
Bodom pri€ky je potom priesénik mimobezkyb s

rovinou a (Y = bn a). Prigkar prechadza bodom

Y a je rovnobezna s priamkdu(Uplnos’ obrazu

priamkyr vyplyva z incidencie s rovinoa ).

Obr. 3.8
2. (Konstrukcig

a) Najprv zostrojime priegsaik priamkym (A O m, m || 1) s rovinouBCD: mn BCD=
=(mn 1A) n BCD= mn (ADNn BCD= mm DN (zrejmelA=ADN).Tedaa = ABP.
b) Priesénik priamky b s rovinou @ zostrojime napr. pomocou rovingCD s nou
incidentnej. Platibna=bn BCDna ¥ bn BP= Y. Prikar prechadza bodorY a je

rovnobezna s priamkduNa obrazku je ozrany aj bodX =an r. (Obr. 3.8)

3.3 PRrikLADY

Priklad 3.52 Dané st navzajom roznobeZné rovimy3 a priamkam, pre ktorG platiz || m,
B |Im. Aka je vzajomna poloha prigsece rovina, S a priamkym? Dokéazte.
RieSenie

Nech jeATubovd’ny bod priesénice rovina, 8 am
nech je priamka nim prechadzajuca a s priamkou

rovnobezna. Platim||m', m ||a = m' || a (veta 2.3). Ale

priamkam' ma s rovinoua spolany bod, teda je s touto

rovinou incidentna (definicia 1.2). Analogicky prika m'

lezi vrovines,tj.m =an B(obr. 3.9).

" Obraz priamkym vo va’nom rovnobeZznom premietani nie je Uplny Radiom na rieSenie polohovych uloh.
Treba utit dalSi bod priamky v rovine niektorej steny danéheoftena, t.j. v rovineBCD (bod A je
vrcholom). O Uplnosti obrazov Utvarov Yadom na rieSenie polohovych Uloh volmom rovnobeznom

premietani je zmienka v kapitole 5 (par. 5.2). PbdejSie sa s problematikou mozno obozmanjiL2].

8 Priklady 3.1 — 3.4 sa nachadzaju v teoreti¢ksti kapitoly.
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3 POLOHOVE ULOHY

Zaver. Priese’nica dvoch rdéznobeznych rovin, z ktorych kazdaogenobezna s danou

priamkou, je s touto priamkou rovnobezna.

(Iné rieSenie)

Z kritéria rovnobeznosti priamky a roviny vyplyvae v rovinach a,f existuje
nekonéne mnoho priamok, ktoré su rovnobezné s priamkolMyberme z nich dve priamky
m (@ =1,2) tak, abymOaUOmzan g, mUOpgOm#zan . Rovina y:ﬁ je
r6znobezna s rovinamt, B a pretina tieto roviny v navzdjom réznych rovnddgeh m,, m,.

Zo vzajomnej polohy troch navzajom r6znych rovingpo plynie, Ze vSetky tri priegeice su

navzajom rovnobezné, tja(n A |Im (i=1, 2), atedad n ) ||m.

Priklad 3.6. Zostrojte rovinny rez rovnobeznoste@BCDA B C D rovinou a = KLM , ak
plati: (DD'K) =2, (ABL)=-2, (DCM) =4. (Overte incidenciu vrchollA' telesa s danou

rovinou.)

RieSenie
1. Rovinaa pretina rovinu stenpBCDtelesa v priamkéM a stentABCDvV Use&ke LN
(NOBC). Zrejme plati: CM OBL a dvojice striedavych uhlov dvojice rovnobeznych

priamok AB, CD a ich pri€ok BC aLM st zhodné, odkfavyplyva zhodnos trojuholnikov
BLN aCMN (vetauus (t.j. bodN je stred hran8C telesa).

2. Prieseénik priamkyLM s rovinou stenyADD" A' telesa, t.j. s priamkoAD ozna&me 1.
Trojuholniky AL1 a BLN su podobné (veta uu; oddvodnite); koeficient poddmti

f:ALl— B,L,N sa rovnal/2 (f je rovndahlog’ so stredomL a charakteristikou

-1/2). Preto|BN|:|All = 1:2, odkid dostanemeAL [ AD. Kt

3. Na zaver si vSimnime trojuholnikDK. Priamka
AD' je jeho strednou pré&ou (obr. 3.10) rovnobeznou so
stranou K. Z vlastnosti strednych ptiek trojuholnika je
zrejmé, Ze i uska A'D' je strednd prigka trojuholnika
1KD (A'D' ||1D, A'D' O (1/2)ID). To znamena, Ze bod
A' je stredom usiky 1K na priesénici roviny a s rovinou

steny ADD' A' rovnhobeznostena.

Tym sme dokézali, Ze vrchd\' leZi v rovinea .
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3 POLOHOVE ULOHY

4. Rovinnym rezom povrchu daného rovnobeZnostena oavir je p&uholnik
A'LNPQ vpisany do trojuholnikaKIM, pricom na straneK trojuholnika lezZi len vrchoA'
zostrojeného rezu. Konstrukcia bod®y Q na straneMK trojuholnika KM je zrejma.

Skompletizovanie zapisu sa ponechéiate’ovi.’

Priklad 3.7. Zostrojte rovinny rez rovnobeznosteA®BCDA B C D rovinou a = KLM , ak
plati: (AA'K)=-1/2, (BCL)=(C' D' M) =-1.

RieSenie

1. Ziadna z priamok wenych niektorou trojicou bodov z body L, M roviny a nelezi
v rovine Ziadnej steny daného rovnobeznosténad/ takomto pripade budeme postupdva
nasledovne. Vezmeme jednu zo spomenutych priamagkifdad priamkiKM) a najdeme jej
spolainy bod s rovinou tej steny telesa, v ktorej leiétitz danych bodov rovingr . Bod L

lezi v rovindch dvoch stien, ato v rovidBC a v rovine BCC'. Zvol'me si ktorukévek

z nich®, napr. rovinu ABC. Potom plati: KM n ABC= KMn (1 n ABQ, kde A je

'ubovd’na rovina prechadzajuca priamkidM a réznobezna s rovinoABC.

NavySe, pretoze zvolené teleso je rovnobeznosten - - 3

(hranol, ktorého podstava je rovnobeznik), roviisi
zvolime tak, aby bola rovnobezna s niektorou hranou
telesa. Pre zjednoduSenie konStrukcie vezmime do
avahy len hrany telesa réznobezné s roviAB(C, su to

hrany patriace do osnovy priamkyAA'. Teda

A =KAM . Prienikom rovinyA s telesonje rovnobez-
nik AA'MS, kdeSje stred hranypC. Odtid’ vyplyva: Obr. 3.11

% 7 riegenia Ulohy vyplyva nevyhnutrtosverenia incidencie vrcholu daného telesa a rgzowiny v pripade,
ak pri ¢rtani obrazku (ktoré nemusi thpresné) vychadza prig@seca tejto roviny s rovinou niektorej steny
.blizko" tohto vrcholu. Neoverenie by mohlo viek nespravnemu vysledku — napriklad v priklade K16
konStatovaniu, Ze rovinnym rezom je gwmlnik.

19 po dog verkom paite vyrieSenych Uloh stitate’ iste uvedomi, ktor4 z rovin méze tbyyhodnejSia

z hradiska grafickej ralizacie rieSenia nama telesa vo vimom rovnobeznom premietani a §we
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AnABC= S/ tj. KM n ABC= KM n SA={1} . (Obr. 3.11)

2. Vrovine stenyABCDtelesa lezia body 1, roviny a, t.j. a n ABC=1L. Na priamke
1L lezi dalSi vrchol N prienikovéhon-uholnika a n K. Rovinnym rezom jeSesuholnik
KNLPMQ a jeho vnutro; zvysné vrchol, Q (POCC', QO A D) moZno zostroji alebo

pouzitim rovnobeZznosti dvojic priamdkQ || NL, LP || KQ (oddvodnite) alebo pomocou

konsStrukcie dvojice spotmych bodov dvoch trojic rovin, a to bd= ABCn CDD'n a =

(ABCn CDD) n (ABCn a) abod3=ADD'n DCC'n a = (ADD'n DCC)n (DCC n a).

(Vysvetlite,¢o je priesénicou rovinDCC' aa .)

Priklad 3.8. Dana je kockaABCDA B C D a bodyK, L, M, ktoré su v danom poradi

stredmi hrdn AA', AB, BC. Overte incidenciu stred8kocky a roviny a = KLM . Aka je
vzajomna poloha roving a roviny ACD'? Urte typy moZznych prienikov danej kocky so

slistavou rovin rovnobeznych s rovin€D'.*?

RieSenie
Navod.Dokazte, Ze vSetky telesové uhlogkig kocky
sa pretinaji vjednom bod8a st nim rozpvané'®

Odtia’ jednoducho vyplyva, Ze bodSje stredom

sumernosti telesa, t.j. i hranice kocky (= povrathy).

V dosledku toho su i spojnice stredov dvojic hraB, C

C'D'; BC, D'A" a CC', A'A rozpdované bodont L /M
(KKS) =(LLS =( MMS=-1. (Obr.3.12)

Obr. 3.12

Ysta si uvedomt, Ze rovinaA je mnozinou bodov vSetkych pEek priamky KM, ktoré si rovnobezné
s priamkou AA' ; takéto roviny sa nazyvagmerovéaleboosnovovéoviny prislusného hranolového priestoru
Iplochy k danému telesii. Klasifikaciu vzajomnej polohy osnovovej rovinyrag hranolovej plochy s touto
plochou mozno néajsv kapitole 5 (par. 5.1) diplomovej prace.

12 MnoZinu vSetkych navzajom rovnobeZnych rovin nargeosnovarovin.

13 Tento fakt stéi dokaza pre Fubovd’ni jednu dvojicu telesovych (hlavnych) uhlopdk kocky. (Vysvetlite

preo)
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1. Ozname ,B:Hé a skimajme priegaicu rovin S a ABC. Z rovnobeZnosti
priamky KS s rovinouABC vyplyva rovnobeZnaspriamokAC a B n ABC (poznédmka 2 za
prikladom 2.1).

Pries¢nica rovin 8 a ABC teda prechadza bodorh aje rovnobezna so stenovou
uhloprigtkou AC, ¢o znamena, Ze je incidentnd so strednouwkoie LM trojuholnikaABC.

Dokéazali sme, &KLS = KLM (B8 =a). Incidencia bodi$ s rovinoua je dokazana.

2. Rovinnym rezom rovinya = KLM s povrchom telesa jpravidelny Sesuholnik

KLMKLM .*

3. Zkritéria rovnobeznosti dvoch rovin je zrejmé,raeiny a a ACD' s navzajom
rovnobezné. (Oddévodnite!) Analogicky je rovnhobezhdjica rovin a a A'C'B. Sty'né
(oporné) roviny kocky rovnobezné s rovinddCD' prechadzaju vrcholmD a B'; kazda
z nich ma s telesom prave jeden spofo bod (ozname ich r° a r®). (Oddvodnitel’
Z rozboru vyplyva, Ze: a) vSetky roviny vo vnutrigstorovej vrstvy ufenej rovnobeznymi
rovinami 7% a A'C'B (vratane rovinyA'C' B) a priestorovej vrstvy denej rovinamir® a
ACD' (vratane roviny ACD') pretinaju povrch telesa v rovnostrannom trojufiain b)
vSetky roviny vo vnutri priestorovej vrstvy danej rovinami ACD' a A'C'B pretinaju
povrch telesa v Ségholniku (pravidelny S&sholnik leZi prave v rovine ); c) vSetky zvysSné

roviny z danej osnovy rovin nemaju s telesom Ziagpiany bod.

Definicia 3.2.Taznicou $tvorstena nazyvame &iae ktorej krajné body s vrchol telesa

atazisko steny pratahlej k tomuto vrcholu.

Priklad 3.9. Dokazte, Zz&’aZznice Stvorstena sa pretinaju v jednom bédggko telesa).

14 pojem pravidelného i polopravidelnyokuholnikov mozno néjsv [15]. n-uholnik sa nazyva pravidelnym, ak

su vSetky jeho strany zhodné a vSetky vrcholy leaigednej kruznici (kruznica danémwuholniku opisana).

'3 potencialnemditate’ovi sa odporéa zostroji priesénicu roviny % s rovinouABC.
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RieSenie
1. Zvolme silubovdny $tvorstenABCD. TaZiskolubovdnej zo stien budeme ozfwva’

pismenomT s indexom profiahlého vrcholu k tejto stendaznica DT® je teda utena

vrcholomD ataziskomTP® trojuholnikaABC. Zrejme plati:T® = A§ n CS, kde S je stred
stranyBC a S, stred stranyAB daného trojuholnika (obr. 3.13). D

Z planimetrie euklidovskej roviny je
zrejmé, Ze vSetkyaznice trojuholnika
prechadzaju jehdaziskom a pretinaju sa
vo vnutornom bode tak, Ze deliaci pome;
taziska vzliadom na vrchol trojuholnika

a stred protiahlej strany sa rovnéislu

—2. plati tedafAS T°) =(CS P)=-2.

Obr. 3.13

Analogicky zostrojme este jednutaznic, naprikladAT” (T* je fazisko stenyBCD, t.|.
(DS T") =-2). (Konstrukcia boduT” je zrejma zrovnostiAST’)=(DST), odkid
vyplyva TAT® ||AD.) Taznice AT* DT® daného Stvorstena st uhlogkemi lichobeznika

ADTATP, pretinaju sa teda vo svojom vnitornom bode; émeshoT.

Pozndmka 3.1.V prvej etape dbkazu sme dokazali, bovd’né dvetaznice daného
Stvorstena lezia na réznobezkach aich pémge je vnatornym bodom kazdej z nich.
V druhej casti dokazu dokazeme, Ze zostrojeny BokZi na kazdefaznici telesa. K tomu
stati dokazd#, Ze prelubovd’né dve zvolen&aznice sa deliaci pomer ich priés&ka
vzh'adom na krajné bodgaznic v danom poradi (napriklad vrchol teles&jsko protiahle;

steny) rovna pevnému reélnertislu k. (Pr&o? Vysvetlite.)

2. Dokazeme, ze plati: AT*T 9 QT°T 35 k autme tato konstantu. Préubovdné dve

rovnobezné Usky (neleziace na tej istej nodite) plati, Zelubovd’na z nich je obrazom
druhej v prave dvoch rovtiahlostiach s tym istym koeficientom (pritom chagaldtiky

rovnd’ahlosti s navzajom ofr@é realneisla). V rovine AS D je teda Us&ka AD obrazom
Gseky TAT® v rovnd’ahlosti'f : T#, T® — A D so stredom v bod€ ako aj v rovndahlosti
f:TA, T° > D,A so stredom vbodeS (obr. 3.13). Ozname 'k charakteristiku

rovnd’ahlosti' f . Plati: (ATAT) =(DT°T) ="k, (DT*S) =( AT’ § =2 |, kdeT je vnatorny,
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resp. § vonkajsi stred rovi@hlosti ‘f , resp.?f . Z vlastnosti rovnkahlosti je zrejmé, Ze
'=|?d=k, tj. k=-k, *k=k. Pretoze (DST")=(A$P)=-2, plati aj (DT*S)=

= (AT S) =3="?k. Odtid vyplyva: 'k =-3, tj. (AT*T) =(DT°T) =-3.

Zaver VSetky Styri taZznice Stvorstena sa pretinaju v jednom bdde ktorého
vzdialeno$ od taziskalubovdnej steny Stvorstena sa rovna jednej Stvrtifikydprislusne;
taznice.

Definicia 3.3.Spola:ny bodtaznic Stvorstena sa nazyregiskomstvorstena.

Priklad 3.10. Dokazte, Ze existuju tri sustavy rovin, ktoré dastworsten pretinaju
v rovnobeznikoch. Natnite prienik rovinou z kazdej sustavy.

RieSenie

1. (Rozbor ulohy Hradame rovinua, ktorej prienik s danym StvorstenorABCD je

rovnobeznik (t.j. Stvoruholnik, ktorého pitahlé strany s navzajom rovnobezné). Ak rovina

a existuje, musi pretitladve dvojice stien telesa v navzajom rovnobeznydhangkach.

Vyberme takéto dvojice: nech su to steny v roving®BC, ABD CDA CDE. Pozadujeme,

aby (@ n ABC)||(a n ABD) (a n CDA)||(a n CDB). Roviny vSetkych stien su navzajom
réznobezné a kazda z nich ma pratimavinu a. Zo vzgjomnej polohy troch navzajom

réznobeznych rovin je zrejmé, Ze uvedenad poziadgekasplnena prave vtedy, Ke

all (ABCn ABD),a/l (CDANCDB), t.j. al/l AB a a/lCD. Teda kazda rovina, ktora je
rovnobezna s dvojicou mimobeznych hrAB aCD Stvorstena a obsahuje vnutorny bod
K niektorej zo zvySnych hran telesa, pretina telesm/nobeZniku. Zvolenym bodok (napr.
KOAD) je rovina @ urena (existuje prave jedna rovina incidentnd s bodom

K a rovnobezna s priamkamB aCD — dbsledok V. 2.7; vysvetlite).

2. Spomedzi rovin stien telesa mozno vybeste dvakrat dve rézne dvojic&BC, ACD;

BCD, ABD a ABC, BCD; ABD, ACD. Analogicky kazda rovina3, resp. y rovnobezna

s dvojicou hrarAC, BD, resp.BC, AD a obsahujuca vnutorny bod niektorej zo zvySnyémhr
pretina dany StvorstehBCD v rovnobeZniku. (obr. 3.14)
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Zaver Existuju tri sustavy navzajom rovnobeznych rovigrych prienik s danym
StvorstenomABCD je rovnobeznik. Rovin v kazdej zo sUstav je nekomeemnoho; kazda

Z nich je rovnobezna s niektorou dvojicou mimobeknljran telesa.

> A

Obr. 3.14
Priklad 3.11. Ur¢ite vzajomnu polohu priamkyas pravidelnym Se®okym hranolom

H* = ABCDEA... E, ktorého vyska je zhodna s hlavnou uhlofka podstavy. V pripade

existencie prieniku zostrojte Gde zhodn( s prienikom (pri zvolenejzte podstavnej hrany

telesa). = MN, (SCM) = 2 Sje stred podstavgB...P, (E'F'N) = 2].

RieSenie

1. (Rozbo}y Vzajomnu polohu priamky s telesoméume pomocoulubovdnej roviny
prechadzajucej danou priamkou, ktora je alebo aswmmy rovinou vzBadom na prislusnu
hranolova plochuH alebo pretina tato plochunsuholniku. NajvyhodnejSou je osnhovova
rovina plochyH (par. 5.2.1, kap. 5). Takato rovina ma s plochpol&né najviac dve
tvoriace priamky (ak neobsahuje prave stenu plodiga jej prienik s povrchom hrandti

je nanajvys rovnobeznfk.

2. (Konstrukcig Priemetiu si zvdme tak, aby stenaABB' A' telesa bola v prielnej
polohe, t.j. leZala v rovine rovnobeznej s priemet Obdznik ABB' A' na obr. 3.15 je preto
zhodny s originalnou stenou telesa. ' rovnobezny priemet telesa jeceny poda

Pohlkeho vety priemetorfubovdnej Stvorice nekomplanarnych vrcholov; #ree si body

A, B, Sa A' (pod'a dohovoru o stenéBB' A' je ABO AA, |AA|=2|AB aSsi zvdme

1%/ pripade pouzitia roviny, ktora nie je osnovovdy konstrukcia vyZadovala prinajmensom pouZitie
perspektivnej afinity medzi rovnobeznym priemetos®’'dholnika AB...F a priemetom rovinného rezu
hranolovej plochyH so zvolenou rovinou s pripadnym doplnenim reze¥troboch podstav hranokd* touto
rovinou [13]. V¢com méze pretinarovina, ktora nie je osnovova, povrakbokého hranola? (3-uholnik az
(n+1)-uholnik )
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'ubovd’ne vhodne (tak, aby sa napriklad neprekryvali grpgte Ziadne dve hrany)).
Trojicou nekolinearnych bodo#, B, Sje obraz podstavy seny!’ Ozname siA osnovov

rovinu prechadzajucu priamkoa Té&to rovina je ufend priamkoua a napr. osnovovou
priamkoun plochyH prechadzajucou bodoh (NOnCn // AA"). Na konStrukciu prieniku

(A n H) st&i zostrojt’ pries€nicu roviny A s rovinou SediholnikaAB...F a jej spoléné

body s tymto Sesiholnikom (ozn&me P, = AB...R. Plati An ABC= NM, NMn R, =
={X, Y}, kde N, =nn ‘ABC= m EF (vysvetlite). Prienikom rovinyd s plochouH su
tvoriace priamkyx, y plochy incidentné s bodmk,,Y, (X, O xY,Oy,x//y/l AX). Potom
plati: an H=an(AnH)=an{x y § X Y . BodyX, Y m6zu, no nemusia patrdanému
hranoluH. Vo zvolenom pripade ide o body povrchu hrandtg teda prienikom priamky
a s danym hranolom je & XY: an H* = XY . V opa&nom pripade je potrebné zosttoji

prienikovy obdZnik roviny A stelesom (trividlna Gloha) adi jeho vzajomnd polohu

S priamkoua.

I
I
I
b x
~ - . I
~ - I
\I - .{
I
)_E _____ TKD \
s I |
B
Obr. 3.15

3. Konstrukcia uUsgky X°Y° zhodnej s Usé&ou XY je zrejma. Zostrojime ju napriklad
pomocou konstrukcie trojuholnikdMN, (obr. 3.15) (zreimeN O E'F'= N O EF).

" podstavaAB...Fje pravidelny $eiiholnik so stredorS, t.j. na obrazku 3.15 jSABCrovnobeznik a bo&je
stredom sumernosti §&#olnikaAB...F v nakresni. Ide o obraz pravidelnéhotsbslnika v afinite, ktora je

v tomto pripade rovnobeznym premietanim. ([10]¢erie 13)
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3.4 CVICENIA

1. Dany je StvorsteABCD a bodM roviny stenyACD (M [0 AC O CD O AD). Zostrojte
priamku roviny stenyACD tak, aby prechadzala bodoM a bola rovnobezna s rovinou

ABC. Dokazte spravngskonstrukcie.

2. V nasledujucich tlohach je dany rovnobeZznostBCDA B C D. Zostrojte rovinny rez

telesa rovinoua =KLM . V pripade kocky alebo kvadra zostrojte aj utvéwodny

s rezovymn-uholnikom.

a) K=B,L=D' (AA'M)=-1. Rieste Ulohu pre kocku $Ztou hranya. Vyjadrite
obsah rezu.

b) (DD'K)=(B'BL)=(DCM)=3. Dokazte, ze vSetky vrcholy rezu su stredmi
relevantnych hran telesa.

c) (A'D'K)=(ABL) =(CC' M)=-1. Dokazte, Ze vSetkyalSie vrcholy rezu su stredmi
prislusnych hran telesa.

d) (AA'K)=-1/2, (CC'L) =(DD'M) =-3. Zostrojte aj priesaicu roviny @ s rovinou
A'B'C'.

e) (ABK)=(CC' M)=-1, (AA'L)=-3.

f) K=B,L=C", (A'B'M)=1/3.Co je rovinnym rezom telesa? Zostrojte Gtvar zhodny
s rezom, ak ide o kvadefAB =3j, [BC|=5], |AA|=4]. Co je rovinnym rezom
v pripade kocky?

g) (AA'K)=(D'C'L)=-2, M =BC'n B'C. (Navod Zostrojte napriklad priegpik 1
priamky KL srovinou stenyBCC'B' telesa pomocou rovinyl:m. Potom
a n “BCC' =~ 1M . Konstrukcia prienikov s rovinandialSich stien telesa je zrejma.)

h) (A'D'K)=(C'D'L)=-1/2, ADM =1/2. RieSte ulohu preubovad’ny kvader.

i) (BCK)=(C'D'L)=(C'CM)= —1/2. Obraz telesa vo Yyoom rovnobeznom premie-
tani si zvdite poda obr. 3.12.

) (DD'K)=3, (BB'L)=1/4, (CC'M)=-1. Zostrojte aj priesmik priamky DB'
S rovinouaq .

k) (C'D'K)=(CC'L)=(BDM)=-1/2.

) K=A", (ADL)=1/2, (CC'M) =1/3. Zostrojte utvar zhodny s rezom gtdoovd’ny

kvader.
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3. Zostrojte rovinny rez rovnobezZnostena rovin@y ktora prechadza danym bodd®a je
rovnobeZné s rovinoy = KLM .
a) K=A,L=B',M=D", (C'D'P)=-2.
b) K=D', (AA'L)=(BB P=-1/2, (BD'M)=-1.
c) K=D, (AA'L)=-5/2, (C'D'M)=-2, (BD'P)=-1.
d K=B,L=C', (CDM)=-2, (ABP)=-1.

4. Zostrojte rovinny rez rovnobeznostena rovinou, &tprechadza priamkom:ﬁ aje
rovnobezna s priamkddN. (A'D'K)=-1/2, (C'D'L)=-1, M =C"', (BB'N)=-1/3.

5. Zostrojte rovinny rez kvadraéABCD...D' rovinou a =KLM a Gtvar zhodny s rezom pri
Tubovd’ne zvolenych kkach hran kvadra.
a) (CC'K)=-1/2, (A'D'L)=-1, (BB'M)=1/3.
b) K, L, M st vdanom poradi stredy hrawA', BC a C'D"'. DokaZzte, Ze i priesaiky

roviny sd’alSimi hranami telesa su ich stredmi.
6. Ktoré pravidelné-uholniky mézu by rovinnymi rezmi kocky?

7. Zostrojte rovinny rez kvadra rovino@ rovnobeZnou s rovinolACD' a prechadzajucou

stredom kvadra.

8. Zostrojte rovinny rez Stvorsted®BCD rovinou a = MNP.
a) MOABR *® NOAD°, POCD’. Kedy je prienikom lichobeZnik? Urobte aniépre
(ABM)=-1, (ADN)=-3, (CDP)=-1/2.
b) (ABM)=-1, (BCN)=-2, (BDP)=-3. Zobrazte ia n ACD.
c) 1>(CDM) >0, NOBC®, POAC®

9. Zostrojte rovinny rez trojbokého hrandta(ABC, AA) rovinou a = KLM .
a) K=B, LOA'B', MOCC'
b) (AA'K)=-3, (BB'L)=-1/2, (A'C'M)=-1.
c) K=A,L=B, (A'C'M)=-2.
d) (ABK)=(AC' L)=-1, (BCM)=-3.

18 ABje otvorena Usia, t.j. mnoZina vietkych vnitornych bodov diseAB.
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e) MNOa, a||AX, MOAB, NOB'C.

10.Dany je trojboky hranolABCA B C, rovina a=MNP (M, N, P su vdanom poradi
vnutorné body hraAA, BB, CC) a bodL, ktory je vnutornym bodom trojuholniksB'C'.
Zostrojte prieséenik priamky CL srovinou a. Zvolte si (AA'M)#(BB' N)#
#(CC'P) £ (AA M).

11.VyrieSte priklad 3.11 pre hranbl s vySkou zhodnou s podstavnou hranou. Zvy3né prvky

zadania s nezmenetié.

12.Ur¢te vzajomnu polohu priamky so Sikmym Sa¥okym hranolom ABCDEFA... F'

s pravidelnou podstavolABC...F. Zvalte si ndrt tak, aby Ziadna stena telesa nemala
priecelnt polohu. B=MN, (SCM) = 3, (BF'N) = 4]. Rozhodnite i o viditmosti

priamkya vzhadom na zvolenu viditeos’ hran telesa.

13.Ur¢te vzajomnu polohu priamkg s pravidelnym p&bokym hranolom ABCDEA... E,
ktoreho vySka je zhodna s uhlogheu podstavy. Zostrojte aj G8ar zhodnu
s prienikom. Obraz telesa si e tak, aby podstav&ABCDE bola viditd’'na (podfiad).

[a=MN, (ABM) =2, (BC'N) = 5]

14.
a) Dana je rovinaa=MNP (M OAD°, NOBD°, POCD® a Stvorsten ABCD.

Zostrojte priesénik priamkyDL s rovinoua , akL je vnutornym bodom trojuholnika
ABC. Zvorte si(ADM) # (BDN) # (CDP # ( ADM).
b) Zostrojte rovinny rez StvorstenABCD rovinou a (MN O a, a ||AC), ak M OAB°,

N OAD°. MoZe by rezovy Gtvar rovnobeznik?

15. Zostrojte rovinny rez Stvorbokého ihlah@ABCD, V) rovinou a .
a) BMOa, a||AC, M ODV.
b) a= KMN (K DAV, bodyM, N st v danom poradi vnatorné body trojuholnikzdV
aBCV).

16.Opiste konstrukciu priamky, ktora prechadza danydom A, je rovnobezna s danou

rovinou a a pretina priamkb (AOa, AODb, priamkab je réznobezna s rovinoa).

19 Ulohy z cviteni 11, 12 rieste v potiade i nadbade.
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17.Dané su mimobezné priamky b. Dokazte, Ze nimi mozno prel@zdvojicu navzajom

rovnobeznych rovin.

18.Dany je rovnobeznosteBCDA B C D a bodyP, Q tak, Ze plati:(A'D'P)=-1/2,
(C'D'Q) =-1. Zostrojte:
a) priecku priamok AB, B'D' rovnobeznu s priamkoAC'.
b) priecku priamok AB', BC' rovnhobeznu s priamkoié'C.
c) priecku priamok AB', BC' prechadzajucu bodorA'.
d) priecku priamok PQ, DD' prechadzajucu bodorB .
V poslednom pripade si zkte kocku a zostrojte ajitku Useéky vytatej na prigke

oboma mimobeZkami pfubovd’ne zvolenej ttke hrany telesa.

19.Dany je rovnobeznosteABCDA B C D. Zostrojte priéku priamoka, b prechadzajicu
bodomM. V pripade, Ze je referénym telesom kocka, zostrojte du Useéky vytatej

na prig¢ke oboma mimobezkami.
a) a=AD',b=CR, (A'B'R =-1, (CDM)=2/5.

b) a=C'K, (A'B'K)=-1/2, b=DN, (BCN)=-1, (CC'M) =-3/2.

20.Dany je rovnobeznosteMBCDA B C D. Zostrojte priéku priamoka, b rovnobeznu
s priamkous, ak a=A'S, b=BE, s= AB, S= ACn BL, (DD'E) =3.

21.Za predpokladu, Z&ABCDA B C D (z prikladu 3.3) je kvader dzkami hran|AB = 5j,
|BC|=6j a|AA|=3j, zostrojte éZku tseky vyratej na prieke oboma mimobezkami, t.].

|XY].

22.
a) Za predpokladu, Ze je StvorsteBCD (z prikladu 3.4) pravidelny pAB = 5j, zostrojte

dizku Useéky vytatej na prieke danymi mimobezkami.
b) Za predpokladu zvolenej viditeosti hran telesa rozhodnite o viditesti Uséky

XY O r vzhradom na teleso. Vymodelujte si celt konfiguraciu.

23.Dany je $tvorboky hranolABCDA B C D apriamka p=RS, kde R= pn DCC,

S= pn ADD (obr. 3.16). Zostrojte priegeiky priamky p s rovinami zvysnych stien

41



3 POLOHOVE ULOHY

hranola a vyznde graficky prienik priamky s telesom (vratane tefinosti vzitadom na
zvolenu viditénog’ hran telesa na obrazkiavod.PouZzite osnovovl rovinu prislusnej
hranolovej plochy*H (ABCDO a; AA') incidentnl s danou priamkqua zostrojte jej
pries€nice s rovinami® DCC', ~ ADD' a nasledne s rovinou podsta®BCD telesa.
KonStrukcia priesénic tejto roviny s rovinami zvysSnych troch stiedeta je trividlna

(prienik hranolovej plochy s osnovovou rovinou Vatiom na plochu — kapitola 5).

Obr. 3.16

24.M6Ze by rovinnym rezom Stvorstena kosoStvorec, pravoukaigbo Stvorec? MozZe ty
takych sustav rovin viac? Skuste odhatnévyhnutné (dostajuce) podmienky. Navod:
priklad 3.10.

25.VyrieSte priklad 3.11 pre hranbl s vySkou zhodnou s podstavnou hranou. Zvysné prvky

zadania st nezmenené.

26.Zostrojte priesek rovnobeZznikéLMN a trojuholnikaPQR Referedné teleso je kocka
ABCDA B C D. (AA'K)=-2,L=B, (CC'M)=-1/2, (AA'P)=2, (ACQ)=-1/3,
R=C".

27.Dané st mimobezné priamky b. Co je mnoZina vsetkych bodoX, pre ktoré plati:
(ABX)=m, Alla, BOb, mO R-{0,1} ?
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28.Je danych r6znych priamok, z ktorych kazdé dve su navzajommobezné. Dokazte, Ze

tieto priamky bd’ vSetky prechadzaju jednym bodom, alebo vSetkglejednej rovine.

29.Vo dvoch réznych rovinachp, p' lezia trojuholnikyABC, A'B'C', pricom AZ A',
B# B', CzC'. Priamky AB, A'B' sa pretinaju v bod€,, priamky BC, B'C' v bode
A apriamkyCA C' A v bodeB,. Dokéazte, ze:

a) BodyA,, B,, C, lezia na jednej priamke.
b) Priamky AA', BB', CC' prechadzaju witym bodomV.

30.Dané su bodyA', B',C', D', ktoré vSetky nelezia v jednej rovine.
a) Mo6zZu niektoré z tychto bodov leZaa jednej priamke? (K&o najviac?)
b) Kolko priamok a kiko rovin je tymito bodmi wenych?
c) Ako volame teleso @gené tymito bodmi?

d) Vyhradajte tri dvojice mimobeziek, ktoré si&ené danymi bodmi.

31.Nech suC, D dva body, z ktorych Ziaden nelezi v danom polpv'res;A. Dokazte, Ze

bodD lezi v polpriestor@HC .

32.Ak je priamkap [rovina o] rovnobezna s rovinow, tak priamkap [rovina p] lezi

v jednom z polpriestorov s hranicou v rovige DokaZzte.

33.Sformulujte analogické tvrdenie s tvrdenim véevii 32 pre priamku a rovinu, ktoré su

réznobezné s rovinoqa .

34.Zvolte sifubovd’ny StvorstemPABCD a vnutorné bodw', B' jeho hranDA, DB v danom
poradi.
a) Zostrojte priesénicu rovin AB'C, A BC.
b) Nech C' je bod, pre ktory DCC') > 0; dokazte, Ze existuje priésécap rovin ABC,
A'B'C' azostrojte juDalej dokazte, Zze priamkgB, A'B' su s priamkowp bud

rovnobezné alebo ju pretinaju v tom istom bode.

35.Je dany StvorsteABCD. Nech T, U, Vsu v danom poradi stredy hrédAB, BD, CD.

VySetrite vzajomnu polohu trojic rovin :
a) “ABU, "TUV, "BCD;
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b) “ABC, "BCD, "AUV,
c) “ABD, “ABC, “ABV,
d) “ABC "TUV, "BCD.

36.Dany je StvorstenVABC a vnutorny bodM hrany VA Dokazte, Ze rovinaa

(M Oa,all ABC) pretina usé&ky VB aVCyv ich vnatornych bodoch.

37.Nech su dané dve dvojice navzdjom rovnobeznycmro[ g, o || &, pricom p, o su

navzajom rbznobezné roviny. DokaZzte, Ze aj royihy ' su navzdjom r6znobezné.

38.Nech je dana rovin@ a v nej konvexny Stvoruholn#®&BCD. Dalej nech je dana priamka

a prechadzajuca bodoi ktora nelezi v rovingp a priamkac prechadzajuca bodof a

rovnobeZna s priamkoa. DokaZte, Ze rovinyBa, Dc sa pretinaji s rovinamBc, Da

(v danom poradi) v priamkaehayv, pricom u//v/l/a.

39.Je dana rovingp a dve navzajom rézne rovnobezné priampky ( p// q). Dokazte:
a) Ak plati p// p, plati ajg// p.

b) Ak priamkap pretina rovinup, pretina ju i priamka,.

40.Je dany ihlanvMNPQ ktory ma lichobeZnikova podstawdNPQ (MN || PQ). Urcite

pries€nicu rovinVMQ, VNP a rovinVMN, VPQ. RieSenie urobte s pouzitim siete ihlana.

41.Nech sua,B navzdjom r6znobezné roviny @',3' 'ubovd’né dve roviny, pre ktoré
alla'(a' #a),B1 (G # (). Dokézte, Ze i rovinya', ' sU navzajom réznobezné aich

pries€nica je rovnobezna s prigsecou rovina, S .

42.Dané su dve rovnobezné roviny, p' adve navzajom rovnobezné priamky
srdéznobeZzné s danymi rovinami. Bodg; S (v danom poradi) su priesgky tychto
priamok s rovinoup a bodyR', S' (v danom poradi) prie&eiky s rovinoup'. DokaZte,

zeplatiRR' 11 SSa RR' [0 SS.

43.Zobraztelubovd’ny StvorstenVABC Bodom V narysujtepriamky a’, b', ¢’ tak, aby
a'/IBC,b'/ICAC'/l AB. Dokéazte, ze priamkya', b', ¢c' lezia v jednej rovine, ktora je

rovnobezna s rovinou trojuholnikeBC.
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44.Nech je dany ihlaWABC Po priamkeéBC sa pohybuje bot¥l.
a) Aké utvary vyplnia jednotlivéaznice trojuholnikoWAM?
b) Co je mnoZzinou bodovaZisk vietkych tychto trojuholnikov?

45.Dokazte, Ze ak lezia vSetky vrcholy vypuklého mndianika v poIpriestoreoHA, potom

vSetky body mnohouholnika lezia v tomto polpriestor

46. Zostrojte styné roviny ihlanovej plochy,(P, O a;V ) prechadzajuce danym boddvh
(M #V).

47.Zostrojte stgné roviny ihlanovej plochys(P, O a;V ) rovnobezné s danou priamkau

vVOm).

48. Zostrojte dotykoveé roviny kruznicovej valcovej plocV(k O a ; | ) prechadzajuce danym
bodomM (M #V).

49. Zostrojte dotykové roviny kruznicovej valcovej plocV(k O a; | ) rovnobezné s danou

priamkoum (V O m).

50. Zostrojte dotykové roviny kruznicovej kuimvej plochy K(k O a;V ) prechadzajuce
danym bodonM (M #V).

51. Zostrojte dotykoveé roviny kruznicovej kuzevej plochyK(k 00 a ;V) rovnobezné s danou

priamkoum (V O m).
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4.1 KOLMOST ZAKLADNYCH GEOMETRICKYCH UTVAROV

Budeme definouva kolmog’ zakladnych geometrickych utvarov, a to kolthads/och
priamok, kolmog priamky a roviny a kolmasdvojice rovin. Ustrednym problémom bude
uréenie nevyhnutnych a dostgucich podmienok dvoch navzdjom kolmych geomefritk
Gtvarov aich vlastnosti, na zaklade ktorych saubdéfinovd nové pojmy, napriklad
vzdialenog dvoch geometrickych Utvarov. V tejto suvislosti advodia ajd’alSie vlastnosti
niektorych zakladnych telies, ako napriklad pravigetvorsten, kocka, pravidelny osemsten,

ortocentricky Stvorsten a pod.

V planimetrii sa kolmé priamky (tej istej rovinyefinuju ako priamky, ktorych uhol je
zhodny s pravym uhloffi a ukdZe sa, e mozno v rovine zostrgjrave jednu priamku
prechadzajicu danym bodom a kolmu liwdbovd’nt ind priamku rovin§’. V stereometrii
nardZzame na problémdenia uhla dvoch navzajom mimobeznych priamok, kiayd’ nie je
definovany. Uhol dvoch mimobeZnych priamekb bude prirodzené definovaako uhol
zhodny s uhlonTubovd’nych dvoch réznobezZiek', b', pricom & ||a ab’|| b. Aby bola
definiciakorektna dokazeme najprmezavislos takto definovaného uhlad vyberu dvojice

réznobeziek z dvoch danych osnov priamadeagch priamkama, b. Dokazeme vetu

Veta 4.1

Nech sua, b dve 'ubovd’né mimobezky aM', M" dva body M"#ZM"'). Ak
zostrojime priamky a', b'; a", b" tak, aby M'Oa'nb', M"Oa"nb" a a'//a"lla,
b'/Ib" /b, plati: Dab' C Oa'b".
Dokaz
Zvo'me si dvalubovd’né body A',B'(B'# A') incidentné s rovhomennymi priamkami
a', b' tak, aby A'# M '# B'. Dalej st&i zostrojt’ body A", B" tak, aby ttvaryM 'A' A"M "
a M'B'B"M" boli rovhobezniky. Je zrejmé, Ze aj utvArB'B" A" je rovnobeZnikom a

trojuholniky A'B'M' a A"B"M" su zhodné (veta sss). Pretoze zhodné trojuholsiky

2 pravy uhol sa definuje ako uhol zhodny so svojisesinym uhlom.

2L Bezprostrednym désledkom je existencia priamokngg\ktoré nemaju spotmy bod (=rovnobezky ([15]).
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zhoduju vo vSetkych uhloch, platZAMB' COA'M'B", t.j. Oab' C Oa'h", ¢o bolo treba
dokéaza. (Obr. 4.1)

Definicia 4.1
a) Uhlom priamoka, b (a##b) nazyvame uhollubovd’nych dvoch nedisjunktnych
priamok a', b', pre ktoré plati:a’'//a,b'//b. Uhol dvoch rovnobezZiekazyvame
nulovym uhlom.
b) Kolmé priamkynazyvame také priamky, ktorych uhol je pravy.
c) Priamka kolma na rovin{hovorime akolmica na roviniije priamka kolma na vSetky

priamKy roviny.

Désledok 4.1
a) Priamka kolma na rovinu je s touto rovinou réznatde?z

b) Priamka kolmé& na dve r6znobeZky danej roviny jeusa rovinou réznobezna.

Veta 4.2.(kritérium kolmosti priamky a roviny)
Priamka je kolma na rovinprave vtedyked’ je kolma na dve r6znobezné priamky tejto

roviny.

Dokaz

a) (nutnog) Predpokladajme, Ze priamkge kolma na rovinua (k Oa). Z kolmosti
priamkyk na vSetky priamky roviny (definicia 4.1) vyplyvg f@Imog’ nalubovd’né dve jej
r6znobezky.

b) (dostat@nos) Predpoklad: priamké&je kolmé na dve réznobezky', b' roviny a .

Treba dokaz3 Ze priamkék je kolma na vSetky priamky danej roviny. Zwee silubovd’nu

priamkuc' (c'#a’,c' #b') tejto roviny; stai dokaza kolmog’ priamokk, c'.
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Dalej urobime nasledujicu konstrukciu. Padidsledku 4.1b je priamKas rovinou a
réznobezna. Oziane P ich spol@ny bod a zostrojme priamky, b, ¢ prechadzajuce tymto

bodom a rovnobezné s priamkami b', c' (P=an bn ¢, a//a’, b//b', c/Ic") (obr. 4.2).

Sta’i dokazd: k O ¢ (preso? vysvetlite).

Obr. 4.2

Zvolme silubovdné bodyA, B leZziace na rovhomennych priamkaahb tak, aby

A% P# B apriamkac aby pretinala us&u AB. Ozng&me cn AB={G - ide zrejme
o vnatorny bod uséky AB. Dalej nech sdPOk (‘P# P, i=1,2) 'ubovdné dva body, pre
ktoré (‘P2PP)=-1, t.j. bodP je stredom sy ‘P?P.

Potom plati: A'PAF CA’PAF, A'PBFLCA’PBF (sus), tj. ‘PAO?PA, 'PBO*PB.
Odtia’ vyplyva: A'PABCA’PAE (pod’a vety (sss)), t.j. ajJ'PACII’PAC. Dosledkom je
zhodnog trojuholnikov A'PAC, A’PAC (sus), teda i zhodnosiseiek 'PC, ?’PC. Na zaver
konstatujeme, 7eA'PPCOA’PPC (sss), ¢o znamend, 7e su zhodné iuhly v tychto
trojuholnikoch pri vrcholeP. PretoZze ide o susedné uhly, su oba uhly prayéprtamka
k='PP je kolmé& na priamkae.

Zaver. priamkak je kolma na rovinur . Tvrdenie je dokazané. (Obr. 4.2)

Poznamka 4.1

1. Ak je priamkaa kolma na priamkup, je — poda definicie — i priamka& kolma na priamku
a; budeme preto hovatiZzepriamky a, b su navzajom kolmé

2. Veta 4.2 vyjadruje nevyhnutnu a dastgicu podmienku kolmosti priamky a roviny, a to
za predpokladexistencigakejto priamky. Existenciu priamky kolmej na nowidokdZzeme
v nasledujucej vete. Namiesto vyjadrenia ,priamkakplma na rovinu“ budeme tiez
pouziva vyjadrenie ,rovina je kolma na priamku“. Analogickko v a) budeme hovdri

Ze priamka a rovina stavzajom kolme
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Veta 4.3
Existuje prave jedna priamka prechadzajuca danysoiavl a kolméa na danu rovina .

Dokaz

a) (existencia 1. DokaZzeme existenciu priamky pozadovanej viatrpre pripad, Ze bod
M nelezi vrovinea (M Ua). Dékaz bude konStriky. Poda vety 4.2 std zostroji’
priamku prechadzajucu bodoM a kolmu na dve réznobezky roving . Nech jeal a
Tubovd’na priamka. M6zeme zostrojpriamkub prechadzajucu bodo, leziacu v rovine
aM a kolmd na zvolenu priamka (obr. 4.3af* Priamkya, b s navzajom réznobezné;
ozna&me ich priesénik P. Dalej zostrojme priamke roviny a prechadzajicu bodom a
kolmua na priamkwa. Z kolmosti priamkya na navzajom r6znobezné priamiixyc (preto ide
o réznobezky?) vyplyva pdd vety 4.2 kolmas priamky a na rovinu y:B?:. Je zrejmé, Ze
stati zostrojt’ priamku k roviny y prechadzajucu bodorv a kolmd na priamkw tejto
roviny. Tato priamka, ako priamka roviny, je kolma na priamkwa (definicia 4.1), teda
kOaDO k[c; pretoze priamkya, ¢ su navzajom r6znobezné, je fadvety 4.2 priamka
k kolma na rovinuz . Existencia priamky poZzadovanych vlastnosti jeadaka’.
2. VpripadeM Oa si st&i zvolit Tubovd’ny bodA, ktory v rovine @ nelezi. Poth prvej
Casti existetiného dokazu existuje priamka (AOk O k[Oa). Z definicie uhla dvoch
priamok je zrejmé, Ze kazda priamka rovnobezZnédiasrou k je kolm& na rovinua .

Priamka pozadovanej vlastnosti je teda priamid (11 O1//k).

b) (jednoznénog) Jednoznénog’ existencie kolmice na danu rovirmu, ktora prechadza
danym bodomM stai dokazd& pre pripadM Oa (preto?). Treba dokara ze konStrukcia
priamky k realizované v a) nezavisi od vyberu priangkyoviny a . Urobime to dékazom
sporom Ak by existovali dve navzajom rézne priamiy pozadovanej vlastnosti, tak by ich

prieséniky 'R s rovinoua (i = 1, 2) boli navzajom rézne body (pe®), trojuholnik'R?RM

%2 Treba si uvedonij Ze priamku prechadzajicu danym bodom, ktora Jem&ama inG priamku, zaffavieme
zostroji’ len v rovine; v nasledujucej vete sa ukaze, zgdatio priamok je nekoree mnoho a vSetky lezia
v tej istej rovine. Tento vysledok ndm poskyidielSiu konStrukciu prigky danej priamky, ktord prechadza
danym bodom a je kolma na tato priamku.

% Pretoze priamkyp, k prechadzaji obe tym istym bodom a st kolmé nariea, mdZe nastai pripadk = b.
To vSak né na ddkaze nemeni, znamenalo by ftkdp Ze sme pri vybere priamky O a ,natrafili“ prave na

priamku prechadzajucu priesgkom zostrojenej priamklg s rovinoua .
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by bol trojuholnikom s dvoma pravymi uhlamip je sporné tvrdenie s vetou &l

vnuatornych uhlov v trojuholniku euklidovskej rovinjvrdenie je dokazané. (Obr. 4.3b)

Obr.4.3a,b

Poznamka 4.2
Je prirodzené nazvapries€énik kolmice na rovinu s danou rovinou patou kolmice
(analogicky s planimetrickym pojmom). Okrem tohozjejmé, Ze ak bo® je pata kolmice
kz boduM na rovinua (M Oa, tj. M #R), tak plati: MX > MR pre vSetky bodyX # R

roviny @ . To nas oprawije nazva Useku MR alebo dzku tejto Gseky vzdialenogou bodu

M od roviny a .

Definicia 4.2
a) Priesénik priamky prechadzajucej danym boddna kolmej na rovinua s rovinou
a nazyvamepatou kolmice boduM na rovinua .
b) Vzdialenogou bodu M od rovinyo nazyvame uUs&u MR (dizku Gséky MR), kde

bodR je pata kolmice z bodM na rovinua .

Désledok 4.2
1. VSetky priamky kolmé na ta istd rovinu su navzajamvnobezné.

2. Vzdialenos boduM od roviny a je najmensSia z Ugeek MX (OX Oa).

Priklad 4.1
a) Dokazte, Ze telesova uhlopfi@ kocky je kolma na vsetky jej stenové uhlogie
s ktorymi nie je réznobeZna.
b) Vyberte si l'ubovdnu telesovi uhlopridkku kocky a oznéte vSetky stenové
uhloprietky k nej kolmé. Akl maju vlastnéslve vhodné trojice z nich?
c) V kocke ABCDA...D' urite konStrukne ivypatom vzdialenog vrcholu A' od

roviny AB' D'. DiZka hrany kocky sa rovna nenulovému realnépslu a.

50



4 METRICKE ULOHY

RieSenie

a) Zvolme si v kocke ABCDA... D' telesovu uhloprigku A'C a napriklad stenovu
uhloprieku B'D' sniou mimobeznu. Kolmasdvoch mimobeZznych priamok overujeme tak,
Ze ngjdeme rovinu incidentnt s jednou z danychnmmla a kolmd na zvysSna priamku.
Nositd’ky a= A'C, b=B'D' spomenutych uhlopréek st navzajom mimobezné priamky
(vysvetlite). Pokiusme sa zosttojiovinu kolmu na jednu z nich a prechadzajacu jedny
z bodov zvysnej priamky.
Rovina prechadzajuca bodom' akolma na priamkb je rovina A'C'C. Plati totiz:
A'C'ObUCC'Ob apriamky A'C' a CC' su navzajom r6znobezné. Kolnige zardena
vetou 4.2 (vysvetlite). NavySe rovind@' C' C obsahuje priamka, odkid’ na zaklade definicie

kolmosti priamky a roviny vyplyva kolmégpriamoka, b. (Obr. 4.4 a)

b) Analogicky mézeme préalSie stenové uhlopriky dokazd, ze:all AB', all AD';
aldBD, allDC', alBC'. Kazda z dvoch trojic stenovych uhlogo& lezi v tej istej
rovine, ktora je kolma na zvolenu telesovu uhlafkie Plati teda: A'C AB D,

A'COC'DBaroviny AB'D' a C'DB su navzajom rovnobezné.
b

\D' C‘ l)l' Cl
a | a >
p B A B
Db L [ <
A B A% B

Obr.4.4a,b

Poznamka 4.3
Citate’ovi sa odpordia skompletizovanasrtnuty dékaz a analogicky vyada dvojice rovin

kolmych nad’alSie uhloprieky telesa.

c) Vzdialenog bodu A' od roviny a = AB' D' sa rovna ¥ke Uséky A'R, kdeR je pata

kolmice z boduA' na rovinua . Poda bodu a) priamka prechadzajuca bodéma kolma

na rovinu a je nositéka telesovej uhlopri&ky A'C=a danej kocky. (Obr. 4.4 b) Patou
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kolmicea je bod R= an a . KonsStrukcia bodiR bola rieSenim ulohy 3.1 (obr. 3.2a), kde sme
zarovar dokazali, ZeR je taziskom trojuholnikaAB' D' a plati: (A'CR)=-1/2. Odkid

vyplyva: |M|:|A'F{:%|Aq:a—f. Kon&trukcia Us&ky A'R pomocou obiEnika

A' ACC' sa nechavaitatel’ovi.

Poznamka 4.4

Vo vete 4.3 sme dokazali existenciu prave jedné&npky prechadzajicej danym bodom
a kolmej na danu rovinu. V zmysle pozndmky o riéd@mstruknych Gloh v stereometrii (v
avode kapitoly 3) sa uloha o konStrukcii priamkyrkej na rovinu pre nas stava Standardnou
konStrukciou, ktord mozno zarddmedzi vymenované elementarne konsStrukcie. V rieSen
stereometrickych Uloh s&asto stretavame is potrebou konStrukcie rovinyidemtnej

s danym bodom a kolmej na danu priamku. Po dokazasiedujicej vety i tato konStrukciu

zaradime medzi elementarne konstrukcie.

Veta 4.4

Existuje prave jedna rovina prechadzajuca danynoimdd a kolmé na danu priamku.

Doékaz
1. MOm

a) (existencia Dokdzeme (konstrake), Ze rovinao poZzadovanych vlastnosti existuje.
Pod’a vety 4.3 st&é zostrojt’ dve navzajom rézne priamky prechadzajuce danynordd
a kolmé na danu priamkm. Podstatou rieSenia konSttuiej stereometrickej ulohy je jej
prevedenie na postuprtoplanimetrickych dloh. Vtomto zmysle je konStrukgbriamky
prechadzajucej bodoml priamky m a kolmej na tato priamku uskututel'na vlIubovd’nej
rovine, ktora je s danou priamkou incidentna. Zézkw rovin s osou v priamka si teda
vyberme 'ubovd’né dve (navzdjom rbézne) roving,S (je to mozné poth vety 1.2)
a v tychto rovinach postupne zostrojme kolmice m@npku m poZadovanej vlastnosti:

a(lala,MOaall m), b(bd B, MOb,b0 m). Je zrejmé, Ze priamkg, b si navzajom

r6znobezné (odbvodnite) a plati, Ze roving=ab ma poZzadované vlastnosti
(M Oo Oog Om). (Obr. 4.5a)

b) (jednoznanog) V tomto kroku treba dok&Zanezavislos zostrojenej roviny od vyberu

rovin a, zo zvazku rovin s osom. D6kaz urobimesporom Ak by existovala eStdalSia

rovina 'o pozadovanej vlastnostiM 0 'c O 'o O m), tak priesénice rovin g,'c s aspé
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sjednou zrovina,B by boli dve navzdom rozne priamky (odovodnite).ecN
ano#zan'o; pri ozn&eni a n o ="a by potom v rovinea existovali dve navzajom
roznobezné priamkgp, ‘a kolmé na priamkum tejto roviny (odévodnite kolma (obr. 4.5b).

To je sporné tvrdenie v euklidovskej planimetrigfidicia pravého uhla).

m

Obr.4.5a,b

2.V pripade M Om si st&i zvolit' f'ubovd’ny bod NOm. Poda kroku 1 dékazu existuje

prave jedna rovingo prechadzajuca bodoh a kolma na priamkm. Z definicie uhla dvoch
priamok a kolmosti priamky a roviny je zrejmé, Z&z#a rovina rovnobezna s rovingu je
na priamkum kolma. Rovinouo pozadovanej vlastnostiM 0o 0o O m) je teda rovina

incidentn& s bodorivl a rovnobeZna s rovinog.

Désledok 4.3

Dve roviny kolmé na tu istu priamku su navzajomnolyezné. (Odévodnite)

Poznamka 4.5

Pod vzdialena®u dvoch geometrickych Gtvardy,,U, sa rozumie najmensSia z dgk XY
(alebo dzka tejto Useéky) pre X OU,, YOU,. Citatelovi sa odporéa dokazsg, ze pre dve
navzajom rovnobezné roviny,8 (a # B3) je us€ka XY najmenSia v pripade kolmosti

priamky XY nalubovd’nu z rovin (t.j. na obe roviny). M6Zeme teda defmbovzdialenos

dvoch rovnobeznych rovin nasledovne:

Definicia 4.3
Vzdialenogou dvoch rovnobeznych rovimazyvame vzdialenésl’'ubovd’ného bodu

jednej z rovin od druhej roviny.

Dokaz korektnosti definicie sa ponechéitate’ovi.
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Priklad 4.2. Dany je Stvorstel®ABCD. NechP je pata vySky prechadzajucej vrcholdna

kolmej na rovinuABC, nechV jepéata kolmice z bodD na hranuAB a nechU je péata
kolmice z bodD na hranBC.

Doké&zte, Ze plativVP [0 AB, UP I BC a na z&klade toho ddkazu odite konstrukciu paty

vySky Stvorstena prechadzajucej jednym vrcholorolenkj na profiahli stenu telesa.

RieSenie D

Z predpokladu DP [0 ABC vyplyva, Ze

priamka DP je kolma na kazdu priamku

roviny ABC (definicia 4.1c), teda plati yi C
DP O AB. Dalej vieme, ZeDV [ AB, teda < o

z oboch kolmosti je (pdd vety 4.2) 4 B v
zrejméDVP O AB= VPO AE. Obr. 4.6

Analogicky dokazem&P [1 BC.

Konstrukcia paty vysky Stvorstena prechadzajuekp jjednym vrcholonV a kolmej na
jeho protrahlt stenu, naprABC (ABCOa) je prelubovd’ny Stvorsten zrejma z vysSie
uvedeného ddkazu. Postup konstrukcie je nasled@wolime si vrchol Stvorstena, ktorym
ma vyska prechadga 'ubovd’né dve steny telesa s tymto vrcholom incidentnéowhach
oboch stien sta zostrojt’ vysky stien prechadzajuce zvolenym vrcholom aeths patami
tychto vySok zostrofi (v rovine a steny profiahlej k vrcholuV) priamky kolmé na nositey
hran Stvorstena, ktoré paty vySok obsahuju (pas&ywynemusi bty vnatornym bodom hrany).

Priesénik V, oboch kolmic je fadana pata vysky Stvorste(dy, Ja) .

4.2 UHLY ZAKLADNYCH GEOMETRICKYCH UTVAROV

Uhol dvoch priamok sme definovali v Gvode paragrdf@. V definicii uhla priamky
s rovinou bude povazovany za znamy pojem kolméranatu priamky do roviny. Ako sme
uz pripomenuli, zakladné pojmy a vlastnosti rovriof#ho — Specidlne ortogonalneho (=
kolmého) — premietania patria do obsahu piatejthéptejto prace (paragraf 5.2.2).

Definicia 4.4
a) Ak je priamka kolma na rovinu, hovorime, Zeyépl s rovinou je pravy
Uhlom priamky a s rovinoua (allla) nazyvame uhol priamkys jej kolmym

priemetom do rovinyr . (Obr. 4.7a)
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b) Uhol dvoch rovnobeZznych rovin nazyvamdovy uhol

Uhlom rovina,B (a,B su rb6znobezné) nazyvame uhol prianakb, z ktorych
kazda lezi prave v jednej z rovin a obe su kolmgrieseénicu rovin @Ua, b0 S,
alanpB,b0an B).(Obr.4.7b)

O rovinach, ktorych uhol je zhodny s pravym uhloovdrime, Ze stiavzajom kolmé

Konstrukcia uhla priamky s rovinou a vyplyva z definicie. Nech je dana priamka
asrovinoua rdoznobezna. Ozkene P ich spol@ny bod. Musime zostrajikolmy priemet
priamky a do roviny @ . Je nim priamka spajajuca kolmé priemety dvoctzajam r6znych
bodov priamkya do roviny a . (Kolmy priemetl'ubovd’ného boduX [utvaru U ] do roviny

a budeme oznmva’ pravym dolnym indexom ,1% §. X, [U,].) Ak je bodP dostupny, tak
P=R ast&i zostroji' kolmy priemet eStefalSieho boduA priamky ado danej roviny.
PotomA, =1*na, kdel” je premietacia priamka bodu(t.j. ADI*0 1" Oa)aa =RA.
Plati: Daa O0aa, OOARA (Obr. 4.783*

V pripade rovnobeZznosti priamkys rovinoua je a// a; (poznamka za prikladom 1.1),

t.J. uhol priamky s rovinou je nulovym uhlom.

Obr.4.7a,b

Konstrukcia uhla dvoch navzajom rdéznobeznych rowi3 pozostavaz konstrukcie
priesé&nice a n S oboch rovin a z konsStrukcie priamaekb (a0a Oalan g; bO B O

bOa n B). Vo vSeobecnosti su priamlgy b navzajom mimobezné; na zaklade definicie 4.1

24\ pripade nedostupného priéstka P treba zostroji kolmy priemet estelalSieho bodB (B # A) priamky
ado roviny @ (analogicky s bodom), t.j. a;, = A B,. Ulohu moZno riesii konstrukciou roviny@ (napr.

BOa& ,a || a) a zostroji kolmy priemeta priamkya do tejto roviny. Plati totizlag O Oaa . Na obr. 4.7a je

z roviny @ oznaeny len bodB = B a kolmy priemetA boduA do tejto roviny.
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uhla dvoch priamok je vSak vyhodné zvolsi priamky a, b tak, aby boli navzajom
réznobezné (t.j. prechadzali tym istym bod®&npries&nice oboch rovin). Na zaver sa uhol
OaB C Oab urci v rovine ab. VSetky kroky algoritmu su elementarne konsStrulajpésané
v Gvode tretej kapitoly. (Obr. 4.7b)

Rovina A =ab je kolm& na priessicu rovin a, 8. St&i zostrojt’ 'ubovd’nu rovinu w
kolmU na priesgénicu danych rovin ajej priesgice s oboma rovinami. Platidag O

O(an @), (Bn «); tento uhol sa @ v rovine w.

KonsStrukciu uhla priamky s rovinougi uhla dvoch réznobeznych rovinlahiuje

nasledujuci poznatok:

Veta 4.5
a) Uhol priamky s rovinou je zhodny s doplnkovym uhl&mahlu priamky s kolmicou na
tato rovinu.

b) Uhol dvoch rovin je zhodny s uhlom priamok kolmyehtieto roviny.

Dokaz

a) DOkaz tvrdenia 1 sa nechasitatel’ovi.

b) Nech sua,f dané réznobezné roviny a bddl neleZiaci v Ziadnej z nich. Zostrojme
priamku k7, resp. k? incidentni s bodonM a kolmu na rovinua, resp. 8 (obr. 4.8).
Priamky k”, k? su zrejme navzajom roznobezné (odovodnite); &meach rovinuy. Roviny
a,B,y su navzdjom roznobezné aplatk’” Jan B k*,0an B. To znamena, Zze
pries&nicam rovin a a £ je kolm& na rovinuy. Z definicie kolmosti priamky a roviny
vyplyva, Ze ipriesénice any a Bny su priamky kolmé na priamkm. Z klasifikacie
vzajomnej polohy troch navzajom rdéznych rovin jejmé, Ze vSetky tri roviny maju prave
jeden spoloény bod; ozname hoR. NavySe ozname P, resp.Q patu kolmice z bodiM na

rovinu a, resp.S.
Utvar MPRQ je tetivovy M

Stvoruholnik, odkid vyplyva, Ze uhol

OPRQ je doplnkom do priameho uhla

s uhlom 0OPMQ. Ten sty uhol je

doplnkom do priameho uhla s uhlodiRQ

(pod'a obr. 4.8), ktory je zhodny s uhlom
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rovin a,B (definicia 4.4b). Teda platiJPMQ O OXRQ= Ok%” O0aB, ¢o bolo treba
dokaza.

Casto sa vyskytujicou konstrukciou v rieSeni steeddokych Gloh je konstrukcia roviny
uréitych vlastnosti, ktora je kolma na inG danu roviiNa rozhodnutie o rieSitrosti tejto
tlohy je uziténé uvies nevyhnutnl a dostajucu podmienku kolmosti dvoch rovin.

Vyjadruje ju nasledujuca veta:

Veta 4.6 (kritérium kolmosti dvoch rovin)
Dve roviny su kolmé préave vtedy, ak jedna z roviisahuje priamku kolmua na druhu

rovinu?®

Dbkaz sa pre jednoduchfszaral’uje do cvéeni v zavere kapitoly (c¥enie 20). Treba

dokazad, Zze dana podmienka je nutna i dosjéca.

Priklad 4.3. Dany je StvorsterABCD, v ktorom plati: ABO CD, ADO BC. Dokazte, ze
potom plati ajAC [ BD.

RieSenie

1. Z kolmosti priamokAB, CD vyplyva, Ze kazdou z nich prechadza prave jedwmag ktora
je kolméa na zvySna priamkula:CD Oa Oa O AB. Priesénik priamkyAB s rovinou a
ozna&me P. Zrejme plati: DP 0 AB, CP [0 AB (odbévodnite). Analogicky z kolmosti hran
AD, BC vyplyva: OB:ADO B OBUBC apri ozndeni Q=8n BC je zrejmé, Ze
AQO BC, DQ [ BC. PriamkyCP aAQ su teda nosit&ami vySok trojuholnikaABC, t.].

bod D, je jeho ortocentrum® Roviny a, st obe kolmé na rovintABC (oddvodnite);

odtia’ vyplyva, Ze aj ich priesaica a n 8=DD, je priamka kolma na rovindBC.?’

2. Na zaver dokdzeme kolmbgriamok AC aBD. KedZe ide o mimobezné priamky, &ta

dokaza& kolmog’ jednej z nich na nejakd rovinu obsahujucu zvySnangku. Je to rovina

®Taklto priamku obsahuje prirodzene kaZzda z rovirsetza kolmych. St ak jedna z rovin je rovnobezna
s priamkou kolmou na zvySnu rovinu (po).

Mbze by niektory z bodovP, Q, D; vonkaj$im bodom trojuholnik&BC ? MéZe by bod D; bodom
trojuholnikaABC? Vysvetlite.

2" Priklad 4.6, par. 4.3.
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BD,D obsahujuca priamkBD. PriamkaAC je kolma na priamkuBD, (D, je ortocentrum

trojuholnikaABC). Okremtohoje priamkaACkolma na priamkidD, (DD, O ABC). (Obr.4.9)

Dosta&ujuca podmienka kolmosti priamkC a roviny BD,D je splnena (veta 4.2.Xaver.

ACL BD.

D

Poznamka 4.6

V priebehu rieSenia uUlohy sme navySe dokazali, kesa nositéky vSetkych dvojic
mimobeZnych hran Stvorstena navzajom kolmé priartaéy kolmy priemet kazdého vrcholu
Stvorstena do roviny prdthlej steny je ortocentrum tejto steny. Aka je dagtica
podmienka zabezpejuca kolmog dvoch dvojic mimobeZznych hran Stvorstena? {Qvie
10, par.4.4)

Definicia 4.5
Osou mimobeziek, b nazyvame taku pré&ku priamoka, b, ktora je kolma na obe

mimobezky.

Uloha 4.1.Zostrojte os danych dvoch navzajom mimobeznychprlea, b.

RieSenie

a) Rozbor ulohy
Ak priamkar pozadovanych vlastnosti existuje, tak plati:j€ prieckou priamoka, b)
a sitasne priamka je kolma na obe mimobeZky b. Z kolmosti r Oa O r Ob vyplyva, Ze
priamkar je kolma na kazdu rovinu, ktora je rovnobeZna anod mimobezkami. Zrejma je
konStrukcialubovd’nej roviny a z danej osnovy navzajom rovnobeznych rovin s oboma

priamkamia, b i kolmice k na takuto rovinu. Osou danych mimobeZziek je teda taka ich
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priecka, ktora je rovnobezna s priamkoki Zrozboru udlohy je zrejma nasledujuca

konstrukcia:

b) Konstrukcia

1. Zva’me sifubovd’ny bodM priestoru a zostrojme priamky/, b' tak, abyM 0 a' n b’

Oa [|aOb' ||b. Rovinaa =a'b' je rovnobeZna s oboma mimobeZkaayi.
2. Zostrojime’ubovd’na priamkuk tak, abyk O a .
3. Zostrojime prigku r priamoka, b rovnobeznu griamkou k (Gloha 3.5)
Z rozboru ulohy 3.5 je zrejmé, Ze kazdé dve mimaoBepriamky majlprave jednuos.
Ozn&mer na=Arnb=B; da sa dokazaze use&ka AB je najmenSia spomedzi vSetkych

Usesiek XY (X O a, YO b) (obr. 4.10%°. Je preto prirodzené definava

Definicia 4.6
Vzdialenosou mimobeZieka, b nazyvame Gsé&u AB [diZzku Gséky AB], ktord je na

ich osi vytatd oboma mimobeZkarf.

Obr. 4.10 Obr. 4.11

Poznamka 4.7

1. Ak su priamkya, b navzajom kolmé a priamkaje ich osou, plati: 4 DbOal r) O
(bO0aObOr)=aObr ObOar. Vtomto pripade Fadana prigkar leZi v rovinacha, B
(bO OB Oa ala Oa O b). Os mimobeZiek je prie&eicou rovina, 5.

28 Ak oznaime 'a (i =1,2) navzajom rovnobezné roviny, z ktorych d@dbsahuje prave jednu z mimobeziek
a, b, plati: |a',8| = |AB| <|XY| OX,Y: XOa,YOB, X2 A Yz E(takato priéka je prave jedna).

2 plati teda:Al a, BO b ABO g AR L.
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2. Mb6Zzeme poveda Ze ak su dve priamky navzgjom kolmé (r6znobezkgba
mimobeZky), tak existuje prave jedna rovina obsataijjednu z priamok, ktora je kolma na
zvySnu priamku. Pri porovnani s vetou 4.4 prichéuz& poznatku, Ze rovina z vety 4.4 je
mnozinou bodov vSetkych priamok, ktoré prechadbmdomM a su kolmé na priamkmon.

V pripadeM Om je z tychto priamok rdznobeZné s priamkoprave jedna, zvySné sisu
mimobeZzné. (Obr. 4.11) To nam poskytuje novy ppiskuieSeniu nasledujucich uloh: 1.
urtit’ vzdialenog bodu od priamky; 2. zostrdjipatu kolmice z bodu na danu priamku; 3.

zostroji’ bod sumerne zdruzeny s danym bodomrpathnej priamky.

VSetky z tychto udloh su rieSiteé v rovine incidentnej s danym boddvh a danou
priamkoum. V rieSeni tychto Uloh v nejakej zobrazovacej rdeté deskriptivnej geometrii je
velmi ¢asto vyhodnejsi postup vyjadreny symbolicky v ndigiécom algoritme rieSenia:

a) Konstrukcia rovinyo (M Oo UOo [Om) (veta 4.4).

b) KonsStrukcia priestnikaS priamkym s rovinow .

c) Vysledkom rieSenia uloh v danom poradi je: |MS|; 2. bod S 3. bod M":
(M'MS)=-1.
Priklad 4.4. Zostrojte 0os mimobeZnych priamo&=BD' b=B'C aukte konstrukne

i vypoctom ich vzdialenas pri T'ubovd’ne zvolenej Fke hrany kocky. Referéné teleso je
kocka ABCDA B C D.

RieSenie.

1. (Rozbo) V priklade 4.1a tejto kapitoly sme dokazali kohkt telesovej uhloprigky
kocky so stenovou uhloptikou (navzajom mimobeZznych), preto na zostrojemte asi
moézZzeme pouZi konstrukciu z poznamky 4.7 (bod 1). Zvolime siinov a tak, aby bola

incidentna s priamkow a zarové bola kolma na priamki. Takouto rovinou je rovina

BC'D'=a . Dalej si zvolime rovinug tak, aby bola incidentna s priamkba zarové bola
kolmé na priamk . Takouto rovinou je rovin€B' A= 3. H'adanou osou mimobeZiakb
je priamka, ktora je priegeicou rovina, S (o=an B :Ké(S: BCn CB)).

2. Konstrukcigje zrejma z rozboru.

3. Na zaver wtime vzdialenos oboch mimobeZiek. Pries@k priamoka, o ozna&me U.

Vzdialenog mimobeZieka, b sa rovna tfke Gséky US. Z rieSenia polohovej tlohy (priklad
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3.1) je zrejmé, Ze bod je taziskom trojuholnikaAB'C. Ide o rovnostranny trojuholnik,

ktorého strana maizku d~/2 pri zvolenej dzked hrany kocky.

TaZnica (= vy3ka) trojuholnik&B' C ma dzku \
D’ B
C
%\/6, odkia us|=%J€. (Na obr. 4.12 sa
nereSpektuje  viditmos'  konstruovanych 4 B o
Utvarov vzliadom na referemé teleso.) U S
DA XN C
Obr. 4.12 ’,
2 B

4.3 PRIKLADY

Priklad 4.5. Zostrojte uhol zhodny s uhlom priamdBC' a AC a vypa@tom ucite jeho
vel'kos'. Referewné teleso je pravidelny trojboky hrand\BCA B C, ktorého stenové

pravouholniky su Stvorce.

RieSenie

1. Rozbor Uhol dvoch mimobeznych priamak b je zhodny s uhlonfubovd’nych dvoch
réznobezieka', b', pre ktoréa'//a,b'//b (definicia 4.1a). NectBC'= a, AC=b. Potom
plati: DabC Jab' (C'Ob',b'//b) (obr. 4.13).

2. Konstrukcia Uhol priamoka, b' zostrojime v rovineA'BC', je nim vnuatorny uhol pri

vrchole C' v rovnoramennom trojuholniké' BC' s temenonB (BA'[1 BC').

a
CJ

Obr. 4.13
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3. Vypaet Nech bod 1 je stredom zakladn®' C' trojuholnika A'BC'. Potom plati:
C']=a/2 (a je dzka podstavnej hrany telesdBC|=a/2, a po ozngeni a =|J1C'H

dostanemecosa = g aleboa = arccosI2 .

Priklad 4.6. Nech pre rovinya,B# a plati: a Oy, S0y. Potom su rovinya, S alebo
rovnobezné alebo je ich priésdéca kolma na roviny . Dokézte.

RieSenie.

a) Ak su dve roviny navzajom kolmé, tak priamka kolmg&jednu z nich je rovnobezna so

zvySnou rovinou (veta 4.6). Teda ak odm@e m lubovd’na priamku, ktora je kolma na

rovinu y, plati: m// a,m// 5. Dve r6zne roviny rovhobezné s tou istou priamkodZu by

navzajonrovnobezn@leborbéznobezné

b) V pripade r6znobeznych rovim, S z platnostim// a, m// § vyplyva poda prikladu 3.5,
Ze priesénica rovina, £ je priamka rovnobezna s priamkou Ale kolmos’ priamky m na
rovinu y implikuje i kolmog’ 'ubovd’nej snou rovnobeznej priamky na td istd rovinu. Plati

teda:(a n ) Oy. Tvrdenie je dokazané.

Priklad 4.7. DokaZzte, Ze vSetky vysky StvorsteABCD z prikladu 4.3 prechadzaju jednym
bodom.
RieSenie

a) Poda prikladu 4.3 (poznamka 4.6) su vySky uvaZzovanstwrstenaABCD (tj.

Stvorstena, v ktorom su navzajom kolmé vSetky aeojmimobeznych hran) priamky
spdjajuce vrchol Stvorstena s ortocentrom stengljatdej k tomuto vrcholu. Pri Standardnom
oznaenf vySok Stvorstena platit® = AA , v = BB, , v° =CC,, v° = DD, , kde index nula
ozna&uje ortocentrum steny prédhlej k rovhomennému vrcholu telesa. V prvom kroku
dokazeme, Ze kazdé dve vysky Stvorstena su navzépmobezné.

D

Uvazujme napr. o vydkach/”, v°. Z konstrukcie ortocentra trojuholnikABC

(D,=AA n CG, kde A, C, st paty vy3ok trojuholnik&BC na priamkachBC a AB) a

% Index kaZdej vysky je oztianie vrcholu telesa, ktory jefisu incidentny. Pod vySkou Stvorstena sa rozumie
tak priamka incidentna s vrcholom telesa a jehonkoh priemetom do roviny prdthlej steny, ako aj Uska

s krajnymi bodmi v tychto bodoch.
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vlastnosti daného Stvorstena vyplyvaDA [0 BC, tj. DA [ BC a nasledneA, [ DA . Obe
vysky v°, v* Stvorstena teda lezia v rovindA D. PretoZev® #v* (oddvodnite) plati:
vP n Vv ={\} . Analogickym spésobom moZno dokéza’e kazdé dve vysky daného
Stvorstena su navzajom roznobezné.

b) Dalej dokazeme, Ze i vysky® a v® prechadzaju bodo. DokaZzeme to napriklad pre
priamku v© ; staii dokaza, ze priamkaCV je kolma na rovinlABC (prezo?). Pre priamkCV
plati: CV 0 CG DO CVO ACV. Ale rovinaCC, D je kolma na priamkidB, odkid’ vyplyva
CV O AB. Analogicky o rovineACV dokazeme, Ze je kolma na priamBD. Vyplyva to
z kolmosti: ACCOBD a AV [ BD (désledok kolmosti AV [ BCD). Potom plati aj
CV [0 BD. Désledkom oboch kolmostiCV OO AB, CV [0 BD je kolmog priamky CV na
rovinu stenyABD, ¢o bolo treba dokara(Obr. 4.14)

Doékaz pre priamkw?® je analogicky; plati tedar® n v® n Ve n VP ={\} .

Obr. 4.14

Poznamka 4.8. Bod, v ktorom sa pretinaju vSetky vysky Stvorsiesa nazyva
ortocentrumdaného Stvorstena a kazdy Stvorsten, ktorého vygkghadzaju tym istym
bodom budeme nazyvartocentrickym Stvorstenam
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4.4 CVICENIA

1. Priamka kolma na rovinu je s touto rovinou roznetdeDokazte.
2. Priamkakolmé na dve roznobeZky danej roviny je s toutamown roznobeZndokazte™

3. Zostrojte uhol vypisanych dvojic priamolk'C, BC'; BC',CA'; BC',DF'; BC',CE'.
Zakladné teleso je pravidelny gbeky hranol ABC...F',a=5,v=§.

4. Konstrukéne i vypa@tom ugite vzdialenog vrchola C kocky od rovinyBDC'. Dizku

hrany kocky si zvtte l'ubovd’ne.
5. Dokazte, ze v kockéABCD...D' plati: “ADK O "BCL, kde (AA'L) = (A B K)=-1.

6. a) Konstrukne ivypa&tom ucite uhly telesovej uhlopri&ky kocky s jej hranami
a stenami.
b) V kocke ABCD...D' urtite ve’kost’ uhla dvojic rovin:AB' D', AA' C; AB' D', A'BC.

7. N&rtnite patu kolmice z vrchol® StvorstenaABCD do roviny ABC, ak uholABC je
pravy a AD 0BD [1CD. (Navod: priklad 4.2)

8. Dany je StvorstedBCD, v ktorom plati: AB 0 CD, AD [0 BC. Potom plati:
a) B +|CD" =| AQ" +| BD'=| AD'+| BE”
b) Pravouhly priemetfubovd’ného vrchola do roviny prd®hlej steny je ortocentrum
tejto steny.

Poznamka: Pred rieSenim ulohy a) zistiteje mnozina vSetkych bodov priestdty pre

ktoré je rozdiel Stvorcov vzdialenosti od dvochytdmbodov A, B# A konStantny.

9. a) Opiste konstrukciu ortocentrického Stvorstemikigd 4.7), akABC [ a je 'ubovd’ny
trojuholnik. Kd’ko takych Stvorstenov existuje?
b) Dany jelubovdny trojuholnik ABCOa arovina B(f8 # a). OpiSte konStrukciu
StvorstenaABCD s navzdjom kolmymi mimobeznymi hranami tak, abghat D lezal

v danej rovinegs.

31 Doké&zte bez pouzitia kritéria kolmosti priamkyoainy.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Dany je Stvorste\BCD, v ktorom jedna z jeho vySok prechadza ortocentpootil’ahlej
steny ku zvolenému vrcholu (s touto vysSkou incidéntu). Dokazte, Ze vSetky dvojice

mimobeZnych hrén $tvorstena st navzajom kofmé.

Dany je obraz pravidelného StvorsteABCD (vo vd’nom rovnobeZnom premietani).

Narysujte obraz jeho ortocentra.

Dany je pravidelny StvorsteABCD. Urcte (konStrukne i vypa@tom) polomerR, resp.r
gulovej plochy danému Stvorstenu opisanej, resp. d@hda Stvorstena vpisanej pri

zvolenej dzkea hran Stvorstena.

Nech a a m su réznobezné roviny kgje priamka kolma na rovingr . Potom plati:

pravouhly priemet priamklg do roviny 77 je kolmy na priesaicu a n 77. Dokazte.

Dany je kvaderABCD..D', |AB=5j,|BJ=4],|AA|= 7|. Zostrojte uhol zhodny s

uhlom priamokBD', B'C.

Zostrojte uhol zhodny s uhlom priamkys rovinou ABC a rovinou stenyBCC' B' pre

priamkua a pravidelny Se®oky hranol z prikladu 3.11.

Napiste algoritmus rieSenia nasledujucich ulohtidgs:

a) priamku, ktora prechadza danym boddn je kolma na danu priamkaa je
rovnobezna s danou rovinau;

b) priamku, ktor4 prechadza danym boddm je kolma na danu priamka a je
r6znobezna s danou priamkbipriamkya, b nie st navzajom rovnobezné);

c) priamku, ktora lezi v roviner, prechadza bodoriv roviny a aje kolma na danu
priamkua;

d) kocku, ktora mé& vrchol v danom boéea telesovl uhlopri&u na danej priamke
(AQ p);

e) kocku, ktora ma stred v danom b&le jednu hranu na danej priamkeg S 11);

f) pravidelny Stvorboky ihlan, pre ktory je danywmmramenny trojuholnilhVB stenou;

g) pravidelny osemsten, ktory ma vrchol v danomeb®dd telesovu uhloprig&u na danej

priamkep (AL p);

¥Na zéklade prikladu 4.3 sfadokéza kolmos’ dvoch dvojic navzajom mimobeZnych hran.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

h) pravidelny Stvorsten, gk g si mimobezné priamky incidentné s hranami telesa.

Dana je kockaABCD...D'. Zval'te silubovd’ny pravidelny Stvorsten, ktorého vrcholy su
i vrcholmi kocky. Vypditajte objem tohto Stvorstena, akzkia hrany kocky jea.
Vyjadrite kocku ako zjednotenie tohto Stvorstendialsich Stvorstenov tak, aby prienik

vnatornych bodovubovd’nych dvoch prvkov zjednotenia bol prazdna mnozina.

Analogickt ulohu k dlohe 17 rieSte pre kvader. HWrazwvoleného Stvorstena (nie

pravidelného) su stenoveé uhloplg kvadra.

Dana je kockaABCD...D' a rovinaKLM. Zostrojte vzdialenasvrchola B' kocky od
tejto roviny.

a) K=AL=C,(DD'M)=-1.

b) M =D",(ABK) = (BCL) =-1.

c) (DD'M)=-3,(ABK)=-1,(BCL)=-2.

Dokazte vetu: Dve roviny su kolmé prave vtedy, akna z rovin obsahuje priamku

kolmu na druhu rovinu.

Dany je pravidelny StvorsteiABCD. Zobrazte priamku prechadzajudiwbovdne
zvolenym bodon® stenyABD a kolmej na rovinu sterCD Stvorstena.

Konstrukene i vypa@tom ucite vzdialenog boduP od rovinyBCD pre StvorsteiABCD a

bodP z cvienia 21.

Zostrojte osi mimobeznych priamok &D', CC'; b) AB', A'D', ak referetiné teleso

ABCDA B C D je kocka.

Nech su dané tri navzajom rovnobezné priarkki, m, ktoré nelezia v jednej rovine.
Ozname K T'ubovd’ny bod priamkyk aL, M paty kolmicKL, KM zostrojenych z bodu

K na priamkyl, m. Dok&zte, Ze Uska LM urtuje vzdialenos priamokl, m.

Nech jeABCD rovnobeznik, ktorého stred je b&@ mimo roviny p rovnobeznika je

dany boav, pre ktory platiVAOVC VBUO VL. Dokazte, ze platiOVv O p .

Je dany boM a dve priamkym, n. BodomM zostrojte priamkik, ktora je kolma na

priamkum a pretina priamka.
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

a) Urite podmienku rieSitmosti.

b) Ulohu vyriedte vlubovdnom kvadri ABCDA B C D pre M =D', m= AB,

n=BD. Zvolte si stenuABB' A' v prietelnej polohe.

Na priamkea leZia tri rdzne body, Q, R, ktorych vzdialenosti od danej roving sa
rovnaju. Dokazte, Ze priamka je srovinou p rovnobezna. (Uvazte, Ze aspdva

z bodovP, Q, Rlezia v tom istom polpriestore s hranicou v rovine

Dve roviny sU navzajom rovnobezné prave vtedyd kea rovnaju orientované

vzdialenosti vSetkych bodov jednej z rovin od djubeiny. Dokazte.

Urcte mnozinu vSetkych bodov, ktorych vzdialethosd danej roviny p sa rovna

zvolenému kladnému reélnentisiu d.

Nech je dan& priamkaa rovina p, ktoré su navzgjom réznobezné, ale nie navzgjom

kolmé. Ozname a, pravouhly priemet priamkg do roviny p ax l'ubovd’nu dalSiu
priamku roviny p prechddzajlicu prieseikom P=an p. Dokézte, Ze ostry uhol

priamoka, x je v&si nez ostry uhol priamak a..

Zostrojte priamkuk prechadzajacu vrcholonA' kocky ABCDA B C D a kolma na

rovinu a =HKL. Body H, K, L st vdanom poradi vnutorné body hr&®a', A'B’,
A'D'. Zostrojte i priesénik kn a .

Nech su dané dve navzajom kolmé rovipyo a ich priesénicap. Zvol'me si v rovine

£ Tubovdnu priamkur kolmu na priamkyp. Dokézte, Ze platit Lo .

Nech je dany trojuholnilRBC a mimo jeho rovinyp bodV tak, Ze platVAOVBO VC.
Dokéazte, ze pataV; kolmice z boduV na rovinu p je stredom kruznice opisanej

trojuholnikuABC.

Dany je StvorsterABCD, pre ktory plati:[VA=|VB=|VG=\ a ABC je pravouhly
trojuholnik, ktorého prepona mdz#u c. Konstrukne i vyp@tom ugite vzdialenog

boduV od roviny ABC.
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35. Vo $tvorsteneABCD plati: ABC je pravouhly trojuholnik & =|BJ, b=|AQ) a vyskav®
prechadza stredorprepony AC a |DS| = v. Konstrukne i vypdtom ugite dizky

vSetkych hran telesa.
36. Prienik klina s rovinou, ktora je roznobezné s braklina, je duty uhol. Dokaztg.

37. Dizka podstavnej hrany pravidelného $tvorbokého #laa rovna j4a dzka banej
hrany 7. Urcte uhol klina, ktorého steny obsahuju dve suseddgéosteny ihlana. Wte
uhol zhodny s uhlom rovin Boych susednych i prdhlych stien telesa (konStiine i
vypoétom).

38. Stiet uhlov trojhranu je V&i neZ priamy uhol. Dokazté.

39. Pravidelny trojhran je trojhran, ktory ma vSetkyasty navzajom zhodné. Dokazte, ze

uhly pravidelného trojhranu su tiez navzdjom zhodné

3 Pojem klina je uvedeny v definicii 5.2 piatej kapbj prace.

34 Pojem trojhranu moZno néjg paragrafe 5.1 poslednej kapitoly prace.
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5 DODATKY

5.1 ZAKLADNE PRIESTOROVE UTVARY , PLOCHY A TELESA

Analogicky s planimetriou, kde sa medzi prvymi getnckymi Gtvarmi definuju
polpriamka, polrovina, uhol, trojuholnik a mnohoufik (spolu so vsetkymi savisiacimi
pojmami) a odvodzuju ich vlastnosti nevyhnutné gadSie rozvijanie geometrie euklidovskej
roviny, zavedieme pred definovanim zakladnych steedrickych telies (hranol/ihlan,
valec/kuzé, gu’ova plocha, gia) pojmypolpriestor, klin atrojhran.

Vzhladom na zameranie prace avyznam idoleZitogyucby stereometrie
predovSetkym na strednych Skolach vSetkych typowelsanéime na konvexné telesa a ich
najdélezitejSie vlastnosti. Po vymedzeni pojmu tktayého telesa/plochy p6jde o skiumanie
ich vzajomnej polohy srovinami a priamkami a komtie stgnych/dotykovych rovin
prislusnych ploch telesam prislichajucich, ktorégumarciti predpisanu vlastnts Nejde
o samodelné konstrukcie; ich dbélezitbssa ukaze pri zobrazovani zakladnych telies vo
volnom rovnobeznom premietani a v zobrazovacich melbddeskriptivnej geometrie.
Volnému rovnobeZznému premietaniu je venovany poslgamagraf 5.2 tejto diplomovej

prace.
5.1.1 Polpriestor, Klin, trojhran

Definicia 5.1

a) Hovorime, Ze rovinaa lezi medzi bodmiA, B, ak existuje bod rovinyr lezZiaci
medzi bodmiA aB (ozn&enie: @ m AB); v opa&nom pripade hovorime, Ze rovima nelezi
medzi bodmiA, B.

b) Nech je a L1E3z 'ubovd’na rovina @ l'ubovd’ny bod siou neincidentny. Mnozinu
vSetkych bodow priestoru, pre ktoré plati: rovina nelezi medzi bodmA, M, budeme
nazyva polpriestor (a¢A) a budeme ho ozdava’ ~ aA.*® Rovina @ sa nazyvahranicou
alebo hraninou rovinou polpriestoru aA. VSetky body polpriestoru nepatriace roviaesa
nazyvaju jehosnatornymi bodma mnozina vSetkych vnatornych bodov tohto polporessa

nazyvavnitro polpriestoru” aA alebo otvoreny polpriestor(oznaenie: ~ aA®). Mnozina

% 7 definicie je zrejmé, Ze do polpriestoraA patria aj vSetky body roving a samotny bod.
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bodov, ktora je doplnkom otvoreného polpriestomA° v priestoreE; sa nazyvapolpriestor

opa‘ny k polpriestoru” aA.

Z definicie priamo vyplyvaju nasledujuce vlastnosti

Veta 5.1
a) Ak je bodB vnutornym bodom polpriestorugA, tak plati:” aA = ~ aB.
b) Polpriestor” aA je konvexnym utvaror®
c) Kazda rovinaa rozdéuje priestor na dve konvexné oblasti. Ak bddeleZi v rovine

a , tymito oblagami su otvoreny polpriestoraA® a otv. polpriestor k nemu ofray.

V planimetrii euklidovskej roviny je analogické tienie k boduc) axidémou.
V stereometrii mozno tvrdeni®) dokazd. Ide o zavazné tvrdenie, ktoré vSak $amlom na
rozsah a zameranie prace dokazowebudeme. K&Ze v dokaze pbjde vzdy o vzajomnu
polohu dvojice bodoA, B (B# A) vzhladom na rovinua , jednotlivé kroky dékazu su
planimetrickymi konStrukciami Yubovd’nej rovine, ktora obsahuje priamB. To isté plati
o dokazoch nasledujdcich tvrdeni:

Veta 5.2
a) Dve r6znobezné roviny rozBgu priestor na Styri konvexné oblasti.
b) Tri roviny, ktoré maju spokny prave jeden bod, rozflgl priestor na osem
konvexnych oblasti.

Definicia 5.2

Dvojicu polrovin, ktoré maju spatal hranicu a neinciduju stou istou rovinou,
nazyvameklinom Spol@&na hranica polrovin sa nazyyarana kliny obe polroviny su
stranami klinu Pod uhlom klinu budeme rozumik uhol, ktorého ramena su prienikom

I'ubovdnej roviny kolmej na hranu klinu s jeho stranamadPbodmi, ktoré patria klinu,

budeme rozumigvsetky body oboch polrovin. Klin, ktorého stranaipolroviny™ a, ” S,

budeme oznmova’ 07 a, ~ L alebo Z',Z (Obr. 5.1¢)

Definiciu konvexného (vypuklého) geometrického tiva priestoreE; mozno bez akejlvek zmeny prevzia
z planimetrie ([15], str. 10). Analogicky preberienpojmy oblag’ a rozdelenie priestoru geometrickym

utvaromU nak (kO N, k= 2) konvexnych oblasti (tamtiez, str. 14); tiez pojaraholnika sa prirodzenym

spbsobom rozsSiri na pojem priestorovéheholnika.
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|
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sh
N

Obr.5.1a-c¢

Uhol klinu je zrejme nezavisly od vyberu jeho vrthazakladna viastnasklinu vyjadruje

nasledujlca veta:

Veta 5.3

Klin rozdd’uje priestor nalve oblasti, z ktorych jedna je konvexn& a druHéneexna.

Pozndmka 5.1

1. Konvexnu oblas z vety 5.3 mézeme analogicky ako v pripade uhtavine nazvé
vnutrom konvexného klina nekonvexnu obldsvnutrom nekonvexného klinurgenych
tymi istymi stranami. Vztadom na poznamku v Gvode paragrafu sa bude \&aégpod
pojmom Kklin rozumié klin s konvexnym vnutrom. Konvexny Klin s jeho ¥ram je
prienikom dvoch polpriestorov s hr&nymi rovinami prechadzajucimi jeho stranami.

2. DOkaz vety 5.3 je celkom analogicky s dokazom preairickej vety o nenulovom uhle,

ktory nie je priamym uhlom.

Dalej uvedieme definiciu trojhranu a vdimneme si@giakt vlastnos s trojuholnikom

V rovine.

Definicia 5.3
a) Nech su”a, ~b, ~c T'ubovdné tri nekolinearne polpriamky so spétgm zaiatkom
O. Zjednotenie danych polpriamok a vnutra kazdétmah konvexnych uhlow(”a, ~b)°,

O(°b, ~c)° al("a, ~c)° sa nazyvarojhran.
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b) Bod O nazyvame vrcholom trojhranu,
kazdu z polpriamok’a, ~b, ~c hranou trojhra-
nu akazdy z konvexnych uhlov(”a, ~b),
O("a, 7c) a O(’b, ~c¢)) stranou trojhranu 0 ¢
Stranu trojhranu s jej vnutrom budeme nazyva

stenou trojhranua uhly klinov, v ktorych lezZia

dvojice stien budwuhly trojhranu pri prislusnej

Y . Obr. 5.2
hraneleziacej v tychto stenach.

Z definicie st zrejmé nasledujlce vlastnosti tranjlor.
1. S&etve’kostivSetkych stran trojhranu je mensi &0 .

2. S&etvel’kostivsetkych uhlov trojhranu je ¥&i nez180 a mensi neb40 .

Zakladna vlastnastrojhranu je vyjadrena v nasledujicej vete:

Veta 5.4
Trojhran rozdéuje priestor nadve oblasti, z ktorych jedna je konvexna a druha

nekonvexna.

Ak su™a, ~b, ~c hrany trojhranu, tak prislusna konvexna oblgsprienikom vnutra
troch polpriestorov:” (aA)°’, 7 (£B)°, 7 ()C)°, kde b, 7c) O a, AO (Ta)°’; (Ca,7c) 0 5, B
O (7b)°; (Ca, ~b) O, CO (7c)°. Tato oblag méZzeme nazvavnutrom daného trojhranu

(vSetky jej body su jeho vnatornymi bodmi). Dékatyw5.4 sa roltinebudegitate ho méze
najs’ v [11]. S pojmom mnohohranu-firanu) a vlastn@ami konvexnych mnohohranov sa
mozno oboznandiv [11].

5.1.2 Hranolova plocha. Vzajomna poloha plochy s priamkota rovinou. Hranol

Definicia 5.4

Nech je P, Tubovd’ny n-uholnik roviny a al l'ubovd’na priamka réznobezna s touto

rovinou. Mnozinu bodov vSetkych priamok rovnobeznys priamkoul a pretinajucich

n-uholnik P, [n-uholnik P, ajeho vndtro] nazyvame-boka hranolova plocha[n-boky

hranolovy priestaf. (Obr. 5.3)

a) n-uholnik P, sa nazyvarrcujucim n-uholnikonfranolovejplochy.
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b) Tvoriacimi priamkami hranolovej plochy nazyvame vSetky priamky rovnoléezn
s priamkou patriace ploche.

c) Hranou plochynazyvame tvoriacu priamku incidentnu s vrcholofujirceho
n-uholnika a &nou plochyoznaujeme mnozinu bodov vSetkych tvoriacich priamok

pretinajucich jednu stranudwjacehon-uholnikaP,.

d) Kazdu priamku [rovinu] rovnobeznu
s priamkoul budeme nazywaosnovovou
priamkou[osnovovouovinou hranolovej

plochy. Kazdu rovinu kolmu na tvoriace

priamky plochy nazyvamenormalovou

rovinou plochy.

Poznamka 5.2

1. Z definicie konvexného utvaru je zrejmé, Ze hranolovy priegeokonvexnym, resp.
nekonvexnym uatvarom prave vtedy, dkge urujaci n-uholnik plochy konvexny, resp.
nekonvexny. (Dbékaz je trivialny a nechava @tate’ovi.) Niekedy hovorime i hranolovej
ploche prislichajucej konvexnénmuholniku konvexna hranolova plocha, dk&to plocha
je zrejme nekonvexnym Utvarom. VSadiglej budeme brtado Gvahy len konvexné tujuce

n-uholniky hranolovej plochyi priestoru.

2. Hranolova plocha s gujicim n-uholnikom P, v rovine & a osnovovou priamkou sa
bude oznéova’ symbolomH(P, O a; I); analogicky budeme ozéava’ prislusny hranolovy

priestorH (P, O a; ).
Bez dokazu uvedieme nasledujucu vlastn@genvexnych“ hranolovych ploch:

Veta 5.5
Kazda ,konvexna“ hranolova plocha ro¥dg priestor na dve oblasti, z ktorych jedna

je konvexna a druh& nekonvexna.

Definicia 5.5

Kazdy bod konvexnej oblasti z vety 5.5 sa nazymatornym bodom hranolovej plochy

Hn / hranolového priestortH, . V3etky zvysné body priestoru nepatriace ploelebudeme

nazyva vonkaj$imi bodmi plochy, / priestoru H,. MnoZina v&etkych vnatornych bodov

hranolovej plochy sa nazyva vnutrom hranolovej ploc
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Veta 5.6
Osnovova rovina S ma s prislusnou hranolovoplochou Hy(P, Oa; 1) jednu
z nasledujucich vzdjomnych poldh:
a) nema s plochou Ziaden sp&hy bod;
b) obsahujeraveednu hranylochy;
c) obsahujestenuplochy;

d) masplochou spoldné prave dve tvoriace priamky (rézne od hran plpchy

Dékaz

Rovina S je osnovova rovina, t.j. je rovnobezna s priamkga teda zrejmé, Ze roving, 8

su navzajom réznobezné a existuje piagm tychto dvoch rovin. Roving je mnoZzinou
bodov vSetkych prik priamky (@ n ) rovnobeznych s priamkdua hranolova plochél,

je mnozinou bodov vSetkych pégk n-uholnika P, rovnobeznych s priamkduJe zrejmé, ze
rovina S je incidentna s priamkoua(n £). Na to, aby sme zistili vzagjomnu polohu roviny
B s hranolovou plochotH,, sta&i zisti’ vzajomnu polohu priamkyd n £) s ugujicim

n-uholnikom plochyH,. Priamka ¢ n ) je v obrazkoch 5.4 a — d oztemap.

a) Ak priamka (@ n £) nema s uujucim n-uholnikom Ziaden spotoy bod, je zrejmé, Ze ani
rovina £ incidentna s priamkoua(n B) arovnobezna s priamkolu nema s hranolovou
plochou Ziaden spotay bod. (Obr. 5.4 a)

(Bna)nP,=0= BnHy=0)

b) Ak priamka (@ n £) ma s uéujucim n-uholnikom spolény prave jeden bod, t.j. je styou
priamkoun-uholnika obsahuijtcou len jeho vrcHolie zrejmé, Ze roving® ma s hranolovou

plochou spol®énu prave jednu tvoriacu priamku incidentna s tyrotmlom, t.j. prave jednu
hranu plochy. (Obr. 5.4 b)

(Bna)nP ={A} = BnHn={I"} (iD{L...n}) *

37 Priamka sa nazyva styou priamkou rovinnéhn-uholnika, ak ma s tymto-uholnikom spolény prave jeden
jeho vrchol alebo prave jednu z jeho stran.
3 Oznaeniel” je ozn&enim tvoriacej priamky plochy, ktora prechadza odouriujicehon-uholnika plochy;

v pripadeX = A ide o hranu plochy.
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Obr.5.4a,b

c) Ak priamka @ n £) ma s ukujucim n-uholnikom spoléna stranu daného-uholnika, je
zrejmé, Ze rovinafS ma s hranolovou plochou spofai mnoZzinu tvoriacich priamok

incidentnych s touto stranou dujuceho n-uholnika, t.j. jednu stenu hranolovej plochy
incidentnu s danou stranowujucehon-uholnika. (Obr. 5.4 c)

(Bna)nR ={AA} (0{..nE A =A))

Obr.5.4¢c,d

d) MoZe nastaposledna z moznosti, a to, Ze priamkan(£) ma s ukujucim n-uholnikom
spolainé prave dva navzajom rdozne body. Vtedy ma osnovovina s danou hranolovou
plochouH, spolané prave dve tvoriace priamky incidentné s tymidri. Spomenuté body
nemusia, no mdézu Bynesusednymi) vrcholnmi-uholnika P, alebo jeden z nich je vrcholom
alebo Ziaden. Potom osnovova rovina obsahuje vrdgaradi dve (nesusedné) hrany plochy

alebo jednu hranu a tvoriacu priamku, ktora ni@r@nou alebo dve tvoriace priamky, ktoré

nie st hranami plochy. (Obr. 5.4 d)
(Bna)nP,={M,NzM = BnH,={I",1"})
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Definicia 5.6
Sty'nou rovinouhranolovej plochyH, nazyvame taka osnovovu rovinu, ktord obsahuje

hranu alebo stenu plochY.

Désledok 5.1

1. Rovina, ktora nie je osnovova, pretina hranolovacipl H,, v konvexnomn-uholniku.
Pritom vSetky roviny tej istej osnovy (navzdjom mobeznych rovin) pretinajua plochu
v zhodnychn-uholnikoch. Ak ide o Sikmu hranolovl plochu, edjeti druha sustava
rovin pretinajucich plochu v zhodnyehuholnikoch sr-uholnikmi prvej sustavy. Patria
do nej vSetky roviny sumerne zdruzené s rovinamvejpisustavy pokh 'ubovdnej
normalovej roviny plochy. (Odévodnite)

2. Medzi dvoma rovinnymi rezmi hranolovej plochy naerd r6znobeznymi rovinami,
ktoré nie su osnovoveé, je fiah perspektivnej afinity, ktorej osou je prigsea rezovych
rovin a dvojicu bodov vzor-obraz tvoria body hebovd’nej osnovovej priamke plochy
v tychto rovinach. Mozno dokazaze i medzi rovnobeznymi priemetmi tychto rovinhyc
rezov (ak roviny rezu nepatria do osnovy premietpfpe vz'ah perspektivnej afinity
v priemetni. Uujacimi prvkami afinity v priemetni su priemety dujucich prvkov

povodnej perspektivnej afinify.

Pri vysvetovani tedrie zobrazenia zékladnych telies v rovianben alebo stredovom
premietani, ako aj v konstrukciach osvetlenia $eje potrebné uvazovea stynych alebo
dotykovych rovinach pléch, ktoré sucéssne stynymi/dotykovymi rovinami tohto telesa
a navyse premietacimi rovinafliBude to potrebné pri vymedzeni pojmalrys GtvaruJ v
danom premietani laranica vlastného tiea Utvaru U v osvetleni. Preto zafajeme pri
kazdej z definovanych zakladnych ploch (hranoloaletva plocha, ihlanova/kubeva
a guova plocha) do zakladnych uloh rieSenia nasleddudvoch problémov: konStrukcia
sty¢nej/dotykovej roviny prislusnej plochy, ktora a) ijgcidentna s danym bodom; b) je

rovnobezna s danou priamkou.

39Styenymi rovinami hranolovej plochy st osnovové rovinyripadoch b, ¢ z vety 5.6. Shé rovina pretina
rovinu a uréujucehon-uholnika v jeho st§nej priamke.

“0'S oiadom na rozsah prace sa ddkaz tvrdenia povaZujeszay.[13]

“ly/ stredovom premietani, t.j. v premietani z bodklidovského priestorlE; (stred premietania) nazyvame

premietacou priamkdwovinou kazdu priamku/rovinu incidentnd so stredom preamiit.
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Uloha 5.1.Zostrojte stgnt rovinu hranolovej plochid,(P, O a'; 1), ktora prechadza danym
bodomM.

RieSenie

1. (Rozbo} Ak existuje styna rovina'r pozadovanych vlastnosti, tak v tejto rovine lezi

osnovova priamka" danej hranolovej plochy, ktora prechadza bodéniPriesgnica rovin

a,'T je teda stynou priamkou 't urcujiceho n-uholnika P,, ktora prechadza bodom

M na={P .

2. (Konstrukcid Zostrojime priamku ™, pre ktora platiM O I™ IM || a jej priesenik P
srovinoua (I™ na ={P).

Dalej zostrojme snu priamku't uréujiceho
n-uholnika P, prechadzajiucu bodom. Téato
sty¢nd priamka je priamkoulhdanej stynej

roviny roviny 't ('t ='r n a). Stygna rovina a

T je ukena priamkou 't abodom M

(‘7=tM). (Obr. 5.5) obr. 5.5

3. Diskusia Styna rovina 't existuje prave vtedy, Ke existuje styna priamka 't
n-uholnika P, incidentna s bodorR, ¢o je prave vtedy, k& bod P nie je vnatornym bodom
n-uholnika P,. Pre vzgjomnu polohu bodB an-uholnika P, plati: a) bodP je bodom

n-uholnika, ale nie je jeho vrcholom; b) bBde vrcholomn-uholnika; c) bod je vonkajSim
bodomn-uholnika; d) bodP je vnutornym bodom-uholnika. V pripade a) ma teda uloha
prave jedno rieSenie obsahujuce stenu plochy;pagdd b) existuje neko&irge mnoho rovin
pozadovanej vlastnosti, z ktorych kazda obsahujstéiihranu plochy; v pripade c¢) ma uloha
prave dve rieSenia; v pripade d) rieSenie neexisti¥ysvetlite!) Désledkom je, Ze: a) uloha
ma prave jedno rieSenie, ak je bedvnutornym bodom steny plochy; b) ak bbtlezi na
hrane plochy, rieSeni je nekame mnoho; c) ak boM je vonkajSim bodom plochy, existuju
prave dve rieSenia; d) ak je bdd vnatornym bodom vzladom na plochu, rieSenie

neexistuje.

77



5 DODATKY

Uloha 5.2. Zostrojte styné roviny hranolovej plochyH,(P, O a; |) rovnobezné s danou

priamkoum (m #1).

RieSenie

1. Rozbor Ak existuje rovinar pozadovanych vlastnosti, plati:||| O 7 || m. MnoZina
vSetkych rovin rovnobeznych s danou dvojicou neobe@inych priamokm, | je osnova
navzajom rovnobeznych rovin. Ich priésiee s rovinoua uréujucehon-uholnika P, patria
do osnovy navzajom rovnobeznych priamok roviay Stai teda zostroji jednu rovinu
z danej osnovy rovin; zostrojme napr. rovinmO 7 U T ||1)*2 Jednou priamkouldanej

styénej roviny 7 je sty¥na priamkat n-uholnika P, rovnobezna s priamko@ n a . Touto

priamkou je styna rovina utena.

2. (KonStrukcig Zvo'me silTubovdny bod M na priamkem. Tymto bodom zostrojme
osnovov( priamkd™ (M O™ O™ ||1). Priamkym, I™ st navzajom roznobezné auwjci
rovinu; ozngme ju7 .

Dalej st&i zostroji’ priesénicu T rovin
T a a azostrofi stnu priamku

t urcujacehon-uholnika P, tak, aby bola

rovnobezna s priamkod . Styna rovina a

T je ukend priamkou alubovdnou jej

prieckou, ktora je rovnobezna s osnovovou
priamkoul plochy.) (Obr. 5.6) Obr. 5.6

3. (Diskusig Pretoze vzdy existuju prave dve &ty priamky danéha-uholnika P,
rovnobezné $ubovd’nou priamkou jeho roviny, Uloha ma vzdy prave dveSania.
(V Specialnom pripade, ak priamka je rovnobeZna s rovinow , tak kazda rovinaiou
prechadzajuca a pretinajlca roviau ju pretina v priamke rovnobeznej s priamkouy t.j.
t=17n a, (rn a)||m) Roviny, ktoré su rieSenim, mézZu obsahbuae steny plochy alebo
stenu a hranu plochy alebo dve nesusedné hranyyldg. Na obr. 5.6 nastane druh&

Z moznosti.

“?Konstrukcia rovinyT je zrejmé z vyrieSenej Glohy 3.2 v paragrafe 3.2.
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Na zaver sa urobi klasifikacia vzajomnej polohyaprky s hranolovou plochou.

Vyjadruje ju nasledujuca veta.

Veta 5.7
Priamkaa ma s hranolovou plochod,(P, O a; 1) jednu z nasledujucich vzajomnych
polbh:
a) Priamkaaje osnovovou priamkou a:j)aje tvoriacou priamkou plochy;2anema
s hranolovou plochoHl, Ziaden spolény bod.
b) Priamkaa nie je osnovovou priamkou aj)lmema s plochou Ziaden spaty bod; b)
obsahuje bod hrany alebo dke v stene plochyH,; bs) pretina plochuH, v dvoch

navzajom réznych bodoch.

Dokaz

a) V pripadoch, k& priamka aje osnovova, je dbkaz zrejmy, preto sa ponechava
Citatelovi.

b) Dokazme vetu pre pripady, ak priam&aie je osnovova. Vzajomnu polohu priamky
stelesom wime pomocou Tubovd’nej roviny prechadzajucej danou priamkou.
NajvyhodnejSou je osnovova rovina plodHy, ozn&me ju A. Sta&i zistit’ vzajomnu polohu

roviny A splochouH,. Platii anH, = (anA)nH, =an (1nH,). Potom: 1. Ak

(AnHy)=0, tak rovina A nema s plocholH,, Ziaden spolény bod (veta 5.6). V tom
pripade ani priamka nema s plochou Ziaden spiig bod. 2. Ak ¢ n H,) je hrana alebo
stena plochyH,, tak priamkaa ma s touto hranou spdloy prave jeden bod alebo so stenou
spolanu Useku, teda aj s hranolovou plochou ma sgpoip prave bod hrany alebo @ke

v stene plochy,,.

3. Ak prienikom (A nHp) su dve tvoriace
priamky, tak priamkaa pretina kazdu z tychto
tvoriacich priamok v jednom bode, teda
priamka apretina hranolovl plochuH,

v dvoch navzajom r6znych bodoch. (Obr. 5.7)
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Definicia 5.7

Hranolom (n-bokym) nazyvame prienik n-bokého hranolového priestoruH

a priestorovej vrst urcenej dvojicou navzajom rovnobeznych rouina'# a , ktoré

nie st osnovové roviny hranolového priestétu (Obr. 5.8)

Podstavami hranola nazyvame n-uholniky sich vnuatrom, ktoré su prienikom
hranolového priestortd a rovina,a .

Vrcholmi hranolasu vrcholy oboch podstav hranola.

Bocnymi stenamhranolanazyvametasti stien prislusnej hranolovej plochly, patriace
hranolu.Stenami hranolaazyvame béné steny a obe podstavy hranola.

Bocnymi hranamihranola nazyvameasti hran prislusnej hranolovej plochly, patriace
hranolu.

Podstavnymi hranantiranolanazyvame strany jeho podstav.

VySkou hranolanazyvame vzdialenésovin jeho postav (tj. Ugka alebo jej vEkog).
RovnobeZnostenonazyvame hranol, ktorého podstavou je rovnobeznik.

Kolmym hranolonrmazyvame hranol, ktorého &ieé hrany su kolmé na roviny podstav,
v inom pripade ho nazyvanggkmym hranolomAnalogicky hovorime o kolmej/Sikmej
hranolovej ploche.

Pravidelnym hranolomnazyvame kolmy hranol, ktorého podstavou je prduigde
mnohouholnik a spojnicu stredov jeho podstav nazg/gehoosou

Kvadromnazyvame kolmy hranol, ktorého podstavou je praetuik.

Obr. 5.8

3 Priestorovou vrstvou nazyvame prienik dvoch pelgtorov s hraghymi rovinami v dvoch navzajom roznych

rovnobezZnych rovinachr, 8, ktory je mnoZinou bodov vSetkych dgk XY (X Oa,YOSB).
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Désledok 5.2

a) Obe podstavy n-bokého hranola su navzdjom zhodnguholniky s navzdjom
rovnobeznymi stranami leziacimi v tej istejdnej stene telesa.

b) VSetky b&né steny hranola su rovnobezniky s ich vnatrom.

c) Pre kazdy hranolovy priestor/hranolovud plochu, &tgrislichaja danému hranolu je
kazda rovina kolm& na tvoriace priamky rovinou stmosti. (Tieto roviny nazyvame
normalovymi rovinamiprislusného hranolového priestoru/hranolovej pjoddovorime

i 0 normélovych rovinach daného hrandta.)

Celkom analogickys hranolovou plochou sa definuje kruZnicova valcplatha. Pojem
uréujuceho n-uholnika nahradi pojem &ujucej kruznice plochy. Zachovava sa pojem
tvoriacej priamky, na druhej strane sa pochdpegestraca pojem hranyj steny plochy.

Z hranolovej plochy prevezmeme i pojem osnovovejny plochy a klasifikaciu vzajomnej
polohu plochy tak s osnovovou rovinou ako aj smkau. Pojem s@nej roviny sa
prirodzene nahradi pojmom dotykovej roviny valcop&chy. Na kazdej Sikmej valcovej
ploche existuju dve sustavy navzajom zhodnych koaitych rezov plochy; obe sustavy su
sumerne zdruzené pkallubovd’nej normalovej roviny plochy. Analogicke, ako vpade
hranolovej plochy, su i ddkazy vSetkych viet, kteeézaoberaju vzajomnou polohou valcovej
plochy s priamkou a rovinou. Tieto vety preto uesde bez dékazu.

Definicia 5.8. Nech jek l'ubovd’na kruznica rovinya al l'ubovd’na priamka réznobezna
s touto rovinou. Mnozinu bodov vSetkych priamokmolieznych s priamkaua pretinajucich
kruznicuk [kruznicuk a jej vnutro] nazyvamkruznicova valcova plochikruznicovy valcovy
priestor]. (Obr. 5.9)
a) Kruznicak sa nazyvaircujucou kruznicoplochy.
b) Tvoriacimi priamkami kruznicovej valcovej

plochy nazyvame vSetky priamky rovnobezné o

s priamkou patriace ploche.

“Normalové roviny $ikmého hranola pouzivame pri kanii jeho siete, ktora sa ziska rozvinutim jetien
do jednej roviny pozd tzv. norméalového rezu telesa (t.j. rovinného rexzislusnej hranolovej plochy

normalovou rovinou), ktory sa rozvinie do kg
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c) Kazdu priamku [rovinu] rovnobeznu s priamkidoudeme nazywaosnovovou priamkou
[osnovovou rovindukruznicovej valcovej plochy. Osnovova priamka identna so
stredom utujucej kruznice plochy sa nazyeaou plochy

d) Rota’ha valcova plochge valcova plocha, ktorej os je kolma na rovindujiice;
kruznice plochy. Polomer tejto kruznice sa nazggbbmerom roténej valcovej plochy
V opatnom pripade hovorime%kmej kruznicovej valcovej ploche

e) Rovina kolm& na tvoriace priamky plochy sa nazywmamalovou rovinouvalcovej

plochy.

Poznamka 5.3

1. Z definiciekonvexného Utvaru je zrejmé, Ze kruznicovy valcpvigstor je konvexnym
Gtvarom, pretoZe kruh je konvexny utvar.

2. Kruznicova valcova plocha sdwjucou kruZnicolk v rovine @ a osnovovou priamkol

sa bude ozrmva® symbolomV(k Oa; |); analogicky budeme ozéava’ prislusny

kruznicovy valcovy priestoV (k O a'; 1).

Veta 5.8
Osnovova rovina 8 ma s kruznicovou valcovou plocho¥(kOa; 1) jednu
z nasledujucich vzajomnych poloh:
a) nemas plochou Ziaden sp&hy bod;
b) masplochou spolénd prave jednu tvoriacu priamku;
c) masplochou spoldné prave dve tvoriace priamky;
Rovina, ktor4 nie je osnovov4, pretina kruznicoalcevu plochwV v kruznici alebo elipse.

([13])

Obr. 5.10

Definicia 5.9
Osnovova rovina kruznicovej valcovej plochy, ktama s plochou spotma prave jednu

tvoriacu priamku, sa nazywdotykovou rovinolkruznicovej valcovej plochy. Kazda priamka
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dotykovej roviny prechadzajuca bodom plochy a réadiavoriacej priamky plochy sa nazyva

dotyenicou plochy v danom bod®.

Veta 5.9
Priamka a ma s kruznicovou valcovou plochod(k O a; 1) jednu z nasledujucich
vzajomnych polbh:
a) Priamkaaje osnovovou priamkou a:j)aje tvoriacou priamkou plochy;2anema
s kruznicovou valcovou plochadd Ziaden spolény bod.
b) Priamkaa nie je osnovovou priamkou aj)lmema s plochou Ziaden spaty bod; b)
obsahuje bod prave jednej tvoriacej priamky plovhyje dotynicou plochy v tomto

bode); B) pretina plochly v dvoch navzajom r6znych bodoch.

Definicia 5.10

— Valcomnazyvame prienik kruznicového valcového priestdffk 0 a ; 1) a priestorovej

vrstvy ugenej dvojicou navzajom rovnobeznych rovia,a'#a, ktoré nie su

osnovovymi rovinami valcového priestov.

— Podstavami valcaazyvame kruhy, ktoré su prienikom kruZnicovéh@eaého priestoru
V arovin a,a'. Podstavnymi hranamvalca nazyvame kruZnice, ktoré s prienikom
kruznicovej valcovej plochy a rovina,a'.

— Stranouvalca nazyvame Ugku tvoriacej priamky rotnej valcovej plochy, ktora patri
danému valcu.

— Pla&¥om valca nazyvame t@&ag’ kruZznicovej valcovej plochy/, ktora je prienikom
kruznicovej valcovej plochy a priestorovej vrstvy medzi rovinarm,a'.

— Kolmym valcormazyvame valec, ktorého vSetky tvoriace priamkykslimé na roviny
podstav, v inom pripade ho nazyvagiemym valcom

— Rota’nym valcomnazyvame kolmy valec, ktorého podstavami su kr&riolomerom
rotatného valca sa nazyva polomer jeho podstavy a spoftiedov podstawsou telesa

— Rotany valec nazyvameovnostranny ak je strana valca zhodna s priemerom jeho
podstavy.

— Vyskou valcanazyvame vzdialenésovin jeho postav.

**Dotykové rovina pretina rovinu &ujlcej kruznice v donici tejto kruznice.
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5.1.3 Ihlanova plocha. Vzajomna poloha plochy s priamkowa rovinou. lhlan

Definicia 5.11

Nech je P, Tubovdny konvexnyn-uholnik roviny @ aVTubovd’ny bod nelezZiaci v
rovinea . Mnozinu bodov vSetkych priamok prechadzajiacichddm V [polpriamok so
zaciatkom v bodeV], ktoré pretinajun-uholnik P,, resp. n-uholnikP, sjeho vnutrom,
nazyvamelplna n-boka ihlanova plochgednoducha n-boka ihlanova plodhaesp.uplny
[jednoduchy n-boky?® ihlanovy priestor(Obr. 5.11)

a) n-uholnik P, sa nazyvaurcujucim n-uholnikomhlanovej plochy a bod/ vrcholom

plochy.

b) VSetky priamky [polpriamky] patriace ihlanovej plaenazyvamévoriacimi priamkami
[tvoriacimi polpriamkan]i plochy. Tvoriace priamky [polpriamky] incidentné
s vrcholmi utujucehon-uholnika sthranamiapinej [jednoduchejjhlanovej plochy.

c) Stenouuplnej [jednoduchejlihlanovej plochy sa nazyva mnozina bodov vSetkych
tvoriacich priamok [polpriamok] plochy, ktoré pmdju jednu stranu twojuceho

n-uholnikaP, .

d) Kazda priamka/rovina prechadzajuca vrcholom ploceg nazyva vrcholova

priamka/rovinaplochy?*’

Obr. 5.11

% dalsom texte budeme pri ihlanovej ploche/priestaeestrEnos’ zapisu vynechav¥apojem n-bokasy*.

“\/$etky pojmy definované v bodoch a — d séamiji aj na prislusny ihlanovy priestor.
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Poznamka 5.4

1.

lhlanovd plochu, resp. ihlanovy priestor sujdcim n-uholnikom P, vrovine a a

vrcholomV budeme oznmva |,(P, Oa; V), resp.1 (P, 0a; V). Z kontextu bude

zrejmé i ide o Uplna alebo jednoducha ihlanovu plochulfalélanovy priestor).

V sulade s dohovorom (poznamka 5.2) berieme do yivigim konvexné uréujuce
n-uholniky ihlanovej plochy. Potom je zrejmé, Ze rjeduchy ihlanovy priestor je
konvexnym utvarom; vtedy budeme hovaaj o konvexnejednoduchej ihlanovej ploche,
i ked tato nie je konvexnym utvarom. Uplny ihlanovy st (s konvexnym dujlcim

n-uholnikom) je nekonvexnym Gtvarom.

Pod vnatornym bodomhlanovej plochy budeme rozundi€¢ubovd’ny bod prislusného
ihlanového priestoru (jednoduchého alebo UpIinéhkdpry nie je bodom jemu
prislichajucel® ihlanovej plochy. Body nepatriace ihlanovému poes su jeho
vonkajSimi bodmi a nazyvame ich vionkajSimi bodmiprislusnej ihlanovej plochy.
Mnozina vSetkych vnutornych bodov ihlanového poesfplochy sa nazyvanutrom

ihlanového priestoru/ihlanovej plochy.

Dalej sa budeme zaobérazajomnou polohou priamky a roviny s ihlanovougblou.

Doékazy nasledujacich tvrdeni su celkom analogickidlsazmi tvrdeni o hranolovej ploche.

Osnovovu rovinu bude vSade zastupbwacholova rovina ihlanovej plochy. Klasifikacia

vzajomnej polohy vrcholovej roviny a ihlanovej phgcanalogicky vyplyva z klasifikacie

vzajomnej polohy priesaice vrcholovej roviny plochy s rovinou dwujuceho n-uholnika.

Preto moze ¥ydbkaz nasledujucej vety zaradeny daexi (cvienie 6, par. 5.2.5).

Veta 5.10

Vrcholova rovina £ ma s uplnou [jednoduchouhlanovou plochoul (P, O a;V )

jednu z nasledujucich vzjomnych poldh:

a) ma s plochou spotmy len vrchol,

b) obsahujgrave jednu hranalebo stenu plochy;

80 jednoduchej/tplnej ihlanovej ploche hovorime, ZFe prislichajucou (prislusnou) k danému

jednoduchému/Gplnému ihlanovému priestoru, ak siglémtné (t.j. dané tym istym dujacim n-uholnikom a

vrcholom).
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c) pretina plochu v dvoch (réznych) tvoriacich priamtk§polpriamkach].

Obr.5.12a-d

Zo vzajomnej polohy vrcholovej roviny
s ihlanovou plochou mézeme odvbsizajomnd polohu
I'ubovd’nej priamky s plochou. Ak tato priamka nie je
vrcholovou priamkou, preloZzimgu vrcholovd rovinu

plochy a klasifikaciu vzdjomnej polohy priamky (kéo @

neprechadza vrcholom) a plochy mézeme urako

dosledok vety 5.10. Plati nasledujuca veta.

Veta 5.11
Priamka méa s uplnou [jednoduchoujhlanovou plochou jednu z nasledujucich
vzajomnych poléh:
a) Priamka je vrcholovou priamkou plochy a) g tvoriacou priamkou [polpriamkou]
plochy; &) ma s plochou spotoy len vrchol plochy.
b) Priamka nie je vrcholovou priamkou plochy @) hema s plochou Ziaden spéty
bod; Ip) obsahuje bod hrany rézny od vrcholu, dksealebo jednu polpriamku alebo
dve polpriamky [Us&ku alebo jednu polpriamku} stene plochy; §) pretina plochu

v dvoch (r6znych) bodoch.

Na obr. 5.13 priamkya, b, c lezia v rovine jednej

steny Uplnej ihlanovej plochy s hranataj *a.

Obr. 5.13
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Definicia 5.12
Vrcholova rovina ihlanovej plochy obsahujica hranu alebo stenu plaszn nazyva

styenou rovinouihlanovej plochy.

Je zrejmé, Ze priedeica stgnej roviny ihlanovej plochy,(P, O a;V) s rovinoua je
styénou priamkoun-uholnika P,. Z tohoto poznatku vyplyva rieSenie Uloh o kon&tiu

sty¢nej roviny ihlanovej plochy, ktord ma pozadovargsthosti. V rieSeni nasledujucich tloh
urobime len rozbor dlohy; vykonanie konStrukcidrjeialne z rozboru GlohyCitatelovi sa

necha vykonanie diskusie analogicky s vyrieSenohall 5.1.

Uloha 5.3. Zostrojte stgné roviny ihlanovej plochyi,(P, O a;V ) prechadzajice danym

bodomM (M #V).

(Rozbor Glohy Ak existuje styna rovina't pozadovanych vlastnosti, tak v tejto rovine
lezi vrcholova priamkaVM . Priesénica 'Tna je stgnou priamkou uiujiceho
n-uholnika P,, ktora prechadza bodokM n o alebo v pripade rovnobeZnosti priamky

VM s rovinoua je tato priamka rovnobezna s priamRéM. (Pre&o?)

Uloha 5.4. Zostrojte stgné roviny ihlanovej plochyin(P, O a;V ) rovnobezné s danou
priamkoum (V O m).
(Rozbor dlohy Ak existuje styna rovina 't pozadovanych vlastnosti, tak musi
obsahova priamkul(V O 1, | ||m). Priesénica 'T n a je sty¥nou priamkou ufujiceho
n-uholnika P,, ktora prechadza bodorhn a alebo je s priamkod rovnobezna

v pripadd || a.

Dosledok 5.3

Rovina, ktord nie je vrcholovd ani rovnobeZzna saduou tvoriacou priamkou plochy, t.|.
pretinajuca vsSetky tvoriace priamky ihlanovej plpch,(P,Oa; V ), pretina plochu

v konvexnom n-uholniku. Ak su dva rovinné rezy plochy-uholniky v navzajom
rovnobeznych rovinach, tak su tiete-uholniky podobné alebo zhodné (dva zhodné

n-uholniky leZia v rovinach simerne zdruzenychllaoercholu plochy).
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Poznamka 5.5

Medzi ugujucim n-uholnikom Uplnej ihlanovej plochy a rovinnym rezgiochy rovinou,
ktora nie je vrcholova, je vah perspektivnej kolineécie. Stredom tejto kolinede vrchol
plochy, osou je priegaica roviny utujucehon-uholnika plochy s rovinou rovinného rezu a
dvojica bodov vzor-obraz sa dostane na tej istjidaecej priamke plochy v oboch rezovych
rovinach. Na zistenie tohcgi existuju tvoriace priamky ihlanovej plochy rovreimé

S rovinou rezu je potrebné ouwenzajomnu polohu vrcholovej roviny plochy (rovnoheg
srovinou rezu) stouto plochou. Ak existuju takétworiace priamky, musia le#a
v spomenutej vrcholovej rovine. Pre rovnobeznérmpeiy utujucehon-uholnika a rovinného
rezu plati, Ze su vo vahu homolégie, ktorej stredom je priemet stredus@uopriemet osi
spomenutej perspektivnej kolineécie. Tieto pojmykvéiemobzu patfi medzi poznatky
ziskané vo vytpovani matematiky na urovni, & sa Studenti zdnaju oboznamova

s vystavbou stereometrie (stredna Skola, prwiiky na vysokej Skole). Preto su vSetky
priklady a cvtenia o ihlanovych plochach formulované pre jednbéuiblanové plochy tak,
aby ich Studenti mohli vykotiana z&klade zndmych poznatkov zo stereometrie.

Definicia 5.13 y

a) lhlanomnazyvame prienik jednoduchého ihlanového
priestoru I (P,Oa; V) apolpriestoru ~aV.

Hovorime aj gednoduchonihlane.

b) Podstavou ihlananazyvamen-uholnik P, s jeho

. . : . . . Obr. 5.14
vnatrom; hlavny vrchol ihlanaje vrchol ihlanovej

plochyl, a vrcholy podstavy, sudalSimivrcholmi
ihlana.

c) Bochymi stenami[hranam] ihlana nazyvamecasti stien [hrén] prisluSnej ihlanovej
plochy I, patriace ihlanu.Podstavnymi hranamihlana nazyvame strany podstavy
ihlana.

d) Stenami ihlanaazyvame béné steny a podstavu ihlana.

Poznamka 5.6

1. Je zrejmé, Ze Boé steny jednoduchého ihlana su trojuholniky.
2. V pripade Uplného ihlanového priestotu, ked nahradime polpriestofaV v definicii
5.15 priestorovou vrstvou ¢gnou rovinamia, a ', pre ktoru je bod/ vnatornym bodom,

hovorime o dvojihlane.
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Na zaver by sme mali defina¥alplna [jednoduchd] kruznicovu kubmva plochu a
priestor a zvySné suvisiace pojmy na zdaklade prawedenych pojmov tykajucich sa
ihlanovej plochy tak, jako to bolo urobené v pripamtejmej analdgie pojmov tykajucich sa
hranolovej a kruZznicovej valcove] plochy. Ovladanigbudovanych pojmov je zarukou
samostatného utvorenia pojmov suavisiacich s krafmmia kuz&ovou plochou/priestorom
vratane rieSenia uloh 5.3 a 5.4 o¢stych rovinach ihlanovej plochy, ktoré budu dotykmiy
rovinami kruznicovej kuZ®vej plochy. Na zéklade poznamky 5.5 sa o rovinngetoch
kruznicove] kuzéovej plochy rovinami, ktoré neprechadzaju jej vicno, nebudeme

zmigiove'.

Definicia 5.14
Nech jek T'ubovd’na kruznica rovinya a VTubovd’ny bod nepatriaci tejto rovine.

MnoZzZinu bodov vSetkych priamok prechadzajucich mdd a pretinajucich kruznicik
[kruZnicu k a jej vnutro] nazyvameiplna kruznicova kuZeva plocha[uplny kruznicovy
kuzeovy priestol. OznaujemeK (k Oa; V) [K (kOa; V).

a) Kruznicuk nazyvameurcujacou kruznicoglochy.

b) BodV nazyvamersrcholomkruznicovej kuzéovej plochy.

c) Tvoriacimi priamkamikuzdove] plochy nazyvame vSetky priamky prechadzajluce

vrcholom a patriace kuZevej ploche.

Pozndmka 5.7
Jednoduchoukruznicovou kuzBovou plochou jednoduchymkruznicovym kuze’ovym
priestorom] nazyvame mnozinu bodov vSetkych poipdk so zaiatkom v bode

V a pretinajucich kruznicki [kruZnicuk a jej vnutro].

Definicia 5.15
Vrcholovou priamkoyrovinod nazyvame kazdua priamkudvinu], ktor4 prechadza

vrcholom kuz&ovej plochy.

Veta 5.12
Vrcholovd rovina 8 ma s uplnou kudzevou plochou K(kOa; V) jednu
z nasledujucich vzajomnych poloh:
a) ma s plochou spotmy prave jeden bod, je nim vrchol plochy;
b) obsahuje prave jednu tvoriacu priamku plochy;

c) masplochou spoldné prave dve tvoriace priamky.

89



5 DODATKY

Rovina, ktora nie je vrcholova, pretina kruznicdwZze ovu plochu v kuzBoseke (kruznica,

Obr.5.15a-c

elipsa, parabola, hyperbola).

Veta 5.13
Priamka ama s Uplnou kuzevou plochouK(kOa; V ) jednu z nasledujucich
vzajomnych polbh:
a) Priamkaa je vrcholovou priamkou ajjpje tvoriacou priamkou plochyzama s dplnou
kuze’ovou plochou spolmy prave jeden bod, je nim vrchol plochy.
b) Priamkaa nie je vrcholovou priamkou a;zbnema s plochou Ziaden spéhy bod; b)
obsahuje bod tvoriacej priamky plochy; c) pretitachu v dvoch rdznych bodoch.

Definicia 5.16
Dotykovou rovinoukuzdovej plochy K nazyvame taka vrcholovd rovinu, ktora

obsahuje préave jednu tvoriacu priamku plo¢hy.

Definicia 5.17
a) Kuzdom nazyvame prienik jednoduchého kleého priestoru K(kOa; V)
a polpriestord”aV. Hovorime aj o jednoduchom kuzeli.
b) Podstavou kuZa nazyvame kruzniclk s jej vnutrom;vrcholom kuzka je vrchol
prislusnej kruznicovej kuZevej plochyk.
c) Podstavnou hranokuzd’anazyvame kruznick.
d) Pla¥om kuZéa nazyvame ti&ag kruznicovej kuzkovej plochyK, ktoré je prienikom

jednoduchej kud®vej plochy K (k O a ; V) a polpriestord”aV.

*9 Dotykova rovina pretina roving v dotyenici kruznicek.
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5.1.4 GuPova plocha. Vzajomna poloha roviny a priamky s ploleou

V nasledujucom texte sa bude definbyg@l'ova plocha a suvisiace pojmy a urobime
klasifikaciu vzajomnej polohy priamky a roviny sfgyou plochou. Pri zobrazovani plochy
vo va’nom rovnobeznom premietani by sa mohlotbda Gvahy nanajvyS premietanie
pravouhlé a wiom zobrazenie niektorych — v istom zmysle vynyeh — kruznic giovej
plochy (napriklad zobrazenie kruznic plochy v ngwéa rovnobeznych rovinach a
v priemerovych rovinach k nim kolmych). To si v8& vyZaduje prinajmenSom ovladanie
konsStrukcie pravouhlého priemetu kruznice v rovikiera ma vSeobecnu polohu Vakom
na priemeiu. Tento poznatok sa vSak neda predpokladstudentov, ktori sa oboznamuju so
zakladmi stereometrie. S kddom na rozsah prace bude obsahom tohoto pardgrafa,co

je deklarované v jeho nazve.

Definicia 5.18

Nech je S T'ubovdny bod trojrozmerného euklidovského priestdey a nechr je
lubovd’na nenulova us&a. MnoZzinu vSetkych bodaoX priestoru, pre ktoré su Gdey SXar
zhodné, nazyvamgu/ovou plochou

a) Bod Ssa nazyvestreda Usékar polomergurovej plochy.Priemeromgulovej plochy
nazyvame Us#&u 2r.

b) Bod X, pre ktory je Usgka SXmenSia/véSia nez usikar, nazyvamesnutornym bodom
/vonkajSim bodordanej gliovej plochy. MnozZina vSetkych vnatornych bodovauej
plochy sa nazyva vnuatro danejlguej plochy. Giliova plochu s jej vnatrom nazyvame
gu/ou.

c) Priamka/rovina prechadzajuca stredomloyej plochy sa nazyvapriemerovou

priamkou/priemerovou rovinogulovej plochy.

Poznamka 5.8

1. Z definicie 5.18 a planimetrickych poznatkov o knig¥ je zrejmé, Ze kazda priemerova
priamka gliovej plochy ma s plochou spdéleé prave dva body. Tieto body su krajnymi
bodmi priemeru gkovej plochy. Zrejmé je tiez, Ze kazda priemerowina ma s danou
gulovou plochous(S,; r) spola@nu kruznicu so stredo®a polomeront. Takato kruznicu
nazyvamehlavnou kruznicogurovej plochy.

2. Na zéklade poznatkov z planimetrie ide jednoducbkada, Ze guia je konvexnym
geometrickym Gtvarom¢o znamend, Ze kazdalgwa plocha rozdwije priestor na dve
oblasti: jedna z oblasti je konvexna (ide o vn@tubovej plochy), druh& obl&ge doplnok
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3.

gule v priestoreEs, ¢o je nekonvexna oblés Dokaz, Ze doplnok gule je obtas, je

celkom analogicky s planimetrickym dékazom pre kiad.

Gulovi plochu [giiu] so stredon® a polomeront budeme oznmva’ G (S;r) [G(S, n].

Veta 5.14

Rovina ma s giovou plochouG (S, r) jednu z nasledujucich vzajomnych poléh:

a) nemas plochou Ziaden sp&hy bod;

b) ma s plochou spotoy prave jeden bod;

c) ma s plochou spotma kruznicu.

Dékaz

Nech a L1 Ezje l'ubovd’na rovina &G (S, r) gulova plocha. Klasifikaciu urobime analogicky

s klasifikaciou vzajomnej polohy priamky a kruznidere rovinua nastane prave jedna

z moznosti: a)Sa| > r , b),|Sa| Or c)|Sa|<r.

a)

b)

Vzdialenog boduSod roviny a je zhodna s uskou SP, kdeP je pata kolmice z bod8
na rovinu a . Odtid’ je zrejmé, Ze pre kazdyalSi bodX roviny a je SX> SP>r, .
an G=[.(Obr.5.16 a)

Pri ozn&eni ako v bode a) plati analogicl§X> SPr (X Oa, X # P), odkid’ vyplyva

an G={P . (Obr. 5.16 b)
Nech plati|Sa|= SP< r. V pripade S= P je rovinnym rezoma n G hlavna kruznica

gulovej plochy (poznamka 5.8, bod 1). Skimajme prigm&kS # P. Je zrejmé, Ze bod
je vnutornym bodom dvej plochy. V rovinea existuje nekonme mnoho bodov
X, 2X, ..., ktoré st vonkajsimi bodmi gjavej plochyG. Kazdéa spojnicaXP ma s danou
gulovou plochou spokmé prave dva body (dosledok axiom spojitosti). Bogaeniku
a n G je teda nekonme mnoho. NechM je 'ubovdny z nich. Plati:

1. Trojuholnik 'MPSje pravouhlym trojuholnikom s pravym uhlom pri voté P,

ktorého prepona je zhodna s polomenopiochy a odvesn&P je konStantna pre vsetky

'M. Plati: |PM|2 :|r|2 —|SF{2, o je pre danl rovinwr konstanta. To znamena, ze kazdy
z bodov'M je bodom kruinicdx(P;1/|r|2 -Vv?) vrovinea (pri ozn@eni|SA=v).

2. Obratene je zrejmé, ze pre kazdy bdd Ok plati: |M 'S|2 :|r|2 -vZ+V2, tj. bod M

je bodom gtiovej plochyG.
Z bodov 1, 2 je zreimé& n a ={kK . (Obr. 5.16 c)
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Obr.5.16a—-c

Poznamka 5.9

1. V pripade b) rovinua nazyvamedotykovou rovinowgurovej plochy v bodd® (dotykovy
bod). Kazda priamka dotykovej roving incidentna s dotykovym bodoRma s giliovou
plochou spolény prave bodP. Preto tato priamku nazyvame détycou guovej plochy.

2. Klasifikaciu vzajomnej polohy priamkyn s gu’ovou plochouG(S, r) urobime jednoducho
pomocou priemerovej roving , ktora je s danou priamkou incidentna; v prip&ie m
je kazda rovina priemerova, v ap@m pripader = mS. Potom platimn G=mn (a n
G)= =mn k, kde kje priemerovou kruznicou g¢javej plochy. Priamkan bud’ nema
s kruznicouk spolany Ziaden bod alebo je ddtyicou kruznicek alebo pretina kruznicu
k prave v dvoch bodoch. To nastane prave vtedy; ken G=0 alebo mn G={T}
alebo mn G={M, N# M} . V prvom pripade zrejme pIatFSn+> r a priamku m

nazyvamenesenicou gulovej plochy. V druhom pripad¢Snj O r a priamkam je
doty’nicou plochy. V tr&'om pripade|8nj< r a priamkum nazyvamese’nicou plochy.
Dokazali sme:

Veta 5.15

Nech jem priamka aG gu’ova plocha. Potom plati: Priamka je alebo nesmicou
alebo dotgnicou alebo s&icou guovej plochyG.

5.2 ROVNOBEZNE PREMIETANIE

V tretej kapitole sme poznamenali, Ze rieSenieestetrickych Gloh sa bude ilustrava
na zakladnych telesach v metdédel'né&ho rovnobezného premietania. '¥é rovnobezné

premietanie nie je zobrazovacou metodou v zmyslbrazmvace] metddy definovanej
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v deskriptivnej geometrii. Nejdetiom o bijektivne zobrazenie mnoziny bodov priestigu
na ugité atvary (najastejSie usporiadané dvojice bodov) nakresne.

Obrazom geometrického Utvatuivo va’nom rovnobeznom premietani bude geometricky
Utvar, ktory pozostava z rovnobeznych priemetoviy@n vyzn&nych bodov, ktorymi je
Gtvar U urkeny (bez suvisu s nejakym sUradnicovym Stvorstei@iE’ E* priestoru). Aby
sme mohli na obraze GtvatlirieSi’ Tubovd’nu polohovu Glohu, musi Bytento obraz Gplny
(vzhradom na rieSenie polohovych aloh). Znamena towebkazu’ubovd’ného bodu Utvaru
je mozné zostraji obraz jeho pomocného priemetu do niektorej z jsthen; napriklad pri
hranoloch ide o pomocné rovnobezné premietanigendr rovinou niektorej z podstav
(priemeha), prcom do osnovy premietania patria ¢hé hrany plochy. To isté plati
0 obrazochdalSich utvarov, ktoré do ulohy vstupuja pri jejSeai. V pripade ihlana je
pomocnym premietanim stredové premietanie z hlavnéicholu ihlana do roviny jeho
podstavy?’

Zakladom zobrazovania Utvarov vo I'mom rovnobeznom premietani je teda
rovnobezné premietaniétvarov euklidovského priestomo jednejroviny. V nasledujucich
paragrafoch uvedieme pojem rovnobezného premiegtaydaodime jeho najddlezitejSie
vlastnosti, Specialne vlastnosti premietania prai&ho/ortogonalnehoDalej uvedieme
zakladnu vetu Sikmej axonometrie, ktora je teokstic vychodiskom pre zobrazovanie telies
vo va’nom rovnobeZnom premietani. Paragraf o zobrazaé@idadnych telies uzatvara tato

kapitolu diplomovej prace.
5.2.1 Princip a zakladné vlastnosti rovnobezného premietaa

Definicia 5.19
a) Nech su dané pevna priamkaa pevna siou r6znobezna rovinar trojrozmerného

euklidovského priestorltEs. Zobrazenief mnoziny vSetkych bodov priestords, ktoré
kazdému boduA priradi priesénik priamky I*(A O 1* O 1* || ) s rovinou 77 nazyvame
rovnobezné premietanido roviny 77 (oznaenie fi 1)). f: Ez->m, f:A= 1" nm=A"

Priamkul? nazyvamepremietacia priamka bodu,Aovinu 77 priemetia a osnovu priamky
osnova premietania Bod A'= f(A) sa nazyvaovnobeznym priemetom boduvAlanom

rovnobeznom premietahi(Obr. 5.17a)

*0'S pojmom Uplnosti obrazu Gtvatlisa mozno zoznariv [12].
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b) Rovnobeznym priemetotd’ 'ubovd’ného geometrického utvarl sa bude nazyva

mnozina rovnobeZnych priemetov vSetkych bodov tiar

c) Premietacim uUtvarom daného geometrického atvatunazyvame mnozinu bodov
premietacich priamok vSetkych bodov utvaiuozna&enie P(U)). Obrysomgeometrického

551

atvaruU v danom rovnobeznom premietani budeme nazyiditel'nd ¢ags™ prieniku hranice

premietacieho utvarB(U) s utvaronmlJ.

d) Nech p je lubovdna priamka, ktora je s prieniieu 77 roznobezna. Jej priesek
s priemetiou budeme nazyvastopnik priamky plozna&enie PP). Analogicky priesénicu

lubovd’nej roviny a (a # 7) s priemetou budeme nazyv¥astopou rovinya (ozna@&eniep”).

e) V pripade kolmosti priamkldanej osnovy premietania s prieff@i hovorime &olmom

( pravouhlomaleboortogonalnom premietani

Désledok 5.4

1. Rovnobezny priemet utvarW je prienikom prislusného premietacieho utvar())
S priemetiou.

2. VSetky body priemetner su totoZné so svojimi priemetmi.

3. Rovnobezné premietanie zachovava incidenciu gearkgth Utvarov.

Veta 5.16
a) RovnobeZnym priemetom priamky, ktora nepatri dmugrmpremietania, je priamka.

b) RovnobeZznym priemetom priamky, ktora patri do ognaemietania, je bod.

Dékaz

a) Nech priamkap nepatri do osnovy premietania. Jej premietacinardm je v tomto

pripade rovinac®(POo” Oo” //1)*% Poda dosledku 5.1 je rovnobeZnym priemetqm

priamkyp priesé€nica tejto roviny s priemabu (p '=o” n 7). (Obr. 5.17 a)

b) Nech priamkap patri do osnovy premietania . Potom priemety uggtkjej bodov su

totozneé s jej stopnikom, ktory je priemetom priamky, tedap'=P. (Obr. 5.17 b)

*lpojem viditénosti GtvaruU v danom rovnobeZnom premietani sa vysvetli vrigddoh v zavergnom
podparagrafe 5.2.4 prace.
*2Uloha 3, kapitola 3.
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p'=P=A4'=B’

T

Obr.5.17a, b

Poznamka 5.10

1. Rovinu o® z dékazu predchadzajlucej vety nazyvapremietacia rovina priamky .p
Rovinao® je zjednotenim premietacich priamok vSetkych bgademkyp.

2. Kazdé rovinaA (A || 1) je premietacou rovinou kazdej svojej priamky, ritmepatri do
osnovy premietania. Preto budeme takato rovinu vezypremietacia rovina
RovnobeZznym priemetom premietacej roviny je priamfgies€nica tejto roviny
S priemetou).

3. Nech p je priamka, ktora nepatri do osnovy premietania. jakstopnik P priamky
dostupnym bodom, stazostroji’ rovnobezny priemet jedného bodu( A# P). Potom
p'= AP (P=P'). Vopanom pripade je potrebné zosttojiriemetB' d’alsieho bodu
priamky. Ak je priamkap s priemetou rovnobeZzna a nelezi v nej, tak jej rovnobezny

priemet p' je priamka siou rovnobeZna a stzostrojt’ priemet jedného jej bodt.

Je zrejmé, Ze rovnobeznym priemetom roviny, kteegepremietacou rovinouje cela
priemeta. V tomto pripade je premietanie perspektivnouwitafi medzi danou rovinou
a priemetiou [13]. KelZe kazda rovina je &ena dvojicou priamok, ktoré su alebo
rovnobezné alebo r6znobezné, budeme dal$om zaoberarovnobeznym priemetom dvojic

priamok. Najprv vezmeme do Uvahy dvojice priamoktarych Ziadna nie je premietacia.

Veta 5.17
Nech z priamoka, b (b# a) nepatri Zziadna do osnovy premietania. Potom phe i

rovnobezné priemetg’, b' plati:

1. allb=a/lb(@zb)Ca =b".

*3 Rovnobeznaspriamok p, p' je dosledkom vety 2.1 (kritérium rovnobeZnosti prigy a roviny).
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2. Ak su priamkya, b roznobezné, tak priamka', b' st alebo navzajom ré6znobezné alebo
a'=b'.
3. Ak su priamkya, b navzajom mimobezné, tak su priaméyy b' alebo réznobezné alebo

su to dve navzajom rdzne rovnobezky.

Dékaz

1. V pripadea // b je zrejmé, Ze premietacie roving?, o ® st navzajom rovnobeZzi{é Ak
su tieto roviny navzajom rovnobezné rézne, takchjpriesénice s priemeatou su navzajom
rdzne rovnobeZKy. V pripadec®=c " je a'=b'.

2.V pripade roznobeziek si premietacie rovimy?, o® navzajom rdoznobeznélebo

og®=0g". Vprvom pripade maji rovinyo? o spol@&nlt premietaciu priamkul™
spola@ného boduM =an b. Zrejme plati:a'n b'={M?} . V pripadec?=0" je a'=b'".

(Obr. 5.18 a, b)

Obr.5.184a, b

3. Premietacie roviny mimobeZnych priamak b mézu by alebo navzdjom réznobezné
alebo navzajom rovnobezné rozne, teda aj ich pése a', b' s priemeiou su alebo
r6znobezné priamky aleba'//b’ (a'#b'). V prvom pripade priegaik priamok a', b' je
priemetom niektorého bodd priamkya a niektorého bodB # A priamkyb. PriamkaAB je
teda spoldnou premietacou priamkou bodéy B a priesénicou premietacich rovin priamok
a, b (obr. 5.19a).

4 Kritérium rovnobeZnosti dvoch rovin, veta 2.5.
% Veta 2.8.
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Obr.5.194a, b

Veta 5.18
Nech z priamoka, b (b# a) priamkaa patri do osnovy premietania. Potom pre ich
rovnobezné priemetg’, b' plati:
a) Ak su priamkya, b rovnobezné, tala', b' je dvojica navzajom réznych bodov.
b) Ak su priamkya, b navzajom r6znobezné, tall' je bod ab' je priamka s nim
incidentna.
c) Ak su priamkya, b navzajom mimobezné, tak' je bod ab' je priamka s nim

neincidentn&®

Z planimetrickych  poznatkov vyplyvaju nasledujldcelasinosti rovnobezného
premietania:

Veta 5.19°’
NechA, B su dva rozne body priamky, ktora nepatri do osrreynietania a neci\', B' su
rovnobezné priemety boda@d\y B. Potom plati:

a) RovnobeZznym priemetom (de/ AB je Us€ka A'B'.

b) Rovnobeznym priemetom polpriamiyB je polpriamkaA'B'.

c) RovnobeZné premietanie zachovava usporiadanieizalge.

Veta 5.20
a) Ak M je neprazdna konvexna mnozina bodov, potom ajgenobeznym priemetom

M ' je neprazdna konvexna mnozina bodov.

%% D6kaz tvrdeni vety 5.18 sa pre jednoduchuechavasitatelovi.
" Dbkaz tvrdenia 5.19a sacfin nelidi od analogického planimetrického tvrdeqiata 3.2.5, [15]), kde je
dokazana i vlastnds.19c. Skompletizovanie dékazu sa nechéteae’ovi.
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b) Rovnobeznym priemetom konvexnéhaiholnika, ktory nelezi v premietacej rovine, je
konvexnyn-uholnik.
c) RovnobeZznym priemetom konvexnéhneuholnika, ktorého rovina je premietacia, je

useka.

Veta 5.21
Nech nenulova Uska AB je ¢ag’ou priamkyp, ktord je rovnobezna s priemet.

Potom jej rovnobeznym priemetom je &is& siiou zhodna.

Dokaz
Ak priamka AB leZi v priemetni, nie j&o dokazova. Ak priamkap neleZi v priemetni, tak je
rovnobezna so svojim priemetopt; pritom AA ||BB. Utvar ABB' A je preto rovnobeznik,

odkia’ vyplyva zaver tvrdenia.

Veta 5.22

RovnobeZné premietanie roviny do priemetnerr je zhodnostnym zobrazenim roviny
a na rovinu T prave vtedy, ké rovina a je rovnobeZzné s priemigtu 77 alebo rovinaa je
sumerne zdruzena s priemet 77 pod’a lubovd’nej roviny A kolmej na osnovu

premietania®

Doékaz
l. (dosta‘ujuca podmienka
NechA, B, C sulubovd’né nekolinearne body roving (a || 7) a A',B',C" ich rovnobezné
priemety. Potla vety 5.19 su trojuholnik@ABC, AA'B'C' navzajom zhodné (sss). Pretoze
plati: AA't1 BB't1 CCUAA IOBB OCC, je uvazované rovnobezné premietanie
posunutim.

Nech je a Tubovdna rovina, ktora nie je rovnobezna s rovingu Zostrojme rovinu
A, ktord je jednou z rovin simernosti roviny a priemetne a z¥me si osnovu premietania
{l} tak, aby priamkd bola kolm& na rovinul. (Na obr. 5.20 su vSetky objekty zobrazené

v kolmom premietani do roviny kolmej na priésieu rovin 77 a a . Ked'Zze touto priamkou

%83 vlastnogami zhodnostnych zobrazeni euklidovského priestBsusa mozno oboznariv prednaske
z Geometrie 2 (analyticky pristup) alebo v [11]otBadom na rozsah tejto prace sa syntetické Stadium
izometrii priestoruE; vynechalo. Povazuju sa za zname pojmy: posurstiernos pod’a roviny, ot&anie

jednej roviny do druhej okolo spaioej priesénice a otdanie okolo priamky.
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prechadzaju vSetky tri rovinyr, a, A, priemetiu si tak mézeme vzdy zvélikolmé priemety
vSetkych rovin zvazku s osda n 77) do tejto pomocnej priemetne su priamky. Ak admee
»1“ index priemetov Gtvarov, platiiAa O0A700A:a1 O0A178.) NechU O a je 'ubovd’ny
geometricky atvar rovinya a f; | rovnobezné premietanie. Premietaci Utw{lJ)
(prisldchajaci Gtvarud v premietanif,, | ) je simerne zdruzeny pka roviny A, t.j. obraz
i vzor kazdého bodu premietacieho Gtv&{U) v simernostig, pod’a roviny A lezi na
utvareP(U). Pod’a konstrukcie jga’) = ¢, ((a)),
kde (a") je rovinné pole sumiestne
srovinnym pdom (7). Plati teda:

¢, P(U)>PU) a ¢,:(a)— (a), tij.

¢, P(U)na—P(U)n m. Pretoze

P(U)na=U, P(U)nm=U" a ¢, je

zhodnostné zobrazenie, utvaty, U' su

navzajom zhodné.

Obr. 5.20

ll. (nutna podmienka
V pripade roviny rovnobeznej s priemet nietco dokazova. Stai dokazd, Ze ak je rovina
a rdoznobezna s priemaiu a prelubovd’ny UtvarU [0 a obsahujlci aspotri nekolinearne

body je rovnobezny priemet tohto Gtvaru v premietgp, utvar U' s nim zhodny, tak je
osnova{l} premietania kolma na jednu z rovin sumernostimogi a 77. Rovnobezné
premietanie ¢, zGzené na rovinuy je perspektivnou afinitou medzi rovinanar, 77

s bodovo samodruznou rovinoll, ktord obsahuje priamka n 77. Ale perspektivna afinita
v priestoreE; je izometriou prave vtedy, Keje sumerna®u poda roviny (vyplyva to

z klasifikacie izometrii); rovinal je zrejme jednou z rovin simernosti rown 7 al OA.

Na zaver tohto podparagrafu uvedieme eSte jednazidl viastnot rovnobezného
premietania, ato zachovanie deliaceho pomeru isfmorej trojice navzajom réznych
kolinearnych bodov (ak nejde o body priamky patjado osnovy premietania). DokdZzeme
nasledujucu vetu:
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Veta 5.23

Nech A, B, C su tri rébzne body priamky, ktord nepatri do osngrgmietania a
A',B',C' su ich rovnhobezné priemety (v danom poradi). PofgnB',C' s navzajom rb6zne
kolinearne body, pre ktoré plaiABC) =(A B C).
Dokaz
Rovnobeznym priemetonp' priamky p je priamka (veta 5.1) (obr. 5.21). OzZne p
priamku, pre ktor( platC O p, p// p' (ak C # C')*°. Prieséniky osnovovych priamok*, | &
bodov A, B s priamkoup ozn&me v danom poradiA, B. O trojuholnikochCAA, CBB
plati, Ze s podobné (vetm), teda pre pomeryi#ok ich stran plati|AC|:|Bd =| AG:| BG.
Pomer‘ﬂc‘ :‘_Bq je absolitnou hodnotou deliaceho pom@eABC) a analogickyAC|:| BQ
= |(ABC)|. Ale usporiadanie bodov priamky sa rovhobeZznymmpeganim zachovava (veta
5.4), teda prlubovd’nom usporiadani bodovej trojiée B, C plati: (ABC) = (ABC). Navy3e
‘CN=|C' A, ‘C§‘=|C' B|, teda z rovnosti ‘KC‘:‘_Bq:|A'C'|:|B' C{ vyplyva (ABC) =

(A'B'C"). Dokéazali smeABC) = (ABC) = (A'B'C'), teda aj ABC) = (A'B'C").

Obr. 5.21

Pripomeéme si definiciudeliaceho pomeru usporiadanej trojice navzajom yahn
kolinearnych bodov A, C. Rozumieme nim redlngslo A (A #0,4 # 1), ktorého absollutna
hodnota sa rovna pomeriZzdk Gseiek AC a BC, aktoré je kladné v pripade suhlasnej

a zaporné v pripade nesuhlasnej orientacigi€isAC, BC.

9V pripadeC=C" mozno dokaz uroBibez konstrukcie priamkyp .

101



5 DODATKY

Zobrazenie mnoziny vSetkych bodov priamRB, ktoré kazdému bodX priamky AB

(okrem bodovA, B (B# A)) priradi pomer ABX), t.j. zobrazenie na mnozinR—{0, 1} je

bijektivnym priradenim. Znamena to, Ze kaztBlSi bodC priamky AB je svojim pomerom
vzhadom nazakladné body AB (t.j. realnym¢islom A =(ABC) (A £ 0,4 £ 1)) jednoznane

urceny. To nam umailje pohodint formulaciu stereometrickych uloh, Kedespravidla
uréené nejaké referéné teleso a geometrické Utvary sdawané napriklad bodmi jeho hran
alebo bodmi priamok v stenach, telesovych uhl@pkea pod.

Na zaver urobime zhrnutie najddlezitejSich viadinams/nobezného premietania a jeho
invariantov. Pod invariantnou vlastmos rovnobezného premietania rozumieme vlastnos
Gtvarov, ktora sa vtomto premietani zachovava;aiimntom rozumieme redlnéislo
priradené atvaru (alebo viacerym utvarom), ktoré taktiez v (kazdom) rovnobeZznom
premietani zachovava. Niektoré vlastnosti su jedobymi désledkami uz uvedenych viet,

preto sa nebudu dokazav#lati teda:

Zakladnymi invariantnymi vlastngemi rovnobezného premietania su: a) incidencia Gtyarov
b) rovnobeZnas priamok® nepatriacich do osnovy premietani&ékladnym invariantom
rovnobezného premietania je deliaci pomer usponeddrojice navzdjom kolinearnych
bodov.

Désledok 5.5

1. DalSie (odvodené) invariantné vlastnosti Gtvaroviazlom na rovnobezné premietanie su
(priamka alebo rovina incidentnd s Utvarom nie jeengetacia): vlastnas byt
rovnobeznikom; ki lichobeznikom; bty stredom Uskky; delenie Usé&ky na n zhodnych
useiek; dvojica bodovA, B odddovana dvojicou bodo, D (A, B, C, D je usporiadana
Stvorica navzajom rdoznych kolinearnych bodov); tajpriamoka, b oddé’ovana dvojicou
priamokc, d (a, b, ¢, d je usporiadan& Stvorica navzgjom réznych priansak¢ho zvazku
priamok); zachovanie usporiadania trojice navzajéanych kolinearnych bodov a nasledne
trojice navzdjom réznych priamok jedného zvazkastog byt konvexnym n-uholnikom,

jeho vnatornynti vonkajSim uhlom; konvexnég$ubovd’nej bodovej mnoziny dalSie.

2. Dalsimi invariantmi rovnobezného premietania su afpka alebo rovina incidentna

s utvarom nie je premietacia): dvojpomer usporigflaStvorice navzajom rbéznych

®Pod rovnobeznymi priamkami rozumieme itotoZné mkia (alb= a'l b, kde v pripade spoloe;

premietacej roviny priamo&, bje a'=b").
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kolinearnych bodov; pomer {Zbk Us€iek na rovnobeznych priamkach; koeficient

rovnd’ahlosti dvoch rovnahlych Gtvarov roviny; pomer obsahov rovinnych tivaa pod*

5.2.2 Pravouhlé premietanie

Pravouhlé premietanie je Specialnym pripadom roganBho premietania, preto ma
vSetky vlastnosti rovnobezného premietania. Foroiul&iet vyjadrujucich tieto vlastnosti
nebudeme uvadfa St&i ju upravi’ na zéklade toho, Ze osnova priamkye kolma na
priemetiu 77. Ako priklad uvedieme formulaciu vety 5.1

a) Pravouhlym priemetom priamky, ktoré nie je kolm&niametiu, je priamka.
b) Pravouhlym priemetom priamky, ktora je kolma naprefiu, je bod.

Citate® si lahko upravi formulaciu d’alSich viet adésledkov uvedenych
v predchadzajliicom paragraf®alej uvedieme len najdélezitejSie vlastnosti, ktosé
Specialnymi vlastnaami pravouhlého premietania.

Veta 5.24
Dizka pravouhlého priemetd' B' Gseéky AB (AB I 77) sa rovnd AB.codal, kde

je uhol zhodny s uhlom priamkdB s priemetiou (0" < |a| < 90).

Dokaz

Predpokladajme, Ze (e AB nie je rovnobezna s prientieu (0° <|a|< 90) (obr. 5.22).

Potom pravouhlym priemetom W&y AB je Us€ka A'B'. Zostrojme jednym z krajnych
bodov Uséky priamkup rovnobeznu s priem@&u (napr. Al p); jej pries€nik s premietacou
priamkoul® boduB, ozngme B.

Z pravouhlého trojuholnik&ABB, v ktorom je uhol
a pri vrchole Azhodny s uhlom priamkyAB

s priemeiiou (def. 4.4), vyplyvaiAE‘ =| AH.coda]|

a nasledne|A'B|=| AB.coda|. (UtvarA'B'BA je

pravouholnik.)

Obr23

®1 Podrobné dokazy spomenutych viastnéisaitel’ najde v [8].
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Ak a =0, takAB// 7z Poda vety 5.6 potonjA' B| =| AB.cos( tj. |A'B|=| AB. V pripade

rovnobeznosti priamky s prieni@u je uhol priamky s priem&u nulovym uhlom, pre
vel'kos® ktorého funkcia kosinus nadobuda hodnotu 1. Rdalh A'B' 0 AB, ¢o je v sulade

s vetou 5.6.

Désledok 5.6
Pre dzku pravouhlého priemetid' B' tseky AB plati |A'B|<| AH, pricom rovnos nastane

prave vtedy, ak priamkaB je rovnobeZzna s priemetu.

Veta 5.25

Pravouhlé premietanie roving na rovinu 7 je zhodnostnym zobrazenim prave vtedy,

ked’ je rovina p rovnobezna s priemeiu.

Nakoniec uvedieme jednu z najdélezitejSich vlagtnpsavého uhla vZladom na
ortogonalne premietanie, ktoré ma vyznam predoysetkv zobrazovacich metodach

deskriptivnej geometrie, v ktorych jednou zloZkeypjavouhlé premietanie.

Veta 5.26

Nech je uholdJAVB zhodny s pravym uhlom, gom Ziadne z jeho ramien nepatri do
osnovy premietania a uhol lezi vroving rbéznobeZznej s priemeiu, ktora nie je
premietacou rovinou 4 [[1 7, p# n). Potom plati: ortogonalnym priemetom uhl&AVB je

pravy uhol prave vtedy, ak jedno z jeho ramierojgpbezné s priemigiu.

Dokaz

Nech Ziadne z ramien uhla nepatri do osnovy premigta rovina uhla ma pozadovanu
vlastnos. Pravouhlé priemety ramieviA, VB uhla su polpriamky 'A', V'B'. (Obr. 5.23)
Oznamea, b priamky, ktoré su nosit&ami ramienVA, VB daného uhla (v tomto poradi).

a) (nutnog) Najprv dokazeme, Ze z predpokladill b, a // 7rvyplyva a' 0b'. Premietacia

priamka ¥ vrcholu V daného uhla je kolma na priemeta nie je incidentna so ziadnym
z jeho ramien. PlatiaObOa0 I, t.j. priamkaa je kolméa na premietaciu roving® =¥
priamky b. Priamkaa je kolma na v3etky priamky roving®, teda aj na jej priegeicu b'

s priemetiou (b' =o® n 1), tedaa O b'. Zrejme platia’//a, a tedaa' Ob'.
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b) (dostat@nos) Dokazeme, Ze z predpokladub, a'l0b' vyplyva, Ze jedno z ramien
VA, VB daného pravého uhla je rovnobezné s prigmet Ozname 1V priesenicu
premietacich rovino?, o® priamok a, b (je to zrejme premietacia priamka vrcholu uhla.
Z predpokladov vo vete je zrejmé, Ze asprina z priamola, b je rdznobeZzna s prientetu;
nech jenou priamkab. Z kolmosti priamkyb' na rovinuo® :éﬁv(b' Oa', b'OlY) vyplyva

i kolmog’ priamky b' na priamkuatejto roviny. NavySe platib 0 a (predpoklad). Teda
priamkaa je kolma na réznobezné priamkyb' premietacej rovinyo® priamkyb, odkid’ je
zrejma jej kolmog na tato rovinu. Zéarove plati: a'dc”, tj. al/a’, ¢o je dostaujlcou

podmienkou pre rovnobezrntbgriamkya s priemeiiou.

Obr. 5.23

5.2.3 Veta Pohlkeho — Schwarzova

O vete Pohlkeho-Schwarzovej vieme, Ze je zakladwetou zobrazovacej metddy
Sikmej axonometrie. Zakladom tejto zobrazovacejGugtje rovnobezné premietanie do
axonometrickej priemetne za predpokladu, Ze jeonaretrickej priemetni dany rovnobezny
[= axonometricky] priemet bazy ortonormalnej suiadwej sustavy (O E* E' E?).
Obrazom kazdého bodwM priestoru je usporiadana dvojica bodowW (, M, ) -
axonometricky priemet a axonometricky podorys bddaré alebo lezia na prvej ordinale,
alebo su totozné. Jednou z vyhod takéhoto zobrajerjeho nazorndsa moznog merania
zakladnych rozmerov objektu z jeho rovnobeznéhenpetu pri vhodnom umiestneni objektu
vzhadom na bazu sdradnicovej sustavy. Usporiadanojicdudbodov M, , M,, ) je uceny
tzv. urkujuci rovnobeznosten bodd (v pripade ortonormalnej suradnicovej sustavy kvad
z ktorého mozno priamo stanésuradnice daného bodu. Jedinym problémom, ktosféxa

vyriesit je otazka vy axonometrickej stradnicovej sustad@,. E;, E, E/).
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Z historie dokazu Pohlkeho-Schwarzovej vety

O vyrieSenie problému Yby axonometrickej suradnicovej sustavy sa ako jpoksil
Karl Pohlke (1810 — 1876), profesor deskriptivnepmetrie na technickej vysokej Skole
v Berline. Prvé znenie vety Pohlke vyslovil uz 853 ako ditel' stavebnej akadémie
v Berline. Pretoze formulacia nebola celkom korékénPohlke neuviedol dékaz tvrdenia,
vznikli pochybnosti o jeho pravdivosti. To primé&atora vyroku k podrobnejSiemu skimaniu
podmienok, ktoré musi &t Stvorica komplanarnych bodov na to, aby ju boloZznéo

povazovd za rovnobezny priemet bazp E’ E’ E°) ortonormalnej slradnicovej sustavy.

Znenie zakladnej vety Sikmej axonometueiedol Pohlke v prvom diele svojegebnice
Deskriptivna geometriér. 1860, Berlin) bez dokazu a s upozornenim,|lémentarny dokaz
vety pravdepodobne neexistuje, a preto sa odkja@an@rénos’) do druhého dieludebnice.
ESte pred druhym vydanim prvého dieltebnice sa objavili tri dékazy vety, z ktorych
Uuplnym a genialne jednoduchym bol dékaz mladéhdSehwarza, Pohlkeho Ziaka. Tento
dbkaz sa dodnes uvadza vo vsSetky¢bbmiciach deskriptivnej geometrie. Pohlkeho dbékaz
uverejneny nebol a zostal eSte viac nez ttese neznamym. Schwarzov dékaz bol — po
dohode s Pohlkem - uverejneny vdruhom vydani mrvélelu Pohlkeho d&ebnice
deskriptivnej geometrie.

Schwarz (1843 — 1921) dokazal zovSeobecnené twdegrivare [ubovdné tri
komplanarne us&y O' X', O'Y', O'Z' s vlastnogu, Ze najviac tri z bodo®@’, X', Y', Z'
su kolinearne, mozno povazoévaa rovnobezny priemet troch dek OX, OY, OZ
(neleziacich v jednej rovide pre ktoré st zndme pomery iclizak avzajomné utly
V priebehud’alSieho polstoré&ia vysli mnohé dékazy Pohlkeho originalneho i Sciaeaho
zovSeobecneného tvrdenia. Pripomenieme dbkaz Kaelaa (1845 — 1903), vynikajuceho
ceského geometra svetového mena, uverejnenéhoev,fpisovom dbokaze Pohlkeho Veip
Viedni r. 1877. H. Schwarz som rozpoznal originalny Pohlkeho dbkaz, s ktoryml bo
oboznameny, ale ho nedokézal reprodukoaaPohlke v tomtase uz neZilDalsi vrcholny
¢esky matematik svojej doby, Jan Sobotka, rieSibj@nm analyticky (K matematickému
Studiu axonometrie Praha 1900). Analyticky algebrik a geometer ArtiCayley uviedol r.
1875 elegantny analyticky dékaz. O vyzname vetwedslje i fakt, Ze sam Felix Klein
(1849 - 1925), genidlny nemecky matematik (profesoriverzity v Erlangene a
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Goettingené¥ uverejnil analyticky dékaz vety v knih€lementarna matematika z vy$sieho
h/adiska, Geometria [.(Berlin 1908), adresovanej predovsSetkym stredtsion witelom
geometrie. Treba pripometfilZze Klein sa na prelome 19. a 20. stta@riamo angazoval za
prestavbu obsahu stredoSkolského Studia matematikytejto suvislosti za didakticku
transpoziciu najnovsich vedeckych vysledkov v matédre do obsahu vysokoSkolske] a

stredoskolskej vytby matematiky.

Naért Schwarzovho dékazu zovSeobecnenej Pohlkeho vety

Veta 5.27.(Zakladna veta Sikmej axonometrigjrcholy kazdého rovinného Stvoruholnika
MoZno povazovaza rovnobezny priemet vrcholov Stvorstena vopremleného tvaru(t.).

podobnéhdubovd’nému zvolenému Stvorstenu).

Zakladom dokazu vety je fakt, Ze na kazdej trojlpdkanolovej ploche’H existujl

v3etky druhy trojuholnikov. Vyjadrené exaktne: Kazkej ploche’H existuje rovina, ktorej
prienik s plochou je trojuholnik podobnyubovd’nému trojuholniku. Jednoduchym

doésledkom je nasledujuce tvrdenie.

Veta 5.28.Nech "H je n-boké& hranolova plocha B, 'ubovd’ny rovinnyn-uholnik, ktory je

afinny®® s ukujucim n-uholnikom plochy"H . Potom existuje rovina, ktorej prienik s danou

plochou jen-uholnik podobny-uholniku P, .

Je zrejmé, Ze sta dokaza modifikované tvrdenie vety 5.27, ato, Ze existuje
rovnobezné premietanie, v ktorom priemetom (do mgyvivrcholov 'ubovd’ne zvoleného

StvorstenaABCD su vrcholy StvoruholnikaA, B,C D, podobnéholubovd’néemu danému
Stvoruholniku ABCD. Ak existuje rovnobezné premietanie pozadovanyaestrosti, tak do
pries€nika uhlopriéok predpokladaného Stvoruholnik& B,C D, priemetne (dolny index

»1“ 0zna&uje priemet rovnomenného bodu) sa premietnu dvg:dwatl M hranyAC a bodN

hrany BD (s #iou mimobeznej). Pritom plati(A,C,M,)=(ACM) a (B,D,N,) = (BDN)

2 F. Klein sa stal véeobecne znamym tzv. Erlangemstgogramom, v ktorom ®&eol program vystavby
geometrie poth charakteristickych grup transformacii.
8 Dvan-uholniky nazyvame afinnymi, ak existuje afinitégj€ktivne afinné zobrazenie) zobrazujica jeden

Z nich do zvysného.
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(podobné Stvoruholniky) a(A,C,M,)=(ACM) a (B,D,N,)=(BDN) (invariantnog
deliaceho pomeru v rovnobeznom premietani). Ak tedstrojime bodyM, N tak, aby
(ACM)=(ACM) a (BDN)=(BDN), osnova rovnobeZného premietania poZadovanych
vlastnosti je utena priamkouMN (obr. 5.24). Premietacie priamky vrcholov Stvonste

ABCD st hranami Stvorbokej hranolovej plochil , ktora je hranicou premietacieho Gtvaru

daného Stvorsten&ubovd’ny rovinny rez plochy rovinow réznobeznou s priamkduN je
Stvoruholnik A'B'C'D' afinny sdanym Stvoruholnikom ABCD. Plati totiZ:
(ACM)=(A'C'M)=(ACM) a (BDN)=(B'D'N)= =(BDN): posledné rovnosti vo
vyrazoch vyjadruju nutnu i dostajucu podmienku pre to, aby Stvoruholniky B'C' D' a
ABCD boli afinnymi. Podia vety 5.28 existuje roving, ktorej prienik s hranolovou plochou

“H je StvoruholnikA B,C, D, podobny StvoruholniktABCD.

<

D

CN

Obr. 5.24

Ak si pozorne pré&itame zovSeobecnené Schwarzovo tvrdenie (veta ,5r2d$i nam by

zrejmé, Ze Pohlkeho veta je nielen fundamentélnetow zobrazovacej metédy Sikmej
axonometrie, ale aj zobrazovania zakladnych t¥lies va’nom rovnobeZnom premietani.
Mozno povedf, Ze metdda Sikmej axonometrie je teoretickym zamemre zobrazovanie

priestorovych geometrickych Gtvarov volwmom rovnobeZznom premietani. V nasledujucich

%47 tvah musime vykit gulovd plochu, pre ktor( nie je kon$trukcia obrysueprétu z priemetu jej troch
navzajom kolmych polpriemerov v rovnobeznom preamét(ktoré nie je pravouhlé) elementarna aje pre
stredoskolskl stereometriu neprijaté. Giova plocha sa preto zobrazuje v rieSeni sterearkgth Gloh

v pravouhlom premietani, kde obrysom jej priemetlrjuh.
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poznamkach poukaZzeme na niektoré problémy suvisiadeonstrukciou obrazov

geometrickych atvarov vo Yaom rovnobeZznom premietani v rieSeni stereomejridhéy.

Poznamky 5. 11

1. Mimoriadne délezitym problémom je spravne zadabiehy (z Hadiska zakladnej
klasifikacie stereometrickych Uloh na Ulohy zaopera sa vzajomnou polohou
geometrickych atvarov -polohové uUlohy a na metrické ulghyNa to je potrebné Iy
oboznameny s pojmomaplnosti obrazudanéhogeometrického Utvaruzhladom na rieSenie
polohovych ¢i metrickych dloh. Napriklad obraz hranolavgtadom na rieSenie polohovych
tloh uplny ak su dané: rovnobezné priemety troch vrcholangg podstavy a priemet
jedného z vrcholov druhej podstavy (leziaceho ayed z troch vybranych bodov na tej istej
hrane telesa) a ,tvar* podstavovéhwuholnika (t.j. n-uholnik, ktory je  podobny
podstavovémun-uholniku) v pripaden >3%. Analogicky je obraz ihlana Gpiny vizddom
na rieSenie polohovych uloh, ak st dané: priemeightvrcholov podstavy, priemet hlavného
vrcholu telesa a tvar podstavovéhaiholnika. Rovnobezné priemety spomenutych Styroch
bodov si moZno zvdii 'ubovd’ne vhodne (veta Pohlkeho-Schwarzoya Kazdy dalSi
geometricky Utvar (priamka, rovinada}, vystupujiaci v zadani ulohy musi vSak’'hyceny
bodmi pevne spojenymi s telesom (t.j. m6zZu t6 bgdy leZiace na priamkach incidentnych
s hranami alebo v rovinach incidentnych so stenpripadne $ubovd’nymi dvoma boénymi
hranami telesa, dit) Podstatné je, Ze kazdy bdd budeme ma&t dougit’” usporiadanou

dvojicou bodov, ato jeho rovnobeznym priemetdvh' a rovnobeznym priemetonM ',
pomocného priemetuM,; bodu M do roviny podstavy telesa. Toto pomocnétorng

premietanie je v pripade hranolovéené osnovouwocnych hranav pripade ihlanov ide
o stredové premietanie so stredanmlavnom vrcholgelesa. Pri valcovych a kutmych
plochach trojicu vrcholov podstavy nahradi stredgtavy a krajné body dvoch jej kolmych
polpriemerov.

Aj odpovel’ na otazkulplnosti obrazu atvaru U vZadom na rieSenie metrickych aloh
(vratane uloh suvisiacich s kolmmsl zakladnych geometrickych Utvarov) dava zobraziava
metdda Sikmej axonometri¢reba poznd rovnobezny priemet takzvanélotonormalneho

Stvorstena(t.j. Stvorstena, v ktorom sU vSetky hrany incigénts tym istym vrcholom

®Uzitocnym je nécvik doplnenia zvolenej trojice priemetaeholov podstavy tak, aby Gtvar po doplneni mohol
byt povazovany za rovnobeZzny priemet pravidelnéhb-pé Ses’'uholnika alebo lichobeznika daného tvaru

(priklad a cvienia v zavere kapitoly 5).
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navzajom kolmé a zhodné), ktory je pevne spojeaizaromU®. Tento poznatok vyjasije,
preto sukocka kvaderdanych rozmerov alebpravidelny ihlans danou hranou a vySkou
(teda implicitne tiez kocka), tak Blbenymi telesami pri ilustracii rieSenia metrickych
(i polohovych) stereometrickych uloh. Vyhhisa neZelanému stereotypu (v pripade
polohovych udloh) by wumoznilo a) vrieSeni polohdvyculoh viac pracowa

s rovnobeZnostenmi, Sikmymi hranolnfiybovd’nymi ihlanmi (s predpisanou pravidelnou
podstavou alebo podstavou daného tvaru) vratamesianod’; b) v rieSeni metrickych tloh
by nacvtovanie algoritmov rieSenia uloh o zakladnych geeotigich Gtvaroch mohlo
Startovd z daného rovnobezného priemetu suradnicovéhos$éera.

2. Po oboznameni sa s Pohlkeho vetou si iste kazdgonveje nendlezito'spoziadaviekgi
prikazov na narysovanie spravneht rovnobezného priemetu kocky (dodrziavanim
nezmyselnych pravidiel na ,skracovanie” hran kolimy@a priemetu, pouzivanim uhlomeru
na nameranie predpisaného uhla, a pod.). Rovnagdpastnym je vyZzadovaod Ziaka
rozpoznanie objektu z jeho — sice Uplného obrazwadom na rieSenie polohovych, no
nedplného vzlFadom na rieSenie metrickych uloh.

3. Treba si uvedoniia osvoj, Ze vo véinom rovnobeznom premietani nejde o premietanie
pravouhlé. KonStrukcia kolmého priemetu troch n@gwza kolmych zhodnych uUsgek

so spolénym krajnym bodom (vo vSeobecnej polohe) nie jaztaelkom elementarna
a vyzaduije hibsie poznat¥y

5.2.4 Zobrazovanie zakladnych telies vo vBnom rovnobeznom premietani

Posledny paragraf prace — v nadvaznosti na obdclpéelzajuce — by nam maltda
odpovel’ na otazku, s akou Voog'ou si mbéZzeme zvdli priemety vyznanych bodov
uréujucich teleso pozadovanych vlastnosti, napr. umhn-bokého hranola/ihlana. Priamym
désledkom Pohlkeho vety je, Ze rovnobezné priemetiholov 'ubovd’ného Stvorstena si
modZeme voli f'ubovd’ne tak, aby tieto boli vrcholmi Stvoruholnika v négni. Nepripustenie
kolinearnej trojice bodov (spomedzi priemetov vichoStvorstena) ma svoj vyznam najma

VO vyuwovani stereometrie na Skolskej urovni, kdénéorovnobezné premietanie by malo

®poziadavka dplnosti Gtvarll vzhradom na rieSenie polohovych uloh je splnena autckyat Zrejma je
vyhodnog volby jednej steny zakladného telesa (pripadne viabesgien) v rovine steny (stien) spomenutého
Stvorstena.

®’Stvorsten si zasluhuje pozortias? tym, Ze je najjednoduchsim zakladnym telesamal@@om trojuholnika v
planimetrii). Pozoruhodné su i metrické vlastnogtktorych Specialnych druhov Stvorstenov.

%8114], [12], a.
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sltzit nielen na konStrukciu z geometrickéhadiiska spravnych obrazov, ale by maléiap
dalSie dve vyznamné poZiadavky didaktickej povahguop je zabezpgnie nazornosti
obrazov objektov, ktora by mala napomimezvoju priestorovej predstavivosti Studentov.
Kazdy witel' stereometrie by si vSak mal uvedémie zakladou pre rozvoj priestorovej
predstavivosti jeexaktné teoretické zazemiea Urovni zodpovedajucej vedomostnym
predpokladom a psychickej vyspelosti Studentov, réktcsa neda nahradi Zziadnymi
L=hazornymi“ obrazkami, pokia ich tvorba a algoritmy rieSenia uloh nie su osméje
na primeranej urovni. Druhou, nemenej vyznamnouguat/kou je poziadavkadnoduchosti
konsStrukcii. Preto sa nielen v didaktickej, aledtinicke] praxi uprednastju zobrazovacie

metddy zaloZené na rovnobeznom premietani.

a) Zobrazenie n-bokého hranola H (*AA..."A0a;'A), kde *A?A.."A je jedna
z podstav telesa ®A je vrchol druhej podstavy, ktory leZi s vrchold na tej istej hrane.
Z hradiska konstrukcie obrazu vrcholov hranola vd’nam rovnobeznom premietani si
moézeme zvoli 'ubovd’ne priemety vrcholov®A 2A °A*A (Pohlkeho veta). Ak ide
o vSeobecny hranol, o ktorom neméame Ziadne infolenévolime si priemetydalSich
vrcholov “A,...,"A Tubovdne tak, aby priemetyA,, *A,,...," A, vSetkych vrcholov jedne;
podstavy boli vrcholmi konvexnéhsuholnika (potla dohody je dany hranél konvexnym
Gtvarom). Ak v3ak pozname tvar podstavovéheholnika*AA..." A tak o jeho obraze vo
vol’nom rovnobeznom premietani musi platie je afinnym Utvarom k danénmauholniku.
Teda plati:*A, °A,.."A = f(*A*A.." A), kdef je ozn&enie spomenutej afinity. Afinita je
uréena napr. trojuholnikom'A?A°A ajeho obrazom'A, *A A, ktory sme si zvolili
'ubovd’ne. Doplnenie priemetov vrcholov druhej podstavy zeejmé: z platnosti
TATATT 2AZATT L1t "ATA a ATADZAZAL..O"A" A vyplyva platnog tych istych
vztahov pre rovnobezny priemet, t.j. vSetkyatay zostanu platné, ak k ozeaiu kazdého

bodu pridame index ,1" pravouhlého priemetu.

Pri rozhodovani o obryse priemetu a nasledne obhyseolaH je vyhodné tento
povazova za mnoZinu zhodnych rovnobeznych disk ' X' X s Gsékou *A*A, pricom bod
'X je Tubovd’ny bod podstavovéhm-uholnika ajeho vnutra. Pre nadéely budeme

predpokladg, Ze Us&ka *A'A nepatri do osnovy premietania. Premietacim Gtvaiieaky

'X'X je rovinny pas. NavySe mozno predpokijdae podstavaAZA..."A telesa lezi
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v priemetni, tj.' A, ='A (i =1,2,...n). Dve z rovin, ktoré obsahuji spomenuté rovinrgypa
su stgnymi rovinami prislusnej hranolovej plochy k danénwanolu. Rovnobeznym
priemetom telesa bude konvexny obal mnoziny viétkjseiek 'X,'X,. Hranicu

rovnobezného priemetu teda (za danych podmienakjatvpriemety niektorych vrcholov
podstavy 'A?A..."A telesa, niektoré (,doplnkové") priemety vrcholovublej podstavy

a priemety tych binych hran telesa, ktoré leZia v&tych premietacich rovinach prislusnej
hranolovej plochy. Pri praktickej konstrukcii zagtme zvyajne priemety vSetkych vrcholov
oboch podstav telesa; priemetychgch hran, ktoré tvorigas’ obrysu priemetu telesa lezia

na stgnych priamkach priemetov oboch podstav, ktoré sinabezné s priemetom jednej
z basnych hran (napr!A'A). Priamka'A'A je stopou premietacej roviny obsahujice;]
hranu'A’A telesa.

Na obr. 5.25a je dany rovnobeZznost&BCDABCED s podstavou v roviner a jeho
rovnobezny priemet v premietafy,. Pre podstavtABCD plati: A=A, B=B,C=C,

D =D, ; konstrukcia priemetov vrcholov druhej podstavg,predpokladu, ze pozname napr.

priemetC vrcholu C je zrejméa. Styné priamky oboch rovnobeZnikov leZia na stopéch

styenych rovin'r telesa {=1,2) a vo zvolenom pripade prechadzajd vrchoBpB, a D,D,.
Obrysom priemetu telesa je asolnik A B, B,C, D, D,. Obrysom hranol&l v premietanif, |

sa nazyva prienik (aleb&ag’ prieniku) hranice premietacieho utvaR(H) s telesom. Vo

zvolenom pripade je ¥ah medzi bodmi hranice priemetu aich vzormi nanach telesa

bijekciou (Ziadna stena telesa nelezi v premietemane. Preto mézeme dit' bez d’alSieho
uvaZzovaniadiaru, ktord je obrysom — je to uzavreta lomefidra ABBCDD. Hranicou
premietacieho utvaruP(H) je Sesboka hranolova plocha sdawjucim 6-uholnikom
A B,B,C,D,D, 0 77 a osnovovou priamkol).

O nieco  komplikovanejSiu situaciu dostaneme, ak niekt@@ stien telesa lezi
v premietacej rovine. Pdd definicie 5.1 obrysom atvarW v danom rovnobeznom
premietani nazyvame viditet cag’ prieniku hranice premietacieho GtvalR§U) s GtvaromJ
(P(U) n U). Pri ugovani vidit¢nosti musime orientoveoba polpriestory s hranicomr, t.j.
jeden si zvolime za kladny. Princip vidibesti je nasledovny:

Z dvoch bodow, Y na tej istej premietacej priamke je viditg ten, pre ktory je u#ia
orientovana vzdialenésohto bodu od jeho priemetu. K&e sme si podstavu telesa zvolili
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v priemetni, m6Zzeme si vyhtaza kladny polpriestor ten, v ktorom lezi telesotomto
polpriestore su vSetky orientované vzdialenostidyood ich priemetov kladné, teda pre body
X, Y st&i overt, ktora z dséiek XX, YY je v&sia.

Na obr 5.25b ma zobrazované teleso rovnobeznikeniuABCD v stynej premietacej

rovine. (Na obrazku je zobrazena len tato steeamiemetomA, B,C, D,.) Ktoré z hran tejto

ln [ ZC
[ D C
X
", 5
2y l
A 3X B
+ i

T I D] A] X1 Cl 81

Obr.5.254a, b

steny patria do obrysu telesa? Orientujme oba @sifary s hranicowr; v kladnom z nich
nech leZi rovnobeznilABCD. Je zrejmé, Ze pre body na premietacej priamke v stene

ABCD plati: ['X *X,[>[?X ?X>...>

X" Xl‘, teda z bodovX je vidite’ny prave bod'X
hrany CD; analogickym postupom overime vidit®s’ hrany BC. Teda ak uvaZzujeme len
0 zvolenom rovnobeZnikABCD, plati: premietacim GtvarommovnobeZznika jeovinny pas
(1°,1®); rovnobeznym priemetom rovnobeznjkaseka B,D, (prienik premietacieho Utvaru

s priemetou) aobrysom rovnobeZnikgg lomena ciara BCD (vidite’'na ¢ag’ prieniku

premietacieho Gtvaru s danym rovnobeZnikom a jetidrom).

b) Pri zobrazeni ihlanal (*A”A..."Ada; V) postupujeme analogicky. Priemet 77 si

znovu zvdme tak, aby obsahovala podstal®A..." A telesa. Pri zobrazovani telesa vo

volnom rovnobeznom premietani si méZeiebovd’ne zvolt’ priemety troch vrcholov
podstavy a hlavného vrcholu telesa. O doplneninmtevdalSich vrcholov podstavy plati to
isté,¢o pri zobrazeni hranola.

Pri konStrukcii obrysu priemetu ihlana &tazostroji' rovnobezny priemet vrcholov
podstavy a hlavného vrcholu telesa. Obrys prierhatti hranica konvexného obalu mnoziny

bodov vSetkych useek X,V,, kde bodX prebieha vSetky body podstavovéhaholnika
s jeho vnutrom. Premietacim Utvarom dige XV je rovinny péas; kazda z rovin vSetkych

rovinnych pasov obsahuje premietaciu priamkuvrcholuV plochy (vrcholové premietacie
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roviny). Ak premietacia priamkd’ ma s prislusnym ihlanovym priestorom sgolp len
vrchol, budd do obrysu priemetu telesa okrem nigkto jeho podstavnych hran pétmj
priemety bénych hran, ktoré lezia v stygych premietacich rovinach telesa. Na obr. 5.26 je

dany p&boky ihlan s podstavouABCDE[C 77 a hlavnym vrcholomV a jeho priemet

v rovnobeznom premietarfi; ;. Obrysom priemetu ihlana je taholnik A B,CV, E.

Obr. 5.26

PretoZe Ziadna zo stien telesa nelezi v premietamene, je vrfah medzi tymto
p&uholnikom a zjednotenim prislusnych hran telesakbipu a obrys telesa moznocidr
priamo z rovnobezného priemetu. Je nim priestofoeyovinny) pé&uholnik ABCVE Obrys
telesa oddaije viditd’nu ¢ag’ jeho povrchu od neviditeej ¢asti. Ak by lezala jedna Boa
stena ihlana v premietacej rovine, tak by z trocAnhtelesa v tejto rovine bola vidité

prave jedna alebo dve (v zavislosti od polohy pgemV, hlavného vrcholu telesa a

podstavovej hrany, s ktorej nogkeu je incidentny).

c) Pri zobrazovani kruhového valca alebo ku#®, ktorych podstavy nelezia

v premietacich rovindch a spojni@S stredov podstav valca nie je premietacou priamkou
[premietacia priamka vrcholM kuze’a ma s kuZgom spol@ny len vrchol], obrys priemetu
valca pozostava z dvoch polelips (incidentnychpsaimi, ktoré su hranicami priemetov jeho
podstav) a dvoch usek, ktoré su priemetmi stran valca na tvoriaciclapkach (prislusnej
plochy) leziacich v dotykovych premietacich rovingt.j. lezia na spokmych dotyniciach

elips, ktoré su rovnobezné s priemet§n§ spojnice stredov podstav) (obr. 5.27a).

V pripade kuZEa tvori obrys priemettiag’ priemetu kruZnice podstavy telesa aciede

TV, (i=1,2), ktoré su priemetmi Gk na tvoriacich priamkach prislunej kiideej

plochy, ktoré leZia v dotykovych premietacich r@édh '7 (i =1,2) a patria danému kube.
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Usetky TV, leZia na stopach dotykovych rovim; si to dotgnice 't elipsy, ktora je
priemetom kruZnice ohrahujucej podstavu kufa. (Obr. 5.27b) Obrysom telesa v pripade
valca je zjednotenie dvoch polkruznic a stran vééacich v rovinachr; v pripade kuza

je nim obluk kruZnice podstavy a strany Kige rovinacH 7 (vzor obrysu valca — kuZa).

Obr.5.27a, b

5.2.5 Priklady a cviéenia

Priklady a cwienia uvedené v tejtéasti povaZzujeme len za ¢rad’alSej témy, o ktoru
by bolo vhodné rozsitizbierku Uloh zo stereometrie. S uvedenymi prikladeko suvisia
stereometrické ulohy, gag’ou rieSenia ktorych je konStrukcia priamky kolmejlabovd’ne
zvolenu rovinu. Tato rovina musi Dyevne viazani na refekg® teleso, pre ktoré su
explicitne alebo implicitne dané priemety troch r&gom kolmych zhodnych U&ek (kocka,
kvader danych rozmerov, pravidelné ihlany danycdmerov, a pod.)¢o umozuje rieSenie
metrickych Uloh v rovinach dvojic tychto @sek. Nasledujuci priklad demonstruje rieSenie
metrickej Ulohy v rovine na rovnobeznych priemetatkarov tejto roviny za predpokladu, Ze

je znamy rovnobezny priemet jedného Stvorca roviny.

Priklad 5.1. RovnobeZznik ABCD je rovnobeznym priemetom Stvorc®alej su dané

rovnobezné priemetyp, | dvoch priamok roviny daného Stvorca. Zostrojteeprety

Pubovd’nych priamok tej istej roviny, ktoré st kolmé nagaraly priamokp, |.%°

%9 V rieSeni stereometrickych dloh sa — hlavne néatku jej vyutby, z didaktickych dévodov — originalne
Gtvary oznduju tym istym symbolom ako ich obrazy volwmom rovnobeznom premietani. Rigorézne znenie
Ulohy 1 je napriklad nasledovné: ,Rovnobez®iBCD je rovnobeznym priemetom StvorddB'C'D’.
Zostrojte priemetyubovd’nych priamok rovinyA'B"C” kolmych na priamky” al” tejto roviny, ak su dané

ich rovnobezné priemety; I.“
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RieSenie

1. (Rozbo}j RovnobeZné premietanie zobrazujlice Stvorec daotweZznikaABCD je afinitou
medzi dvoma rovinami, a to rovinou originalnehoogta a priemeiou. Poda zakladnej vety
([13], veta 1.3) a jej db6sledku mozno kazdu afimyyadrit’ v tvare kompozicie perspektivnej
afinity a podobnosti, a to kubovd’nom poradi a nekotiee mnoho spésobmi (os afinity si

v prisluSsnom rovinnom poli mozno zvbliubovd’ne).

Désledkom je, Ze v rovinnom poli rovnobeznkACD (t.j. v priemetni) existuje perspektivna
afinita f s osou Wubovd’nej (vhodnej) priamke, ktora tento rovnobeznik aabrdo Stvorca
ABCD,. fABCH A,B,G. Veta 1.3 zartuje, ze rovinné pole 4,B,,C,, ...) je
podobné s rovinnym Fom originalneho Stvorca, ktorého rovnobeznym prigme je

rovnobeznikABCD. Teda v rovinnom poli4,, B,, C,, ...) su rieSittné vSetky metrické ulohy

o utvaroch roviny originalneho Stvorca, az na poaah Podobnot zachovava vsetky uhly,

odkia’ vyplyva nasledujuca konstrukcia.

2. (Konstrukcig Zvol'me si za os afinity danu priamkyp (p = p,). Afinitu f dougime tak,
aby f (ABCD)= AB G ) bol Stvorec. Ktomu st& umiestni do boduA ramena dvoch

uhlov, ktoré sa zobrazia do pravych uhlov.

Vo Stvorci su navzajom kolmé jeho strany a uhlaflye t.j. do pravych uhlov sa zobrazia
uhly 001A2 al03A4 ("ACn p=1 A2//BD, "ADn p=3 “ABn p=4; body 1, 2, 3, 4 su
samodruzné body prislusnych priamok). Potom plati;A 2, 003, A 4, OR (pravy uhol),
t.j. bod A lezi na kruznici s priemerofy2 (O 12nko aj na kruznicB4,(C1 34)Afinitaf je
urcena ¢ B,C,D - B,C,D,; ABCD, je Stvorec). (Obr. 5.28) Takéto afinity existuju
dve; z nich vyberieme tu, pre ktord sa neprekrywdjtazy Gtvarov s ich vzormi.

Na zaver zostrojime v rovinnom polA(, B,,C,, ...) priamkyq,, k, pozadovanej vlastnosti,
tj. g, 0p, kOl (I,=1()). Konstrukcia obrazov prvkov v afinitesa neopisuje ([13]).

Priamku g, kolmud na os afinity sme zostrojili bodo®, . Pata kolmice je jej samodruznym
bodom P=R, t.j. q=PC. Priamka k, je zvolenalubovdne ajej vzor f *(k,) =k je

urceny samodruznym bodom a vzorom p&ykolmice k, (R, =k n |)).
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RieSenim ulohy su priamkg, k. Dvojice priamokp, qg; k, | st rovhobeznymi priemetmi

dvojice  kolmych priamok roviny Stvorca, ktorého ametom je dany

rovnobeZnik?®

Obr. 5.28

Cvic¢enia
1. Danaelipsak je rovnobeznym priemetom kruZnice. Zt@si (mimo elipsy) l'ubovd’ny
trojuholnik ABC, ktory je priemetom trojuholnika roviny tejto knize. Zostrojte priemet

V ortocentra zvoleného trojuholnika, ako aj jeho t{gr urcte trojuholnik podobny

zvolenému trojuholniku).

2. Dany je vSeobecny trojuholnilABC priemetne, ktory je rovnobeZnym priemetom
rovnostranného trojuholnika. Zostrojte priemet kig2é opisanej originalnemu

trojuholniku.

3. Nech je dany priemeABC trojuholnika a priemetV jeho ortocentra (bod/ nie je
ortocentrum trojuholnika ABC). Zostrojte trojuholnik, ktory je s origindlnym

trojuholnikom podobny.

®Ako by vyzeralo rieSenie tlohy, keby sme v jej zsdaahradili rovnobeZzniRBCD elipsouk (uréenou osami

alebo zdruZzenymi priemermi), ktora je rovnobeznyiemetom kruznice? (C#enie 1)
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5 DODATKY

Je dany StvorsteABCD. Existuje rovnobezné premietanie, v ktorom surpety jeho

vrcholov vrcholmi rovnobeznika?

Dané 'ubovd’né tri nekolinearne body, B, C sU rovnobeZznym priemetom troch
vrcholov pravidelného Sésholnika. Dopite jeho rovnobezny priemet i priemet kruzZnice

Sesuholniku opisane;.

V rovine Seguholnika z cMienia 5 zostrojte priamku kolmu wabovd’nu ina priamku

tejto roviny (tj. zostrojte rovnobeZné priemetyhga Utvarov). (Navod: priklad 5.1)
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ZAVER

ZAVER

Verim, Ze tato diplomova praca by mohlat bgtimulom pre dalSie rozvijanie
stereometrickych poznatkov. Niektoré témy vhodné spaacovanie uZz boli spomenuté.
Dalsimi by mohli by napriklad syntetické $tidium grupy zhodnostnydbrapeni, vyznéné
mnoziny bodov, zhodné@strojhranov, geometria na tvej ploche, konvexné pravidelné
a polopravidelné mnohosteny, mocthiofodu vziiadom na glova plochu, inverzia

vzh'adom na gtova plochu af’alSie.
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