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Uvod

Otcom fraktalnej geometrie sa po jedine¢nych vedeckych objavoch stal Benoit Mandelbrot, ktory

.....

svetovym ohlasom, na Slovensku fraktaly predstavili autori vedeckej vystavy Virtualny svet 2012 ako

jednu z modalit virtudlnych svetov, viac na http://www.sccg.sk/~ferko/VirtualnySvet2012-

finalPCRevue.pdf. Magistersky predmet Geometria fraktalov na UK od S$kolského roku

2001/2002 vyucovali Andrej Ferko, Michal Gregus, Elena Sikudova a Martin Samueléik. Aplikacie
fraktalnej geometrie na Slovensku publikovali napriklad Marek Fabrika (rastovy simulator lesa
Sibyla pre virtualnu realitu typu Cave, TU Zvolen), Maria Bohdalova, Michal Gregus (FM UK

Bratislava) a Katarina Mészarosova (Fraktaly v krajinnej struktare, STU Bratislava).

PretoZe vyklad v slovencine adresujeme vyucujicim matematiky na zakladnych a strednych
Skolach, pripajame slovensky preklad prezentacii, ktorych anglické originaly pre studujtcich na
FMFI UK vytvoril Martin Samuelcik. Znac¢né Casti tejto verzie spracovania (kapitoly 2, 3, 4 a 7,
slovnik a preklady) spadaji do diplomovej prace Veroniky Sprlakovej a celok patri do riesenia
projektu KEGA E-matik+ a kontinudlneho vzdeldvania ucditelov matematiky. Pri tvorbe
terminolégie prihliadame k ceskej uéebnici Zelinka a kol. Fraktalni geometrie, principy a aplikace.
Mandelbrot vo svojej autobiografii Fraktalista na s. 277 spomina, ze Heinz-Otto Peitgen a jeho
kolegovia z Brém uz v 80. rokoch 20. storocia zorganizovali v Nemecku aj vo floridskom okrese
Broward progresivny ucebny program, ktory vyuziva fraktaly na podporu vyucby matematiky na
strednych skolach. Z ponuky na internete sme v roku 2015 vybrali sibor prezentacii, ktory vytvorila
Cynthia Lanus a ktorého niektoré casti s vhodné dokonca aj pre zadkladné skoly. So sthlasom
pani autorky sme jej online dielo prelozili do slovenciny. Ostava na citateloch tohto textu
a pripojenych prezentécii v slovenéine, po aka hibku alebo $irku vykladu fraktalnej geometrie ich

zaved aktualne potreby vyucébovej praxe alebo osobny zaujem.

Martin Samuelcik a Michal Ferko predstavuju v knihe Virtualny svet 2012 fraktaly takto
[Fer12]: ,Francizsky matematik Benoit Mandelbrot (1924-2010) v roku 1975 zaviedol pojem
fraktal a opisal takéto Struktiry v knihe Les objets fractals, forme, hasard et dimension.
VolI'ne dostupny néstroj ako ChaosPro Vam v redlnom ¢ase vygeneruje fraktaly, aj ked mu zadate
svoj vlastny vzorec. ... No ak chcete fraktalnej geometrii aj rozumiet, Vasa cesta vedie na matfyz... do
poslucharne prednasok Fraktilna geometria alebo Geometria fraktalov. Vzorec, ktorému
nerozumiete, moézete zadat, ale na porozumenie samopodobnym objektom s necelociselnou

Hausdorffovou dimenziou bude treba zadriet hlbsie do funkcionalnej analyzy... Fraktal ako limitny


http://www.sccg.sk/~ferko/VirtualnySvet2012-finalPCRevue.pdf
http://www.sccg.sk/~ferko/VirtualnySvet2012-finalPCRevue.pdf

pojem nevidime nikdy, no pozname nekoneény pocet jeho iteracii, z ktorych niektoré mozno

zobrazit...“

Pod grafickym objektom rozumieme podmnozinu priamky, roviny alebo priestoru
s atribu¢nou funkciou, napr. ofarbenim. Zasadny rozdiel medzi objektami fraktalnej a Euklidovej
geometrie spociva v tom, Ze fraktalne objekty st samopodobné, napr. ¢ast Kochovej krivky sa podoba

na celok, o mozno pozorovat aj v prirode na karfiole, oblakoch, stromoch, pIticach ai.

V sirSom zmysle slova stvisia aj itera¢né procesy geometrie fraktalov aj chaotické atraktory s
tzv. prirodnymi algoritmami (natural algorithms). Pierka okolo sovich o¢i optimalizuja
zachytavanie zvuku pri no¢nom love a fraktalna konstrukcia antény zlepsSuje jej vykon. V prirode
iteracii nemusi byt mnoho, kmern viano¢ného stromceka sa rozvetvuje po ihli¢ie hierarchicky len
niekol'kokrat... a kmen samotny este nie je stromcek a ihli¢ie uz nie su vetvic¢ky. Scerena hladina
jazera, udolie okolo a nad ddolim vrchy maja tri rézne fraktadlne dimenzie, tri hodnoty miery
drsnosti, tri alternativy Skalovej invariance, a v jednom pohlade vidime multifraktal. Iné
prirodné algoritmy vytvaraji napr. Chladniho obrazce na hrajacich husliach ¢éi vibrujacich
plechoch posypanych pieskom. V pocitacovej grafike fraktaly patria k metdédam Specidlneho
modelovania, tvarovym gramatikam, celularnym automatom, fyzikalnym simulaciam. Fyzikalnym
strojom na vyrobu iteracii fraktalov je hypoteticky xerox s viacerymi SoSovkami. Treba nastavit
zmensSenie obrazku a potom kopirovat vystup na vstup tolkokrat, kol'ko treba. Kazdej Sosovke
prislacha jedna matica s determinantom mensim ako jedna a stibor matic transformuje 'ubovolny
vstupny obrazok do vysledného fraktalu. Znamy papradovy list, vystup z xeroxu so 4 SoSovkami,
objavil Michael Barnsley [Baroo]. A Google Search pontka mnoho d’alsich samopodobnych...

skuste zadat ,fractals in nature®.

Tento text m4 prispiet k propagacii oCarujicosti matematiky pre dobrych uditelov a mudre
deti.



1 Geometria fraktalov — motiva¢na prednaska

O rieseni neriesSite’'ného paradoxu pobrezia

Nova teéria ma zmysel, ak riesi problém,
na ktory doterajsia teéria nestaci
A. A. Samarskij

Problém 1:

Aké dlhé je pobrezie Velkej Britanie? L. F. Richardson (1881-1953) vychadzal z rozpornych
merani. Pre dizku hranice Spanielsko — Portugalsko namerali hodnoty v intervale 987-1214 km, pre
Holandsko — Belgicko 380-449 km. Rozpor sposobili rozdielne velkosti meradla. Mierka mapy méze
byt 1cm:100km, ale aj 1cm:1km. Vypodet dizky L oblika rovinnej krivky f(x) vyzaduje derivaciu (Obr.
2), ak4 je ale ,derivacia obrysu pobrezia“? Modelom hranice ¢i pobrezia v mape sa stava lomena
Ciara, v ktorej vrcholoch derivacia neexistuje...

Problém modelujeme v Euklidovej rovine s bodmi, tse¢kami a ich dizkami.

Existuje krivka ,,zo samych rohov“? Ano, dokazal(a) Helge von Koch v roku 1904. (Spravne ma
byt dokazal. Svédska barénka vo viacerych éeskych a slovenskych textoch vznikla omylom, refazec
Helge reprezentuje svédske muzské meno.) Niels Fabian Helge von Koch zostrojil rovinnu krivku aj
spojitu aj bez derivacie v kazdom jej bode. Z tise¢ky vynecha prostredni tretinu a nahradi ju dvomi
rovnako dlhymi stranami trojuholnika. Tento proces potom opakuje na useckach Styroch,
Sestnastich... V limite vznikne krivka K ,,zo samych rohov*.
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Obr. 1.1: Prvé tri iterdcie Kochovej krivky a vlocky (Google Search ,,Koch curve®).

Prvotna usecku nazyvame iniciator a predpis na jej nahradu generator a postupne
(iterativne) vznikajice krivky oznac¢ujeme Eo, Es, E2... ZapiSme tri kroky, pocet useciek krivky a jej
oznadenie, dizky, limitu a algoritmus.



Krok o iniciator 1 tsecka Eo dizka=1
Krok 1 generator 4 usecky E: dizka=4/3=1.33

Krok 2 16 Gsetiek E. dizka =16/9 = 1.77

Kochova krivka K sa d4 s danym oznac¢enim forméalne zapisat ako limita

K= hm n->0 En.

Algoritmus Kochova krivka (pseudokéd)
Eo = iniciator
for n =1 to «

nahrad kazdd uUsecku v E,-1 generadtorom (a vykresli E,)

Algoritmus 1: Kochova krivka. Na vstupe je generator Eo, t.j. isecka danej dizky.

Treba poznamenat, Ze tento jednoznacny a hromadny stibor krokov nie je algoritmom, lebo

nie je konecny. Pri skutocnom praktickom vypocte sa ukonc¢i po dostatocnom kone¢nom pocte
krokov.

b )
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Obr. 1.2: DiZka L oblitka rovinnej krivky y = f(x) na intervale [a, b] pre redlne &isla, a,b e R
vyzaduje derivaciu (viac obrazkov na Google Search ,,curve length®).

Kochova krivka K derivaciu ale nema v Ziadnom bode a jej dizka na danom intervale je
nekonecna, geometricka postupnost s kvocientom 4/3 diverguje.

Problém 2:

Existuje pobrezie, ktorého modelom je krivka K? alebo Aka je dizka K?



Odpoved je ano, ale iba Statisticky, na presnid formuléciu bude treba zaviest viacero pojmov (najma
Statisticki samopodobnost). Jednoduch$ie mozno zodpovedat na otizku o dizke. Spoéitame
Ciastoény sucet pre geometrickt postupnost s kvocientom q = 4/3, s nultym ¢lenom | Eo | = d, t.].
realna dizka danej vstupnej tse¢ky, prvym ¢lenom | E1| = (4/3)d, dalej | E2| = (4/3)%d, | E3| = (4/3)%d,
oo | Ek| = (4/3)kd.

Sucet prvych n ¢élenov pre | g | # 1 vyjadruje znamy vztah
Sn=|Eo[(g™*-1)/(q-1)=
=d. ((4/3)™*- 1),

| K | = lim n->c Sn.

Ak ako generator zadame rovnostranny trojuholnik, vznika v iteraénom procese postupne objekt,
ktory sa ponasa na snehovu vlocku a nazyva sa preto Kochova vlocka alebo Kochov ostrov. V case
vzniku mnohi matematici nazyvali takéto protirec¢ivé objekty matematickymi monstrami ¢i
priSerami. Kochov ostrov ohrani¢uje kone¢nt plochu uzavretou krivkou nekone¢nej dizky...
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Obr. 1.3: Trojica Kochovych kriviek vytvara Kochovu vlocku (viac obrazkov na Google Search
,Koch curve®). Kochove vlocky pokrijvajii, resp. vyplhiajit rovinu (Wolfram MathWorld).

L. F. Richardson meral diZzku pobreZia ostrova Korziky, oznaéme ho tieZ symbolom K, a empiricky
odvodil nasledujuci vztah :

| K| =N(e)*eP,

kde | K | oznacuje celkovi dizku meranej ¢iary, N(e) je pocet tseciek diZky €, potrebnych na pokrytie
(aproximaciu lomenou ¢iarou) krivky K. D bola pre Richardsona konsStanta, ktorej vyznamu
nerozumel, ale ktorej hodnota mu vys$la priblizne = 1.26. DiZka pobrezia mu jednak rastla so
zmensovanim ,,meracej* tisecky diZky e (,,krokom merania“), ale zavisela aj od v§znamovo v tom ¢ase
zahadného D (az Mandelbrot preukazal suvislost D s Hausdorffovou dimenziou).
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Obr. 1.4: Dizku pobrezZia Velkej Britanie alebo Kochovej vlo¢ky meriame $tvorcovymi alebo
kruhovymi ,boxami®, pri réznych krokoch e napocitame iné pocty ,boxov“ N(e) a z viacerych
takychto merani mozno urcit priblizni hodnotu D (viac obrazkov na Google Search ,,Box
counting®).

Sktisme teraz odmerat Richardsonovou metédou dizku tse¢ky | Eo | = 1. Ano, ideme kvoli
lepSiemu porozumeniu odmerat zndmu jednotkovt dizku tsec¢ky, ktort budeme zistovat pomocou
kratsich Gseciek. Potrebujeme na to N(e) = 3 tise¢ky dizky 1/3, 4 Gsecky dizky 4 atd’. Pocet N(e) je
teda prevratenou hodnotou kroku «.

| Eo | =lime.>o N(e)*eP = lime-so €P/e.

Aka ma byt hodnota exponentu D? Pre D > 1vyjde | Eo | = « , pre D < 1 bude takto odmerané
| Eo | = 0. Iba pre D =1 dostaneme spravny vysledok | Eo | = 1 (ako od zaciatku vieme), a preto
v tomto pripade D zodpoveda nadSmu intuitivnemu ponatiu topologickej dimenzie meraného atvaru
— bod nula, priamka 1, rovina 2... Pre Kochovu krivku nam vsak prekvapujtco vyjde

D =1.2618595 =~ log4/logs.
Necelociselna dimenzia!!! (Moze byt aj zaporna? Moze byt aj celociseln?)

V origindlnom objavitel'skom diele ju v 70. rokoch 20. storo¢ia Benoit Mandelbrot nazval
Fractional dimension, zlomkova dimenzia, z latinéiny — fractus — zlomeny, pribuzné pojmy fraktara
(zlomenina), frakcia (odstiepena c¢ast napr. politickej strany), nepribuzny pojem: frak,
muzsky vecerny slavnostny kabat. Fractus v meteorologii znameni popretrhavané oblaky
(,franforce®). Kochova krivka patri medzi linearne fraktaly.

Ako sme hodnotu D zistili? Kochova krivka vznikd 4-nisobnym opakovanim afinnej
transformacie, zlozenej z posunutia a Skalovania so Skalovacim faktorom (zmensenim) 1/3 ,
pre takyto pripad (linearny fraktal) plati

D =log 4/log(1/(1/3)) = log 4/log 3.

Ako sa teda d& zistit D pre pobrezie Korziky? Richardson pouzil postup, ktory sa nazyva Box
counting method (Obr. 1.4). Podrobny vyklad moZzno najst na portali Yale University
http://classes.yale.edu/fractals/fracanddim/boxdim/BoxDim.html.
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Obr. 1.5: Vstupné data bodov a kriviek (vlavo hore) pokriyvajit boxy (bloky) troch réznych
velkosti a smernica bodkovane vykreslenej regresnej priamky urci dimenziu mnoziny priblizne
1.5439 (ilustracéné obrazky z prezentacie Fraktaly, ¢ast'1, slajd 20).

Algoritmus Box counting method (pseudokdd)

Vstup: krivka na konecénej c¢asti roviny
1. Rozdelit meranu oblast do Stvorcovej mriezky s krokom s
2. Pocet krivku obsahujucich (pokryvajucich) Stvorcov (box)

3. Viacero merani s réznymi velkostami Stvorcov, obsahujicich mnozZinu
bodov krivky na danej Skale s

4. Vytvorit graf log N(s)/log(l/s)
Vystup: Smernica aproximujiacej priamky je priblizZne fraktédlna dimenzia

Algoritmus 2: Priblizné meranie dizky krivky metédou Box Counting.

11




Odpoved na tazsiu otazku vo formul4cii Problému 2 znie: Kochova krivka je ,,dobry“ model pobrezia
Korziky, lebo ma priblizne rovnaka fraktalnu dimenziu. Objavitel fraktalnej geometrie Benoit B.
Mandelbrot (1924-2010) v anglickom preklade povodne franctizskej knihy Fractals : Form, Chance
and Dimension (1977) ale aj The Fractal Geometry of Nature (1982) takéto nepravidelné
geometrické utvary nazyva fraktalmi a novy pojem definuje takto:

Fraktal
je mnozina, ktorej Hausdorffova dimenzia je ostro vicsia nez dimenzia topologicka.

Necelociselna Hausdorffova dimenzia sa od roku 1975 po franctizsky a potom v celosvetovej vedecke;j
komunikacii oznacuje ako fraktalna dimenzia, hoci to nie je celkom presne Hausdorffova —
Besicovitchova dimenzia. Hausdorffovou dimenziu zboznuja teoretici, fraktalnu pouzivaja praktici.
Prvéa sa pocita komplikovane — napriklad diskusiou o zmysle limity, druha jednoducho (Algoritmus
2, Box Counting).

S novym pojmom si treba uvedomit jeho vlastnosti ale aj oblast platnosti. Dimenzia
samopodobnosti, fraktdlna dimenzia nezavisi od volby koeficientu zmensSenia a plati iba pre
samopodobné mnoziny. Jej vyhodou je jednoducha definicia a vypocdet. Naopak, Hausdorff-
Besicovitchova dimenzia pre l'ubovolné mnoziny ma vypocet zlozity.

Intuitivny vyznam fraktalnej dimenzie sme uz ilustrovali — na priklade Kochovej krivky, K, ktora
z hladiska dimenzie... je ,viac“ ako hladka krivka, ale je ,menej“ ako plocha. To vedie na dalsi
problém.

Problém 3: Existuje krivka, ktora ma D = 2?

Ano. Peanovu krivku, vypliiajicu $tvorec, v roku 1890 objavil Giuseppe Peano (1858-1932).

Obr. 1.6: Peanova krivka, prvé dve iteracie (Wolfram MathWorld).

Ako vidno, dimenzia samopodobnej Peanovej krivky je celociselnd. Dimenzia samopodobnosti,
Katarina Mészarosova ju navrhuje nazyvat samopodobnostna, plati pre presne samopodobné
objekty. Dosledne by sme mali hovorit aj o ,,box counting dimension®, ak sme ju vypocitali pomocou

Stvorcéekov (a ,,compass dimension“, ak sme pouzili metédu Compass).

Geometria fraktalov je rozsirenim klasickej — Euklidovej geometrie — Mandelbrotov zvrat: zozbieral

»cudné”“ matematické objekty a nastal v poznani prelomovy skok — dokumentuje ho aj inde Kuhnova
12



teoria vedeckych revolucii. Najznamejsim zvratom ¢i skokom v poznani bol Kopernikov obrat (Slnko
neobieha okolo Zeme, ale naopak). Klasicka geometrickad paradigma deklarativna sa skokom
rozSirila na proceduralne iterovanie. Takéto geometrické objekty sa nedari zapisat analyticky,
parametricky ani implicitne, iba pravidlami procesu ich vzniku v limite a zobrazenim niektorej z ich

koneénych aproximacii.

V kazdej dokonalej krase je nie¢o cudesné, podivné, pre¢udesné... A Mandelbrot ukézal, Ze to nie st
ojedinelé vyskyty, ale Ze je ich plna priroda i spolo¢nost. Samopodobny je Sum z radia, karfiol,

oblaky, vyvoj finanénych trhov, hudobné pasaze, rastliny...

,Fraktalna geometria sposobi, Ze uvidite vSetko inak. Je nebezpecné éitat d’alej. Riskujete stratu
svojej detskej vizie oblakov, lesov, galaxii, listov, peria, kvetov, skal, vrchov, vodnych tokov,
kobercov, tehal a mnohého d’alSieho. Vasa interpretacia tychto veci (javov) uz nikdy nebude ako
predtym,“ predpoveda Michael Barnsley v knihe Fractals Everywhere [Baroo] ,... Fraktalna
geometria je novy jazyk. Ked ho budete ovladat, budete méct opisat tvar oblaku tak presne ako
architekt opisuje dom. ... V deterministickej geometrii sa Struktiry popisuju prostrednictvom
elementarnych transformaécii (afinnych, skalovani, rotacii, kongruencii). Fraktalna mnozina vo
vSeobecnosti obsahuje nekone¢ne mnoho bodov, ktorych organizacia je takd komplikovana, zZe je
nemozné popisat mnozinu uréenim priamo, kde ktory bod v nej lezi. Namiesto toho mozno mnozinu
definovat podla ,vztahov medzi castami (kusmi, pieces)“. Akoby sme opisali slne¢nt ststavu
uvedenim gravitacného zakona a stanovenim pociato¢nych podmienok. Z toho uz vyplyva vsetko.

Ukazuje sa, Ze vzdy je lepsie opisovat (zloZité javy) prostrednictvom vztahov.*

V prilohe mozno n4jst alternativnu prezentaciu motiva¢nej prednasky Uvod & Histoéria.
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Bibliograficka poznamka k tivodnej, motivaénej prednaske o fraktalnej geometrii. Prv funkciu
spojiti a bez derivacie v kazdom bode objavil Bernard Bolzano (1781-1848). Hausdorffovu
dimenziu, nazyvant aj Hausdorff-Besicovitchova dimenzia, zaviedol v roku 1918 Felix
Hausdorff (1868-1942). Otazkou ,Aké dlhé je pobrezie Velkej Britanie?“ nadpisal
Mandelbrot svoj prvy vyznamny clanok o fraktalnej geometrii (1967), no nazov fraktal v nom este
nepouzil. Otazkou, ¢o by mohla znamenat ziporna dimenzia, sa bez odpovede zaobera vo svojej
autobiografii Fraktalista, ktoru prelozili aj do éestiny. V naSom texte sa vyskytli tri pojmy zatial’
presne nedefinované (Statistickd samopodobnost, dimenzia samopodobnosti, Hausdorft-
Besicovitchova dimenzia, resp. Hausdorffova dimenzia), ich vybudovanie bude vyzadovat d’alsSie
usilie. Kym vyklad sa miestami pridfza nemeckych skript, ktoré napisal Eduard Groeller z TU
Wien, ilustra¢né obrazky preberame z volne dostupnych zdrojov na internete, predovsetkym cez
Google Search, s uvedenim minimalneho vstupu do prehl'adavania, napr. “Koch curve®. Hoci tento
sposob preberania nie je Standardny, umoznuje vyucujicim na zakladnych a strednych Skolach
rychly pristup k priebezne sa obnovujicemu obrazovému materidlu v znaénej variabilite.
Objavitel'ské dielo Mandelbrotovo sa ¢ita pomerne tazko, no tvodné pasaze fraktalnej geometrie sa
hodia na oZivenie vyucby matematiky uz na zakladnych skolach. Podrobnu ucebnicu napisali Heinz-
Otto Peitgen, Hartmut Jiirgens, Dietmar Saupe (1992), autori vystavy fraktalov, ktora koncom 80.
rokov 20. storocia sposobila svetovy ohlas ba az médu fraktalov. Knihu s viac ako 800 stranami
nazvali Chaos and Fractals, New Frontiers of Science. Na presny matematicky vyklad pojmov
aj s odkazmi do literatiry odporticame portal Wolfram MathWorld, napr. Obr. 1.3 poskytuje aj
Google Search, aj Wolfram MathWorld. Na trovni obrazkov ale poskytuje sluzba Google Search aj
chybné informaécie, napr. popri Peanovej krivke pontika aj Hilbertovu... Rovinné fraktaly mozno
usporiadat podla rasticej Hausdorffovej dimenzie a v dalSej kapitole si predstavime vybrané
rovinné deterministické linearne fraktdly a neskor aj fraktaly nelinearne i stochastické

(nedeterministické).
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2 Viac klasickych fraktalov

Nazov fraktal Mandelbrot vybral z latinského slovnika svojho syna, kde nasiel slovo fractus, ¢o
znamena zlomeny alebo aj rozbity [Zelo6]. Priklady matematickych Struktar, ktoré st fraktalmi:
napr. Cantorova mnozina, Kochova vlocka, Peanova krivka a Mandelbrotova mnoZzina.
Prostrednictvom fraktalov vieme opisat mnozstvo objektov realneho sveta ako st napriklad mraky,
turbulencie a obrysy pobrezia, ktoré sa jednoduchymi geometrickymi utvarmi opisat

nedaju. (Odkazmi v tejto kapitole poukazujeme, pokial mozno, na slovenské a ¢eské zdroje.)

Benoit B. Mandelbrot zavadza matematicka definiciu fraktalu: geometricky atvar, ktory ma
Hausdorffovu-Besicovichovu dimenziu vacsiu od topologickej celodiselnej dimenzie. Pojem
topologicka dimenzia je intuitivne jasny. Bod méa topologickti dimenziu rovna nula, priamka mé

dimenziu jedna a kocka dimenziu tri. Dimenzia tychto objektov je celociselna.
Definicia [Mano4]. Fraktal je mnozina, ktorej Haussdorffova dimenzia je vacsia, ako topologicka.

Geometricka Struktura fraktalu sa opakuje v nom samotnom az do nekonec¢na. Delime ich na

samopodobné a samopribuzné.

Samopodobné su také struktary, v ktorych sa opakuje pévodny originalny vzor materského

objektu. Akykolvek vysek je presnou kopiou pévodného objektu.

Samopribuzné su také struktary, v ktorych sa opakuje podobny vzor pévodného ttvaru.

Fraktalna geometria

Za otca tejto Casti matematiky sa povazuje Benoit B. Mandelbrot (portrét zo
[Sami5]), ktory objavil aj jeden z vyznamnych fraktalov - Mandelbrotovu
mnozinu. Kym na opisanie vyrobkov a r6znych predmetov, vytvorenych pomocou
modelovacich programov typu CAD, ktoré sa riadia geometrickou presnostou,

stacdia zakladné matematické objekty, na opis prirodnych modelov nam to nestaci.

A to pre vel'kt nepravidelnost a neefektivne popisovanie klasickym geometrickym

modelovanim. Ako by sme napriklad opisali oblaky? Ako zjednotenie mnoziny guli alebo
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parametrickych ploch? Takyto opis by asi nebol najlepsi. Preto sa hl'adali metédy ako ¢o najlepsie
opisat dané objekty. To podnietilo vznik fraktdlnej geometrie, ktora poskytuje Géinné a relativne
jednoduché meto6dy na modelovanie prirodnych objektov [Vego2]. Pod objektom v matematickom

modeli rozumieme dand podmnoZzinu priamky, roviny alebo priestoru.
Topologicka dimenzia

Geometrické objekty spravidla rozdelujeme na 1D (jednorozmerné), 2D (dvojrozmerné), 3D

(trojrozmerné). Tento pohlad na pocéet rozmerov nazyvame topologicka dimenzia [Fab11].
Fraktalna dimenzia

Pri merani dizky pobrezia ddvame doraz na dizku meracieho dielika, pretoze ak meriame s vi¢sou
dizkou, tak vysledok bude mensi ako pri mensej dizke dielika, ktory pobreZie odmeria aj v jemnych

nerovnostiach. Pri objektoch s vlastnostami fraktalov pouzivame fraktalnu dimenziu.
Vypocet fraktalnej dimenzie je nasledovny:

Mame ttvar X. Preskalujeme ho s koeficientom d. Nech N(d) je pocet preskalovanych objektov, ktoré

je potrebné pouzit na celé pokrytie p6vodného objektu.

Vzorec pre fraktalnu dimenziu D je takyto:

D = lim 2]
d—0 ln[a]

Objekty, ktoré nie st fraktalmi, maja fraktalnu a topologickti dimenziu rovnaku [Fab11].
Histéria

Az do objavenia fraktalnej geometrie, bola Euklidova geometria povazovana za najsilnejsi
nastroj opisu vSetkych geometrickych ttvarov. V roku 1872 Karl Weierstrass ako prvy objavil
a pokusal sa definovat to, ¢o dnes nazyvame fraktal. No v roku 1904 Helge von Koch nesthlasil
s Weierstrassovou abstraktnou a analytickou definiciou a podal int konstrukciu, ktora sa po nom
nazyva Kochova vlocka. Myslienku samopodobnych kriviek rozvinul do detailov Paul Pierre Levy

v roku 1938.

Fraktalna geometria je matematicky nastroj, pomocou ktorého dokazeme popisat zlozito

strukturované objekty, ktorych charakter sa nemeni pri urcitom zvac¢seni alebo zmenseni.
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Pol'sky matematik Benoit Mandelbrot narodeny 20. novembra 1924 vo Varsave, ktory
vyucoval na univerzite Yale a nositel akademickej hodnosti Sterling profesor, ktory sa udel'uje
vyskumnikom najlep$im v danom obore, si polozil na prvy pohlad jednoducho zodpovedatel'na
Richardsonovu otazku ,Aké dlhé je pobrezie Velkej Britdnie?“ Po rbéznych uvahach
a porovnavaniach turistickych a satelitnych map mohol Mandelbrot odpovedat i vo vSeobecnosti a aj

oznadit pobrezie Velkej Britanie za fraktal.

Mandelbrot ako prvy zaviedol pojem fraktal v roku 1975. Pravdou je, Ze dnes objekty
oznacované ako typické fraktaly boli objavené uz davno v 19. storoci, niekedy okolo roku 1870, napr.

Kochova krivka v roku 1904.

Mandelbrot spolu s dalsimi matematikmi zjednotil te6riu fraktalnej geometrie. Pouzil slovo
fraktal pre vSeobecné oznacenie objektov, ktorych tvar je nezavisly od velkosti meradla, ktorym

objekt premeriavame [Rin11].

Vyznamné fraktaly

Cantorova mnozina
Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845 - 1918), nemecky matematik,
znamy ako zakladatel modernej teérie mnozin [Piagga] v roku 1883 uverejnil ako

sa zostroji Cantorova mnozina. Patri medzi najjednoduchsie fraktaly [Zelo6].

KONSTRUKCIA CANTOROVEJ MNOZINY

Mnozina lezi na intervale [0, 1].
Iniciator: Interval

Generator: Rozdelenie intervalu na tri rovnaké casti a vynechanie stredného intervalu. Ostand ndm

dva podintervaly.

Algoritmus: Na vSetky intervaly pouzijeme generéator. Iterujeme donekoneéna (resp. pozadovaného

stupna iteracie).

Na obrazku €. 2.1 je ukazka piatich prvych iteracii Cantorovej mnoziny. D = [n(2)/In(3) = 0.6309...
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Obrazok 2.1: Cantorova mnozina [Samis].

Kochova krivka

Niels Fabian Helge von Koch (1870 - 1924), svédsky matematik, preslavil sa
najmi Kochovou vloc¢kou, ktora je jednou z prvych objavenych fraktalnych
kriviek [Wko15s].

V roku 1904 uverejnil nasledujiacu konstrukeiu Kochovej krivky.

KONSTRUKCIA KOCHOVEJ KRIVKY
Iniciator: Usetka

Generator: Rozdelenie tsecky na tri rovnaké casti. Nahradenie strednej usecky rovnostrannym

trojuholnikom a odstranenie strany trojuholnika, ktora lezi na iniciatore.
Algoritmus: Na vSetky usecky pouzijeme generator. Iterujeme do pozZadovaného stupna.

Na obrazku €. 2.2 je znazornena piata iteracia Kochovej krivky. D = In(4)/In(3) = 1.2618...

5

Obrazok 2.2: Kochova krivka, piata iteracia [Hot15] .
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Peanova krivka
Giuseppe Peano (1858 - 1932), taliansky matematik, znamy ako zakladatel

symboliky modernej algebry [Piag9gc].
KONSTRUKCIA PEANOVEJ KRIVKY

Princip je podobny ako pri Kochovej krivke.

Iniciator: Usecka

Generator: Rozdelenie tise¢ky na tri rovnaké casti. Nahradenie strednej isecky dvomi Stvorcami,
ktoré budi mat dant aseéku spolo¢nt. Usecka na prvom stvorci bude ako dolné strana Stvorca a na

druhom bude ako horn4 strana Stvorca.

Algoritmus: Na vSetky usecky pouzijeme generator. Iterujeme do pozadovaného stupna.

Na obrazku €. 2.3 je znadzornena Peanova krivka do druhej iteracie.

krok 0 krok 1 krok 2

Obrazok 2.3: Peanova krivka, inicidtor a dve iterdcie [Suji5].

Sierpinského trojuholnik
Waclaw Franciszek Sierpinski (1882 - 1969), pol'sky matematik, preslavil sa
podstatnymi pracami z teérie mnozin, teoérie cisel, tedrie funkcii a topologii

[Wsi15]. V roku 1916 prvykrat uverejnil Sierpinského trojuholnik [Zelo6].
KONSTRUKCIA SIERPINSKEHO TROJUHOLNIKA

Iniciator: Rovnoramenny trojuholnik “ .

Generator: Vsetky strany trojuholnika rozdelime na dve polovice. Stredy stran trojuholnika spojime

a trojuholnik, ktory je vytvoreny spojenim stredov stran, odstranime.
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Algoritmus: Na vSetky trojuholniky pouZzijeme generator. Iterujeme do pozadovaného stupiia.

Obrazok ¢. 2.4 znazornuje tretiu iteraciu Sierpinského trojuholnika. D = In(3)/In(2) = 1.585...

Obrazok 2.4: Sierpinského trojuholnik [Lanis]. Kurzor poukazuje na prvy deliaci bod.

Hilbertova krivka
David Hilbert (1862 - 1943), nemecky matematik [ Piaggb] (portrét [Mat10]).
V roku 1891 bola prvykrat uverejnena Hilbertova krivka. Tato krivka ma

fraktalnu dimenziu 2 a vypliiia teda cely §tvorec.

Na obrazku €. 2.5 je znazornena Hilbertova krivka po Stvrtej iteracii.

ﬁ%%ﬁ

EELEEEE

Obrazok 2.5: Hilbertova krivka [Tisoo].

Juliove mnozZiny
Gaston Maurice Julia (1893 - 1978), franciizky matematik, sformuloval predpis

pre Juliove mnoziny, ktoré tzko stivisia s Mandelbrotovou mnozinou [Sam15].

V casoch prvej svetovej vojny prvykrat uverejnil nelinearnu konstrukciu

v komplexnej rovine.




KONSTRUKCIA JULIOVEJ MNOZINY

Iniciator: z

Generéator: z nahradime z? + k, kde komplexné ¢islo k € C.

Algoritmus: Na vSetky z pouzijeme generator. Iterujeme do pozadovaného stupna.

Pre komplexné cislo k, je Juliovou mnoZinou mnozina vSetkych z, pre ktoré iteracie z — zz + ¢

nediverguju do nekonecéna. Pre takmer vsetky k, su to fraktaly...

Na obrazku ¢. 2.6 je znazornena Juliova mnozina pre konstantu k = —0,5 + 0,5i.

Obrazok 2.6: Juliova mnozina pre konstantu k = —0,5 + 0,5i. [Wmai5].

Kym Juliove mnoziny ziskame sledovanim pohybov (iteracii, konvergencie) Startovacich bodov
komplexnej roviny, Mandelbrotova mnozina vznika sledovanim parametrov c a sklad4 sa z tych, pre
ktoré je Juliova mnozina suvisla. PretoZze predpis uz nie je linearny, ide o priklady nelinearnych

fraktalov.

Mandelbrotova mnozZina

Mandelbrotova mnozina je definovana ako mnozina komplexnych éisel ¢, pre ktoré plati
lim |z, | # oo,
n—->oo

kde postupnost {z,}ir—, je definovana rekurzivnym predpisom z, = 0; z,,; = z2 + c.
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Bod ¢ v komplexnej rovine patri do Mandelbrotovej mnoziny, ak limita neexistuje.

Postupnost diverguje do nekonecéna pre |c| > 2, vSetky body mimo tejto mnoziny uz nepatria do

Mandelbrotovej mnoziny. Na obrazku ¢. 2.7 je ukazka iteracie Mandelbrotovej mnoziny.

Obrazok 2.7: Mandelbrotova mnozina [Wmais].

Hodno poznamenat, Ze samopodobnost na Mandelbrotovej mnozine alebo v krajine s vrchmi,
udoliami a jazerami nie je striktna, ako na Kochovej krivke, ak by sme ju zacali vytvarat od prvej
iteracie, nie z povodnej isecky. StreSny pojem pre takéto fenomény je multifraktal a zaviedol ho

uz Mandelbrot.

V prilohe mozno néjst prezentaciu, ktora objasnuje aj vykresl'ovanie takychto fraktalov.
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3 Matematické zaklady

Uvadzame minimum potrebnych pojmov. Rovnomenna alternativna prezentécia je v prilohe,
podrobnejsi vyklad o metrickych priestoroch v slovencine uvadza napr. K. Rostas [Ros10]. Mnozinu
realnych cisel oznacujeme R a na oznacenie mnozin rezervujeme velké pismena ako A, B, X. Pod
pojmom bod si vSak treba mysliet nielen bod v rovine ¢i na priamke... ale — v pripade potreby - hoci

aj ¢iernobiely obrazok!

Definicia Metricky priestor. Nech X je nejaki neprazdna mnozina. Definujme zobrazenie
d: X xX - R,ktoré spinia nasledujuce vlastnosti
1.)d(x,y) =0 x =y
2.)d(x,y) = d(y,x)pre vSetky x,y € X (symetria)
3.)d(x,z) < d(x,y) +d(y,z) pre vSetky x,y,z € X (trojuholnikova nerovnost).
Usporiadanu dvojicu (X, d) nazyvame metrickym priestorom, zobrazenie d metrikou a mnozinu X
zakladnou mnozinou.
Definicia Hromadny bod. Nech (X, d) je metricky priestora A ¢ X . Bod x, € X sa nazyva
hromadny bod mnoziny A, ak existuje prostd postupnost {xj}y-, bodov mnoziny A, ktora
konverguje k bodu x, . Mnozinu hromadnych bodov oznac¢me 4, .
Definicia Limita postupnosti. Hovorime, Ze postupnost {x; }r~, bodov metrického priestoru

(X, d) konverguje kbodu x € X, ak khrglo d(xg,x) = 0,t.].

Ve >0 3k, € NVk > ky: d(x, x) < e.

Ak postupnost {x; }r-; konverguje kbodu x € X, tak x nazyvame limitou danej postupnosti.
Definicia Uplny metricky priestor. Metricky priestor (X,d) sa nazyva uplny, ak kazda
cauchyovska postupnost bodov tohto priestoru konverguje v X .

Definicia Kompaktny metricky priestor. Metricky priestor (X, d) sa nazyva kompaktny, ak
z kazdej postupnosti bodov priestoru X mozno vybrat ¢iasto¢nt postupnost, ktora konverguje v
X. Podmnozina A metrického priestoru (X,d) sa nazyva kompaktna, ak podpriestor (4,d)
priestoru (X, d) je kompaktny (6).
Definicia Kontraktivne zobrazenie. Zobrazenie f je kontraktivne, ak

3q: 0<qg<L:Vx,yeX d(f(x),f(y)) < q.d(x,y).
Definicia Pevny bod. x € X je pevny bod zobrazenia f, ak f(x) = x.
Banachova veta o pevhom bode. Kazdé kontraktivne zobrazenie na tplnom metrickom
priestore ma prave jeden pevny bod.
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S uvedenymi pojmami uz mozno vyjadrit, Ze fraktal je pevhym bodom kontraktivneho zobrazenia.
Kontraktivnost zarucuje konvergenciu iteracii k limitnému objektu. Pre Kochovu krivku je nim
spojita funkcia, ktora pozostava iba z bodov, v ktorych nema derivaciu. Generator, ise¢ku, spodnt
stranu Stvorca, nahradzame Stvoricou afinnych transformaécii f1(x), f2(x), f3(x), f4(x), na obrazku ich

vizualizuju Stvorce (ide vsak o ich spodné strany), x oznacuje vektor premennych.

0333 0
i) = [ 0 n.aaa]“
Boale by »
0167 -0289]  [0.333
folx) - xs
0289 0167 0

Boale by v, rotation by 60°

_ [ 0187 D.z2EY 0.500
Obrazok 3.1. Vizualizacia IFS stvorcami. iFSI:'H:I B 0289 0187 X+ 0284

Boale by v, rotation by - 60°

g - 1380 [0.667
4 0 0233 0
scale by -

Determinanty kazdej z tychto matic st mensie ako jedna, Cize celé generovanie je kontraktivne,
obrazy useciek sa zmensuju. Hodnota koeficientu kontrakcie r = ad (pre nulové b, ¢, inak treba
spocitat determinant matice), hodnoty e, f vyjadruji posunutie v smere x, y, v dvoch pripadoch aj

otacame o 60, resp. 120 stuprniov.

a[1]:=1/3;  b[1]:=0; c[1]:=0; d1]:=1/3;  e[1]:=0; f[1]:=0;
a[2]:=0.167; b[2]:=-0.289; c[2]:=0.289; d[2]:=0.1667; e[2]:=1/3; f[2]:=0;
a[3]:=-0.167; b[3]:=0.289; c[3]:=0.289;  d[3]:=0.1667; e[3]:=2/3; f[3]:=0;
al4]:=1/3;  bl4]:=0; c[4]:=0; dl4]:=1/3;  el4]:=2/3; f4]:=o0;

A vypocet sa vztahuje na cely povodny obrazok x, potom na jeho zobrazenie a tak d’alej. Vyzera to
deterministicky, ale ukazeme si, Ze vypocet mozno organizovat aj stochasticky, pomocou nahody.
NajcastejSie sa to vyucuje na priklade Sierpinského trojuholnika, z ktorého vynechavame vnttorny

podtrojuholnik. Nech 1, 2, 3 st vrcholy pévodného trojuholnika. Nemusi byt ani rovnostranny.
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Figure 1.17: The three bass points (verticas of a triangle) and a few iterations
of the game point.

1000 dots

500 dots

Figure 1.18 : 500, 1000 and 1500 dots of the chaos game.

Obrazok 3.2: Chaoticka hra, Sierpinského trojuholnik. Ilustracia z knihy Chaos & Fractals.

Nasledujuci postup sa nazyva chaoticka hra (chaos game).

INICIALIZACIA. Nech je dana trojica vrcholov rovnostranného trojuholnika v rovine a xo je

nahodne zvoleny Startovaci bod. (Mensimi znackami vyznacujeme polohu bodov xo, x; atd’. )

1. krok: Najdime bod x; takto. Zvol'me nahodne jeden z bodov 1, 2, 3 a x; bude potom stred tsecky,
spajajucej ho so xo. (Na obrazku sa ilustruje poradie 2,1,3. )
N-ty krok: je analogicky.

Zo stredu predchadzajicej tsecky vedieme novi isecku do niektorého z vrcholov.

Otézka znie, aku ¢ast roviny pokryje takato nekonecna postupnost bodov? Bude to Sierpinského

trojuholnik (na internete sa d4 najst video zadanim ,,Chaos Game Sierpinski®).
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Obrazok 3.3: Sierpinského trojuholnik. Iteracie pomocou stochastického algoritmu Chaos Game.
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Aby sme zistili, ¢o vlastne vybodkovavame, musime po spravit vela (~109) krokov a poznat pojem
Sierpinského trojuholnik. Vieme vsak predpovedat spravanie sa kazdej nekonecénej postupnosti
bodov? Za uréitych predpokladov ANO.

Predpoklad 1. Postupnost bodov musime vediet zapisat ako ITERACNY PROCES (alebo
spatnovazobny systém, feedback system), x, f(x), f(f(x))...

One-Step Feedback Machine

Principle of the one-step feedback
machine.

I = Fix)

AN cov LT T AT ; Figure 1.13

Obrazok 3.4: Schéma jednokrokovej spdtnej vdzby. Ilustracia z knihy Chaos & Fractals.

Predpoklad 2. Itera¢ny proces musi vytvarat objekty (body, obrazky, ich transformaécie...), ktorych
vzdialenost vieme merat a na to potrebujeme metricky priestor, v ktorom objekty z iteraéného

procesu mo6zu mat a ak maju, tak vzdy ngjdu limitu.

Predpoklad 3. Zobrazenie f musi zarudit nielen vytvaranie objektov, ale aj ich konvergenciu.

Po splneni tychto predpokladov budeme mat zarucené tri vlastnosti:
1. Existenciu atraktora, t.j. limitného objektu.
2. Pevny bod, t.j. objekt, ktory sa zobrazenim nemeni.

3. Odhad, ako rychlo sa proces blizi k limitnému objektu.

Pre horeuvedenu chaotickti hru mozno poznamenat vo Stvore:

1. Jej atraktorom je Sierpinského trojuholnik.

2. Isty pocet prvych bodov v postupnosti nemusi do atraktora patrit.

3. Tato hra poskytuje atraktor s ,,velkou pravdepodobnostou® (moze sa stat, ze ndhodnéa
postupnost bude just 1, 1, 1, 1, 1... Vtedy sa ziskava iba cast atraktora).

4. Jednoducha linearna iteracia dava zlozity atraktor, s dimenziou D=1,5849.

Skasime takto formulovat postup pre Kochovu krivku? Hoci je jednoduchsia, s niou sa to vyucovat

nezvykne...
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Ukézali sme si teda dva zobrazovacie postupy, pomocou algoritmu a afinnych transformacii pre celé
jednotlivé iteracie (Kochovu krivku) a pomocou stochastickej proceduary, ktora uréi bod po bode.
V oboch pripadoch nekone¢ného vypoctového procesu pre aproximéacie limitného objektu sme
vyrobili algoritmus zavedenim ukoncovacieho kritéria ako maximalny c¢as vypoctu ¢i hranica pre

pocet iteracii.

Zaviedli sme viaceré nevyhnutné presné definicie, ktoré mozno ilustrovat mnohymi prikladmi.

1. Priestor X je mnozina. Body priestoru st prvky mnoziny. Prikladmi priestoru sa realna os a jej
body (¢isla), Euklidovska rovina a jej body, priestor symbolov nad N symbolmi, kde bodmi sa
postupnosti symbolov, kruh v rovine so stredom v podiatku, priestor tela (vSetky povrchové body

Tudského tela) alebo Sierpinského priestor.

2. Metricky priestor (X,d), kde v priestore X zavedieme funkciu vzdialenosti d : X XX - R,
ktorej hodnota je realne ¢islo. Napriklad (R, d), kde d=|x-y| metrickym priestorom je a (R,d) NIE je

metricky priestor pre d=|x.y|, lebo d(x,x) = |x2| # 0 nema vlastnost metriky.

Pristavime sa pri priestore symbolov nad N symbolmi, kde bodmi st postupnosti symbolov. Ako
merat v takomto priestore vzdialenost? Dany priestor sa oznacuje X=X, priestor symbolov nad N

symbolmi, kde N je kladné celé ¢islo. Symboly st { 0, 1, 2, ... N-1}. Typicky bod v X je
X = 21700... (kone¢na postupnost)

Pre N = 10 dostavame priestor dekadickych ¢isel, kde vzdialenost vieme merat ich rozdielom a pre
iné symboly, napr pre trojicu { F, +, - }, mozno ich poradie ocislovat a metrike rozumiet ako rozdielu

poradi symbolov v trojkovej ¢iselnej sustave.

Tento priklad metrického priestoru, priestor symbolov (2,d), mé vo fraktalnej geometrii vyznamné

vyuZitie.

Lindenmayerove systémy (L-systémy)

Aristid Lindenmayer (1925 - 1989), madarsky biol6g a botanik, preslavil sa prave L-systémami.

V roku 1968 prvykrat uverejnil Lindenmayerove systémy. Systémy vznikli ako nasledok modifikacie

gramatik vyuzivanych v matematike pre modelovanie jednoduchych viacbunkovych organizmov.
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Definicia. L-systémy su paralelné prepisovacie systémy ako variant formalnej gramatiky.

Slazia na produkciu fraktalov. Podstatou ich tvorby je prepisovanie retazcov podla uréitych

pravidiel. Pravidla st vopred definované v ramci mnoziny pravidiel nazyvanej gramatika.

V najjednoduchsej verzii pouzitia formalnej gramatiky na modelovanie organizmov st prepisovacie

pravidla bezkontextové, ¢o sa oznacuje pridanim nuly pred L. oL-systém je trojica
<V, w, P>,

kde V je abeceda symbolov,

w (axioma) je pociatocny retazec, a

P je mnozina (bezkontextovych) produkénych pravidiel.

Priklad: axiéma F (vykresli tisecku)
Abeceda: F, +, - (+ & - znamenaju smer otocenia hore alebo dole)

Pravidla: + -> +, - -> -, F -> F+F--F+F (plus a minus sa neprepisuju a usecka sa nahradi lomenou

¢iarou zo Styroch tuseciek, tri prepisovacie pravidla)

Uvazujeme teda mnozinu symbolov a pravidiel, v ktorej st premenné (mozu sa prepisat),
konstanty (pevné, zafixované symboly), pravidla, ktoré uréuja syntax takejto Specialnej gramatiky
a Start, incializaciu, vstupny retazec. David G. Green (1993) uvadza priklad oL-systému, ktory

generuje znamu postupnost prirodzenych ¢isel.

Priklad: Fibonacciho ¢isla

Premenné: A B

Konstanty: ziadne (vsetky symboly mozno prepisat)
Start: A

Pravidla (dve): A sa nahradi B

B sa nahradi AB

Nahradzujme teda:
Stavo: A
Stavi: B
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Stav2: AB
Stav 3: BAB
Stav 4 : ABBAB

Aké prekvapenie! Tento L-systém generuje predsa celkom neocakavanym postupom Fibonacciho

¢islai, 1,2, 3, 5... Ziskame ich ako diZky refazcov symbolov.

Sila L-systémov spociva v tom, Ze symbolom a pravidlam mézeme priradit vyznam, ¢iselny, ako sme
sa prave presveddili, obrazkovy, aj vizualizaciu v priestore. Standardne sa pouZiva korytnacia grafika
(Turtle Graphics, navrhol ju Seymour Papert, pre detsky programovaci jazyk LOGO), ktoru sa
zvladnu naudit uz 4-ro¢né deti. Korytnacka je 2D alebo 3D kurzor, s danou poziciou a orientaciou,

posiiva sa, otaca sa, s kreslenim alebo bez neho, v siradniciach rastrovej obrazovky.

Na horsie porozumenie teraz uvedieme priklad bez vysvetlenia symbolov. Kto uhadne, ¢o nakresli
s rotaciou 60 stupnov L-systém ( 'F--F--F', 'F+F--F+F',",",")?

A student na TU Graz, Armin Taschwer, v roku 2001 vytvoril obrazok Koch_simple: D: 3, G: (Start:
B, B = A-A++A-A, A = ++cF-cF++cF-cF--). D: 3 vyjadruje dimenziu. Dal$ie nastavenia mozno

uhadnut z obrazka.

Obrazok 3.5: Iteracia Kochovej krivky vizualizovand pomocou farebnych valcov. Armin

Taschwer, TU Graz. Grafika nie korytnacia, ale orlia.

Definicia. Korytnacia grafika je pojem v pocitacovej grafike pre metédu programovania
vektorovej grafiky pouzitim relativneho kurzora (,korytnacky“) v rovinnej (dvojrozmernej)

kartezianskej siradnicovej sustave. Predstavuje kli¢ova vlastnost programovacieho jazyka LOGO.

Do L-systémov bola pridana geometricka interpretacia retazcov, aby sme mohli vizualizovat retazce,

ktoré reprezentuju morfolégiu organizmu. Povodne z programovacieho jazyku LOGO, ktory bol
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vytvoreny v roku 1967. Tento jazyk pouziva virtudlnu korytnacku, ktord méa svoju polohu
a orientaciu. Tieto dve vlastnosti sa menia jej pohybom, ktorym méze zanechavat ¢iaru. Pohybuje sa
v dizkovych krokoch. Sposob kreslenia objektov sa prevadza na ziklade pouzitych symbolov. Tato

grafika sa nazyva korytnacia 2D grafika.

Symboly:

F je posunutie dopredu o jeden dizkovy krok, kde korytnacka za sebou zanechava ¢iaru.

f je posunutie dopredu o jeden diZkovy krok, kde korytnac¢ka za sebou nezanechéava ¢iaru.
+ je otocenie dol'ava o uhol a

— je otocenie doprava o uhol a , kde a je vopred urceny uhol vo forme konstanty.

| je otocenie o0 180°.

Definicia [Fab11]. Orlia grafika je rozsirenim korytnacej grafiky do priestorovej (trojrozmernej)

kartezianskej stustavy.

Orlia 3D grafika je rozSirena o symboly charakterizujace pohyb v d’alSich smeroch.
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Obrazok 3.6: Ukazka fraktalov vygenerovanijch pomocou IFS systémov [Peti5].

Fraktaly mozno vytvorit pomocou afinnych transformaécii, ako napriklad rézne rotacie, Skalovanie,
postvanie daného objektu. Opakovanym aplikovanim kontraktivnej transformaécie sa za¢ne vytvarat
fraktalna Struktira. Ked sa bude pravidelne pouzivat rovnaki afinna transformaéacia vznikne
samopodobny fraktal. Ak sa bude pouzivat hierarchicky IFS vznikne samopribuzny fraktal. Takyto
systétm nazyvame deterministicky IFS. Stochasticky IFS pridava pouzivanie nahody.
K afinnym transformacidam sa prida aj pravdepodobnost ich pouzitia [Zelo6]. Prikladom je

horeuvedena chaoticka hra.
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Uvedené minimum potrebnych pojmov od priestoru po vyslovenie Banachovej vety o pevnom bode

sme doplnili vysvetlenim, ako fraktaly konstruovat a prehl'adom terminologie fraktalnej geometrie.

Ako sa ale definuje Hausdorffova dimenzia? Mnozina vSetkych kompaktnych neprazdnych
podmnozin tplneho metrického priestoru X sa nazyva Hausdorffov priestor H(X). Body z H(R2)
mozno interpretovat ako ¢iernobiele obrazky a ich zjednotenie do H(R2) patri, prienik nie vzdy.
Vol'ba metriky niekedy rozhoduje o konvergencii. Pre H(X) sa dodefintva vzdialenost bodu od

mnoziny, vzdialenost dvoch mnozin a Hausdorffova metrika takto.

Definicia. Vzdialenost bodu od mnoziny. Nech (X,d) je iplny metricky priestor, B je

kompaktna a neprazdna mnozina v H(X) a bod x € X. Potom
D(x,B) = min {d(x,y), y € B}.

Definicia Vzdialenost dvoch mnozin. Nech (X,d) je uplny metricky priestor, A, B st

kompaktné a neprazdne mnoziny v H(X) a bod x € X. Potom
D(A,B) = max {d(x,B), x € A}.

Definicia Hausdorffova metrika. Nech (X,d) je tplny metricky priestor, A, B st kompaktné a

neprazdne mnoziny v H(X) a bod x € X. Potom
h(A,B) = max {d(A,B), d(B,A)}.

Hausdorffov priestor (H(X),h) je plny metricky priestor a “zija v nom fraktaly”.
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4 IFS (Iterované systémy funkcii)

Uplny metricky priestor (X,d), prirodzené &slo N a koneénid mnozina kontrakcii fy,...fy s

kontraktivnymi faktormi sy,...,Sy definuji Iterovany systém funkeii (X, f1,---.fy). Na zjednotenie

zobrazeni sa pouziva oznacenie Hutchinsonov operator W a kontraktivnym faktorom daného IFS je
S =max{ Sz,...,Sy -

Metaforu pre IFS pozname, kopirovaci stroj s viacerymi SoSovkami, Multiple Reduction Copy
Machine (MRCM). Afinné transformacie, zlozené zo (zmensujuceho, kontraktivneho) skalovania,
otocenia a posunutia, umoznuja vytvarat deterministické linearne fraktaly. Napriklad, Cantorova

mnozina je atraktorom IFS (f; = (1/3)*x, (1/3)*y, fo = [(1/3)*x + 2/3, (1/3)*y). Na obrazku 4.1 vidno

Styri iteracie pre dva rozne Startovacie obrazky. Obe postupnosti konverguju k tej istej limite.
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Obrazok 4.1: Styri iterdcie Cantorovho postupu, uplatnené na dva rézne inicidtory [Mano4].

Georg Cantor (1845-1918) — autor teérie mnozin — nasiel v roku 1883 priklad perfektnej a nikde
hustej mnoziny. Samopodobna Cantorova mnozina C sa tradi¢ne konstruuje iteracne, v k-tom kroku

sa pridava 2k novych koncovych bodov

C=10,1,1/3,2/3,2/9,3/9,7/9,8/9,1/27,2/27, ...},
¢o sa da pekne vyjadrit v trojkovej ststave. Pomocou IFS ju vypocitavame iteracne a zobrazujeme
tak, Ze predchadzajtci obrazok zrusime a nahradime novou iteraciou. Ked sa tisecky skratia tak, ze
ich obrazy zaberajt po jednom obrazovom bode, neméa dalsi vypocet vizualiza¢ny efekt a mozno ho
ukoncit. Inicidtorom moézZe byt T'ubovolny obrazok a obe metaforické SoSovky f;, fo vieme

prehladnejSie zapisat maticovo y; = Ax; + b. Na jednu kontraktivnu transforméciu IFS potrebujeme
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nastavit Sesticu realnych éisel tak, aby determinant kazdej z matic bol mensi ako 1, ¢ize aby sa napr.

obrazy useciek skracovali.

a[1]:=1/3; b[1]:=0; c[1]:=0; d[1]:=1/3; e[1]:=0; f[1]:=0;
a[2]:=1/3;  b[2]:=0; c[2]: =0; d[2]:=1/3;  e[2]:=2/3; f[2]:=0;

Naopak, ak takuato transformaciu hl'addme, na jej uréenie postacuju tri body.

Alternativny vypocet atraktora IFS pontuka stochasticky algoritmus, ktorého priklad pouzitia pontka
nahodna hra, v ktorej s danou pravdepodobnostou volime jednu z kontrakecii. Na vypocet Cantorove;j

mnoziny by boli tieto pravdepodobnosti rovné o.5.

Viac podrobnosti i prikladov IFS poskytuje prezentacia v prilohe.
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5 Fraktalna kompresia

Rovnomenna podrobnéa prezentacia je v prilohe. Zakladnii monografiu o kompresii napisal Yuval

Fisher a vyuzitie IFS na kompresiu tdajne objavil, no nepublikoval Michael Barnsley.

Ak si pripomenieme maticovy vypocet Kochovej krivky, tak vidime, Ze na kazda z kontraktivnych
transformacii treba 6 realnych cisel, spolu 24. A to je vsSetko, zakoédovanie celého ¢iernobieleho

obrazka potrebnym poctom Sestic realnych ¢isel na spravnych miestach:

a[1]:=1/3;  b[1]:=0; c[1]:=0; d[1]:=1/3;  e[1]:=0; fl1]:=o0;
a[2]:=0.167; b[2]:=-0.289; c[2]:=0.289; d[2]:=0.1667; e[2]:=1/3; fl2]:=o0;
a[3]:=-0.167; b[3]:=0.289; c[3]:=0.289;  d[3]:=0.1667; e[3]:=2/3;  f[3]:=0;
a[4]:=1/3;  bl4]:=0; c[4]:=o0; dl4]:=1/3;  el4]:=2/3;  fl4]:=0;

Na takato kompresiu kazdého obrazka musime tieto transformaécie objavit, o sa javi ako velmi
zlozité. Mozno prave preto sa fraktalna kompresia bezne nevyuziva. Uvedieme iba jej znazornenie
na rastrovom obrazku samopodobnej paprade, vykreslené body st ofarbené na zeleno, Obr. 5.1
vlavo. Pre tento obrazok treba najst také styri kontraktivne transformacie, ktoré inicidlny obrazok
zmensia, otocia a posunu tak, ako to vidno vpravo. Prvky tychto matic skomprimujt obrazok takisto
na 24 realnych ¢isel. Dekompresiu ziskame iterovanim y kazdého iniciatora a vykreslenie napr.

stochastickym algoritmom.

AV

Initial Image

Obrazok 5.1: Na vypocet Barnsleyho paprade (Barnsley's fern) stacia 4 matice.
Viac obrazkov poskytne Google Search ,Barnsle'y fern IFS*.
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flay) = [020 —0267 2] [ 0.00]
Y= 023 022 ||y| T [160

fley) = [ 2015 0287[ 2] [ 0.00]
Y1026 024 |y| T |0.44]

Drobnymi zmenami tychto matic pri zachovani kontraktivnosti ziskame ,kompresie“ obrazkov

Llistov“ podobnych na list paprade.
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6 Juliove a Mandelbrotova mnozina

Rovnomenna podrobna prezenticia je v prilohe. Nelinearne fraktaly v komplexnej rovine sa pocitaja
pomocou urcéenia oblasti konvergencie a ofarbuji sa napriklad podl'a poctu iteracii. Zadanim ,Julia
Set Images”, ,Julia Set Fractals“ alebo ,Mandelbrot Set“ vo vyhladavaci sa otvoria galérie

s prekrasnymi obrazkami. Mandelbrotovu mnoZzinu oznacuj za vobec najkraj$i matematicky objekt.

Obrazok 6.1: Mandelbrotova mnozina z prezentacie v prilohe.

37



38



7 Lindenmayerove systémy (L-systémy)

Aristid Lindenmayer Studoval, ako rastie Anabaena catenula, rod vlaknitych sinic, Zijacich vo vode,
kde spoluvytvaraja plankton. Ma 2 typy buniek, delia sa pocas rastu roézne, ak sa l'avé alebo pravé

dcéry, malé ¢i vel'ké. RieSenie tohto problému prinieslo objav L-systémov.
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Obrazok 7.1: Anabaena catenula rastie.
Definicia. L-systémy su paralelné prepisovacie systémy ako variant formalnej gramatiky.

Slazia na produkciu fraktalov. Podstatou ich tvorby je prepisovanie retazcov podla urcitych

pravidiel. Pravidla su vopred definované v ramci mnoziny pravidiel nazyvanej gramatika.
V najjednoduchsej verzii pouzitia formalnej gramatiky na modelovanie organizmov su
prepisovacie pravidla bezkontextové, ¢o sa oznacuje pridanim nuly pred L. oL-systém (c¢itame
nulaelsystém) je trojica

<V,w, P>,

kde V je abeceda symbolov,
w (axidoma) je pociatoc¢ny retazec, a

P je mnozina (bezkontextovych) produkcénych pravidiel.
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Definicia. Morfém je textovy retazec vo forme slova alebo siboru znakov, ktory generuje
morfologiu rastliny na zdklade geometrického obrazca s vlastnostami fraktalu.

Definicia. Graftal je geometrické vyjadrenie morfému na ziklade korytnacej alebo orlej
grafiky, ktora produkuje vizualnu podobu morfolégie rastliny.

Definicia. Rastova gramatika je predpis vo forme L-systémov na produkciu morfémov.

Obsahuje axiom, pravidla a vychodiskové parametre.

Bezkontextové deterministické L-systémy

Tieto L-sytémy patria medzi zakladné, od ktorych sa odvodzajui systémy na vyssSej trovni. Ich
alternativny nazov je DoL-systémy. Prepisovanie nezavisi od kontextu, ale kazdy symbol mé svoje
pravidlo. Symbol nie je zavisly na kontexte, nezalezi, aky symbol je pred alebo za nim, kazdy ma

svoje pravidlo. Ak nema pravidlo, tak plati X - X.

Ten isty vysledny (kone¢ny) tvar vieme dosiahnut dvomi postupmi:
e Prepisovanie hran
e Prepisovanie uzlov

Prepisovanie hran

Rozsirenie Kochovej vlo¢ky o definovanie pravej a I'avej hrany. V korytnacej grafike, hrana je ¢iara

kreslena prikazom F.
Moze mat zadefinovany atribut orientacie (l'ava alebo prava). Lava Fl a prava Fr.
Prepisovanie uzlov

Zavadza do gramatiky uzly (objekty). Objekty oznacujeme negrafickymi znakmi (4, B, ...), ale nie
takymi, ktoré urcuju pohyb korytnacky [Fabi1].

Zatvorkové L-systémy
Rast stromov produkuje zlozité morfologické struktiry s bohatym vetvenim. Stromy tvoria osi, ktoré
mozu byt az n-tého stupna. Zaklad (koren) je os 0-tého stupna. Osi prvého stupna vychadzaja z

kmenu stromu. Vyssie stupne su osi vetiev.

Kazdé os ma svoju bazu a vrchol. Koreii je baza o-tého stupna

Osi sa skladaju zo segmentov.

Segmenty vznikaja jednym pohybom korytnacky. Segmenty na koreni sa nazyvaji priame (zvislo

zhora nadol). Segmenty na vedlajsich vetvach sa nazyvajt POSTRANNE/LATERALNE.
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Koncové segmenty sa nazyvaju apex a starSie internédium.

Bod vetvenia je uzol, z ktorého sa rozvetvuju osi.

Terminalny bod je uzol, ktory ukoncuje osi stromov.

Prvykrat Gravelius (1914) predstavil schému usporiadanych vetiev v osovych stromoch.

V roku 1983 MacDonald tato metédu presktimal spolu s d’al§Simi metdédami. Najzaujimavejsiu

metodu predstavil Horton (1945, 1952). Je to zaklad pre syntézu morfologie stromovych Struktar.

Korytnacia grafika bola modifikovana a rozsirena o zasobnik, kde prikaz [ oznacduje zaciatok a

prikaz | koniec.

Zasobnik zabezpecuje, Ze poloha sa vracia v opa¢nom poradi ako bola do zasobnika vloZen4 (obnovia

sa predchadzajice vetvenia).

Stochastické L-systémy

Predchadzajiice L-systémy generuju detaily identické, pretoze rastové gramatiky st deterministické.
Na nahradenie symbolu v stochastickom pripade je pouzitych viacero pravidiel. Kazdé takéto
pravidlo ma priradend pravdepodobnostntt hodnotu. Sticet pravdepodobnosti je 1. Tieto vlastnosti

L-systému sa nazyvaju stochastické.

Parametrické L-systémy
Doteraz sme hovorili len o L-systémoch, ktoré boli limitované na vytvaranie fraktalov. Stcasna
podobu parametrickych L-systémov predstavili Prusinkiewicz a Hanan v roku 1990. Tieto L-systémy

su rozsirenim prikazov o dalSie symboly:

I — parameter urcujuci hrabku ¢iary. Napriklad !(3), kde 3 je hrabka ¢iary. Ak vynechame zatvorky,

hrabka ¢iary sa znizi o 1.

" — parameter urcujuci farbu ciary. Index farby sa tiez zapisuje do okruhlych zatvoriek. Ak

vynechame zatvorky, index farby sa zvysi o 1.

Dalsie symboly boli pre otocenie a pohyb. Parametre sa zapisujti do okrthlych zatvoriek. V zapise st

dovolené aj realne cisla, premenné alebo aj sacet, rozdiel, sti¢in, podiel, mocnina.
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Kontextovo-senzitivne L-systémy

Vyssie uvedené L-systémy neboli z4vislé na kontexte. Nazyvali sme ich oL-systémy. DalSie L-
systémy mézu byt zavislé na kontexte, kde sa symbol nachadza. Vyuzitelné pri simulacii interakcie
medzi ¢astami rastliny.

Vetvenie stromov a rastlin modeluja nielen L-systémy, ale aj Systémy iterovanych funkeii
(IFS), ktoré sme uz spomenuli. Zakladnt knihu napisal Prusinkiewicz a Specidlne o virtualnej

vegetacii monografiu napisal Oliver Deussen.
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8 Stochastické fraktaly

Obrazok 8.1: Deterministicka kombinacia dvoch farebnych fotografii pésobi nahodne, no
v hornej Casti pravidelné ¢asti prezradzajii fasady domov (v talianskom meste).
Uspe$nym spojenim iteracii a strojovo generovanej nahodnosti vznikli algoritmy alebo ¢iastoéne
interaktivne postupy na tvorbu Sirokej skaly grafickych objektov od jednoduchej Sumovej funkcie po

proceduralne generované mesta a budovy danych §tylov.

Obrazok 8.2: Pozmenena Kochova krivka z vysledkov Google Search ,,Koch Curve Random*.
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Napriklad, Fournier, Fussel a Carpenter (1982) konstruuju fraktalne pohoria ,randomnym*“ delenim
povrchu. Na 1D vysvetlenie mozno nazerat ako na zovSeobecnenie Kochovej konstrukcie inym
smerom — stochastickym. Vynechajme na tGsecke prostrednu tretinu, ale bod nad nou prenechajme
generatoru nahodnych stradnic. Pripojme ho dvomi hranami a na rovnom teréne mame prvy
trojuholnikovy hrbolcek. To isté v priestore, kde nad stranami inicidlneho trojuholnika pridavame

nahodné vysky, pridané vyskové body dotriagulujeme.

Obrazok 8.3: Prva iteracia budiiceho virtualneho terénu.

Obrazok 8.4: Virtualne terény, priklady Paul Bourke. Ofarbenie podla kartografickej palety.

Vysku pridava saéin P (), funkcia, ktora determinuje rozsah perturbacie podl'a dizky a R (), ndhodna
premenna z intervalu (1,0). V realite vrch nevyzera ako invertované tdolie a na prostrednom

obrazku vidime multifraktal, hladina horského jazera ma ina fraktalnu dimenziu.

Na takéto generovanie mozno nazerat aj ako na pohyb bodov alebo terénu v ¢ase.Termodynamické
pohyby molekul objavil botanik R. Brown (1827), formalizovali ho Albert Einstein a Norbert Weiner.
Na modelovanie prirodnych objektov ho prvy raz pouzil B. Mandelbrot, ktory skamal, ako zistit ich

dimenziu. Tieto objekty nie s samopodobné, ale Statisticky samopodobné.
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9 Chaos & ¢udné atraktory

Teodria chaosu skima vlastnosti nelinearnych dynamickych systémov a vychadza z objavu, ktory
vysvetluje predtym nevysvetlitelné. Henri Poincaré (1854—1912) opisal deterministicky chaoticky
system. Niekedy je tazké vypocitat vlastnosti, lebo nastava privela nahlych nepredvidatelnych
zmien. Skiima sa spravanie sa iteracii, ¢o vedie na rieSenie diferencialnych rovnic. Do popularne;j
komunikacie prenikol z tejto tedrie obrazny pojem Efekt motylich kridel (Butterfly effect).
V prezentaciach Martina Samuelc¢ika mozno najst priklady, ktorych vizualizacie pripominaja hlavu
sovy alebo iné prirodné javy, kde uz pomerne jednoduchy predpis na zmenu stavu urcuje chaotické

spravanie sa systému. Lorenzov atraktor na Obr. 9.1 pripomina usporiadanie pierok okolo oc¢i sovy.

Obrazok 9.1. Na zdklade pozorovania prudenia a teploty kvapalin odvodil Lorenz systém

diferencialnych rovnic, jeden z tzv. ¢cudnych atraktorov.

Ako sme uz spomenuli, Heinz-Otto Peitgen a jeho kolegovia napisali takmer 900-stranova ucebnicu
Chaos and Fractals. Vyklad sa zacina I'ahkym avodom do fraktalov, no postupne vyzaduje
naro¢né pojmy a vedomosti z tedrie chaosu. Princip kauzality mé dve verzie, slab a silnti. Rovnaké
pri¢iny maju rovnaké désledky. Podobné pri¢iny maji podobné dosledky. V praxi vSak mozno
pozorovat, Ze silna verzia zadkona pricinnosti neplati. Podobné pri¢iny nemaja podobné ucinky,
mnohé procesy sa spravaju chaoticky, pocasie, kumulacia zaokruhlovacich chyb v zlozitejsich

vypoctoch... Prave predtym nevysvetliteIné spravanie sa istych vypoctov motivovalo ¢ast vyskumu.
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Tedria dynamickych systémov postupne objastiuje prvé kroky v porozumeni, pisSe Wolfgang
Strasser v jeho vyklade fraktalnej geometrie. Dynamicky systém pozostava z fazového priestoru
(mnoziny vSetkych moznych stavov) a pravidla, ako sa jeden stav meni na iny v ¢ase, dynamika
systému. Majme napr. spojitt funkciu f(x) a postupnost redlnych éisel x, f(x) , f(f(x))..., CiZe stavy
systému v ¢ase 0, 1, 2... Mnozina vSetkych stavov sa nazyva diskrétny dynamicky systém a stavy sa
mozu menit periodicky ako pre funkciu f(x) = -x (iba dva stavy pre nenulova poéiatoént hodnotu x)
alebo konvergovat k nejakému bodu alebo divergovat. Oblasti konvergencie pre komplexné funkcie

maju takisto ako fraktaly vlastnosti samopodobnosti a §kalovej invariancie.

V prilohe je prezentacia s uvedenim niektorych systémov diferencialnych rovnic a ilustraciami

dalSich.
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10 Jazyky matematik

V pracach slovenskych akademickych tvorivych timov metédy fraktalnej geometrie s tspechom

aplikovali aj na analyzu i na syntézu.

V ¢lankoch [BoGroga], [BoGrogb] a [BoGrio] Maria Bohdalova a Michal Gregus v intenciach

Mandelbrotovych spracovali fraktalnu analyzu vymennych kurzov vybranych mien.

Katarina Mészarosova vydala monografiu Fraktaly v krajinnej Struktare [Mesz11], kde

analyzuje pomocou fraktalnej dimenzie urbanne data, napr. mestské casti Bratislavy.

V oblasti syntézy sa najvyznamnejSou vedeckou pracou slovencine stala simulacia rastu lesa a na
Technickej univerzite vo Zvolene vysla v roku 2011 monografia s rozsahom 599 stran Marek
Fabrika a Hans Pretsch Analyza a modelovanie lesnych ekosystémov a ziskala aj najvyssie

ocenenie: vyro¢nd Cenu Literarneho fondu za vedeck literataru. Tato kniha je ako kniha prekrasna.

Pri aplikidciach matematiky a informatiky v hospodarskej praxi moézZe nastat neprijatelna
simplifikicia, ba az negovanie p6vodnych myslienok, na ¢o v relativne nedavnej minulosti poukazali
napr. Valent Zatko [Zatoo] a Jan CiZzmar [CiZz10] v savislosti s vykladom viacpohl'adovej geometrie
v knihach z aplikacii pocitacového videnia. Aplika¢ny vyskum vSak moZe prispiet inSpirativnym
dielom, ktoré sa odda si precitat kvoli dotiahnutosti metéd zo zakladnych kurzov do praktického
vyuzitia. Takou zakladnou metédou je Prusinkiewiczovo proceduralne modelovanie virtualnej
vegetacie pomocou L-systémov a jej dotiahnutie do virtualnej reality v prvej virtualnej jaskyni na
Slovensku, ktoré sa tyka lesnych ekosystémov. Pre pocitacovych grafikov a geometrov takéto
doupresnujuce dielo vyslo na Technickej univerzite vo Zvolene. Jeden z najcitovanejsSich clankov
v oblasti virtualnej vegetacie [ Deu9g8], dostupny na sieti, uvadza v§eobecnu architektiru systému na
modelovanie vegetacie a klasickt bibliografiu v poéte 66 poloZiek. Standardne sa pouziva autorsky
nastroj ako xfrog [Xfri13] a systematicky ucebnicovy vyklad v angli¢tine mozno najst v [Deuos],

existuje aj druhé anglické a nemecké vydanie.

Prvy autor monografie Analyza a modelovanie lesnych ekosystémov [Fab11] Marek Fabrika
patri ku Spicke mladsej slovenskej vedy, vedie Centrum excelentnosti Adaptivne lesné ekosystémy,
ziskal viaceré ocenenia i Humboldtovo Stipendium. Pritomné monografické dielo je vedeckym
vyvrcholenim jeho autorského zaujmu o lesnicku vedu, aplikovanti matematiku a na nej zalozené
pocitacové simulacie na analjzu a modelovanie lesa. Spoluautorom je eurépsky renomovany
nemecky profesor Hans Pretsch. Znac¢na cast vysledkov sa opiera o vyznamné inzinierske dielo
SIBYLA, o ktorom sa daja najst uz aj kapitoly v zahrani¢nych monografiach. Tento softverovy systém
doc. Fabriku a jeho timu slazi na simuléciu lesa a jeho vizualizaciu pomocou virtualnej reality. Autor

7 rokov po obhajeni svojej Cenou Wernera von Siemens ocenenej dizertacie vydal spolu so
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spoluautorom v danej oblasti viznamné dielo v slovencine, (v odhadovanom rozsahu spolu asi 100+
stran prispel spoluautor prof. Pretsch). Autori text po Predhovore a Uvode ¢lenia do desiatich ¢asti,
ktoré doplnajt Literatira (559-594) a Register (595-599). V desiatich kapitolach nasleduje
systematicky vyklad ekologickych, kybernetickych a biometrickych zdkladov modelovania, prehl'ad
teorie modelovania, modely dynamiky a met6dy empirického, Strukturdlneho a procesného
modelovania lesnych ekosystémov, vyklad met6d vizualizdcie a pocitacom podporovaného
modelovania lesa. Vyklad ide do trovne implementovatelnych podrobnosti, ¢ize casti knihy mo6zu
slazit aj uéebnicovo pre niektoré prislusné predmety na viacerych technickych univerzitach, nielen
na lesnickej. Text bohato ilustruju rddovo stovky obrazkov, tabuliek a schém, profesionalne

typograficky paradne upravenych.

Na tomto nanajvys aktualnom diele moze vyrast generacia mladych vedcov v danej oblasti. Ide podla
mojej mienky o ojedinely projekt fundamentalneho vyznamu, hoci pre relativne tzku skupinu
odbornikov na Slovensku a s mimoriadny vyznamom pre vzdelanie odbornikov na vychovu lesa,

jedného z nasich méla prirodnych a obnovitel'nych bohatstiev.

Ked sa zaoberame riesenim problémov redlneho sveta, zriedka sa vyhneme neurcitosti. Na
empirickej drovni sa kazdé meranie zatazuje chybou pristrojov, na kognitivnej arovni neurcitost
pochadza z vagnosti a nejednoznacnosti jazyka. Na psychologickej trovni na neurcitost vplyvaja
individualnost vnimania, vzdelanie... Napriek neurcitosti sa rozhodujeme a riesime problémy, aj
pomocou pocitacov. Vzniklo 5 teodrii, ktoré neurcitost meraja: klasicka teéria mnozin, teéria fuzzy
mnozin, tedria pravdepodobnosti, moZnosti a evidencie. Tri druhy neurcitosti sa vagnost
(fuzziness), nespecifickost (nonspecificity), rozpornost (strife). Posledné dve mozno oznacit ako
mnohoznac¢nost (ambiguity). Neurcitosti sa mézu pri simulacii lesného ekosystému kombinovat. Na
ich kontrolu v danej oblasti slazi jednak budovanie adekvatnej ontologie (datového modelu i
zjednocujuceho multidisciplindrneho jazyka, spoluautorom medzinarodnej normy je zhodou
okolnosti prave prof. Pretsch) a miestami netrividlny matematicky aparat na spracovanie
nasnimanych i modelom vygenerovanych dat. V knihe sa postupne buduje systematika i
hierarchicka teoéria, ktord umozni ¢o najpresnejSie aj informaticky a vizualiza¢ne reprezentovat
jednotlivé roly ¢i moduly expertného systému a napokon vo virtualnom svete simulatora SIBYLA
zrychlovat ¢as, ked’ze vedy o lese pracuju s procesmi, presahujticimi dizkou l'udsky Zivot. Samotné
stromy sa ako vetviace sa Struktiry modeluja Lindenmayerovymi systémami na opis morfologie

rozvetvenych geometrickych objektov, po ktorych sa Siria r6znorodé vnutrostromové signaly.

Vinak, z hl'adiska citatel'a z blizkej vednej oblasti, kompletnej knihe v§ak chyba vyobrazenie vSetkych

typov stromov podl'a znamej klasifikacie, autori uvadzaju ich ,eurépsku“ podmnozinu. Kompletni
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klasifikaciu cituje v prvej slovenskej dizertacii o virtudlnej vegetacii Katarina Smolenova

[Smo10].

Autori po mnohoro¢nom rozsiahlom vyskume preukazali vinimoént schopnost originalnej a
systematizujucej teoretickej i pedagogickej prace, ktord priniesla dielo jednak muadre a jednak

milnikové, ktoré este dlho bude prinasat aj d’alsie plody.

Nadhl'adovou publikaciou v slovencéine je dielo, ktorého témou je sila vlastnosti jazyka matematik.

Zamyslime sa nad knihou Ladislav Kvasz Jazyk a zmena.

Noam Chomsky, ,otec modernej linguistiky“, autor idey o univerzadlnej gramatike, vrodenej
schopnosti mozgu, ktora umoznuje dietatu sa naucit jazyk (inak by dieta nemohlo reflexivne prijimat
jazyk z akéhokol'vek komplexu dat, ktoré ho obklopuji) v knihe rozhovorov Mocenské systémy
(slovensky preklad Pavla Dinku, 2013) v ¢asti Nauka o objavovani, na s. 117 upresnuje, ze ,jazyk je
matematicky systém. Napriek tomu, zZe jazyk zasahuje do inych odborov, kapacity, o ktoré sa delime
a ktoré uplatiiujeme, sa zakladaji na matematickych procesoch, ktoré formuji nekonec¢ny stubor
hierarchicky strukturovanych vyjadreni“. Vrodena univerzalna gramatika za evolué¢ne kratky cas, asi
stotisic rokov, zhmotnuje zdroj l'udského kreativneho tsilia — jazyk. ,Jazyk bol hybnou pakou pri
rozvoji d’alSich I'udskych schopnosti... mozno predpokladat, Ze naSe aritmetické a zrejme aj moralne
schopnosti sa vyvijali porovnatelnycm sposobom, odvijajic sa od analytického matematického
mechanizmu, z ktorého vyrastol jazyk v celej svojej komplexnosti. A to v takej miere, Ze rozumieme
ostatnym zalezitostiam (ak ich nie je az tak vela), ktoré pouzivajui ten isty alebo podobny
matematicky mechanizmus® (s. 117-118). — V sticasnej vypoc¢tovej matematike sa naraba so Styrmi
univerzami: fyzikalny svet sa matematicky modeluje, matematicky model sa pocitacovo reprezentuje
a konkrétna implementacia redukuje reprezentujice pojmy ako realna aritmetika na ich konec¢né
diskretizacie, dané prislusnymi technickymi normami. Najvyssiu presnost, ak ju vieme merat, tak az
nulovi chybu v tychto Styroch univerzach dosahujeme v matematikach. Ilustrujme to na priklade

pojmu bod.

Bod je, ¢o nema Casti. Tato prva gramaticka veta Euklidovych Zakladov este matematicki definiciu
neposkytuje, no pragmaticky zavadza pojem, ktorého vyznam pomaha mysliet, idealizaciou pojmu
sa jeho predstava spresni. Matematicka definiciu bodu stradnicami jeho polohy vzhladom k
zacCiatku priniesol az Descartes, siradnice bodu bez Casti st castami nasho este presnejsieho
porozumenia. Tretim typom bodu v naSom mysleni sa stal bod imaginarny. Bod v realite ako miesto
zabodnutia kruzidla do papiera, jeho upresnenie siradnicami a bod, oznacujuaci prienik rovnobeziek,
vedd l'udsku predstavu k oznaéeniu miesta vo svete redlnom, upresneniu vo svete imaginarnom
a rozliSeniu bodov skonstruovatel'nych a neskonstruovatelnych. Neskonstruovatelna moze byt
iracionalna hodnota stiradnice samotnej alebo cely imaginarny bod. Mozeme si presne, presne tak
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ako ini matematici, mysliet body, na osi x bod 1, v rovine (7, ;t) alebo doplnenie euklidovske;j
priamky na model tzv. projektivnej priamky, ¢i nekone¢norozmerny bod Sobolevovho priestoru —

iba v matematickom modeli, najpresnejSom zo Styroch univerz.

V predchadzajacich riadkoch sme sa pokisili zachytit vyvoj vyznamov pojmu bod, od objavu
idedlneho sveta geometrie, starého asi 2600 rokov v mysli Pytagorovej cez Euklida a generacie inych
spoluautorov pojmov, metdd a otazok po dnesok, po bod, ako si ho individualne myslime tu a teraz.
Kvalitativhu zmenu obsahu pojmu mozno nazvat hoci ruptirou. S inou fenomenologiou, nie na
urovni obsahu pojmov, ale jazykov, ¢i nare¢i matematiky sa do analyzy jazykov matematik pustil
Ladislav Kvasz. Jeho celozivotny vyskumny program, ktory v roku 2008 zmaterializoval do knihy
Patterns of Change [Kvao8], korunovali cenou Fernanda Gila za rok 2011 a prémiou 125 tisic
euro. Rozsirent 60-stranova verziu prednasky z Lisabonu vydali v slovenéine pod nazvom Jazyk

a zmena, ako sme menili jazyk matematiky a ako jazyk matematiky zmenil nas.

Ak jazyk obsahuje matematicky systém a matematiky to, ¢o sa d4 naudit, aj vdaka vrodenym
schopnostiam mozgu, tak sa pri vahe nad Kvaszovym Stadiom ruptar predovSetkym prepaja
vizualne myslenie s logickym, podstatné mena na takomto premosteni oznac¢uju objekty, slovesa
naznacuja metddy, otazky indikuju Sestoraké mozné ostradnicovanie pre matematicky model...
Kvaszuz od svojej prvej SirSie dostupnej publikacie v slovencine, Vyvin jazyka v dejindch matematiky
(kapitola 2 v uéebnici Kapitoly z epistemologie III autorov Rybar a kol., UK Bratislava 1996),
rozliSuje osem typov jazykov, ktoré vznikli v dejinach matematiky, prechody medzi nimi znamenali
sedem vedeckych revolucii, Styri z nich predstavuju konstrukciu nového ikonického jazyka, tri novy

symbolicky jazyk.

Chronologicky sa symbolické a ikonické striedali nepar-par: elementarna aritmetika, synteticka
geometria, algebra, analyticka geometria, infinitezimalny pocet, iterativna geometria, predikatovy
pocet a tedria mnozin (vyvoj, ilustrovny ,cik=cak“ lomenou ¢iarkou znazornuje tabulka na s. 48).
Na takto Strukturovanom myslienkovom kultirnom dedicstve Ladislav Kvasz, inSpirovany Fregeho
statou Funktion und Begriff (Gottingen 1989), po rozsiahlych historickych analyzach, opisuje rozvoj
potencialit jazyka matematik. Fregeho pasaz bola podnetom k zavedeniu logickej sily jazyka a
vykladu dejin matematiky ako jej rastu. Celkovo autor v ocenenej knihe a texte prednasky skama

horeuvedena sedmicu ruptur (s. 14) cez:

»1. logick silu jazyka, ktora ukazuje, ako zlozité formuly je mozné v jazyku dokazat;

2. expresivnu silu jazyka, ktora ukazuje, ¢o nového, ¢o sa v predoslych stadiach vymykalo
vyjadreniu, teraz jazyk umoznuje vyjadrit;

3. metodicki silu jazyka, ktora ukazuje, aké nové metody je mozné v jazyku zaviest tam, kde na
predoslych stadiach existovala iba splet nestvisiacich trikov;

50



4. integrativnu silu jazyka, ktora ukazuje, ako jazyk umoziuje vidiet jednotu a poriadok tam, kde
na baze predoslého jazyka sa ukazovali len navzijom nestvisiace pripady;

5. explanatorickt silu jazyka, ktora ukazuje, ako novy jazyk umoznuje vysvetlit zlyhania jazyka,
ktoré boli na predoslom S$tadiu nepochopitelné;

6. konstitutivnu silu jazyka, ktora ukazuje, ako novy jazyk umoznuje prekrocit medze skuto¢nosti

danej v ramci predoslého jazyka a konstituovat radikalne novy druh objektov.

Je dolezité si uvedomit, Ze tieto aspekty st tiplne objektivne érty uréitého jazyka (napriklad jazyka
algebry). Nevztahuja sa na psycholdgiu objavu ¢i sociolégiu vedeckého spolocenstva. Nezavisle od
toho, ako bol jazyk objaveny a na aké tcely sa pouziva, to, ,aké tvrdenia je v nom mozné dokazat",
»aké vztahy je v nom mozné vyjadrit", ,,aké problémy umoznuje vyriesit" ¢i ,,aké stvislosti umoznuje
odhalit", je objektivnou vlastnostou samotného historicky existujaceho jazyka. Jazyk matematiky
ma svoje syntaktické a sémantické pravidla, a tieto pravidla jednoznacne urcuju, aka je odpoved na
uvedené otazky... (vynechal A.F.) Uvedenych Sest aspektov mozno nazvat potencialitami jazyka
matematiky, lebo predstavuju rézne smery, v ktorych jazyk rozsiruje nase kognitivne schopnosti.
Kvoli aplnosti treba poznamenat, Ze dve z tychto potencialit, metodicka a konstitutivna sila, nie st

diskutované v knihe Patterns of Change, a predstavuja tak dalsi krok v rozvoji prislusnej teorie®.

Inak povedané, v struc¢nej knihe v slovencine Ladislav Kvasz rozsiruje spravu o badani po dopisani
anglického diela. Chronotop skiimaného nehmotného kultirneho dedi¢stva sa na s. 11 zacéina
jednym z najstarsich matematickych textov, lohou o objeme kruhovej sypky v pocte meric, R42
z Rhindovho papyrusu (18. storocie p.n.l.) a konc¢i sa podl'a zoznamu literatary (34 poloziek) v roku
2011, ¢eskym prekladom Descartesovej Geometrie, spolu asi 38 storoci. Matematiky egyptské,
babylonské, grécke a dalSie postupne rozvijali jazyk pomocou zmien, povodne vyvolanych potrebami
praxe, neskor aj hlbokym studiom zakladov vedy. NajnovSou z geometrii, v diele spomenutych, je
geometria fraktalna, ktorej povod pripisuje na s. 50 Bolzanovi pod oznacenim iterativna.

Na Kvaszovu knihu mozno vztiahnut vyznam slov z Barnsleyho knihy Fractals Everywhere:
,Fraktdlna geometria sposobi, ze uvidite vSetko inak. Je nebezpecné citat dalej. Riskujete stratu
svojej detskej vizie oblakov, lesov, galaxii, listov, peria, kvetov, skal, vrchov, vodnych tokov,
kobercov, tehal a mnohého dalSieho. Vasa interpretacia tychto veci (javov) uz nikdy nebude ako
predtym.”

Kvaszov vyklad zmien jazyka matematik je podmanivy, vysoko fundovany a pravom medzinarodne
oceneny. Experimenty s vykladom tohto Strukturovania pri vyucovani pocitac¢ovej grafiky prijimali
Studujtci vysoko pozitivne. Na porovnanie rozdelenie dejin matematiky podla A. N. Kolmogorova

(pp. 758-765 in Skrasek a Tichy Zdklady aplikované matematiky. Praha: SNTL 1990).
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1. Matematika konstantnych veli¢in a geometrickych atvarov
2. Matematika premennych veli¢in a geometrickych transformécii
3. Matematika vSeobecnych kvantitativnych vztahov a priestorovych foriem

4. Matematika v dobe po druhej svetovej vojne

Kolmogorovovo c¢lenenie v prvych troch polozkach vyjadruje symbolické a ikonické
rozdelenie jazyka matematik, no oznacenie Stvrtej etapy by bolo vhodnejsie spojit s vypoétovou
technikou, bez ktorej by sa napr. nepodaril dokaz vety o Styroch farbach. Kvaszovo kritérium
clenenia by sa dalo priblizne charakterizovat ako vnatorné a proceduralne, v jazyku, hladajice
odpoved na otdku AKO?, kym Kolmogorovovo (prvé tri) ako vonkajsie a deklarativne, akentujace
objekty myslenia, odpovedajiice na otazku CO?, resp. v Stvrtej etape na otazku iného typu KEDY?
Samozrejme, pri vyklade historického kontextu pre dany predmet, mozno odhadnut, Ze
porozumeniu Studujtcich prospeje kombinacia oboch pristupov k vykladu dejin (jazyka) matematik.
Mozno diskutovat o vhodnosti Kvaszovho pojmu sila, ktory poukazuje na fyziku a meranie vel'kosti,
ide skor iba o vlastnosti jazyka matematik. Hodilo by sa definovat napr. stav veci, uviest viac, ked sa
na s. 48 k celoknihovej osmici znenazdajky prida deviata teoéria algoritmov, dala by sa
zvazit sociolingvisticka alternativa vyskumu. Nemozno vSak diskutovat o tspechu vyskumného
projektu prof. Kvasza, docenta filozofie a profesora matematiky. Jeho dielo nedosahuje predpisany
rozsah monografie, no mozno aj preto sa ho oplati ¢itat viackrat.

Zaujemcom o hlbSie poznanie Kvaszovho vyskumu alebo fraktalnej geometrie ostavaju dve
alternativy. Ostat pri slovencine a ¢itat na sieti dostupné texty, vybrané diplomovky, napr. Peter
Borovsky [Boroo], Elena Sikudova [Siko4], M. Steféek [Steo6], D. Végh [Vego2] a ¢lanky,
uverejnené v G, casopise pre geometriu a grafiku, kde sa sporadicky objavujua aj texty v slovencéine,

alebo sa, aj kvoli svojmu vlastnému poznavaniu naucdit primerane po anglicky.
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Zaver

Vyucujtci matematiky na zakladnej alebo strednej skole bez znalosti angli¢tiny by mali s pomocou
tohto kurzu kontinualneho vzdelavania ziskat moznost rozhodnut sa pre zapojenie vybranych tém
zo slovenského prekladu Prezentacie fraktalnej geometrie Cynthie Lanius alebo dalsich do

svojho osobnostného rastu, resp. portfolia alebo do praxe, napr. v matematickych krazkoch.

Pani profesorka Cynthia Lanius dostala viacero oceneni v oblasti publikovania a pouzivania
matematiky na webe. Z jej matematického portalu Mathematics Lessons sme sa najma v prvych
castiach vykladu zaoberali len jednou castou — fraktalmi [Lani5], ktora pri hl'adani cez Google
Search vychadza najvyssie. P6vodny analogicky projekt, ktory vo svojej autobiografii vyzdvihuje
Mandelbrot, nema v ponuke v roku 2015 porovnatelnti podporu, a preto sme autorku poziadali

o sthlas s poslovenéenim pre Moodle e-learning EmatikPlus, respektujac jej dizajn i didaktiku.

Tento portal sa zameriava na ziakov zakladnych a strednych §kol. Vybrali sme si ho preto, Ze nasou
cielovou skupinou st hlavne ucitelia takychto skol, ktorych méze inSpirovat pri vyucovani ziakov o

zakladoch fraktalnej geometrie, napriklad v matematickych krazkoch.

Fraktaly na stranke sa ¢lenia do troch kapitol. Autorka najskor motivuje, preco sa vébec zaoberat

touto castou matematiky.

V druhej kapitole Cynthia Lanius opisuje tvorbu fraktalov zabavnym $tylom, najskor vysvetl'uje ako
sa vytvara, potom na priklade si to mézu ziaci vyskusat. KedZe deti st hravé, je to vel'mi motivujtce
sa takychto hodin/krazkov zacéastnovat (Skola hrou).

Jeden z jej prikladov: Podme si z papiera vytvorit fraktal, kazdy si vystrihne trojuholnik a
urobi zopar iteracii, teda vystrihne vnutri mensi trojuholnik, podl'a danych pravidiel. Nakoniec méze

cela trieda ziakov pospaja vytvorené trojuholniky a uvidia, ako to na vytlacenej teselacii funguje.

53



KedZe pre dant vekovi skupinu Studujucich st kognitivne dostupné len zaklady geometrie
fraktalov, venuje sa len didakticky najvhodnejsim grafickym objektom, napriklad Sierpinského
trojuholnik, Kochova vlocka a pod. V tretej kapitole pani autorka vysvetluje vlastnosti fraktalov,

takisto najma volbou ¢o najzabavnejsich prikladov.

Inak povedané, spaja Komenského skolu hrou s Mandelbrotovym objavom fraktalnej geometrie, o
v podtexte vedie na motivaciu programovat. Jej pristup na najvyssej hierarchickej tirovni signalizuja

uz nazvy podkapitoliek.

1. Preco studovat fraktaly

2. Fraktal rastie zlozitejSie

3. Jursky park, fraktal

4. Koneéna plocha

5. Zlomkova dimenzia

6. Nekonecny obvod

7. Naozaj prvy krok!

8. Iterativna tvorba verzie pre tla¢

9. Matematické otazky nad Sierpinského trojuholnikom
10. Samopodobnost

11. Sierpinski a Pascal sa stretli!

12. Sierpinski a Pascal sa stretli este raz!!!
13. Anti -Kochova snehova vlocka

14. Sierpinského trojuholnik este raz

Didakticky pristup v diele prof. Lanius mozno najst v angli¢tine v originale [Lan15], t.j. LANIUS, C.

2009. Fractals. [Online] http://math.rice.edu/~lanius/frac/. Slovensky preklad so zachovanim

povodného dizajnu vytvorila pre vyucbu v kazdom dalSom semestri na portali E-MatikPlus
SPRLAKOVA, V. http://elearn.ematik.fmph.uniba.sk/course/view.php?id=285. Toto dielo sa $iri

volne.

Dakujeme obom oponentom dr. MészaroSovej aj prof. GreguSovi za cenné vylep$enia vykladu

i grantovej agenttire KEGA za podporu projektu EmatikPlus.

Dufame, Ze pomocou vhodnej kombinacie myslienok pre deti a svojho autorského vykladu sa podari

vyucujicim na skolach pontaknut viac o¢arenia matematikou aj d’alSej generacii.
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Prekladovy slovnik ku geometrii fraktalov (EN-SK)

area
Cantor dust
circle
coastline
complicated geometric
contain
corner

cube

depth
dimension
direction
doubling
enclose
equilateral
fern

figure

figure out
finite

flip

formula
fractal

fractal geometry
grab
gridpaper
height
hexagon

in the center
infinite
investigate
iteration
length

line

line segment
mearurement
measure
midpoint

odd

outline
paper-fold
Pascal’s triangle
path

pattern
perimeter
plane

point

plocha

Cantorov prach
kruh

Ciara pobrezia
zloZity geometricky Utvar
obsahovat

roh

kocka

hibka

dimenzia, rozmer
smer
zdvojndsobenie
uzatvarat
rovnostranny
paprad’

Utvar

prist na

konecny

prevratit

vzorec

fraktal

fraktadlna geometria
chytit

mriezkovany papier
vyska

Sestuholnik

v strede
nekonecny

vysetrit

iteracia

dizka

priamka

usecka

meranie

merat

stredny bod
neparne

obrys

zloZenie (skladanie)papiera
Pascalov trojuholnik
draha, cesta

vzor

obvod

rovina

bod
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power
proportion
rectangle
rotate

rule
self-similarity
shape
Sierpinski triangle
snowflake
square
trapezoid
triangle
tripling

turn

unit

way

width

zoom

mocnina

pomer

obdlZnik

otodit

pravidlo
samo-podobnost
tvar
Sierpinského trojuholnik
vlocka

Stvorec
lichobeznik
trojuholnik
strojndsobenie
zakruta

jednotka

sposob

Sirka

priblizit
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Prezentacie
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Cast 1 : Uvod & Histéria

* Fraktaly

Cast’ 1 : Uvod & Historia

Martin Samuelcik, samuelcik@sccg.sk, preklad: Andrej Ferko, 2015
14, Department of Applied Informatics, FMFI UK

Klasicka geometria

= Pravidelné objekty

= Usecka, kruh, $tvorec, hladké krivky
= Kuzel'osecky, hladké plochy

= Tazko nimi opisat’ prirodniny

= Jednoduché na skalovanie i %
S w0

oo £§

........ parnols
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* “Prirodna” geometria

= Nepravideln€, fragmentované objekty,
tvary

= Vovnutri chaos

= Vzhl'ad pekny, I'Gbezny, uteSeny

= Tazko opisatelné

= Pobrezia, stromy, oblaky...

= Proces vytvarania — opakované “operacie”
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i Brownov pohyb

= Robert Brown — Skotsky botanik

= Nahodny pohyb malej Ciastocky (zrnka
pelu) na kvapaline alebo v plyne

i Brownov pohyb 2

= Jean Perrin

= Pokus zmerat’ rychlost, ktora je
derivaciou pohybu polohy castice

= ,, S@ pohybuje co najdivokejsim
sposobom vo velkosti a smere, a nema
tendenciu sa ohranicit™

= 'priroda obsahuje aj nediferencovate/née
aj diferencovatelne procesy”
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i Brownov pohyb 3

i Matematické obludy

= Nediferencovatel'né funkcie

= Zaciatok 20. storocia

= Zalostné zlo, patologické monstrum
= Karl Weierstrass ?

4

Tl = ibn o3 (cznm)
n=1

oo
R =T -]
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* Matematicke obludy 2

= David Hilbert
= Krivka vypifia plochu

IE==10
[y |
[T =11

mrm
Enliinnlinnilins

=
] (N ]
(| [N
|-
=
—
N [ N I

* Di¥ka pobreZia

= Akd je dizka pobreZia?
= L.F. Richardson — Korzika
= B. Mandelbrot — V. Britania

= Spain-Portugal: 987-1214 km &5/l

= Holandsko-Belgicko: 380-449 km
= 1cm:100km — 1cm:1km
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:_L Richardsonova metdda

= Dané pravitko s konstantnou diZkou
= Meranie dizky pomocou pravitka

= Pouzitim menSieho pravitka dostaneme
podrobnejSie meranie

= Di¥ka narastd (so skracovanim kroku)
= Nekonecna dlzka?
= NemozZno merat’ presne

:_L Richardsonova dizka

Merajuc dizku pobreZia Korziky

L(s) = Hs1P, N(s)sP = H

L(s) — dizka pobreZia merana pravitkom
dizky s

H — konstanta

s — dizka pravitka

D — konstanta (Richardsonova)

N (s) — pocet kuskov
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i Richardsonova dizka 2

= Graf log/log
= Mandelbrot: log[L(s)] = (1-D)log(s) + b

4.5

. Australia

B / Log{L(sh=-13Logsi+14

a4 b EE:_:__'ET'::E R

- South Africa
Log(L{sh)=-04Logs}+3.8

Leg(L(s))

Log/L{sl=-12Log(s}+3.7
—Great Britain
Log{L{st=-24Log(si+3.7

1 1 1 hm@l
m o« & = = LogLis=12logsial

Logis)

Dizka krivky

= Krivka aproximovana otvorenym polygénom
Limitne do nekonecna
Dizka danej spojitej krivky:

L(f) =j\/1+[f'(t)]2dt

Co ak funkcia nema derivaciu?
Co ak to nie je presna funkcia?
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i Topologicka dimenzia

D=2 D=3

= Celé kladné Cislo

= F. Hausdorff

= L. E. J. Brouwer _ _,

Fraktalna dimenzia

= Zalozena na Hausdorff-Besicovitchovej
(H-B) dimenzii v metrickom priestore

= §— Skalovaci faktor
= N(s) — pocet pokryvajucich mnozin so
skalovacim faktorom s

N(s)~s® for s— 0"
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i Fraktalna dimenzia 2

= Necelociselna H-B dimenzia = fraktalna
dimenzia

= Niekedy t'azko vypocitat’ analyticky
= Statistické metody

= Clipper method, box counting method,
mass-radius method

:_L Dimenzia samopodobnosti

= Vhodna pre samopodobné fraktaly
= 'ahko sa pocita
= Analytické vyjadrenie

= Vzorec o jog L(s)
log(1/s)
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i Box counting method

= Rozdelit’ meranu oblast’ do mriezky
= Pocet obsahujlicich obdiZnikov (box)

= Viacero merani s roznymi vel'kostami
obdlznikov, obsahujucich mnozinu

= Vytvorit’ graf log N(s)/log(1/s)
= Sklon (smernica) aproximujucej priamky
je fraktalna dimenzia

i Box counting method 2

-4 -3 -2
log(1 / block size)
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i Fraktal - definicia

= Benoit Mandelbrot

= Fraktalna dimenzia > topologicka
dimenzia

= Iné definicie
= Zalozené na vlastnostiach fraktalov
= Fractus = zlomit’, nepravidelne

:L Fraktaly - vlastnosti

= Samopodobnost, Self-affinity

= Deterministické

= Nedeterministické

= RozSiruju Euklidovu geometriu, iteracie

= Nekonecno

= Nezavislost' na mierke

= Modelovanie, aproximacia prirodnych objektov
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* Kochova krivka

= Niels Fabian Helge von Koch

= Iniciator: Usecka E
= Generator: 4 Usecky

= Algoritmus: v E;; nahradit’ kazdu
useCku generatormi zostroji E;

= Kochova krivka:
K=lim_ __E

n

$ Kochova krivka 2
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i Kochova krivka 3
= DiZka K: L(E,) =1
4
L(E) = |

4
L(E;) = 5 L(E; ,)

L(E,) :G] |

L(K) =

:_h Kochova krivka 4

= Dimenzia samopodobnosti — I'ahky vypocet
V kazdom (i-tom) kroku s = 1/3i, N(s)=4
D=log N(s)/log(1/s)=log 4/log 3

D = 1,261859....

Statisticky sa blii k tejto hodnote

Viac ako krivka, menej nez rovina

Dimenzionalne: Kochova krivka K = pobrezie
Korziky, Ci pobrezie Velkej Britanie
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i Kochova snehova viocka

= Plocha vnutra

vlocky: il
] j";%v'}g_m:"'e j} cjﬁ:(iwﬁag-(\b‘év_l"{_
2 \/ 3 2 fz:}" ; IAE
S=——a =
5
¢ v
;_;’1,.;’ s 'c,}
= Nekonecnd hranica M} - [
. ) ) i) e
= Nulova plocha krivky = 0
v 14 v 7 - v%j-\.\\_\ Hﬂmr‘}
= Konecna cast’ roviny

i Zovseobecnena Kochova krivka

= Mozno generovat’ krivky roznych
dimenzii

= Novy parameter a

= Pre g = 60° Standardna Kochova krivka

= Dimenzia:
log 4

B log( 2 +2*cos @)
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Fraktalni
geometrie
principy a aplikace

i Literat(ira e

\H(‘H‘\.l:‘l -IIS~\R‘§.;1.H
FRACTALS
’ ’ ‘ EVERYWHERE
Chaos and Fractals

New Frontiers of Science pe

i Videa

= Hunting the Hidden Dimension
» http://www.youtube.com/watch?v=ZbK92b

RW2IQ
= Clouds Are Not Spheres
= http://www.youtube.com/watch?v=Y9CFZb

gJ94I
= Fractals - The Colors Of Infinity

= http://www.youtube.com/watch?v=Lk6QU
94xAb8
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:_L Koniec

Koniec Casti 1

Slovensky preklad anglického originalu pre projekt KEGA
"Ematik+, Kontinualne vzdelavanie ucitelov matematiky"
(KEGA 094UK-4/2013), FMFI UK 2015
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Cast 2 : Viac klasickych fraktalov

* Fraktaly

Cast’ 2 : Historia & Klasické fraktaly

Martin Samuel¢ik, samuelcik@sccg.sk, preklad: Veronika Sprldkovd, 2015
Department of Applied Informatics

i Samo-podobnost’

= Podobné transformacie
= Desatinné Cisla
= Geometrické rady

= Transformacia z Casti objektu do celého
objektu

= Statisticka samo-podobnost’
= RozSirené afinné transformacie
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i Klasické fraktaly

= Deterministické

= Samo-podobné

= Viac ako 100 rokov staré
= Dobré pre modelovanie

= Najhorsie aproximovanie prirodnych
objektov

= Obludy (mathematic monsters)

i Cantorova mnozina (CM)

= Georg Cantor, tedria mnozin

= Iniciator

= Generator

= Zaklad pre modely inych fraktalov
= Chaotické dynamické systémy
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i Cantorova mnozina 2

i Triadicka konverzia CM

= Triadické cCisla

s XV [0,1]
s X = a,*314+a,%32+a5*33+...
| a|=0,1,2

= Triadické rozsirenia neobsahuju ‘1’
= RieSenia systému
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i Vlastnosti CM

= Koncové body intervalu su ¢astou CM
= Kardinalita je rovna k. intervalu [0,1]:
= Nespocitatel'nd

= Dizka 0

= D=log(2)/log(3)

= D=0,6309

i Sierpinskeho trojuholnik

= Waclaw Sierpinski
= Mesacny krater nesie jeho meno
= Definicia z bodov, oblasti
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Sierpinskeho trojuholnik 2

= D=log(3)/log(2)
= DiIZka hranice = nekonecno
= Oblast’ (celkovo je 0)

= RieSenie systému (L,R,T)

i Sierpinskeho trojuholnik 3

- InStalacia Paul Bourke, galéria fraktalov
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Sierpinského koberec

= Prerozdelenie stvorca

= D=log(8)/log(3)
= Oblast' =0

LSierpinski® v 3D

= ZaloZzené na stvorstene, ihlane
= D=2, D=log(5)/log(2)
= Objem =0
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LSierpinski® v 3D

= Mengerova Spongia
= D=log(20)/log(3) = 2.7268
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Pascalov trojuholnik

= 1303 Cina, 1527 Eurdpa
= Blaise Pascal (17. storocie)
= Binomické koeficienty

828156170561 28] 8 ]
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i Pascalov trojuholnik ako fraktal

= Farbenie s modulom 2
= Iné moduly
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i Priestor, vypifhany krivkami

= Peano, Hilbert

= Zig-zag

= ZovSeobecneny Koch

= “Zvlastne” “krivky”

= Topologicka dimenzia: 1
= Fraktalna: 2

i Peanova krivka

= Giuseppe Peano

= Podobna Kochovej
= D=log(9)/log(3)=2
= Dizka = 3k
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i Viac Peanovych kriviek

O
)

[« Vo NaVoNaVs)
»
538
sXa
S

o
la
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la
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C
Q
as
C
Q
C

bad

i Hilbertova krivka

= Nejednoduchy generator

L]
]
mlm

S N

o o
L_I | | [ |
(|

_|
|
T
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i Rozklad Hilbertovou krivkou

= Z0o Sedotdnov do Cierno-biela

= Kazdy pixel obsahuje Hilbertovu krivku
= Pocitanie chyb

= Chyba v d'alSom pixeli

i Zovseobecnena Kochova krivka

= Preg=900

= Seba pretinajlca

= D =log(4)/log(2)=2
= Vypifianie trojuholnika
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& Pytagorické stromy

= ZaloZzené na Pytagorovej vete
= M6zu byt zovSeobecnené

Koniec Casti 2

Slovensky preklad anglického originalu pre projekt KEGA
"Ematik+, Kontinudlne vzdelavanie ucitelov matematiky"
(KEGA 094UK-4/2013), FMFI UK 2015
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Cast 3 : Matematické zaklady

* Fraktaly

Cast’ 3 : Matematické zaklady

Martin Samueléik, samuelcik@sccg.sk, preklad: Veronika S'prldkovd, 2015
Department of Applied Informatics

i Priestor

= Priestor = mnozZina

= Je vzt'ah medzi prvkami tejto mnoziny?
= Topoldgia = ako

= Geometria = kde

= Vzt'ah = funkcia dvoch argumentov =
metrika
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:_h Metricky priestor

= X — mnozina (priestor)

md: XXX->R

= d(X,y) = d(y,x) (symetria)

= d(x,y) >=0

sd(xy) =0<=>x=y

= d(X,y) <= d(x,z) + d(y,z)
(trojuholnikova nerovnost)

i Metrickeé priestory

= (X,d) — metricky priestor
= Otvorena gula:

B(x, r) ={yvX:d(xy) <r}
= Kruznica:

C(x, r) ={yvX:dXxy) =r}
= I = polomer
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i Metrické priestory — priklady

= Trividlny: d(x,y)=0, ak x=y inak 1
= (R d); d(x,y) = [x-y|

= Euklidovsky priestor (R,,d)

= Manhattansky (R,,d,)

= RozSireny (R,d,)

= Sféricky priestor

i Rozsirené priestory

= Topologicky priestor

= Vektorovy priestor — vektorovy sucet,
skalarny sucin

= Hilbertov priestor — vektorovy priestor
so skalarnym sucinom

= Banachov priestor — vektorovy priestor
S normou

= Hausdorffov priestor
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i Limity

= Konvergentna postupnost’ x, ma limitu s

= Pre £>0 existuje N>0 take, ze d(x,,X)<E,
pre kazdé n>N

= Zapis:

= Cauchyho postupnost’: Pre €>0 existuje
N>0 také, Ze d(x,,X,)<€, pre kazdé n,m>N

= Cauchy => zistime konvergenciu bez limity

i Uplnost’ & kompaktnost’

= Uplny priestor: ak kazd& Cauchyovska
postupnost’ ma limitu v priestore X

= Kompaktna mnozina: z I'ubovol'nej postupnosti
S sa da vybrat’ podpostupnost, aby -> x € S

= Limitny bod: limita postupnosti
= Uplna mnozina: S = limitné body

= Uzavreta mnozina: S obsahuje vSetky limity
bodov
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Uplnost’ & kompaktnost’ 2

= Kompaktné <=> je ohranicené a
uzavreté

= Cantorova mnozina je Uplna

= Mnozina racionalnych Cisel je neuplna,
ale kompaktna

= Euklidovsky priestor s metrikou je Uplny

i DalSie metriky

V Uplnych metrickych priestoroch
d(x,A) = inf{d(x,y);y v A}, A je mnoZina
? d(A,B) = sup{d(x,B);x v A}
d(A,B) <> d(B,A) — nieje metrika
RieSenie: Hausdorffova metrika

h(A,B) = max{d(A,B),d(B,A)}
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:_h Hausdoffovsky priestor

X — Uplny metricky priestor

H(X) —-mnozina vSetkych neprazdnych
kompaktnych podmnozin z X

= "Podmnozina mnoziny vSetkych podmnozin”
Potrebujeme metriku pre kompaktnost’
(H(X),h) —Hausdorffovsky priestor

:_h Hausdoffovsky priestor 2

= h(A,B) je mala pre podobné mnoziny

s Ae={x | d(x,y) < € pre nejaké y v A} —
g-okolie

= h(A,B) = inf{ €| Ain B.&B v A}

= Ak A,B st dva body => h(A,B)=d(A,B)
= Fraktaly “Zijt” v (H(X),h)
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i Hausdoffovska miera

= diam(A) = sup{d(x,y);x,y in U}
= Otvorené pokrytie A:
= S-rozmerna Hausdorffova miera:

= MdZe byt’ pouzity pre dizku krivky, plochy
povrchu, ...

i Hausdorffova dimenzia

= Pre 'ubovol'nd mnozinu A existuje Cislo D(A)

= Pre s<D(A) je miera nekonecno

= Pre s>D(A) je miera 0

= D(A) —Hausdorffova dimenzia

= D(A) m6ze byt nekonecno, 0, l'ubovol'né
kladné realne Cislo
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:_L Transformacie

= V metrickom priestore X

= Transformacia na X je funkcia f: X -> X

= Ak S je podmnozina X, f(S)={f(x) | x v S}
= Dopredné iteracie x,f(x),f(f(x)),..,f(x),..

= Orbita, nekonecny proces

= Musime merat’ transformacie

i Transformacie 2

= Afinné: zachovanie kolinearity a pomery
vzdialenosti — Skalovanie, posunutie,
rotacia, skosenie

= Afinné: F(x)=Ax+b
= Polynomické
= Mobiove, racionalne lomené
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i Kontraktivha trasformacia

= Kontrakcia: |f(x)-f(y)]|<=C|x-y| pre kazdé
X,y vV X

= Cv<0,1)

= C zavisi na metrike

= Kontraktivnost’ (C < 1), expanzia (C > 1),
symmetria (C = 1)

= Spojitost’

i Veta o pevhom bode

= Banach

= (X,d) Uplny metricky priestor

= f — kontraktivne

= Existuje jediny pevny bod x;: f(x¢)=xX;

= Pre kazdé x v X postupnost’ {f"(x)}
konverguje ku X
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:_h Veta o pevnom bode 2

= Jednoduchy dokaz

= Predpisana vzdialenost’' s danym n
= Zaklad pre mnoho fraktalov

= ZovSeobecnené pre mnoziny

= DalSie vety o pevnom bode

:_h Transformacie v HS

m f(B) = {f(x) : x v B}, pre B v H(X)
= Ak f je kontraktivne v X, potom je aj v H(X)
= Kontrakcie {f;, f,, ...,fy} s faktormi
{S1, Sys -++/SNJ-
= W: H(X) -> H(X)
= W je kontrakcia s faktorom
S = Max {Sy, Sy, ---,Sn}

98



i Koniec

Koniec Casti 3

Slovensky preklad anglického originalu pre projekt KEGA
"Ematik+, Kontinudlne vzdelavanie ucitelov matematiky"
(KEGA 094UK-4/2013), FMFI UK 2015
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Cast 4 : IFS (Iterované systémy funkcif)

Fraktaly

Cast’ 4 : IFS

Martin Samueléik, samuelcik@sccg.sk, preklad: Veronika Spridkovd, 2015
Department of Applied Informatics

i Transformacie v HS

= Kontrakcie {f;, f,, ...,fy} s faktormi

{S1, Sys -+/SnJ-
= W: H(X) -> H(X)

= W je kontrakcia

= W ma pevny bod v H(X)
= Pevny bod = neprazdna kompaktna mnozina
= Atraktor, nemenny
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i IFS (Iterované systémy funkcii)

= Uplny metricky priestor (X,d)

= KoneCna mnozina s kontrakciami f,,...,fy
s kontraktivhymi faktormi s, ...,Sy

w Zapis (X,f,...,f\)

= Hutchinsonov operator W

= Kontraktivny faktor s = max {s,,...,S\}

:_LIFSZ

= Systém iterovanych funkcii

= Deterministicky fraktal

= Jednoduchy popis atraktorom

= Viacnasobné znizovanie kopirovania
= Atraktor je limita doprednych iteracii
= Nezavisi na pociatoCnej mnozine
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i IFS — vypocet atraktorov

= Deterministicky & stochasticky algoritmus
= Deterministicky:
= Bv H(X)
= Pre n = 1 do nekonecna
Wn(B) = W(W"1(B))
Vymazeme Wn1, vykreslime Wn
= MOZe byt pocitany adaptivne

:_h Dimenzia IFS atraktora

= V jednoduchom pripade

= f(A) a fi(A) su disjunktné pre atraktor A a
i <> j, to znamena, ze sa neprekryvajl

= f, sU kontraktivne s rovnakym faktorom c

= D =log(N) / log(1/c)

;"D +....+s5\""D=1
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i Afinné transformacie

mYy= AXx + b

A sa sklada z otoCenia, Skalovania

b reprezentuje posunutie
Potrebujeme 3 body na urcéenie
Pevny bod

Kontraktivne: a2+ c2< 1, b2+ d?< 1,

a’+ b+ ¢+ d?< 1 + (ad -cb)?

l.h Klasické fraktaly ako IFS

= Cantorova mnozina

= fy = [(1/3)%%,(1/3)*y

= f, = [(1/3)*x + 2/3,(1/3)*Y]

= Atraktor = Cantorova mnozina

Initial
Image

cert’  Stept  ——  —— ¢

e o= o Step 2 —_ - — — G
- Step 3
- Step 4 P . e G
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i Kochova krivka ako IFS

0333 0
A= 0.333]"
Scale by r

0167 0288 0333
falx) = X+

02898 01867 0
Scale by r, rotation by 60

3 = | osg n1s7* " |n2se
Scale by v, rotation by - 60°

0,187 D.EBQ] [EI.SEIEI]
X+

fald =10 e 0
Scale by »

033 0 ] [D.EG?]
X +

i Sierpinskeho trojuholnik, IFS

& L

Initial image Stage 1

h
£ TN |
¢ ENLRAUED |
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i DalSie IFS priklady

$ Chaos game

= Stochasticky algoritmus pre vypocet
atraktora

= Pouzivanie nahodnosti

= Riadené s pravdepodobnostou

= Atraktor sa m6Ze objavit’ rychlejSie
= Praca iba s bodmi
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i Chaos game v trojuholniku

= Dané su 3 body A, B, C

= Pravdepodobnosti bodov p4,p,,ps

= Pociatocny bod z, z roviny

= V kroku i vyberieme nahodne bod z A,B,C
s danou pravdepodobnost'ou

= Urobime stred od vybraného bodu a z

= Toto je bod z,,

$ Chaos game v trojuholniku
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i Chaos game vSeobecne

= Dany IFS

= Dané su pravdepodobnosti pre kazdu
kontrakciu v IFS -p;,...,py; P1t+-.-+py= 1

= Vyberieme pociatoCny bod z,
= Vi-tom kroku vyberieme jednu kontrakciu w;
= Zy= Wi(Z)
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:_L Preco to funguje?

= M6zeme mat’ Ay= {z,}
= V k-tom kroku: N, bodov

= Chaos game produkuje iba jeden z
tychto bodov; z, v A,

= Takze z, je stale v blizkosti atraktora

:_L Systém rieseni

= Po k iteraciach mame nejaky bod

= RieSenie: s,s,...5; ;v {1,2,...,N}

= V j-tom kroku vyberieme j-tu kontrakciu, s;
= Bod v atraktore = nekonecné riesenie

= V IFS mame v k-tom kroku k dispozicii
vSetky rieSenia, v Chaos game mame jedno
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:_h Generovanie atraktora

= Dany bod P z atraktora
= Pre nejaké Cislo m, bod s;...s,, je € blizko P

= Ak nejaky bod S obsahuje postupnost’
S,...Sy,, potom je € blizko P

= Taka postupnost’ bude existovat’

;W{/ber dobrych pravdepodobnosti

= M6zu byt dané
= Kazda pravdepodobnost’ je 1/N
= Heuristické metody:

= Adaptivne metddy
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i Chaos game & IFS
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i Koniec

Koniec Casti 4

Slovensky preklad anglického originalu pre projekt KEGA
"Ematik+, Kontinudlne vzdelavanie ucitel'ov matematiky"
(KEGA 094UK-4/2013), FMFI UK 2015
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Cast 5 : Fraktalna kompresia

* Fraktaly

Cast' 5 : Fraktalna kompresia

Martin Samuelcik, samuelcik@sccg.sk, preklad: Andrej Ferko, 2015
Department of Applied Informatics

$ IFS (Iterovany systém funkcii)

Av4

Initial Image
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:_h Aplikacie IFS

= Modelovat’ prirodné objekty

= Simulovat’ prirodné procesy

= Inverzny problém

= Rekonstrukcia objektov

= Fraktalna interpolacia

= Kompresia a kddovanie obrazu

i Kddovanie IFS

= Nech dany fraktal = atraktor IFS
= L'ahunky opis obrazu (tri matice)
= Perfektné zakodovanie

= Nezavisi od mierky

= Dokonala kompresia:

= Zlozity tvar <-> malinko bitov
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:_L Zovseobecnenie

= Co tak tento pristup na kazdy obraz?
= Vhodna kompresia

= Stadi najst’ v obraze podobnosti

= Treba dosiahnut’ obraz ako atraktor
= Alebo jeho slusnd aproximaciu

= Progresivne predvedenie (iteracii)
obrazu

i Obraz (image)

= Matica pixlov — v diskrétnom priestore
= Konecna rozliSovacia schopnost’

= ZovSeobecneny obraz pre IFS

= I(x,y) v intervale <0,1>, x,y € <0,1>
= Nekonecna rozliSovacia schopnost’

= Potom patri do H(X)
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:_h Vzdialenost’ dvoch obrazov

= Porovnat’ 2 obrazy

= Definujuc kontraktivne zobrazenie

= Zakladna metrika
u SLIpx,y € <0,1>| f(x,y) - g(X’y) |

= Najmensie stvorce (Least square metric)
= Nech a, aj b, oznacuju intenzity 2 obrazov
= Minimalizacia R n
« Rje vzdialenost R=D.(sa +0-b,)’

i=1

i Kompresia obrazov

= V diskrétnom priestore (pixel space)

= Ulozit’ pixle a pouzit’ kompresiu dat

= Pamatat’ koeficienty transformacii, DCT
= Napospol v diskrétnom priestore

= Napr. formaty Jpeg, Gif, Png, Bmp...
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:_h Veta o kolazi, Collage theorem

= (X,d) Uplny metricky priestor
s LeHX),e>0
= IFS {X/f,..../n} s faktorom kontrakcie s

hL, Y f.(L)<¢

&

= Potom h(L.x,) < 1-s)
= kde x,, = atraktor IFS {X/f,..../\}

:_h Veta o kolazi 2

= Ak pokryjeme presne L zjednotenim
jeho afinnych kopii, potom atraktor IFS
sa bliZi k L so zarucenou presnostou

= Na mensie ¢ treba viac zobrazeni f,

= Efektivha reprezentacia predpoklada, ze
transformacie pokryju L a po dvojiciach
nemaju zZiadny prienik
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i Vylepsenie IFS

[ ] fl Di -> Ri’ l:],,N
x) (a; by 0)x e N

fi:|(y)|:|(ci d, 0W||(y)|+|(fi)| YRi=I;Riij=0,i¢j
)0 0 s)z) lo) =

" fi(l):fi(x1y1|(xiy))

= §;,0; — kontrast, jas

= f. je zUzené na D,

= Podrozdelené IFS (Partitioned IFS, PIFS)

i Transformacie
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i Fraktalna kompresia

= Michael Barnsley
= Podlieha patentu/copyright &
= Perfektné <-> nepouzit'!!!
= Treba optimalizovat’

= Rapidne vylepsené

= Dnes? Nepouziva sa

i Fraktaly kontra/verzus Pixle
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:_L Kddovanie

= Teraz Uloha: pre dany obraz treba najst’
vylepseny IFS {X, f, ..., f}

= Kolaz W(l) by sa mala vel'mi blizit' obrazu
L~1 =W(I')~W(I)

= Minimalna hodnota h(lI N R, f, (1))

= Treba najst’ D, R, s;, 0;

= Ulozit’' iba tieto hodnoty, t.j. kddovanie

i Dekddovanie

= Mame IFS, t.j. kddovanie
= Mozno Startovat’ s akymkol'vek obrazom
= Malo by mat’ dekddovanie vela krokov

= Pomocou deterministického alebo
stochastického algoritmu

= Bez pixelizacie = detail na danej Skale
= Potreba dekddovat’ cely obraz, nie Casti
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i Dekddovanie 2

$ Jednoduchy priklad

= Obraz s rozliSenim 256 x 256

s Ry,....Ri004 — Pre vsetky neprekryvajuce
sa podobrazy s rozliSenim 8x8

n D,,...,Degeg,—Pre Casti s rozlisSenim 16x16

= Pre kazdeé R; sa hl'ada D;, pre minimum

h(1 ARy, £,(D,))
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i Jednoduchy priklad 2

= Minimalizacia pomocou metriky naj-
mensich Stvorcov (Least square metric)

= Tento postup poskytuje aj hodnoty s;, o,
Dostavame f,, ...,f 024

Uklada sa tento systém (PIFS)

65536 -> 3968

Dekddovanim vylepSenie detailu 8x8,4x4
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i Podrozdelenie obrazu

= Uniformné
= Pouzitim Quadtree, HV
= Alebo Triangular, Custom
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:_h Optimalizacia

= Kompresny pomer <-> vernost’
= Cas zakddovania

= Vol'ba rozsahov (ranges)

= Vyber oblasti (domén)

i Fraktalna interpolacia

= Obraz kddovany pomocou fraktalnej
kompresie nema chybu "pixelacie"

= Vyborné na zvacSovanie obrazov — inak
bilinearne, kubickym splajnom, Ci
Statistickou interpolaciou

= PIFS sa vytvori, pouZije na expanziu,
kontrakciu obrazu a potom zrusi
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i Fraktalna interpolacia 2

i Prehl'adavacie stratégie

= Hrubou silou

= Hrubou silou zl'ahka (Light brute force)
= Obmedzenim oblasti prehl'adavania

= Miestne Spiralové vyhl'adavanie

= Pozriet’ rovnaké miesto

= Kategorizované hl'adanie

127



:_h Fraktalna kompresia

= Sl'ubna technoldgia koncom 1980s
= Hlavny konkurent — JPEG

= Velké vyhody oproti formatu JPEG na
urovniach nizkej kvality obrazu

= “Graduate Student Algorithm": zamknut’
absolventa v miestnosti s pocitacom,
kym nevyrieSi vas problém...

i Fraktalna interpolacia

= Body v rovine A=(xy,), i=0,..,M

= Treba najst’ funkciu w tak, aby f(x,)=y;
= a aby f bola atraktorom IFS (wy,...,w,),
= pricom d, je vol'ny parameter, |d;|<1

X . o fmxe)
wf Z l=[ @0 F )% ] i=n2..m i Gao)
¥y ¢ di Yy fi iy _d_'[}‘u—}‘n-}
T (w0 g

a
[
ei= L Xy
x Xi- X Xi . T (rux)
w;[ 0 ]=( i J and Wi[ _M ]=[ l ): i=12,...M - (Eu Y=t yi) -_d-(xu)‘n-m?u)
Yo Vi1 M Vi fi== s
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Koniec Casti 5

Slovensky preklad anglického originalu pre projekt KEGA
"Ematik+, Kontinualne vzdelavanie ucitelov matematiky"
(KEGA 094UK-4/2013), FMFI UK 2015
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Cast 6 : Juliova a Mandelbrotova mnoZina

* Fraktaly

Cast’' 6 : Juliova a Mandelbrotova mnozina

Martin Samueléik, samuelcik@sccg.sk, preklad: Veronika S'prldkovd, 2015
Department of Applied Informatics

i Pixel game

= Zacinanie s diskrétnou ,Sachovnicou™

= Vybrany pociatocny bod (Stvorec, policko)
= Dva pripady: periodické a pevné

= Oblast’ atraktivnosti pevného stvorca =

mnozina pociato¢nych Stvorcov, ktoré zvedu
orbity k danému Stvorcu
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i Pixel game 2

L/ K2|K3|K3 K4|K4|I5 l6||7 18 m\ls

K K3|K3 K3 |13 |H4 H5 G7|H8|HS H9

11313 |ka|ka 12 |G3|Fs F7|F8|ae GiOi

H H3 14 |Ks|L3 K1|D2|B5 D7|F9|F8 G10|

G|G4 H5|K7|K6 L2|A2|C7 C10/E10

F|FA4 F6|F9|F10|F11 F1

Fi1| P11 Fi1|

E|E4 D5|B7|B6|A2 L2|17 110 G10

D(D3|C4 B5|A3|B1 | H2|K5|H7| F9

C|C3|C3 B4 /B3|(C2|E3 FS5(F7|F8

B B3|B3| X B3|C3|D4 DS|E7 D8

|
A B2|B3|B3|B4 B4|C5

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Cé C7|Cs

Cayleyho problém

= Newtonova metoda pre numericky
vypocet korena funkcie

= Vypocet pouziva iteracie

()
f(y,)

= Pre dany koren, ktoré pociatocné body
vedu k tomuto korenu?

Yiaa =i

132



:_h Priklad

= Rovnica: 23-1
= Podl'a zakladnej vety algebry ma 3 korene

= Co je oblast’ atrakcie?
= Co sU hranice danych 3 oblasti?

i Newtonov fraktal

\ |
1 N | ,
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:_L Komplexné Cisla

= 3 typy zapisu:
a + bi;r(cos(p) +isin( @)); r.e'

= Jednoduchy na scitavanie, nasobenie
= Operacie ako s realnymi Cislami

= Odmocniny

= Rovnice

i Vazni, utecenci

= Pozorujme iteracie z -> 72
= Nekonecné iteracie = orbity

= Pre body v jednotkovom kruhu mame
vaznov (prisoners)

= Inak mame utecencov (escapees)
= Unikova mnozina E, vazenska mnozina P
= Hranica medzi E, P = Juliova mnozina
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i Vazni, utecenci 2

= Invariantné vzhl'adom na iteraciu

| length | angle | length | angle length angle ‘ !
z | 0.8 10° [ 1.0 10° 1.5 507 | |
2 floes | 200 || 1.0 20" 225 | 1000 | |
2| 0.4006 40° || 1.0 40° 5.06 | 200° |
20,1678 80° || 1.0 30 25.63 40° |
210 0.0281 | 160" || 1.0 | 1607 656.90 R0O°
[z” 0.0008 | 320° || 1.0 | 320° || 431439.89 | 160°
|
10
;
10
A\ 4 N
ROZSIrenIe ol | Ohit2 Orbit 3
| | &£ u a ’ y | = y
%] 100| 000 050 025 000] 088|
n| o050 o0s0| <031 075 27| 050
2 n| 050! 100| 09| oos| o087| 077
| -125| 050 043 | 044| -034| -08s
mZ°+ C n| o081 175 -051| 088 -p12 1.07
;| 290 334 -101| 039 041 -19
z | -326| -1891| 037| 130| -393| 204
2 | 34746 | 12368 | 204 | 146 | 1079 | -1552
8 153 | -5.46 | -124.77 | -334.49
[ 2 28.01 | -16.27 |
: N Orbit 1 it 2 omitd |
= Juliova mnozina O | e
2o | 0.000 | 0.000 | 0,500 | -0.250 | -0.250 | 0.500
2 | -0.500 | 0500 | -0313 | 0250 | -0.688 | 0.250
| Tva I‘? 2 | -0.500 | 0.000 | -0.465 | 0.3d4 | -0.090 | 0.156
z | -0.250 | 0.500 | -0.402 | 0.180 | -0.516 | 0.472
2 | -0.688 | 0250 | -0371 | 0355 | -0.456 | 0.013
2 | 0.090 | 0.156 | -0.488 | 0.237 | -0.292 | 0.488
200 | <0473 | 0291 | 0393 | 0290 | -0.438 | 0.217
zo0 | 0394 | 0279 | 0411 | 0.271 | -0.409 | 0290
0 | 0411 [ 0273 | -0.409 | 0276 | -0.407 | 0272
250 | -0.408 | 0276 | -0.409 | 0275 | -0.409 | 0276
20 | 0409 | 0275 | 0409 | 0.275 | -0.409 | 0.275
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i Juliova mnozina  ¢=-0.5+0.5i

i Hranicny polomer

= Pri iteracii ponechava polomer, bod unika
= r(c)=max(|c|,2)

= Pouzitie na vizualizacie

= Jednoduchy dokaz
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:_L Obkolesenia

= ZovSeobecnenie kruhu pre kazdy iteracny
krok

2
Z.,=12.+C

n

QI ={z5;lz, IS r(C)} k =01,....

: (k) _
Ilm kK — o0 QC - P

c

= Explicitny vzorec nie, iba iteracny proces
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& Suvislost’ oblasti

= MOZe byt suvisla a nesuvisla

= V zavislosti na kritickej orbite
m0->c->c2+c-> ...

= Tato postupnost’ by mohla byt ohranicena

i Priblizenie Juliovej mnoziny
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i PouZitie IFS

= Pouzitie inverznych transformacii

= 2 funkcie

= Najdenie bodu vnutri Juliovej mnoziny
= Najdenie pevného bodu

= Uplnd invariancia

i PouZitie IFS 2

0

FRACTAL ' wwy  Free

2-.; F@J o 3_@3 f@’

; v
"-ﬁc: ﬂ?asu :4 5.;/{:},‘ ‘rf_};.

6 P : ;
= x,.}‘ T O] L
"
e, .
8.5 ( 3 e s oty
" et e
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:_h Invariancia

= Ak je z bod z danej mnoziny, tak aj f (2), je z
tejto mnoziny

n f(2) = +(z-¢)%°

s f(2) = +(z-c)05

n f(Z) = 724C

= Oznacuje samo-podobnost’

:_h Quaternionova Juliova mnozina

= RozSirenie realnych a komplexnych cisel
m X=Xp+X;i+X,j+X35K

= Styri dimenzie

= MOZeme ignorovat’ nejaké suradnice

= ZNovu z -> 72+ C
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i QJ mnozina, ,0sie hniezdo"

i Mandelbrotova mnozina

= M={c € C; ]. je spojité}

= M={c € C; c -> c?+c->... je ohraniCené}

= Prah polomeru 2

= Obkl'Ucené

= Nerovnaké iteracie, rozne zmeny pre kazdy
bod
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i Mandelbrotova mnozina 2

$ Priblizenie Mandelbrotovej m.
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& Farebna Mandelbrotova mnozina

= Ofarbenie zaloZzené na pocte iteracii
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i 3D Mandelbrot

144



i DalSie ukazky

i Koniec

Koniec Casti 6

Slovensky preklad anglického originalu pre projekt KEGA
"Ematik+, Kontinualne vzdelavanie ucitelov matematiky"
(KEGA 094UK-4/2013), FMFI UK 2015
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Cast 7 : L — systémy

* Fraktaly

Cast' 7 : L -systémy

Martin Samuelcik, samuelcik@sccg.sk, preklad: Veronika S’prldkovd, 2015
Department of Applied Informatics

i Ako modelovat’ rast?

= Chceme tvarové zmeny v Case
= Pozname ale iba vysledok, nie proces, rast
= Tazké, ked’ pouzijeme IFS
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i Vyvoj v Case

= Bioldg Aristid Lindenmayer

= Vynasiel formalny opis pre rast rastlin

= Zalozené na zaklade biologickych pozorovani

= Tvarovanie <-> rast
= Vhodné na pocitacovl implementaciu

i Priklad rastu

= Anabaena catenula
= 2 typy buniek

= Bunky su delené rozne, ak su l'avé
alebo pravé dcéry

= Bunky su rozdelené na malé a vel'ké

@
®
) e [
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i Pouzitie algebry

= A je mala bunka, B je velka bunka
= Sipka znamena l'avu alebo pravu dcéru

= Pouzitim pravidla sme dostali nové

iteracie a systém rastie o op

. A —> AB
= Pravidla: o op

A — BA
G Op
B > AB
p  op
B —» BA
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i Rozsirenie

= Malé bunky musia rast, dihSie sa delit’

\

=l

i

]
= —)

il

=

==
E= =
—
F

D

I
!

il
D

i
I
U

l

[i
i
U

] ] =)
FTJL—?]
| =} O | ——
[ | e o | e ey f
e Sl Ee= = == e e =03 J

$ L -systéemy
= Abeceda: V =

= Vyrabanie mapy: P: V -> V*; a -> P(a)

{ay,a,,...,a,}

= Axidma a(0) e V*

= Pre kazdy symbol vo V je tu jedno vyrobné

(production) p
= V* je mnozina

ravidlo P (a)
vSetkych ret'azcov

150



i Vizualizacia
= Graficka interpretacia ret'azcov
= Nie je vopred nijako stanovena
= ZaloZzené na analyze a pozorovani prirody
= MOze byt v 2D, 3D

= Pouzitie mnohych zakladnych prvkov
(primitivov) pre Cast’ retazcov

i Korytnacia grafika

= Jedna z grafickych interpretacii L-systémov

= Korytnacka: kreslenie Ciary zaloZzené na
zakladnych prikazoch

= F - krokom vpred s kreslenim Ciary
= f - len presunut’ vpred bez kreslenia
= +,- odbocit’ vl'avo (vpravo) o dany uhol
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i Korytnacia grafika 2

‘ :—J ”—-f;z
FeFDOF _[ﬂ,.r-
{’— .
" s N
i
/T A
& Viac symbolov

= Kombinované pohyby
sL=+F-F-F+

s R=-F+F+F-

=S =FF+F+FF-F-FF
»Z=FF-F-FF +F + FF
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i Rast klasickych fraktalov

= L-systém: Kochova krivka
= Axioma: F
= Vyrobné pravidla:
F->F+F--F+F
+ >+ > -
= Parameter: uhol = 60°
= Mozné sSkalovanie

:_h Cantorova mnozina

= L-systém: Cantorova mnozina
= Axidbma: F
= Vyrobné pravidla:
F->FfF
f->fff
+ >+ > -
= Parameter: uhol = 60°

153



i Sierpinskeho trojuholnik

s L-systém: Sierpinského trojuholnik

= Axioma: L

= Vyrobné pravidla:
L->+R-L-R+
R->-L+R+L-
+ >+ --> -

= Parameter: uhol = 60°

a L = +F-F-F+, R = -F+F+F-

i Sierpinskeho trojuholnik 2

YF, X -> YF+XF+Y, Y -> XF-YF-X

2y
e
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:_h Peanova krivka

= L-systém: Peanova krivka

= Axioma: F

= Vyrobné pravidla:
F->FF+F+F+FF+F+F-F
+ > 4> -

= Parameter: uhol = 90°

:_h Hilbertova krivka

= Uhol 90, Axioma X, X = —YF+XFX+FY-,

Y = +XF-YFY-FX+

RozSirenie do 3D: hore & smer vektora, viac
operatorov

= A -> B-F+CFC+F-D&FAD-F+8&&CFC+F+B

B -> AJFACFBAFADAA-F-DA|FAB|FCAFAA

C -> |DA|FAB-F+CAFAARGFAKFAC+HF+BAFAD
D -> |CFB-F+B|FA&FMNA&RKFB-F+B|FC
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i Hilbertova krivka 2

i Dracia krivka

= L-systém: Dracia krivka

= Axidbma: D

= Vyrobné pravidla:
D->-D++E
E->D-E+
+ >4 > -

= Parameter: uhol = 45°

aD=--F++FE=F-F++
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$ Fraktalna dimenzia

= Pre krivky a interpretaciu korytnacej
grafiky

= log(N)/log(d)

= N = efektivha vzdialenost’ od zaciatku az
do koncového bodu po i-tom kroku

= d = vzdialenost’ od zacCiatku do konca
bodu, v krokoch korytnacky
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:_L Kefy a stromy

= Struktira vetvenia neméze byt opisana
linearnym sekvencnym zoznamom

= Preto treba 2 nové symboly: [ a ]

= l'ava zatvorka ulozi aktualny stav
korytnacky na zasobniku, prava zatvorka
stav zo zasobniku vyberie a nastavi

= V zatvorkach su vetvy

i Burinovita rastlina

= L-systém: Burinovita rastlina
= Axioma: F
= Vyrobné pravidla:
F -> F[+F]F[-FIF
+ > 4> -
= Parameter: uhol = 25.7°
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i Nahodné burinovité rastliny

= L-systém: Nahodna burina
= Axidbma: F
= Vyrobné pravidla:
F-> F[+F]F[-F]JF  (prob. 1/3)

F-> F[+F]F (prob. 1/3)
F -> F[-F]F (prob. 1/3)
+ >+ > -

= Parameter: uhol= 25.7°

i Buriny

l

l

4 |
o
{ l
l

l

!
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i Viac prikladov

160



i Viac a viac prikladov

Koniec Casti 7

Slovensky preklad anglického originalu pre projekt KEGA
"Ematik+, Kontinualne vzdelavanie ucitelov matematiky"
(KEGA 094UK-4/2013), FMFI UK 2015
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Cast 8 : Stochastické fraktaly

* Fraktaly

Cast’ 8 : Nahodnost’

Martin Samueléik, samuelcik@sccg.sk, preklad: Veronika S'prldkovd, 2015
Department of Applied Informatics

i Preco nahodnost?

= ZovSeobecnena mnozina tvarov
= Viac prirodné

= Prisna nesamo-podobnost’

= Casto pouzivany Brownov pohyb
= Pre kazdy typ fraktalov

= Pouzitie nahodnosti v akomkol'vek kroku
iterovania
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!L Klasické fraktaly - Koch

| &
! o Lo
. r*()L &
v g
{ .
A
L
5 Lo
S s w5
" = .S.i,-'vr"L
| i
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i Cedenie (perkolacia)

= Dané trojuholnikové priehradky
= Dana pravdepodobnost’ p

Farba pre podtrojuholnik s
pravdepodobnost’ou

Kontrola poctu disjunktnych casti
Vela -> jeden klaster = cedenie
p.— prah cedenia

:_h Cedenie 2
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i Simulacia lesného poziaru

Stvorcova mriezka

= Stromy s pravdepodobnost'ou p

= Pre p>p. cely les zhori

= Pre p<p. len Cast lesa zhori

= Pre p=p. les bude horiet’ najdihsie
= p~ 0.5928

i Simulacia lesného poziaru 2

Step 14

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

TICIIIT) _8a8 6n_ 668 _06n0a|_ons o6nea
s’af_i_;”-’ Z - ".’3:.»’3’ 2 i*-’ oi' T ;;;.9!
00888 L1} P il“‘ T|TT T seee a
- ERCLIpE L L g8 on SN
[ 1000000 | |e Ljgenns_as 408, 4
o
' duration T | Ll
| (steps) |
| [
1000.00+——
| INedee] |
L=500
.
o,
' 100.00 ’..‘g’ 22000
;v L=100
:f’ L T
’ 1000 — |22 e
®o
o m
. -
' T ‘

om 14
Tree
-
0.10— Turning tree
|
S - - i Bumed out
o L )
Step 15 Step 16 Step 17 L Smmp
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:_h Renormalizacia

= Pre trojuholnikovl mriezku
= Miesta -> super-miesta

= Super-miesto je obsadené, ak su dve
alebo tri miesta obsadené

\T’YY\T,‘T’\?,\?’Y
4 } % 9
k4 T acs

{4
< <
{4
< 4

v
v

:_h Renormalizacia 2

= S p’>p vypitlame medzery (gaps)
= S p’<p klastre zmiznu

= p'=p oCakavame, ze su podobné
= p'=p;3+3p,(1-p)

= |:v)=pc=0.5

= Statisticka samo-podobnost’
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:_h Renormalizacia 3

: % «.- 3 ‘:#;
.- : b 8‘
3 25 s .n\.. A.NvM
..o % 0"-’.‘
i .», .t*..n._

i Castice sa zhlukuju (agregacia)

= Laboratdrny experiment

= Zinkovo-kovové listy, prirodny proces

carbon

zinc sulfate solution

cathode \

n-butyl acetate
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i Vysledok

$ Metdda DLA

= Castice pohybujuce sa Brownovym pohybom

= If comes to sticky particle, it stops and
becomes sticky

= Robi s inou Casticou
= Simulacia pouzitim pixlov

= Diffusion Limited Aggregation (difuziou
obmedzena agregacia)
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i Simulacia DLA

$ Problémy

= Aka je fraktalna dimenzia?

= Hustota Castic od stredu klesa. Plati na fiu
nejaky mocninou vyjadritel'ny zakon?

= Je vztah medzi poctom voltov napatia a
vyslednou fraktalnou dimenziou?

= Je velkost’ agregatu (zhluku) vo vzhtahu k
fraktalnej dimenzii?
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i Problémy 2

= Neuspokojivé riesenia tychto problémov

| | DN1.7 _ Fractal
Dimension
1.9 -
E g - '-",.:
- .
1.8 :\‘$../..
9
i
17 . .:/’. %
- f.. """
186 4
1.5

2 4 6 8 10 12 14
Applied Voltage ( Volts)
|

f.h Daléie DLA e N
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$3DDLA

= local.wasp.uwa.edu.au/~pbourke/fractals/dla3d/

i Pouzitie DLA & perkolacia

= Distribucia galaxii

= Mikrokozmos

= Porézne média

= Mraky, zrazky plochy
= Simulacia rastu

= Krystaly
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:_h Brownov pohyb

= "Chaoticky" pohyb castic

= Pribuzny s Gausovskou distribuciou
= Statisticky samo-podobny fraktal

= Zaklad pre iné statistické fraktaly

:_h Gausovské nahodné cisla

= A... horna hranica nahodného generatora
= N...pouzity pocet Cisel
= Yy,...,Y, vysledky generatora

= Aproximacia Gausovskej nahodnej
premennej
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i Simulacia Brownovho pohybu

= 1D simulacia

= Spracovanie v t s jednotkovymi krokmi

| X(O)=0

= X(kdf=D,+...+D;; k=1,2,3,...

= Pouzitie Gausovskych nahodnych disel ako
posunutie

= Skalovanie: v x 2-krat, v y sqrt(2)-krat

i Simulacia Brownovho pohybu 2
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:_L Stred posunutia

= V kazdej etape pre kazdy riadok
premiestnit’ stred v y-smere s Gausovskym
nahodnym cislom vynasobené Skalovanim

= X(0)=0; X(1)=GRN
= X(1/2)=(1/2)*(X(0)+X(1))+D1/sqrt(2)
= Rekurzivny algoritmus

i Hurstov exponent

= Je mozné zovSeobecnit’ pomocou parametra H

= V i-tom kroku, nasobit’ Gausovské nahodné
Cislo o 271

= H —Hurstov exponent, 0<H<1
= Krivky D = 2-H
= Povrchy D = 3-H
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i Stred posunutia 2
S

R W a
Vsl /V\vv/\,/“
A,,-'vv'\f\l,\/\’\/\./\/ )'L.,

JW./ Vm .NJ\ w)l

H\‘WNJ\} \ f\f \w"u/\

$ Stred posunutia (pokr.)

= Modelovanie prirodnych objektov

= Pobrezna Ciara = pévodny uzavrety polygon,

= Krajina = rozSirenie 2D, delenie trojuholnikov
alebo Stvorcov

= FaloSné mraky = farebna vyskova mapa

= Pravé mraky= mapa bodov nad prahom
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Cast 9 : Chaos & ¢udné atraktory

* Fraktaly

Cast’ 9 : Chaos & ¢udné atraktory

Martin Samueléik, samuelcik@sccg.sk, preklad: Andrej Ferko, 2015
Department of Applied Informatics

i Tedria chaosu

= Vychadza z objavu H. Poincaré (1ss4-1912)

= Deterministicky chaoticky systém

= Niekedy t'azké vypocitat’ vlastnosti

= Vela nahlych nepredvidatel'nych zmien

= Spravanie sa iteracii (rieSenie
diferencialnych rovnic)

= Efekt motylich kridel (Butterfly effect)

179



:_L Principy teorie chaosu

= Citlivost, napinanie (stretching) — stav
citlivy na pociatocné podmienky

= MieSanie — z daného stavu do
akéhokol'vek stavu

= Skladanie (folding) — stavy zostavaju v
nejakej uzavretej mnozine

= Periodické body — stav sa periodicky
opakuje
= MieSanie a periodické body -> citlivost’

i Kvadraticky iterator

= Jednoducha kvadraticka rovnica

" Xpeyp = @X,(1-Xp)

= Simulacia populacného rastu

= Pozorovanim iteracii, pre akékol'vek a
mozeme najst’ rézne spravanie

= a spravidla z intervalu [0,4]

= Vykreslit' konecnostavovy diagram
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i KonecCnostavovy diagram

= Vypocet iteracii pre dané a
= Zvolime pociatocnu hodnotu x, € [0,1]
200 iteracii x,, ..., X

= Vynechat' prvych 100 iteracii
= Zobrazit’ ostavajlce iteracie v diagrame

& Cely diagram

= Feigenbaumov diagram
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i Zdvojnasobenie periody

= Kazda vetva bifurkuje do dvoch novych
= Samopodobnost’

‘1‘!' = T
345122 . 35

Rt e
354416

$ Feigenbaumov bod

= Limita vetveni v diagrame

= Koniec zdvojnasobovania period v strome
= Zacina sa oblast’ prevladajuceho chaosu
s a=S5,=35699456...

= Feigenbaumova konétanta = pomer dizky
dvoch susednych vetiev

m 0 =4,06692..
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Iteracie
ae(0,1)-Ilimta=0

hodnoty a =2

a € [1,2] - limita = (a-1)/a, konverguju rychlo
a € [2,3] - limita = (a-1)/a, fluktuacie okolo

a e [3,1+sqgrt(6)] — limita osciluje medzi dvomi

hodnotami, korefimi kubickej funkcie = = ;- 512"

peridd

= a=4

a € [3.5699...,4] — chaoticka Cast’

a e [3,3.5699...] — Cast so deOJnasobovanlm

Periodické pre racionalne &

Tpyy = sin®(270m) 6= %Sin_l(xém)

i Pozorovanie v oblasti chaosu

= SU tam napichnuté pasy na zaciatk

= a obsahuje ¢ (Feigenbaumov bod)
= SU tam periodické okna
(prazdne pruhy, ostrovy stability)
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i Mandelbrot <-> Feigenbaum

-1.401 +0.0%; 1.55

Diferencialne rovnice

= Numerické rieSenia
Y (1) = F(ty(2)), y(to) = yo

= Eulerova metodda
tn = to —+ nh Unt+1 = Yn + hf( ﬂ!yﬂ}

= Runge—Kutta 4. rédu

Bf(tn, Yn),
Ynt1 = & (ky + 2ko + 2k3 + k) k? hf( + 2h, Yo + gk1),
tn+1—tn+h ks = hf(ta+ 3R yn + 5k2),
ky=hf(t,+ h,yn + ks).
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:_h Dynamické systemy

= Zalozené na redlnych pozorovaniach
alebo teoretickych vypoctoch

= RieSenie dynamického systému alebo
opakovanymi transformaciami

= Vykresluje podivné tvary v 2D, 3D
= Atraktory takychto systémov

i Dynamicke systemy 2

= Startovacie podmienky X, Yo, Zg
= Pocet iteracii
= Parametre p,, ..., p,
= for (n=0 az pocet iteracii) do
= Xns1=F1 (X Yo Zns Pos +s Pp)
= yn+1:f2(xnv Ynr Zns Py «oes pn)
u Zn+1:f3(xnv Ynr Zns Poy =y pn)
= paint_point(X,.1, Yn+1r Zns1)
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i Henonov atraktor

= Franclizsky astrondm Michel Henon

= H(x,y) = (y+1-ax?,bx)

= VypoCty orbity transformacie

= a=1,4:b=0,3

= Odchytova oblast’ R = Stvoruholnik pre
orbity z vychodiskovych bodov

$ Henonov atraktor 2

e
\
..
S
\‘_:\
BN
X
LN N
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:_L Feigenbaumov scenar pre H.A.

t t
0.5 1

Zovseobecnhené kvadratické
zobrazenia

r o4 ; 2
Tpy1 = @1+ Galy + 835, +045,1n + 54n + Qgliy

. 2 ) @
Ynt1 = Gy +agLy, + agly + d1pL, Y, + 11l + draly,
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i Podivuhodné (strange) atraktory

= Ozn. A — chaoticky a podivny atraktor

= R — odchytova oblast’ (trapping region)

= 1. Rsusedi s A

= 2. Orbity z R su citlivé na pociatocné
podmienky

= 3. Atraktor ma fraktalnu struktdru

= 4. A nemozno rozdelit’ do dvoch
atraktorov

$ Loziho podivny atraktor

= H(x,y)=(1+y-a|x|,bx)
= a=1,7;b=0,5 )
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i Rosslerov atraktor, R. A.

= Systém diferencialnych rovnic

= x'=-(y+2)

= y’=x+tay

m z'=b+xz-CZ

= Zakladné geometricka konstrukcia
chaosu v spojitych systémoch

[ a:b:0,2

:_h Rosslerov atraktor 2

= Rovnica sa numericky vyhodnoti

= RieSenim je trajektoria s Casovym
parametrom so Startom v pociato¢nom
bode EIr——.
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R.A.

14

ar pre

Feigenbaumov scen
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i Lorenzov atraktor

= Takisto systém diferencialnych rovnic

= X '=0(-X+Y)

=y '=Rx-y-XZ

m z'=-Bz+xy

m 0=10;B=8/3;R=28

= Na zaklade pozorovania prudenia a
teploty kvapalin

i Lorenzov atraktor 2
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i Dimenzia atraktorov

= Experimenty ukazujl, Ze metdda box-
counting nedava presné vysledky
= RieSenim je vypocitat’ pocet boxov v suvislosti
s vel'kost'ou boxu a Ciselnych parametrov S.A.
= Tie maju napriklad dimenzie v rozpati
= Lorenz — 2.06 £ 0.01
= Hénon — 1.261 + 0.003
= Feigenbaum (a = 3.5699456...) — +0.538

X

:_h Gaussova transformacia

= Nelinearne iteracie
= Prezyvka “mouse map”

1.5 1.5

a =062 a=49
1. 1.
0.5 ol 0.5 B
,gﬂﬁ W Sl
MU .
0. { x 0. {
gl -
0.5 0.5
1.4 L I
1 0.6 0.2 0.2 0.6 1 1. 0.6 0.2 0.2 0.6 1
B B

T EXP(_QIEL) + 15!
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:_h Arnoldova macka "\‘N

= "Podivna" transformacia obrazu

= Iteracie pixla [p,, q,] v Case t
Gir1 = 2g¢ +p¢ mod N
Pi+1 =G +p mod N

m 0<=p;, ;<N

= N —Sirka, vyska obrazu

= Mozno dokazat’, Ze pocet iteracii
potrebnych na obnovenie obrazu
nikdy neprekroci 3N

= Arnoldovo ,macacie zobrazenie"
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i Zmenou vychodiskovej pozicie

Podobné
vizualne na
Chladniho
obrazce
Pozn. prekl.

i Zname S. A.

194



i Zname S. A. 2
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