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I.  AFINNÉ ZOBRAZENIA
1. Definícia afinného zobrazenia

      Všetky nasledujúce úvahy sa budú týkať afinných priestorov nad poľom reálnych čísel R.

Pripomeňme si, čo je deliaci pomer troch rôznych bodov na priamke (označenie ((, pretože pomocou neho charakterizujeme afinné zobrazenia:

             (A(C( ( (  (  C ( A ( ((C ( B(  ,  kde ( je rálne číslo , ( ( 0, ( ( 1.

Definícia 1.1:    Nech A a A( sú dva afinné priestory nad poľom reálnych čísel R.  

Zobrazenie f: A ( A( ( presnejšie  z bodového priestoru jedného priestoru do bodového priestoru druhého priestoru) budeme nazývať afinným zobrazením, ak spĺňa podmienku: Pre všetky tri navzájom rôzne kolineárne body A,B,C ( A platí: buď f(A) = f(B) = f(C)  alebo  f(A),f(B),f(C) sú navzájom rôzne kolineárne body a (f(A)f(B)f(C)) = (ABC).

Veta 1.1 :   (Kritériá afinnosti zobrazenia).  Nasledujúce tvrdenia sú ekvivalentné: 

(1) Zobrazenie f je afinné.

(2) (A,B,C(A, A (B(C(A , ((R : C ( A = ((C ( B) ( f (C) ( f(A) = ((f(C) ( f(B))

(3) (A,B(A, (t(R: f(A + t(B ( A)) = f(A) + t(f(B) ( f(A))

(4) (A,B,C(A, (t(R: f(C + t(B ( A)) = f(C) + t(f(B) ( f(A))

Dôkaz:    Dokážeme nasledujúce implikácie:  (1) ( (2) ( (3) ( (4) ( (1)

(1) ( (2)      

      Platnosť tejto implikácie je zrejmá, lebo ide len o iný zápis definície afinného zobrazenia f .  V prípade, že f(A) = f(B) = f(C), je f (C) ( f(A) = f(C) ( f(B) = 0 , čo môžeme písať ako ( .0 , 

čiže aj v tomto prípade pre body A,B,C(A, ((R, pre ktoré platí : C ( A = ((C ( B)  ,  

je  f (C) ( f(A) = ((f(C) (f(B)) .

(2) ( (3)

      Ak t = 0,1 alebo A = B , potom (3) zrejme platí ( stačí dosadiť) . Ukážeme platnosťimplikácie pre ostatné prípady. Označme C = A + t(B ( A). Potom 

                         C ( A  =  t(B ( A)  (  A ( C ( t(A ( B)  (  (CBA) ( t 

Platí tvrdenie (2) vety, čiže aj (f(C),f(B),f(A)) ( t . To ale znamená, že

                                f(A) ( f(C) ( t(f(A) ( f(B))

                                f(C) ( f(A) ( t(f(B) ( f(A))

                                f(C) ( f(A) ( t(f(B) ( f(A))  , čo po dosadení za bod C je

                                f(A ( t (B ( A)) ( f(A) ( t(f(B) ( f(A))  a to je tvrdenie (3).

 (3) ( (4) 

                  E                     D                                Označme D ( C ( t(B ( A) 

                                                                                            E  ( A ( t(B ( A)   

                                                                                            A
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· f(A) ( 2( f(C) ( f(A)) ( (f(E) ( f(C))  (  

· f(A) ( 2( f(C) ( f(A)) ( f(A ( t(B ( A)) ( f(C)  (
                            (  2( f(C) ( f(A)) ( ( f(C) ( f(A)) ( f(A ( t(B ( A))  (
                            (  ( f(C) ( f(A)) ( f(A) ( t(f(B) ( f(A))    (     f(C) ( t(f(B) ( f(A))

(4) ( (1)      

      Nech A,B,C sú tri rôzne kolineárne body. Označme  (ABC) ( (  . To znamená, že

                                               C ( A ( ((C ( B)
                                         C ( A ( ((C ( B)  , a pretože platí (4), máme

                                     f(C) ( f(A) ( ((f(C) ( f(B)) 

     Táto rovnosť môže nastať len v dvoch prípadoch, a to keď   f(A) ( f(B) ( f(C)   alebo, ak

f(C) ( f(A) ( ((f(C) ( f(B))  , čiže, keď (f(A)f(B)f(C)) ( (  , čo je vlastne definícia afinného zobrazenia.

2. Homogénna zložka afinného zobrazenia

     Afinné zobrazenie f zobrazuje afinné priestory, čiže body. V ďalšom nás bude zaujímať vzťah medzi príslušnými vektorovými priestormi V(A) a V(A().

Lema 2.1:    Nech B ( A = Q ( P  (čiže ide o dve umiestnenia toho istého vektora) a nech f je afinné zobrazenie. Potom f (B) ( f(A) = f(Q) ( f(P).

Dôkaz:         B ( A ( Q ( P  (  Q ( P ( (B ( A) .   Na základe vety 1.1 potom 

                          f(Q) ( f(P) ( (f(B) ( f(A))  (  f(Q) ( f(P) ( f(B) ( f(A)  

     Práve dokázaná lema hovorí, že vektor f(A + x) ( f(A), kde x je ľubovoľný vektor priestoru V(A), nezávisí od výberu bodu A, a teda nasledujúca definícia je korektná.

Definícia 2.1:   Nech f : A ( A(je afinné zobrazenie. Potom zobrazenie f°: V(A) ( V(A() definované podmienkou (x(V(A) : f°(x) = f(A + x) ( f(A), kde A je ľubovoľný bod afinného priestoru A, sa nazýva homogénna zložka afinného zobrazenia f.

Poznámka:   Homogénnej zložke afinného zobrazenia sa tiež niekedy hovorí asociované zobrazenie so zobrazením f.

Dôsledok 2.1:       ( A,B(A :   f°(B ( A) = f(B) ( f(A)

Dôkaz:   Položíme  x = B ( A , a potom z definície homogénnej zložky afinného zobrazenia je

f°(B ( A) = f(A + (B ( A)) ( f(A) =  f(B) ( f(A)

Dôsledok 2.2:    (A(A, (x(V(A) :   f(A + x) ( f(A) + f°(x)

Dôkaz: Je to len iné prepísanie definície.

Veta 2.1:   Homogénna zložka  f° afinného zobrazenia f je lineárne zobrazenie vektorového priestoru V(A) do V(A(), t.j.  f°(ra + sb) = r.f°(a) + s.f°(b) , pre ľub. a,b(V(A),  r,s(R.

Dôkaz:    Označme a ( B ( A ,  b ( C ( A . Použitím vzťahu (4) z vety 1.1 a z definície homogénnej zložky afinného zobrazenia  potom

f°(ra ( sb) ( f(A ( ra ( sb) ( f(A)  (  f(A ( r(B ( A) ( s(C ( A)( ( f(A)  (
     (   f(A ( r(B ( A)( ( s(f(C) ( f(A)( ( f(A)  (  f(A) ( r(f(B) ( f(A)( ( s(f(C) ( f(A)( ( f(A)  (
           (  r(f(B) ( f(A)( ( s(f(C) ( f(A)(  (  rf°(B ( A) ( sf°(C ( A)  (  rf°(a) ( sf°(b)

Dôsledok 2.3:    f°(0) = 0   a   f°((a)  =  (f°(a) 

Dôkaz:   Stačí si uvedomiť, že  0  =  a ( a   ,   (a  =  0 ( a .

        Z predchádzajúceho vyplýva, že každému afinnému zobrazeniu f : A ( A( prislúcha práve jedno lineárne zobrazenie, a síce jeho homogénna zložka f°. V ďalšom nás bude zaujímaťotázka, či ľubovoľné lineárne zobrazenie ( : V(A) ( V(A()  určuje jednoznačne afinné zobrazenie 

f: A(A(. Odpoveď dá nasledujúca veta.

Veta 2.2:   Nech A(A, B(A( sú ľubovoľné body a ( : V(A)(V(A() je nejaké lineárne zobrazenie. Potom (( afinné zobrazenie f: A(A( dané vzťahom

                                           (X(A : f(X) = B+((X(A)         (1)      také, že

                                              B = f(A)    a   f° = (                 (2)

Dôkaz:     Treba ukázať, že

    – existuje zobrazenie dané vzťahom (1)

    – je afinné

    – má vlastnosť (2)

· je jediné

Existencia zobrazenia : 

     Vzťahom (1) každému bodu X(A priradíme bod X( ( B( ((X ( A), ktorý patrí afinnému priestoru A(, lebo B( A( a ((X ( A)( V(A(). Čiže f je zobrazenie z bodovej zložky afinného priestoru A do bodovej zložky priestoru A(. 

Afinnosť zobrazenia :   Dokážeme ho pomocou kritéria (3) vety 1.1

f(P ( t(Q ( P)  ( B ( ((P ( t(Q ( P) ( A( ( B ( ((P ( A ( t(Q ( P)( ( B ( ((P ( A) ( t((Q ( P) ( 

                        ( f(P) ( t(((Q ( A) ( (A ( P)( ( f(P) ( t(((Q ( A) ( ((A ( P)( (
                        ( f(P)  ( t(B ( ((Q ( A) ( (B ( ((P ( A))( (  

                        (   f(P) ( t(f(Q) ( f(P)(   ,  čo znamená, že zobrazenie f je afinné.

Platnosť vzťahu (2):   Dosadením zistíme, že f(A) ( B ( ((A ( A) ( B          

Ďalej  ( x(V(A) : f°(x) ( f(A ( x) ( f(A) ( B ( ((A ( x  ( A) ( B ( ((x)  , t.j.  f° ( (
Jednoznačnosť:   

Nech g: A ( A( je afinné zobrazenie, pre ktoré platí (2), t.j.  g(A) ( B ,  g° ( ( .   Potom

(X(A :  g(X) ( g(A ( (X ( A)) ( g(A) ( g°(X ( A) ( B (((X ( A) ( f(X) , čiže g ( f .

      Z predchádzajúcej vety vyplýva, že ku každému lineárnemu zobrazeniu  ( : V(A) ( V(A() existuje nekonečne veľa afinných zobrazení, ktorých homogénnou zložkou je práve zobrazenie (. Ku každej dvojici bodov A,B, kde A(A a B( A( prislúcha práve jedno zobrazenie.

Poznámky:

1. Pretože n+1 lineárne nezávislých bodov A0, A1, ..., An ( A a n + 1 ľubovoľných bodov B0, B1, ..., Bn ( A( určujú jednoznačne lineárne zobrazenie ( : V(A) ( V(A() , potom stačí afinné zobrazenie f určiť pomocou tohto zobrazenia ( a ľubovoľnou dvojicou bodov, napríklad bodmi A0, B0 tak, že f(A0) = B0.

2. Tiež vieme, že ( je jednoznačne určené, ak poznáme obrazy bázy (e1,e2, ...,  en( z priestoru V(A). Potom vzhľadom na predchádzajúcu poznámku,  f je jednoznačne určené obrazmi ľubovoľného repéru priestoru A.

Predchádzajúce poznámky môžeme zhrnúť do nasledujúcej vety.

Veta 2.3:  Afinné zobrazenie f: An ( A( je jednoznačne určené, ak poznáme obrazy ľubovoľného repéru v An, teda  f(0),  f°(e1), ..., f°(en) alebo obrazy n+1 lineárne nezávislých bodov z An, teda f(A0), f(A1), ..., f(An).

Afinné zobrazenie budeme obyčajne zadávať jedným z týchto spôsobov.

Veta 2.4:  Nech f: A ( A(, g:A(( A(( sú afinné zobrazenia a f°, g° príslušné homogénne zložky. Potom platí:

(a)  f je injekcia, surjekcia, bijekcia  (  f° je injekcia, surjekcia, bijekcia.

(b)  Zloženie zobrazení g( f  je afinné zobrazenie z A ( A(( a (g(f)° = f°(g°. 

(c)  Ak f je identita v afinnom priestore A, potom f°je identita vo V(A).

(d)  Ak f je bijekcia z A ( A(, potom f -1 existuje, je bijektívne afinné zobrazenie z  A(( A  a 

       (f -1)° = (f°)-1.   

(e)   Ak ( je lineárna varieta v A, tak f(() je lineárna varieta v A(,  Vf(() = f°(V()  ( t.j. smerový  podpriestor lineárnej variety  f(()  je obraz smerového podpriestoru vriety ( )  a  

       dim f(() ( dim ( .

(f)   Ak ((((  sú lineárne variety priestoru A, potom f(()((f(().

Dôkaz: 

(a)

Injektívnosť

      Z algebry vieme, že ľub. lineárne zobrazenie (  je injektívne práve vtedy, keď  Ker(  ( 0.

( Ker(  je jadro lineárneho zobrazenia). Platí:  

   f je injektívne   (   ( f(X) ( f(Y) (  X ( Y )  (   ( f(X) ( f(Y) ( 0 ( X ( Y ( 0 )   (  

                            (   ( f°(X ( Y) ( 0 ( X ( Y ( 0 )   (   Ker f ° ( 0   (    f° je injektívne
Surjektívnosť:

1. Nech  f je surjekcia A ( A(, f° jeho homogénna zložka V(A) ( V(A(). 

Ľubovoľný vektor v(( V(A() nech má umiestnenie B( ( A( , kde  A(,B((A( . Pretože f  je surjekcia, existujú body A,B(A  , A( ( f(A) , B( ( f(B) . Potom v( ( B( ( A( ( f(B) ( f(A) ( 

( f°(B ( A), čo znamená, že ku každému vektoru  v(( V(A() existuje vektor v ( B ( A ( V(A), že v (( f°(v) , inými slovami  f° je surjekcia.

2. Nech  f° je surjekcia.  Označme A ľubovoľný, ale pevný bod priestoru  A , pre ktorý je

 f(A) ( B. (Aspoň jeden taký bod existuje, lebo f je zobrazenie.)  Ľubovoľný bod X((A(  môžeme vyjadriť ako X( ( B ( v( , kde v( je vektor priestoru V(A(). Pretože f° je surjektívne, existuje vektor v( V(A) , že v(( f°(v) . Čiže   

                                      X( ( B ( v( ( f(A) ( f°(v) ( f(A ( v) 

Vidíme, že existuje bod X ( A ( v priestoru A, ktorý sa zobrazí do bodu X, čiže zobrazenie f je surjektívne.

Bijektívnosť

f je bijektívne (  f je injektívne a surjektívne (  f° je injektívne a surjektívne (  f je bijektívne.  

(b)  

      Z vety 1.1 vyplýva, že pre ľub. A, B(A, t(R je 

g(f(A ( t(B ( A)) ( g( f(A ( t(B ( A))( ( g(f(A) ( t(f(B) ( f(A))( ( g(f(A)) ( t(g(f(B)) ( g(f(A))( ( 

                          ( g°f(A) ( t( g°f(B) ( g°f(A)) , čiže g°f je afinné zobrazenie.

      Nech ľubovoľný vektor  v(V(A) má umiestnenie  v ( Y ( X  ,  X,Y(A
(g°f)°(v)  ( (g°f)°(Y ( X) ( g°f(Y) ( g°f(X) ( g(f(Y)) ( g(f(X)) ( g°(f(Y) ( f(X)) ( g°(f°(Y ( X) ( 

               ( g°(f°(v))  (  (g°°f°)(v)
(c)

      f je identita v A znamená, že (X(A : f(X) ( X.  Nech  v(V(A) je ľubovoľný vektor s umiestením v ( B ( A.  Potom   f°(v)  ( f°(B ( A) ( f(B) ( f(A) ( B ( A (  v , čiže zobrazenie f° je identita na V(A).

(d) 

      Ak f je bijekcia z A ( A( , potom existuje inverzné bijektívne zobrazenie f (( : A(( A . Ukážeme, že je to afinné zobrazenie. Nech  X(,Y( sú ľubovoľné body priestoru A(. Pretože f (( je bijekcia, existujú body X,Y( A , že f(X) ( X(, f(Y) ( Y( a  f  (( (X() ( X,  f  (( (Y() ( Y.  Potom 

f (((Y( ( t(X( ( Y()) ( f (( (f(Y) ( t(f(X) ( f(Y)) ( f (( (f(Y ( t(X ( Y))) ( (f°f (()(Y ( t(X ( Y) ( 

  ( Y ( t(X ( Y) (  f (((Y() ( t(f (((X() ( f (((Y()) , čo znamená afinnosť zobrazenia f (( .

      Označme (f (()° homogénnu zložku zobrazenia  f (( . Z časti (a) vety vieme, že f je bijektívne práve vtedy, keď f° je bijektívne, a teda k nemu existuje inverzné bijektívne zobrazenie (f °)(( .

Z časti (b) vety vyplýva, že  (f (()°° f° ( (f ((° f)° , čo je identita ( označme ju Id). 

Keď rovnosť  (f (()°° f° ( Id  vynásobíme sprava zobrazením (f °)(( , dostaneme  (f (()° ( (f °)(( .

(e)

      ( je lineárna varieta v A , t.j. (X,Y(( , t(R  :  X ( t(Y ( X)( ( .  Potom z afinnosti zobrazenia f pre obrazy  f(X),  f(Y)  bodov X, Y  a pre ľub. reálne číslo k  platí : 

f(X) ( k(f(Y) ( f(X)) ( f(X ( k(Y ( X))  , čo je bod  množiny f((). Teda f(() je linaárna varieta.

      ( a f(() sú lineárne variety so smerovými podpriestormi V(  a Vf(() . Chceme dokázať, že Vf(() ( f°(V() .

      1.   Ľub. vektor v(Vf(() môžeme písať ako v ( f(B) ( f(A) ( f°(B ( A) ( f°(u) , kde A,B sú  body priestoru A a u je vektor jeho smerového podpriestoru V( . Vidíme, že v( f°(V() . 

                                           Vf(() (  f°(V()  

3. Nech w( f°(V() .  To znamená, že existuje vektor  u(V( ,  u ( B ( A ,  A,B(A ,  že  

 w ( f°(B ( A) ( f(B) ( f(A) , čo je vektor priestoru Vf(() .

                                    f°(V() ( Vf(()   

      Z vlastností lineárneho zobrazenia a z faktu, že dimenzia lineárnej variety f(() je dimenzia jej smerového podpriestoru vieme, že  dimf(() ( dimVf(() ( dimf°(V() ( dim V( ( dim( .

(f) 

      (((( znamená , že  buď V( ( V(  alebo V( ( V( 

f° je lineárne zobrazenie, a preto buď f°(V() ( f°(V()  alebo  f°(V() ( f°(V()  ,  čo je ekvivalentné s tvrdením, že  buď Vf(() ( Vf(()  alebo  Vf(() ( Vf(()  , čiže  f(()((f(().     

Úloha 1:  Nech f: A ( A( je afinné zobrazenie a M = (B0, B1, ..., Bk( je množina bodov v A. Dokážte, že ak M je lineárne závislá množina bodov, potom aj (f(B0), ..., f(Bk)( je lineárne závislá.

Úloha 2:  Nech An, Am, sú dva afinné priestory nad poľom R. Dokážte:

a) ( injektívne f: An ( Am  (  n ( m

b) ( surjektívne f: An ( Am  (  n ( m

c) ( bijektívne f: An ( Am  (  n ( m

Definícia 2.2:   Bijektívne afinné zobrazenie f: A ( A( , kde A a A( sú konečnorozmerné afinné priestory,  sa nazýva izomorfizmus z priestoru A na A(.

Poznámka:  Z úlohy 2 vyplýva, že dva izomorfné priestory majú rovnakú dimenziu.

Veta 2.5:   Každé dva afinné priestory rovnakej dimenzie nad tým istým poľom sú izomorfné.

Dôkaz:   Pretože dimenziu afinných priestorov určuje dimenzia ich príslušných vektorových priestorov, sú aj tieto dimenzie rovnaké a z algebry vieme, že vektorové priestory V(A) a V(A() sú izomorfné, t.j. existuje bijektívne lineárne zobrazenie ( : V(A) ( V(A(), a teda aj bijektívne afinné zobrazenie f: A ( A(  Čiže afinné priestory A a A( sú izomorfné.

3. Analytické vyjadrenie afinného zobrazenia a jeho homogénnej zložky.

      Na analytické vyjadrenie afinného zobrazenia je potrebné v príslušných priestoroch zaviesť súradnicové sústavy. Nech f: An ( Am je afinné zobrazenie a nech (O, e1, e2, ..., en( je afinná súradnicová sústava v An a (P, d1, d2, ..., dm( je afinná súradnicová sústava v Am. 
      Zrejme bod  f(O)(Am  bude mať v súr. sústave (P, dj( , j (1,...,m nejaké súradnice a vektory  

f °(ei)(V(Am) , i ( 1,...,n, budú mať v báze (dj( , j(1,...,m tiež nejaké súradnice. Označme ich 

f(O) ( (b1, b2, ..., bm(                     čiže        f(O) ( P + b1d1 + ... + bmdm   

f°(e1) ( (a11, a21, ..., am1)                             f°(e1) ( a11d1 + ... + am1dm   

          .                                                           .

          .                                                           .

          .                                                            .

f°(en) ( (a1n, a2n, ..., amn)                             f°(en) ( a1nd1 + ... + amndm  

      Nech X ( An je ľubovoľný bod. Vieme, že sa dá jednoznačne vyjadriť ako

X ( O + x1e1 + x2e2 + ... + xnen  , čiže  (x1, x2, ..., xn( sú jeho súradnice v (O, ei(, kde i ( 1, ..., n.

Potom f(X) je jeho obraz a označme (x1(, ..., xm(( jeho súradnice v (P,dj(, kde j ( 1, ...,m.

Hľadajme vzťah medzi  súradnicami bodu X a jeho obrazu, čiže medzi (x1(,...,xm((  a  (x1,...,xn(.

f (X)   (   f(O + x1e1 + ... + xnen) ( f(O) + f°(x1e1 +... + xnen)  (  

          (   f(O) + x1f°(e1) + x2f°(e2) + ...  + xnf°(en)   (                                                                                                                                              

          (   (P + b1d1 + ... + bmdm ) +  x1(a11d1 + ... + am1dm) +  x2(a12d1 + ... + am2dm) +... + 

                                                                      +  xn(a1nd1 +...+ amndm)   ( 

          (   P + (b1 + a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn)d1 + (b2 + a21x1 + ...+ a2nxn)d2 + ... +             

                                                                   + (bm + am1x1 + ... + amnxn)dm   ,

čo vlastne znamená, že f(X) má v ( P, dj( pre j (  1, 2, ..., m súradnice:

(b1 + a11x1 + ... + a1nxn, ... , bm + am1x1 + ... + amnxn( , čo môžeme zapísať nasl. spôsobom:

(i)   
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alebo v maticovom tvare:

(ii)    
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Symbolicky:

X( ( A.X + B
Poznámka:   V maticovom zápise sme použili stĺpcový tvar. V ďalšom, ak budeme chcieť pisať súradnice bodov a vektorov pomocou matíc, vždy budeme používať stĺpcový tvar.

Definícia 3.1:   Vzťah (i) resp. (ii) sa nazýva analytickým vyjadrením afinného zobrazenia  f vzhľadom k súr. sústave (O, ei(, i ( 1, ..., n priestoru An a (P, dj(, j ( 1, ..., m priestoru Am.

Poznámka:
1) Vzťahy (i) nazývame tiež rovnice afinného zobrazenia.

2) Maticu A maticou afinného zobrazenia.
      Praktický význam analytického vyjadrenia zobrazenia f je v tom, že vieme ľahko vypočítať súradnice bodu f(X), ak poznáme súradnice bodu X. Zrejme každé afinné zobrazenie má analytické vyjadrenie.

     Skúmajme teraz, či ľubovoľné zobrazenie f :An ( Am, dané vzťahmi (i), resp. (ii), je afinné.

V takto definovanom zobrazení sa ľub. bod X(An zobrazí do bodu f(X), pričom jeho súradnice vyhovujú maticovej rovnici X( ( A.X + B. Budeme tiež písať f(X) ( A.X + B .

     Zistíme to použitím kritéria uvedeného vo vete 1.1. Označme M, N matice, ktorých prvky sú súradnice bodov M, N priestoru An.  Potom 

         f(M + t(N ( M))  (  A.(M + t(N ( M)) + B  (  A.M  +  t(A.N ( A.M) + B  ( 

                                     (  A.M + B  +  t((A.N + B) ( (A.M + B))  (  f(M) + t(f(N) ( f(M))

Tým sme dokázali vetu:

Veta 3.1:    Zobrazenie f : An ( Am je afinné  (  keď jeho analytické vyjadrenie vzhľadom na súradnicové sústavy  (O, ei(  pre i ( 1, 2, ..., n , (P, dj(, j ( 1, ..., m má tvar (i) resp. (ii).

Poznámka:   Veta je ďalšie kritérium, kedy zobrazenie f je afinné.

      Hľadajme teraz analytické vyjadrenie homogénnej zložky f°. Môžeme postupovať dvojakým spôsobom:

a) priamo, t.j.rovnako ako sme odvodzovali analytické vyjadrenie zobrazenia f .

b) alebo využijeme fakt, že analytické vyjadrenie zobrazenia f máme , a tiež defníciu homogénnej zložky f°.

      Označme x ( (x1,x2,...,xn), x(V(An),  f°(x) ( x( ( (x1(,x2(,...,xm(). Pre ľubovoľný bod M(An , pre ktorý  M ( (m1,m2,...,mn( , je potom  x( ( f°(x) ( f (M + x) ( f (M) ,  čiže v maticovom zápise

                   X( ( A.(M + X) + B ( (A.M + B) ( A.M +  A.X + B ( A.M ( B (  A.X

a v tvare rovníc  
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      Vidíme, že analytické vyjadrenie  f° sa líši od anal. vyjadrenia f  len tým, že nemá absolutné členy. Najdôležitejšie vlastnosti týkajúce sa analytických vyjadrení afinných zobrazení sú obsiahnuté v nasl. vete.

Veta 3.2:   Nech A,A(,A(( sú afinné priestory nad poľom R. (O,ei(, i(1,...,n, (P,dj(, j(1,...,m, (Q,bk(, k(1,...,r sú afinné súradnicové sústavy v tomto poradí v A,A(,A((. Nech ďalej  f : A(A( 

je afinné zobrazenie s analytickým vyjadrením  Y ( A.X + M vzhľadom na  (O,ei(, (P,dj(  a 

g : A((A(( nech je afinné zobrazenie s analytickým vyjadrením Z ( B.Y + N  vzhľadom na  (P,dj(, (Q,bk(. Potom

(a) afinné zobrazenie  g°f : A(A(( má vzhľadom na (O,ei(, (Q,bk(  analytické vyjadrenie 

     Z ( (B.A).X + B.M + N
      a jeho homogénna zložka (g°f)° ( g°°f° má analytické vyjadrenie :  Z ( (B.A).X

(b)  f je bijektívne ( A je regulárna štvorcová matica

(c)  ak  f  je bijektívne, potom bijektívne afinné zobrazenie  f(1: A((A má analytické vyjadrenie Y ( A(1.X ( A(1.M 

Dôkaz:   

(a)   Tvrdenie vyplýva z pravidiel o počítaní s maticami, lebo po dosadení  dostávame

              Z ( B.( A.X + M ) + N ( (B.A).X + B.M + N  , čo je analytické vyjadrenie zobrazenia g°f a jeho homogénna zložka má vyjadrenie   Z ( (B.A).X .

(b)   Zobrazenie f je bijektívne (vzhľadom na vetu 2.5)  (  dimA ( dimA(  (  matica A afinného zobrazenia f je štvorcová a pre každý bod  Y(A( má sústava rovníc  A.X ( Y ( M práve jedno riešenie  (  A je štvorcová a regulárna matica (čiže keď detA ( 0).

(c)   Ak f je bijektívne, potom zobrazenie f (1 : A((A je tiež bijektívne. Matica A zobrazenia f je regulárna, čiže existuje k nej inverzná matica a môžeme písať

                  Y ( A.X ( M
                  Y ( M ( A.X        / . A(1 (vynásobíme zľava)                                                                                       

                  A(1.Y ( A(1.M ( X
                  X ( A (1. Y ( A(1. M   , čo je tvrdenie vety. 

4.   Afinity

      V ďalšom nás budú zaujímať afinné zobrazenia priestoru An do seba. Predpokladajme, že v afinnom priestore An je pevne zvolená afinná súradnicová sústava (O,ei( pre i (1,...,n. Analytické vyjadrenie afinného zobrazenia budeme mať v tomto prípade vždy vzhľadom na túto súr. sústavu.

Definícia 4.1:  Afinnou transformáciou priestoru An budeme rozumieť každé afinné zobrazenie priestoru A​n do seba.

Bijektívnu afinnú transformáciu priestoru An budeme nazývať afinitou priestoru An.

Veta 4.1:    Afinná transformácia  f : Y ( A.X + B priestoru An je afinitou priestoru An práve vtedy, keď matica A je regulárna ( t.j. det A ( 0 ).

Dôkaz:   Tvrdenie vyplýva priamo z vety 3.2 , ktorá hovorí, že f je bijekcia ( A je reg. štvorcová matica.

Veta 4.2:   Množina  A(An)  všetkých afinít priestoru An vzhľadom na operáciu skladania zobrazení tvorí grupu.   ( Nazývame ju grupou transformácií.)

Dôkaz:  

1. Množina  A(An) je neprázdna, lebo identita je bijektívna afinná  transformácia, a teda patrí do množiny A(An).

2. f,g ( A(An)  (  f,g sú bijektívne afinné zobrazenia An ( An  (  g°f  je tiež bijektívne afinné zobrazenie An ( An  (  g°f ( A(An).

3. f ( A(An)  (  f je bijektívne afinné zobrazenie An ( An   (  f (1 existuje a je bijektívne 

      z An ( An   (  f (1 ( A(An).  

5.   Samodružné body a smery afinnej transformácie.

      Pretože afinná transformácia f : Y ( A.X + B je zobrazením afinného priestoru do seba, má zmysel zaoberať sa geometrickými útvarmi, ktoré sa zobrazia do seba. Tieto hrajú dôležitú úlohu pri vyšetrovaní afinných zobrazení, a preto sa nimi budeme v ďalšom zaoberať.

Definícia 5.1:

Bod X(An sa nazýva samodružný bod afinnej transformácie f  (  f(X) ( X.

Veta 5.1:   

Množina Fix f  všetkých samodružných bodov afinnej transformácie je lineárna varieta v An. 

Dôkaz:   

                        X,Y ( Fix f  (   f(X) ( X,  f(Y) ( Y

  X ( t(Y(X) ( f(X) ( t(f(Y) ( f(X))  (  f(X ( t(Y(X))  ,  čiže X ( t(Y ( X) ( Fix f  pre ľub. t(R    

               (X,Y sú sam.)                     ( f je afinné)
Z predchádzajúcich vzťahov vyplýva, že Fix f  je lineárna varieta. 

      Hľadajme samodružné body afinného zobrazenia f.

Označme X ( (x1,...,xn( .  Potom X je samodružný bod  zobrazenia   (  keď platí:
(i) 
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resp. v maticovom vyjadrení

(iii)      (A ( J) ( X ( B ( O   ,  kde J je jednotková matica.

      Čiže súradnice bodu X sú riešením tejto sústavy lineárnych rovníc. Ak hodnosť matice sústavy, teda hodnosť matice A ( J je k, potom z analytickej geometrie vieme, že riešením je lineárna varieta dimenzie n ( k.

Poznámka:   Riešením sústavy (iii) je množina samodružných bodov, a teda predchádzajúci postup je návod na ich hľadanie.

Definícia 5.2:    Lineárna varieta  ( ( An  sa nazýva samodružná varieta afinného zobrazenia    

f: An ( An,   ak f(() ( (.  Lineárna varieta sa nazýva bodovo samodružná, ak každý jej bod je samodružným bodom afinného zobrazenia. 

Definícia 5.3:    Jednorozmerný vektorový podpriestor vektorového priestoru V(An) sa nazýva smer v afinnom priestore An.

Označenie:    Ak vektor s generuje tento podpriestor, označíme ho Vs.

Definícia 5.4:    Smer Vs  afinného priestoru An  sa nazýva samodružným smerom afinného zobrazenia f, ak f°( Vs) ( Vs
Lema:    f°( Vs) ( Vf °(s)  

Dôkaz: 

a) Vf °(s) ( f°(Vs) , lebo ( x(Vf °(s) , k ( 0, k(R :  x ( k.f°(s) ( f°(k.s) ( x ( f°(Vs) 

b) f°(Vs) ( Vf °(s) , lebo ( y(f°(Vs) , k ( 0, k(R : y ( f°(k.s) ( k.f°(s) ( y ( Vf °(s) 

Poznámka:   Ak f°(s) ( 0 , potom f°(Vs) ( Vf °(s) ( V0 ( 0 

Definícia 5.5:    Vektor x ( 0 sa nazýva vlastným vektorom zobrazenia  f°, ak existuje ((R tak, že f°(x) ( ((x . Číslo ( sa nazýva vlastným číslom zobrazenia  f° práve vtedy, keď existuje x ( 0, že f°(x) ( ((x.

( Vidíme, že číslo ( môže byť rovné 0, ale vektor nie)

Veta 5.2:   x je vlastný vektor zobrazenia f° pre číslo ( ( 0  (  keď Vx je jeho samodružný smer.

Dôkaz:
a) Nech x je vlastný vektor pre číslo ( ( 0. Potom platí  f°(Vx) ( Vf °(x) ( V(x ( Vx 

b) Nech Vx ( f°(Vx) ( Vf °(x) . Potom f°(x) ( Vx ,čiže f°(x) ( (.x ,((0  , čiže x je vlastný vektor. 

       Predchádzajúca veta dáva návod na hľadanie samodružných smerov afinného zobrazenia. Stačí nájsť vlastné vektory zobrazenia f°. 

         x ( (x1,x2,...,xn) ( 0 je vlastným vektorom f° ( ak ex. ((R : f°(x) ( ((x ( ak ex. ((R : A.X ( ((X (zapísané v maticovom tvare) ( ak ex. ((R : (A ( (.J) . X ( O  , čo po prepísaní do tvaru rovníc je

             (1)   
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      Ide o sústavu n homogénnych rovníc o n neznámych. Je známe, že táto sústava má netriviálne riešenie práve vtedy, keď determinant sústavy je rovný 0, čiže keď  (A ( ((J ( ( 0   alebo 

             (2)        
[image: image22.wmf].

λ

a

.

.

a

a

.

.

.

a

.

.

λ

a

a

a

.

.

a

λ

a

nm

n2

n1

2n

12

12

1n

12

11

-

-

-

      (   0     
[image: image23.wmf] 

      (2) je vlastne rovnica n-tého stupňa pre neznámu ( . Len tým ((R, ktoré sú riešeniami sústavy (2), prislúchajú vlastné vektory. Nájdeme ich dosadením hodnoty ( do sústavy (1) a jej vyriešením. Nenulové riešenia potom generujú samodružné smery afinného zobrazenia f. 

Poznámky:  

    1)  Ak  x je vlastný vektor pre ( ( 0 , potom Vx ( f°(Vx) ( Vf °(x) , a teda priamka so smerovým vektorom  x sa v tomto afinnom zobrazení zobrazí do priamky s ňou rovnobežnej.

    2)  Ak  x je vlasný vektor pre ( ( 0 , potom f°(Vx) ( 0 , čiže priamka so smerovým vektorom x sa zobrazí do bodu.

Veta 5.3:   Množina V(()  skladajúca sa zo všetkých vlastných vektorov zobrazenia  f° prislúchajúcich k pevnej vlastnej  hodnote ( a z vektora 0 tvorí podpriestor priestoru V(An).

Dôkaz:    

          V(() ( (x ( f°(x) ( (x ( ( (0(.   Potom  ( x, y (V(() a ( (,((R  platí:

             f°((x ( (y) ( (f°(x) ( (f°(y) ( (((x) ( (((y) ((((x ( (y) , čiže


          
      
          (x ( (y ( V(()

 Poznámka:  V(() nemusí byť jednorozmerný vektorový priestor.

Veta 5.4:   Afinná transformácia  f priestoru An do seba je injektívna práve vtedy, keď 0 nie je vlastnou hodnotou zobrazenia f°. 

Dôkaz:   Stačí dokázať:   f nie je injektívne ( 0 je vlastná hodnota zobrazenia  f°.

a)  f nie je injektívne  (  existujú rôzne body A,B ( An : f(A) ( f(B)  (  f°(B ( A) ( 0 , 

čo môžeme písať ako f°(B ( A) ( 0.(B ( A) ,  kde B(A je nenulový vektor. Je to definícia vlastnej hodnoty ( ( 0 pre zobrazenie f°.

b)   Nech 0 je vlasná hodnota f°. Potom existuje vektor x ( 0 : f°(x) ( 0.x , čiže f°(x) ( 0 . To 

ale znamená, že f° nie je injektívne, a teda ani  f nie je injekcia.

6.   Dilatácie

Definícia 6.1    Afinita f priestoru An sa nazýva dilatáciou, ak každý smer priestoru An je samodružným smerom zobrazenia f.

      Čiže afinné zobrazenie f: An (An je dilatáciou, keď f je bijekcia a každá priamka sa zobrazí do priamky s ňou rovnobežnej. ( Príklady: stredová súmernosť, rovnoľahlosť, posunutie)

      Definícia hovorí, že ak f je dilatácia, potom pre ( x(V(A) existuje ((R, ( ( 0 :  f((x) ((x. Ukážeme v ďalšej vete, že existuje jediné také reálne číslo (  ( t.j., ak sa vektor x v dilatácii zobrazí do vektora  (1x  a  y do (2y, potom (1 ( (2 ) .

Veta 6.1:   Nech  f je dilatácia v An. Potom existuje jediné reálne číslo (  rôzne od nuly, že (x(V(An) je f°(x) ( (.x.

Dôkaz:   Nech  a (V(An), a ( 0,  f°(a) ( (.a je ľubovoľný pevný vektor. Pretože f je dilatácia, zobrazí sa každý vektor x do svojho násobku. Označme f°(x) ( (.x .

Ak x ( 0, potom f°(x) ( 0 a môžeme písať f°(x) ( (.0 ( (.x 

Ak x ( 0, potom máme dve možnosti:

a) {a , x} je lineárne nezávislá množina

b) {a , x} je lineárne závislá množina

a) 

         a

                        x

Položme f°(a ( x) ( (.(a ( x)  , lebo f je dilatácia

Potom      f°(a) ( f°(x) ( (.a ( (.x
               ((.a) ( ((.x) ( (.a ( (.x
              (( ( ().a  ( (( ( ().x ( 0
a,x sú lineárne nezávislé, a preto ( ( ( ( ( ( ( ( 0  (  ( ( ( ( (
b)                      x

               a    

x  ( ((a   (   f°(x( ( (.f°(a(
                        ((x ( ((((((a 

                        ((x ( (((.a( 

                        ((x ( ((x    (    ( ( (
Definícia 6.2:   Číslo (  nazývame koeficientom dilatácie f. (Označujeme tiež kf )

Veta 6.2:   Množina  D(An) všetkých dilatácií priestoru An tvorí grupu. 

Dôkaz:   

1) D(An) je neprázdna množina. Je zrejmé, že identické zobrazenie je dilatácia, lebo (x(V(An)  je f°(x) ( 1.x.

2) Ak  f, g( D(An), potom existujú (, ((R, že pre všetky x je f°(x) ( (x ,  g°(x) ( (x. 
Potom (g°f)°(x) ( g°(f°(x)) ( g°((x) ( (g°(x) ( ((().x ,  čiže g°f ( D(An).

3) Ak  f je dilatácia, t.j.  f°(x) ( (x, potom k nemu existuje inverzné zobrazenie f(1 ( lebo                      

dilatácie sú bijektívne zobrazenia). Treba ukázať, že je to dilatácia.

                  x  (  ((f°)(1°f°)(x)  (  (f°)(1((x)  (  ((f°)(1(x)   

                                 (f°)(1(x)  (  
[image: image24.wmf]l

1

x             ,  čiže f(1 je dilatácia s koeficientom 
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Definícia 6.3: Dilatáciu f budeme nazývať transláciou alebo posunutím, ak jej koeficient ( ( 1.

Veta 6.3:   Množina T(An) všetkých translácií priestoru An tvorí podgrupu grupy D(An).

Dôkaz: (vyplýva z predchádzajúcej vety). Pre ľub. dve translácie a ľub. vektor x totiž platí:

   1.  f, g ( T(An) (  f°(x) ( x, g°(x) ( x  a  (g(° f°)(x) ( g°(f°(x)) ( g°(x) ( x (  g°f ( T(An)

   2. Ku každej translácii (teda dilatácii s koeficientom 1) existuje inverzná dilatácia s koeficientom 1, čiže translácia.

   3. Neutrálny prvok je identita, lebo z predchádzajúcej vety vyplýva, že identita ja translácia.

Veta 6.4:   Pre každé f ( T (An) (( a(V(An) :  (X(An  je  f(X) ( X(a
Dôkaz:    existencia

Nech A je ľub. pevný bod priestoru An .Označme a ( f(A)(A. Potom

                     (X(An  platí:     f°(X(A) ( X(A

                                             f(X) ( f(A) ( X ( A

                                                        f(X) ( X ( (f(A) ( A)

                                                        f(X) ( X ( a        , lebo je to translácia, t.j. dilatácia s koef. 1.

Jednoznačnosť:    nech existujú dva vektory a, b tak, že f(X) ( X ( a ( X ( b . Potom

                                         X ( X ( a ( b  (  0 ( a(b  (  a ( b , čo je spor.

Dôsledok:  Posunutie buď nemá samodružný bod alebo je to identita.


V ďalšom sa budeme zaoberať dilatáciami, ktoré nie sú translácie, čiže koeficient ( ( 1.

Definícia 6.4:   Dilatácia, ktorej koeficient  je rôzny od 1, sa nazýva rovnoľahlosťou (alebo tiež homotétiou) . Koeficient dilatácie potom nazývame koeficientom rovnoľahlosti.

Veta 6.5:   Nech f je rovnoľahlosť v afinnom priestore An s koeficientom (. Potom pre (X(An je  f(X) ( f(A)(((X(A).

Dôkaz:    f je rovnoľahlosť  (  každý smer je samodružný  (  (X(An : f(X) ( f(A) ( ((X(A), kde A je ľubovoľný pevný bod a f(A) jeho obraz; čo je tvrdenie vety.

Veta 6.6:   Každá rovnoľahlosť má práve jeden samodružný bod.

Dôkaz:   Nech f je rovnoľahlosť. Bod O je samodružným bodom rovnoľahlosti f práve vtedy, keď  f(O) ( O. Z predchádzajúcej vety vieme, že f(O) ( f(A) ( ((O ( A),  pre ľubovoľný A(An . Čiže

             O ( f(O)   (   O ( f(A) ( ((O ( A)   (   O ( A ( f(A) ( A ( ((O ( A)   ( 

                    (   (1(() (O ( A) ( f(A) ( A   (   O ( A ( 
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      V tomto prípade je ( ( 1, a teda rovnoľahlosť f má aspoň jeden samodružný bod O , ktorý leží na priamke určenej bodmi A, f(A). (bod A je ľubovoľný bod afinného priestoru). Predpokladajme teraz,  že existujú dva samodružné body,  tj. O ( f(O) , O( ( f(O() . Opäť použijeme vetu 6.5 a dostávame:

  
[image: image28.wmf]
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 EMBED Equation.3  [image: image30.wmf]                 f(O) ( f(A) ( ((O ( A)       a         f(O() ( f(A) ( (( O( ( A)   

po odčítaní

                           f(O) ( f(O() ( ((O ( O()

                              O ( O(     (  ((O ( O() 

                            (1(() (O ( O() ( 0              (       ( (1  alebo  O ( O(     

Pretože ( ( 1 , body O a O( sú totožné.

Definícia 6.5:   Bod O z predchádzajúcej vety nazývame stredom rovnoľahlosti f.

Dôsledok 1:   Rovnoľahlosť f je daná vzťahom f(X) ( O ( ((X(O). 

Dôkaz:  Stačí, ak vo vyjadrení rovnoľahlosti z vety 6.5 ľubovoľný bod A nahradíme bodom O.

Poznámka:   Inými slovami, každá rovnoľahlosť je daná svojím stredom a koeficientom.

Označujeme R ((O,() alebo RO,( .        
Dôsledok 2:   (X(An  sú body X, f(X), O kolineárne.

Dôsledok 3:   (f(X)XO) ( (
Dôsledok 4:   Ak koeficient ( ( (1, ide o stredovú súmernosť.


V ďalšom nás bude zaujímať zloženie dvoch rovnoľahlostí. 

 Označme f rovnoľahlosť R ( (O1,k1) , g rovnoľahlosť R ( (O2,k2) pričom k1, k2 (1. 

Veta 6.7:   Zloženie dvoch rovnoľahlostí  f ( R(O1,k1) , g (R(O2,k2) je  

1) identita, ak O1 ( O2 a k1k2 ( 1 

2) neidentické posunutie, ak O1 ( O2 a k1k2 ( 1

3) rovnoľahlosť s novým stredom O a koeficientom k ( k1k2 ak k1k2 ( 1. 

Dôkaz:      gf(X)  (  g(f(X))  (  g(O1 ( k1(X ( O1))  (  O2 ( k2(O1 ( k1(X ( O1) ( O2)  ( 

                            (   O2 ( k2(O1 ( O2) ( k1k2(X ( O1)

Rozlíšime dva prípady:  1)  k1.k2 ( 1

                                       2)  k1.k2 ( 1

1) Ak k1.k2 ( 1, potom 

gf(X) ( O2 ( k2(O1 ( O2) ( (X ( O1) ( X ( (O2 ( O1) ( k2(O1 ( O2) ( X ( (k2(1).(O1 ( O2) , čo je neidentické posunutie pre O1 ( O2 alebo identita pre O1 ( O2. 

2) Ak k1.k2 ( 1 , potom      

 gf(X) ( O2 ( k2(O1 ( O2) ( k1k2(X ( O1) ( g(O1) ( k1k2(X ( O1) ( g(f(O1)) ( k1k2(X ( O1) (  

     ( gf(O1) ( k1k2(X ( O1)   ( lebo O1(f(O1, O2 ( k2(O1 ( O2) ( g(O1) )  ,   

čo je vlastne vyjadrenie rovnoľahlosti s koeficientom k1.k2 pomocou dvojice bodov O1, gf(O1).

Vidíme, že v tomto prípade je zložením dvoch rovnoľahlostí opäť rovnoľahlosť.

Dôsledok 1:   Množina všetkých rovnoľahlostí nie je grupa.

Dôsledok 2:   Množina RO všetkých rovnoľahlostí s pevným stredom O doplnená o identitu je grupa. ( Je to podgrupa všetkých dilatácií.) 

Dôkaz:   Je zrejmé, že táto množina má neutrálny prvok a že ku každej dilatácii so stredom O  existuje inverzná dilatácia s tým istým stredom. Stačí preto ukázať, že zložením dvoch dilatácií z tejto množiny je dilatácia so stredom O. Využijeme vzťah odvodený vyššie. Dosadením  O za O1 dostaneme

        gf(X) ( gf(O) ( k1k2(X ( O) ( g(O) ( k1k2(X ( O) ( O ( k1k2(X ( O)   (  gf ( RO 

Veta 6.8:   Súčinom rovnoľahlosti R ( (O, k) a posunutia  o vektor a je rovnoľahlosť  R( ( (O(, k),   kde O( ( O ( 
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a ). Závisí to od poradia skladania zobrazení.

Dôkaz:   Označme f rovnoľahlosť, jej analytické vyjadrenie potom je  f(X) ( O ( k(X ( O). Ďalej nech g je posunutie s analytickým vyjadrením g(X) ( X ( a . Potom

gf(X) (  g(f(X)) ( (O ( k(X ( O)( ( a ( O ( a ( k(X ( O) ( O ( 
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1

k

1

-

-

 a ( k(X ( O) ( 

          (  (O ( 
[image: image34.wmf]k

1

1

-

a) ( k(X ( O) ( 
[image: image35.wmf]k

1

k

-

a ( (O ( 
[image: image36.wmf]k

1

1

-

a ) ( k(X ( (O ( 
[image: image37.wmf]k

1

1

-

a )( ( 

          (  O( ( k(X ( O()  
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          ( O ( 
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Dôsledok 1:   Súčinom posunutia  f o vektor a  a stredovej súmernosti g so stredom S je stredová súmernosť. 

Dôkaz:   Analytické vyjadrenia stredovej súmernosti f a posunutia g potom sú

                                        f(X) ( S ( (X ( S)         a          g(X) ( X ( a 

Z vety 6.8 vyplýva, že zobrazenia fg, gf sú rovnoľahlosti s koeficientami rovnými  (1, čiže stredovými súmernosťami. Zobrazenie gf má stred súmernosti S( ( S ( 
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a     a zobrazenie fg má stred súmernosti S( ( S ( 
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Dôsledok 2:   Zložením troch stredových súmerností je stredová súmernosť. 

Dôkaz: Zložením dvoch stredových súmerností je posunutie a zložením posunutia a stredovej súmernosti je stredová súmernosť.

Veta 6.9:   Analytické vyjadrenie dilatácie f s koeficientom k je

                                           f   (   
[image: image45.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

+

=

¢

+

=

¢

+

=

¢

n

n

n

2

2

2

1

1

1

a

kx

x

.

  

.

  

.

a

kx

x

a

kx

x




  

Dôkaz:  Stačí si po súradniciach rozpísať vzťahy z viet 6.4, 6.5 a všetky absolútne členy označiť ako a1, a2, …, an. 

7. Základné afinné transformácie a základné afinity priestoru An  

Definícia 7.1:   Afinnú transformáciu f priestoru An , ktorej množinou všetkých samodružných bodov je nadrovina, nazývame základnou afinnou transformáciou.

Poznámka:  Niekedy základnej afinnej transformácii hovoríme tiež  nadrovinová afinná transformácia.

Veta 7.1:   Nech f je základná afinná transformácia priestoru An, ktorej množinou samodružných bodov je nadrovina ( o rovnici g(x) (0 . Potom pre všetky body P,Q (( platí:

                       f(Q) ( Q ( 
[image: image46.wmf]g(P)

g(Q)

.(f(P) ( P) 

Dôkaz: 

1) Nech priamka PQ pretína nadrovinu ( v bode M ( t.j. g(M) ( 0 ) 

Pretože Q je bodom priamky PM, existuje t(R : Q ( M ( t(P ( M)

Čiže g(Q) ( g(M) ( t(g(P) ( g(M)) ( t.g(P)      ,   lebo g(M)(0

        f(Q)  ( f(M ( t(P ( M)) ( f(M) ( t(f(P) ( f(M)) ( M ( t(f(P) ( M)       

 f(Q) ( Q ( M ( t(f(P) ( M) ( M ( t(P ( M) ( t(f(P) ( P)        ,   pričom t ( 
[image: image47.wmf]g(P)

g(Q)
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2) Nech priamka PQ nepretína nadrovinu ( . Potom zvolíme v nadrovine ( bod N tak,

aby priamky PN a QN pretínali nadrovinu (.  Potom z časti 1 dôkazu vyplýva, že
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 EMBED Equation.3  [image: image49.wmf]P)
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Dôsledok 1:   Základná afinná transformácia f : An ( Am, ktorá zobrazí bod A ( (a1, ..., an(((  do bodu B ( (b1, ..., bm(  a  ktorej množina samodružných bodov je nadrovina  ( určená všeobecnou rovnicou  g(x) ( 0 ,( g(x) ( (1x1 ( (2x2 ( ... ( (nxn ( (0 ), má analytické vyjadrenie 

                                          f(X) (  X ( 
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Dôkaz: 

   Vzťah vo vete 7.1 platí pre všetky dvojice bodov, teda aj pre dvojice X ( f(X) a A ( B. Druhá časť je rozpísanie vzťahu po súradniciach.

Dôsledok 2:   V každej základnej afinnej transformácii  sú všetky priamky  Xf(X) , X(( rovnobežné.

Dôkaz:   Tvrdenie vyplýva z toho, že všetky priamky Xf(X) majú smerový priestor určený vektorom B ( A .

Definícia 7.2:   Ľubovoľnú priamku z množiny všetkých rovnobežných priamok z dôsledku 2 nazývame smerom základnej afinnej transformácie f . Budeme ho označovať Sf .

Poznámka:   Smerový vektor smeru Sf   budeme označovať sf . 
Dôsledok 3:   Ak f je základná afinná transformácia s nadrovinou samodružných bodov ( , určenou rovnicou g(x) ( 0, potom pre všetky body A,P neležiace v rovine ( platí: 
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Dôkaz:   Z dôsledku 1 vieme, že f(P) ( P (
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Dosaďme súradnice bodu f(P) do ľavej strany rovnice g(x) ( 0 .

      g(f(P))  (  g(P (
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      Vidíme, že pre všetky body X((  ( ináč by bolo g(X)(0 ) je podiel  
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 konštantný a má zmysel definovať :

Definícia 7.3:   Podiel  
[image: image63.wmf]g(X)
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  nazývame koeficientom základnej afinnej transformácie f a označujeme kf. 

Veta 7.2:  (Veta o určenosti základnej afinnej transformácie)

Nech je v An daná nadrovina ( a rôzne body A, B tak, že A((. Potom existuje práve jedna základná afinná transformácia na An, že ( je jej bodovosamodružná rovina a f(A) ( B.             
Dôkaz:   Nech ( je daná rovnicou  g(x) ( 0. Z dôsledku 1 za vetou 7.1 vyplýva, že ak f je základná afinná transformácia, potom f má analytické vyjadrenie 

                                       f(X) (  X ( 
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 Z vety 3.1 vyplýva, že týmto predpisom je jednoznačne určená afinná transformácia. Stačí ukázať, že je to základná afinná transformácia.

      Ak X ( (, potom g(X) ( 0 a dosadením dostaneme, že f(X) ( X,  čiže ( je množinou samodružných bodov.

      Dosadením tiež hneď zistíme, že obrazom bodu A je 

                             f(A) ( A  ( 
[image: image65.wmf]g(A)
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      Ak by ľubovoľný bod M nepatriaci do nadroviny ( bol samodružný, t.j. f(M) ( M, museli by byť všetky body priestoru samodružné ( lebo samodružné body tvoria varietu ),  čiže  f  by bola identita . To je spor s tým, že body A,B sú rôzne. 

      Vidíme, že  f  je jednoznačne určená afinná transformácia s nadrovinou samodružných bodov (, čiže základná afinná transformácia.

Veta 7.3:   Ak smer Sf základnej afinnej transformácie nie je rovnobežný s nadrovinou ( 

( tj. sf (V(), potom (A((,  f(A)((  :  (f(A)AA0) ( kf ,  kde A0 je priesečník priamky Af(A) s nadrovinou (.
Dôkaz:

                                       Sf                                                                 ( f(A)

                                (       

                                                                                                                        

             (        ( A0                                          (  A0                      o                         
                                                                  ( A                                                           

               ( f(A)                                     

      Body A, f(A), A0 ležia na jednej priamke a sú rôzne. Má zmysel uvazovať o ich deliacom pomere   (f(A)AA0).  Vieme, že  A0 ( f(A) ( (f(A)AA0).(A0 ( A) .  

      Označme si g°(x) polynom g(x) bez absolútneho člena.  Potom         

                           g°(A​0 ( f(A)) ( (f(A)AA0).g°(A​0 ( A)     

                        g(A0) ( g(f(A)) ( (f(A)AA0).(g(A0) ( g(A))    , kde g(A0) ( 0  

      Čiže       (f(A)AA0)  (  
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Veta 7.4:   Ak smer Sf základnej afinnej transformácie f je rovnobežný s nadrovinou (, (sf (V(), potom kf ( 1.

Dôkaz:  Nech ( je určená rovnicou g(x) ( 0 a A ľubovoľný bod nepatriaci do nadroviny (. Označme B ( f(A).   Potom   B (A (V(   (   g°(B ( A) ( 0   (   g(B) ( g(A) ( 0   ( 

                   (  g(B) ( g(A)   (   
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Definícia 7.4:   Projekciou ( premietaním ) v smere s (V( do nadroviny ( nazývame 

zobrazenie f : An ( ( , ktoré X(X(( sX ( (  , kde sX je priamka prechádzajúca bodom X so smerovým vektorom  s.

( Toto zobrazenie tiež nazývame rovnobežné premietanie )

Veta 7.5:   Rovnobežné premietanie  f do nadroviny ( je základná afinná transformácia.

Dôkaz:  Tvrdenie vyplýva priamo z definície, lebo všetky samodružné body zobrazenia  f sú práve body nadroviny (.

Poznámka:   

Zrejme smer Sf  tejto afinnej transformácie je rovnobežný so smerom premietania s:

Veta 7.6:   Základná afinná transformácia  f je projekcia práve vtedy, keď kf ( 0 .

Dôkaz:  

a) Nech f je projekcia ( teda aj základná afinná transformácia ). Potom

       ( X(An je f(X)(( ( g(f(X)) ( 0  (   kf ( 
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b) Nech základná afinná transformácia f má koeficient kf ( 0, čiže 
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( 0 pre (X((. 

To znamená, že g(f(X)) ( 0, a teda f(X)(( .   Je to vlastne premietanie v smere rovnobežnom s priamkou Xf(X) do nadroviny (.

Veta 7.7 :   Ak  f je základná afinná transformácia , potom   f°(sf) ( kf.sf    
Dôkaz:   Treba dokázať, že sf  generuje  samodružný smer zobrazenia  f pre vlastné číslo kf  alebo sa zobrazí do 0.  Rozlíšime tri prípady:

      1)  Nech f je premietanie. Je to základná afinná transformácia, ktorej smer určíme pomocou jej smerového vektora sf ( f(A) ( A, kde A je ľubovoľný bod neležiaci v rovine ( a  f(A)(( je jeho obraz (čiže f(f(A)) ( f(A) ) . Potom

       f°(sf) ( f°(f(A) ( A) ( f(f(A)) ( f(A) ( f(A) ( f(A) ( 0 ( 0.sf  ,čiže kf (0   a  f°(sf) ( kf . sf 

      2)  Nech f je základná afinná transformácia, ktorá nie je premietanie a nech jej smer nie je rovnobežný s jej bodovosamodružnou nadrovinou (. Potom priamka Af(A) pretína nadrovinu ( v bode A0 a platí:    A0 ( f(A) ( kf (A0 ( A)

      Nech smer zakladnej afinnej transformácie je daný vektorom sf  ( A0 ( A . Potom

                      f°(sf) ( f(A0) ( f(A) ( A0 ( f(A) ( kf (A0 ( A) ( kf.sf   

      3)  Nech f je základná afinná transformácia, ktorá nie je premietanie a nech jej smer je rovnobežný s jej bodovosamodružnou nadrovinou (. Potom  sf  ( f(A) ( A(V( . Čiže existujú body  B,C (( : sf ( B ( C .  Potom   

                     f°(sf) ( f°(B ( C) ( f(B) ( f(A) ( B ( C ( 1.sf ( kf.sf     

Definícia 7.5:   Základná afinná transformácia rôzna od premietania, ktorej smer je rovnobežný s nadrovinou samodružných bodov sa nazýva elácia a ktorej smer  s ňou nie je rovnobežný sa nazýva homológia. 

Veta 7.8:  Analytické vyjadrenie základnej afinnej transformácie f, ak poznáme nadrovinu samodružných bodov ( ( g(x)(0,  smer Sf  (určený vektorom sf ), ktorý  nie je rovnobežný s nadrovinou ( a koeficient  kf  je 

                                 f(X) ( X ( (k(1)( 
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Dôkaz:  Označme A(( ľubovoľný bod a B jeho obraz v zobrazení f  ( bod B môže patriť do roviny () . Analytické vyjadrenie f je

       f(X) ( X ( 
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                                                                       t   (  
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Poznámka:   Toto vyjadrenie platí aj pre projekciu. Nikde v úvahách sme to nevylúčili a o pravdivosti tvrdenia sa presvedčíme dosadením k ( 0 do vzťahu z predchádzajúcej vety a počítaním g(f(X)). 

Definícia 7.6:   Základná afinná transformácia priestoru An, ktorá je bijekciou, sa nazýva základná afinita priestoru An ( ak n ( 2, nazýva sa osová afinita ) .

Veta 7.9:  

Základná afinná transformácia  f je základná afinita práve vtedy, ak jej koeficient kf ( 0.

Dôkaz:

1) Najprv ukážeme, že ak kf(0 , potom f nie je bijektívna  

Nech f je základná afinná transformácia s koeficientom kf ( 0, potom z vety 7.6 vyplýva, že  f je projekcia, čiže nie je bijektívna.

2) Nech teraz kf ( 0 . 

Pretože f je transformácia  ( teda je surjektívna ), stačí dokázať, že f je prosté zobrazenie.

Nech pre ľubovoľné dva body priestoru platí: f(X) ( f(Y).  Potom aj g(f(X)) ( g(f(Y)).

Koeficient zobrazenia je konštanta, a teda 
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                                               f(X)  (  f(Y)    môžeme vyjadriť ako

                       X ( 
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Dôsledok:   Základná afinná tranfomácia  f je základnou afinitou práve vtedy, keď f nie je projekcia.

Veta 7.10:  ( Rozklad afinity na základné afinity ).   Každá afinita priestoru An rôzna od identity sa dá vyjadriť ako súčin maximálne n(1 základných afinít.

Inak povedané: Ku každej afinite f existuje k základných afinít, 1 ( k ( n(1 , že f ( fk (fk(1 (...( f2 (f1 

Dôkaz:    V dôkaze ukážeme postup konštrukcie rozkladu.

      Afinita f v An nech je daná n(1 lineárne nezávislými bodmi P0, P1, ..., Pn a ich obrazmi 

f(P0), f(P1), ..., f(Pn), ktoré sú tiež lineárne nezávislé. ( Afinita je bijekcia .)  

1) a)  Ak P0 ( f(P0) , existuje nadrovina (1, ktorá ich neobsahuje. Touto nadrovinou 

dvojicou bodov P0, f(P0) je určená základná afinita f1, pre ktorú je (1 nadrovina samodružných bodov. Označme obrazy bodov Pi (i (1,...n) v tejto afinite Pi1 ( čiže 

f1(Pi) ( Pi1 , P1(P11,... Pn(Pn1 ) . Body f(P0), P11, P21, ..., Pn1 neležia v jednej nadrovine, 

lebo sú to obrazy lineárne nezávislých bodov v bijektívnom zobrazení.

b)Ak P0 ( f(P0) , vezmeme za f1 identitu.

2) a)  Ak P11 ( f(P1) ,  zvolíme nadrovinu (2 tak, aby prechádzala bodom f(P0) a neprechádzala bodmi P11, f(P1). Nadrovinu (2 zvolíme za nadrovinu samodružných bodov

základnej afinity f2, ktorú dourčíme dvojicou bodov P11( f(P1). Obrazy bodov 

P11, P21, ..., Pn1 v afinite f2 označme P12, P22, ..., Pn2. 

b) Ak P11 ( f(P1)  , zvolíme za afinitu f2 identitu.

3) Takýmto spôsobom pokračujeme ďalej, až k základnej afinite fn(1. Táto bude daná nadrovinou samodružných bodov  (n(1 , určenou bodmi f(P0), ..., f(Pn)  a dvojicou 

      Pnn ( f(Pn). Potom afinita, ktorá vznikne zloženín základných afinít f1, ..., fn(1 zobrazí

      P0 do f(P0), ..., Pn do f(Pn),  čiže je to daná afinita f.

Niektoré zo zobrazení fi môžu byť identity a tie môžeme vynechať. Všetky identity nebudú, lebo predpokladáme, že zobrazenie f je rôzne od identity. Teda

                       f  ( f1° f2°  . . . ° fk , kde 1 ( k ( n(1   .

Postup si prehľadne zapíšeme do tabuľky :

	   
	P0
	P1
	P2
	 .   .   .   
	Pn-1
	Pn

	f1
	f(P0)
	P11
	P21
	 .   .   .     
	Pn-1 1
	Pn1

	f2
	  ––
	f(P1)
	P22
	 .   .   .
	Pn-1 2
	Pn2

	f3
	
	 ––
	f(P2)
	 .   .   .
	Pn-1 3
	Pn3

	 .

 . 

 .
	
	
	
	
	
	

	fn
	
	
	
	 .   .   .
	f(Pn-1)
	Pnn

	fn+1
	
	
	
	
	  ––
	f(Pn)


8.   Niektoré vlastnosti afinných zobrazení.


Nech f je afinná transformácia daná analyticky rovnicami:

                                                   x1( ( a11x1 ( ... ( a1nxn ( b1 

                                                   x2( ( a21x1 ( ... ( a2nxn ( b2 

                                                           . . .

                                                   xn( ( an1x1 ( ... ( annxn ( bn       a   A je matica tohoto zobrazenia.

Veta 8.1:   Ak zobrazenie f nemá samodružný smer, potom má jediný samodružný bod. 

Dôkaz:       f nemá samodružný smer (  charakteristická rovnica  (A ( (J(( 0 nemá riešenie  (  

(( A ( (J (( 0 pre (((R, čiže aj pre ( ( 1  a to znamená, že sústava rovníc pre hľadanie samodružných bodov má práve jedno riešenie.

Veta 8.2:   Ak zobrazenie f nemá samodružný bod, potom aspoň jeden koreň charakteristickej rovnice má hodnotu 1.  

Dôkaz:   f nemá samodružný bod  (  sústava rovníc pre hľadanie samodružných bodov je neriešiteľná, a teda hodnosť matice sústavy je rôzna od hodnosti matice rozšírenej (h(A) ( h(A()),

čiže h(A) (  h(A() ( n , teda (A ( J( ( 0 , čiže 1 je koreňom charakteristickej rovnice.

Veta 8.3:   Ak zobrazenie f má samodružný bod a číslo 1 je koreňom charakteristickej rovnice, potom f má priamku samodružných bodov.

Dôkaz:   Matica sústavy rovníc pre hľadanie samodružných bodov je A ( J  a determinant tejto sústavy  je (A ( J(.  Zobrazenie f má samodružný bod, čiže h(A ( J) ( h(A ( J )( , kde čiarkou označujeme zas maticu rozšírenú.

Z predpokladu vety, že 1 je koreňom charakteristickej rovnice vyplýva, že ( A ( J (( 0, čiže 

 h(A ( J) ( h(A ( J )( (  n .  Vidíme, že systém rovníc pre hľadanie samodružných bodov je lineárne závislý, čiže riešením je lineárna varieta dimenzie ( 1. Priamku samodružných bodov zobrazenie  určite má.

( Iné zdôvodnenie: nech S je samodružný bod a samodružný smer prislúchajúci vlastnému číslu 1 nech je určený vektorom u. Potom každý bod Y priamky určenej týmto bodom a vektorom u,  

Y ( S ( t.u sa zobrazí do bodu  f(Y) ( f(S ( t.u) ( f(S) ( t.f°(u) ( S ( t.u ( Y, čiže sám do seba. )

Veta 8.4:   Vlastné vektory prislúchajúce rôznym koreňom charakteristickej rovnice sú lineárne nezávislé.

Dôkaz:   Nech a, b sú nenulové vlastné vektory prislúchajúce vlasným číslam (, (, ( ( ( a nech  b ( r.a  , r(R, r(0 . Potom  f°(b) ( r.f°(a) alebo (.b ( r.((.a) ( (.(r.a) ( (.b , z čoho vyplýva, že   ( ( ( ,    čo je spor s predpokladom.

Veta 8.5:   Ak afinná transformácia f : A2 ( A2 má tri navzájom rôzne samodružné smery, tak všetky smery v A2 sú samodružné.

Dôkaz:   Nech a, b, c sú vektory určujúce samodružné smery prislúchajúce k vlastným číslam (1, (2, (3, tj. f°(a) ( (1.a ,  f°(b) ( (2.b ,  f°(c) ( (3.c . 

      Vektory a, b určujú rôzne samodružné smery, teda sú lineárne nezávislé a vektor  c ( V(An) je ich lineárnou  kombináciou, c ((.a ( (.b, kde (,((R.

 f°(c) ( (.f°(a) ( (.f°(b) ( (.((1a) ( (.((2b)            a          f°(c) ((3.c                                  

čiže                 (3 .c  (  ((1.a ( ((2.b 

               (3((a((b(  (  ((1.a  ( ((2.b
           (((3 ( ((1(a ( (((3 ( ((2(b  (   0  

      Vektory a,b sú lineárne nezávislé,  a preto  ((3 ( (( 1 ( 0   a tiež    ((3 ( ((2 ( 0, z čoho vyplýva :   (3 ( (1 a (3 ( (2    , čiže   (1 ( (2  ( (3 ( ( .                                                                                                                                                                                                                                            

      Vidíme, že ľubovoľný vektor  x ( ma ( nb  , kde m,n sú reálne čísla, sa zobrazí do vektora  

f°(x) ( m(a ( n(b ( ((ma ( nb) ( (x  ,   čiže x určuje samodružný smer.  

9.   Modul afinnej transformácie.

     Nech f je afinná transformácia priestoru An. Zvoľme v An dve afinné súradnicové sústavy (O,ei( a (P,ai( , i (1,2,…,n  a  nech analytické vyjadrenia  f  vzhľadom na tieto súradnicové sústavy sú 

         Y ( A.X ( M  v (O,e​i(         a      Y ( B.X ( N  v  (O, ai(  .

      Označme stĺpcové matice, ktorých prvky sú súradnice vektorov ei, ai, f°(ei), f°(ai) pre i (1,...,n

ako (ei), (f°(ei)), atď... , pričom (f°(ei)) ( A.(ei)  a (f°(ai)) ( B.(ai) . Pretože (ei(, (ai( sú bázy vo V(An), existuje regulárna matica C (matica prechodu od jednej súradnicovej sústavy k druhej)   tak, že (ai) ( C.(ei)  a pretože zobrazenie f° je lineárne, tiež  (f°(ai))  ( C.(f°(ei)).

(f°(ai)) ( C.(f°(ei)) ( C.A.(ei) ( C.A.C(1(ai)  (   C.A.C(1 ( B   (   (B(((C.A.C(1( (  (A(

Vidíme, že determinant matice transformácie nezávisí od voľby súradnicovej sústavy, a preto nasledujúca definícia má zmysel.

Definícia 9.1:  Číslo (A( nazývame modul afinnej transformácie f . (Označujeme modul f, mod f)

Úloha:  Nech f, g sú dve afinity priestoru An. Dokážte, že 

1) mod (g°f) ( (mod f).(mod g) 

2) mod f(1 ( (mod f)(1  

Definícia 9.2:  Afinita  f  sa nazýva priama (nepriama), ak mod f  ( 0  (mod f ( 0).

Definícia 9.3:  Afinita f sa nazýva ekviafinnou, ak (mod f(( 1 .

Úloha:  Dokážte, že priame ( ekviafinné, priame ekviafinné) afinity tvoria podgrupu grupy všetkých afinít priestoru An. 
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