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Uvod

Verzia: 11. marca 2019

Obsah predmetu

I. Delitelnost v obore celych éisel

vz

1. Zakladné pojmy, najvicsi spolo¢ny delitel, Euklidov algoritmus, najmensi spolo¢ny né-
sobok.

2. Prvodisla a ich vlastnosti, zdkladné veta aritmetiky, prvociselné veta.
3. Ciselné sustavy, vyjadritelnost prirodzeného é&isla v g-adickej stustave.

4. Kongruencie, zakladné vlastnosti relacie kongruentnosti modulo n, pouzitie kongruen-
cii pri kritéridch delitelnosti prirodzenych ¢isel, Eulerova funkcia, Eulerova veta a jej
vyuzitie, linedrne kongruencie s jednou neznamou.

5. Aritmetické funkcie ¢, 7, o a ich vlastnosti.
II. g-adické rozvoje redlnych cisel, kritéria iracionalnosti realnych cisel

1. Pojem raciondlneho a iraciondlneho &isla, vyjadritelnost redlneho &isla pomocou g-
adického rozvoja.

2. Periodické g-adické rozvoje, kritérium racionalnosti realneho ¢isla vyjadreného v g-
adickom rozvoji. Dalsie kritéria racionalnosti (Vk, n,k € N, n > 2; logr, r € Q).



Kapitola 1

Delitelnost v obore celych é&isel

1.1 Zakladné pojmy a ich vlastnosti

Oznacenia:

7 = mnozina vsetkych celych cisel

N = mnozina vSetkych prirodzenych c¢isel

No =NU {0}

Ak A je kone¢na mnozina, tak |A| oznacuje pocet prvkov mnoziny A.
V celej kapitole ¢islo znamena celé ¢islo.

Definicia 1.1.1. Nech a,b € Z. Hovorime, ze a deli b, ak existuje ¢ € Z tak, ze b = c.a.
Oznacenie: a | b (a1 b je negicia a | b).

Priklad. —2[6,2]-2,0]0,243
Veta 1.1.2. Pre lubovolné a,b,c € Z plati:
(1) ala
(2) Ak albablec, takalec.
(8) 1]a
(4) al0
(5)blae —blasb|—as -b|—a
(6) blaeb||lal < b]la] & [bl] a
(7) Ak a | b, tak a.c|b.c.
(8) Ak a.c|b.cac#0, takalb.
(9) Ak a|b, a|c, tak pre kazdé d,d' € Z a | d.b+d .c.
(10) Ak a|b ab#0, tak |a| < |b].

Doékaz. (5) Ak b | a, tak existuje ¢ € Z, pre ktoré a = c.b. Potom a = (—c¢).(=b), —c € Z, a
preto —b | a. Ak —b | a, tak —(—b) | a, a teda b | a. Ostatné ekvivalencie sa dokdzu podobne.
(9) Ak a | b a a | ¢, tak existuja ¥, ¢’ € Z pre ktoré b = V'a a ¢ = ’a. Potom db + d'c =
dba+d'da=(dt +d')a,atedaa|db+dec.
(10) Ak a | b, tak existuje ¢ € Z, pre ktoré b = ca. Ak b # 0, tak ajc A0 aja # 0, a
preto |c| > 0 aj |a] > 0. Pretoze |c| > 0, mame 1 < |¢|. Potom ale |a| < |¢||a| = |ca| = |b]. O



Veta 1.1.3 (o deleni so zvysSkom). Pre kaZdé z € 7 a kaZdé n € N existuje prdve jedna
dvojica (k,q) € Z X Z takd, 2e z=kn+q a0 < q<n.

Dokaz. FExistencia. Najprv dokézeme, ze veta plati pre kazdé z € Ny a n € N indukciou
vzhladom na z.

Pre 2 =0 (k,q) =(0,0).0=0n+0,0<0<n.

Nech tvrdenie plati pre z > 0, dokdZeme, Ze potom plati aj pre z + 1.

Teda plati z = kn+¢q, 0 < g < n. Potom 2+ 1 = kn+ ¢+ 1. Pretoze 0 < g < n, plati
0<g+1<n Akqg+1=mn,tak mdme z+1 = (k+1)n+ 0. Ak ¢+ 1 < n, tak mame
z4+1=kn+(g+1),0<g+1<n. Teda existencia je dokdzana pre kazdé z > 0.

Nech teraz z < 0. Potom —z > 0 a teda existuje (k,q) € Z x Z tak, ze —z = kn + q,
0<g<n Akg=0,takz=—kn+0,0<0<n.Akg>0,takg=n—(n—q)ald <n—qg<n.
Potom z=—-kn—g=(-k)jn—n+(n—q¢) =(-k—1n+(n—q),0<n—g<n.

Jednoznacnost. Nech z = kn+q=kn+¢',0<q<n,0<q <n.Nech napriklad ¢’ < ¢
(pripad ¢ < ¢ je podobny). Potom ¢ — ¢’ = (k' — k)n atedan|qg—¢. Ak ¢ —¢ > 0, tak
potom n < qg—¢ < g <n - spor. Teda ¢ — ¢ =0, a preto ¢ = ¢’. Potom (k—k')n =0, a
preto aj k = k’. O

V problematike delitelnosti v obore celych ¢isel hra dolezit tlohu pojem najvicsi spoloény
delitel.

Definicia 1.1.4. a) Cislo ¢ € Z sa nazyva spoloc¢ny delitel &isel a,b € Z, ak c | a a sicasne
c|b.

b) Najvicsi prvok mnoziny vSetkych spoloénych delitelov éisel a, b sa nazyva najuicsi
spoloény delitel (n.s.d.) ¢isel a, b. Oznacenie: d = (a,b).

c) Cisla a,b € Z sa nazyvaju nesidelitelné (sudelitelné), ak (a,b) =1 ((a,b) # 1).

Priklad. a) 1 je spoloény delitel pre Tubovolné a,b € Z a teda (a,b) > 1.
b) (—4,—6) = 2 a teda —4, —6 su sudelitelné.
¢) (2,-3) =1 a teda 2, -3 st nesudelitelné.
d) Pre kazdé a,b € Z (a,b) = (—a,b) = (a,—b) = (—a,—b) = (|al, |b]).
e) Ak a # 0, tak (0,a) = |al.
f) Aka|baa7é0 tak (a,b) = |al.
2 e~ 0.0

(0,0) neexistuje.

Veta 1.1.5. Pre kazdé a,b € Z, pre ktoré a # 0 alebo b # 0, existuje prdave jeden najvicsi
spolocny delitel d.

Dékaz. Nech N, = {n € N;n | a a stasne n | b}. 1 € N, a teda N, p, # ). Nech napriklad
a # 0. Pretoze kazdé n € N, ; deli a, plati n < |a|. Teda N, je zhora ohrani¢end ¢&islom a.
Potom ale N, ;, ma najvicsi prvok d, t.j. d = (a,b). Ak (a,b) =d a (a,b) =d', takd < d' a
sucasne d’ < d. Teda d' = d. O

V nasledujiicom ukéZeme, Ze existuje metdda pre vypocet najvicsieho spoloéného delitela
pre lubovolné a,b € Z, a # 0 alebo b # 0. Najprv dokézeme jedno pomocné tvrdenie:

Lema 1.1.6. Nech a,b,c,c’ €Z,b#0 aa=cb+ c. Potom (a,b) = (b,c).

Dokaz. Nech d = (a,b), d = (b,c). Pretoze d | a,b a c = a+ (—c')b, plati tiez d | c. Pretoze
d | b, e, dostavame, ze d < d'. Podobne, pretoze d' | b,c a a = ¢/b+ ¢, plati d’ | a. Pretoze
d' | a,b, dostdvame d’ < d. Teda d = d'. O



Veta 1.1.7 (vypoéet najvicSieho spoloéného delitela). Nech a,b € Z, a # 0 alebo
b # 0. Potom plati:

(1) (a) Ak a|b, tak (a,b) = |a|, ak b | a, tak (a,b) = |b|.
(b) Ak atb abfta, tak (a,b) vypocitame pomocou Euklidovho algoritmu.

(2) Ak d = (a,b), tak existuji r,s € Z také, Ze

d = ra + sb.

Doékaz. (la) Ak a | ba a # 0 alebo b # 0, tak a # 0. Potom zrejme (a,b) = |a|. (|a| | a,b; ak
d|a,b, tak d < |al.)

(2a) Ak (a,b) = |a|, tak |a| = la+0b, ak a > 0, resp. |a| = (—1)a+ 0b, ak a < 0. Podobne
pre b | a.

(1b) Nech a t b a sicasne b 1 a. Potom a # 0 aj b # 0 a plati (a,b) = (|al, |b]). Nech ag = |al,
a; = |b|. Potom ag,a; € N a podla vety 1.1.3 existuja by,as € Z tak, Ze ap = bia; + ag,
0 < az < ay; plati tiez (lema 1.1.6)

(ag,a1) = (a1, az).
Dalej existujt bo, a3 € Z tak, ze
ay = baaz + as, 0 <a3 <as, (a1,a2) = (a2, as3).

Ak a3 = 0, tak (az,a3) = az = (a1,a2) = (ag,a1). Ak ag > 0, tak pokracujeme dalej. Plati
a1 > ag > asz > 0. Ak v k-tom kroku dostaneme

ap—1 = bpag + a1, 0 <apt1 <ag aagsr >0,
tak existujua byy1, ar+o tak, ze
ar = bpp1ap41 + rg2, 0 < apqo < apyr.

Tymto dostaneme klesajiicu postupnost a; > ag > ... > ag > agy1 > ... celych nezdpornych
C¢isel, ktord nemoze byt nekoneénd. Preto existuje I € N tak, Zze a; > 0 a a;41 = 0.

aj—2 = bi_1a;—1 + q
aj—1 = bja; + 0.

Potom a; = (aj—1, @) = (aj—2,a;-1) = ... = (a2,a1) = (a1,a0) = (a,b).

Uvedeny postup sa nazyva Fuklidov algoritmus a posledny nenulovy zvySok v tomto
postupe je n.s.d. a, b.

(2) Vyuzijeme Euklidov algoritmus, kde a; = (ag,a1). a; = aj—2 + (=bj—1)a;—1 = aj—2 +
(—bl_l)(al_g, + (—bl_g)al_g) = (—bg_l)al_g, + (1 + bl_lbl_g)al_g =...=uag+vay, u,v € 7,
teda a; = ula| + vl|b|.

Ak a >0, b> 0, tak a; = ua + vb.

Ak a <0,b>0,tak a; = (—u)a + vb.

Ak a>0,b <0, tak a; = ua + (—v)b.

Ak a<0,b<0,tak a; = (—u)a + (—v)b. O



Priklad. Uréte d = (—819,792) a najdite u, v také, ze d = u(—819) 4+ v792.
|—819] = 819, |792| = 792

819:792 = 1 819 = 1.792 + 27
27

792 : 27 = 29 792 = 29.27 + 9
252
9

27:9=3 (—819,792) = 9
0

9 = 792 4 (—29).27 = 792 + (—29)(810 + (—1)792) = (—29)819 + (1 + 29)792 = 29(—819) +
30.792

Veta 1.1.8. Nech a,b,c € Z. Potom plati:

(1) Ak (a,b) =1, a1,by €Z, a1 | a, by | b, tak (a1,b1) = 1.
(2) Ak (a,b) =1 a a|be, tak a | c.

(8) Ak (a,b) =1, a|c, b]ec, tak ab]| c.

(4) Ak (a,b) =1, (a,c) =1, tak (a,bc) = 1.

(5) Ak (a,b) =1, m,n € N, tak (a™,b™) = 1.

(6) Ak (a,b) =d, a =d'd, b=1Vd, tak (a’,b') = 1.

Dékaz. (1) Pretoze (a,b) = 1, existuji u,v € Z, pre ktoré 1 = ua +vb. Nech r € Z a r | aq,
r | by. Potom r | a, r | b a preto r | ua + vb = 1. Preto |r| <1 a teda aj r < 1.
(2) Existuju u,v € Z, pre ktoré 1 = ua + vb a b/ € Z, pre ktoré bc = b a. Potom
¢ = c(ua + vb) = cua + cvb = cua + vb'a = (cu + vb')a. Teda a | c.
—_—————

ez

(3) Existuju u,v,a’,b' € Z tak, ze plati 1 = ua + vb, ¢ = d’a, ¢ = b'b. Potom ¢ = ¢l =
c(ua 4+ vb) = uac + vbe = uab’b + vba'a = (ub’ + va')ab. Teda ab | c.

(4) Existujd w,v,u',v" € Z tak, ze 1 = ua + vb, 1 = vwa + v'ec. Potom 1 = 1.1 =
(ua + vb)(v'a + v'c) = (wu'a + vbu' + wv'c)a + vv'be, uu'a + vbu’ + uv'c,vv’ € Z. Pre kazdé
d € Z plati: ak d | a a d | be, tak d | 1 (veta 1.1.2(9)), a preto d < |d| < 1. Teda 1 = (a, be).

(5) Vyplyva z (3), dokdze sa matematickou indukciou. Najprv sa dokaze, ze ak (a,b) = 1,
tak pre vietky n € N (q,b") = 1.

(6) Existujt u,v € Z d = ua + vb. Potom d = ua’d + vb'd = (ua’ + vb')d. Pretoze d # 0,
méme 1 = ua’ + vb'. Pre kazdé d € Z, ak d | o', d | V', tak d | 1, a preto d < |d| < 1. Teda
(', V) =1. O
Priklad. a) Vyjadrite ¢islo % v zédkladnom tvare, t.j. v tvare r = ¢, kde (a,b) = 1 a b # 0.

(819,792) = 9,819 : 9 = 91,792 : 9 = 88, (91,88) = 1,7 = 2L

b) Néjdite aspoii jedno celo¢iselné riesenie rovnice 819z + 792y = 27.
819.(-29) +792.30 =9 /.3

819.(—87) + 792.90 = 27




Jedno riesenie je (—87,90). PopiSeme ako vyzeraji vSetky rieSenia tejto rovnice. Pre Tubovolné
rieSenie plati 819(x + 87) + 792(y — 90) = 0. Oznacme v = x + 87 a u = y — 90, mame potom
819u + 792v = 0. Predelenim 9 dostaneme 88u + 91v = 0, Cize v = —%u. Kedze 88 a 91
st nestudelitelné, musi platit 91 | u, u = 91k. Z toho dostaneme v = —88k. Teda Iubovolné
rieSenie mé tvar (—87—88k, 90+ 91k). Mnozina vSetkych rieseni je {(—87—88k,90+91k); k €
Z}.

V Casti b) predchadzajuceho prikladu sme ukazali, ako sa riesi linedrna diofanticka rovnica
s dvoma nezndmymi. Vo vSeobecnosti méa linedrna diofantickd rovnica s dvoma neznamymi
tvar ax + by = ¢, kde a,b,c € Z, a # 0 alebo b # 0. RieSenim takejto rovnice je usporiadana
dvojica (u,v) € Z x Z, pre ktora plati au + bv = ¢. Vyrie$it linedrnu diofantickii rovnicu
znamend najst mnozinu vSetkych jej celodiselnych rieseni.

Veta 1.1.9. Nech ax + by = c je linedrna diofantickd rovnica s dvoma nezndmymi, t. j.
a,b,c € Z, a # 0 alebo b # 0, nech d = (a,b), ay = §, by = % (zrejme a1,by € Z a podla
predchddzajicej vety (a1,b1) = 1). Potom plati:

a) Dand rovnica ax + by = ¢ md aspori jedno celoéiselné riesenie vtedy a len vtedy, ked
d|ec.

b) Ak (ug,vo) je jedno (lubovolné) riesenie rovnice ax + by = ¢, tak S = {(uo — kb1, vo +
kay) : k € Z} je mnoZina vsetkych celociselngjch riesend tejto rovnice.

Dékaz. a) Nech rovnica ax 4+ by = ¢ mé celoéiselné rieSenie (ug,vg). Potom aug + bvg = ¢ a
pretoze d | a a d | b plati tiez, ze d | aug + bvg = c.

Obréatene, nech d | ¢, t. j. existuje ¢; € Z tak, ze ¢ = c1d. Pretoze d = (a,b), existuji
r,s € Z také, ze d = ar + bs. Potom arc; + bscy = dey = ¢ a teda (rey, scp) je celociselné
rieSenie rovnice ax + by = c.

b) Nech (ug — kb1, vo +kay) € S. Potom a(ug — kb1) 4+ b(ve + ka1) = aug +bvg — (daikby —
dbikay) = ¢ a teda (ug — kby, v + kay) je rieSenia rovnice ax + by = c.

Nech teraz (u,v) je celo¢iselné rieSenie rovnice ax + by = c. Potom d(a;(u — ug) + by (v —
vo)) = au+bv—(aug+bvg) = c—c = 0 a, pretoze d # 0, dostdvame a1 (u—1ug)+b1(v—1vg) = 0.
Nech napriklad a # 0 a teda aj a3 # 0. Potom aq(u — ug) = —b1(v — vp) (u — ug,v —vg € Z)
a preto aj | by(v — vg). Ale (a1,b1) = 1 a preto a; | v — vg. Potom existuje k € Z, pre ktoré
plati v — vg = ka; a teda aj v = vy + kaj. Dalej plati a1(u — ug) = —b1 (v — v9) = —b1ka; a
pretoZze a; # 0, dostavame u — ug = —kb; a preto u = ug — kby. Teda existuje k € Z tak, ze
(u,v) = (up — kb1, vo + kay) a preto (u,v) € S. Ak a =0, tak b # 0 a postupujeme podobne
ako v pripade, ked a # 0.

O

Definicia 1.1.10. Nech a,b € Z. Cislo ¢ € Z sa nazyva spolo¢ny ndsobok &isel a, b, ak a | ¢
aj b | c. Najmensie prirodzené éislo n, ktoré je spoloénym nasobkom a, b sa nazyva najmensi

spoloéng ndsobok (n.s.n.) ¢isel a, b. Oznacenie: [a, b].

Priklad. [4,6]=|-4,-6]=12
Pre Iubovolné a,b € Z, a # 0, b # 0 plati [a, b] = [|al, |b]].

Veta 1.1.11.
(1) Nech a,b € Z, a # 0, b# 0. Potom existuje prdve jedno k € N také, Ze k = [a, b)].
(2) Ak a,b€Z, a+#0,b+#0, tak (a,b)[a,b] = |a||b|.



Dokaz. (1) Nech K, = {n € N;a | n a sucasne b | n}. Pretoze |a||b| € K, 5, plati K, # 0.
Potom ale existuje najmensi prvok k mnoziny K, ;. Zrejme k = [a, b]. Ak [a,b] = k, [a,b] = ¥/,
tak k < k' astdasne k' < k a teda k = k'.

(2) Ozna¢me d = (a,b), k = [a,b]. Existuju o’,b' € Z a = da’, b = db'. Potom (veta
1.1.8(5)) (a’,b') = 1. Dalej |a| = d|a’|, [b| = d[V|, (|a’], [V']) =1

lal[b] = dla’|d|b’| = dd|a[b']

Stadi teraz overit, ze d|a’||V/| = k.
d|d||'] = |al|b'| = la| | d|a’||V'| = a | d|a’||b’|. Podobne pre b.

Nech teraz m € N a a | m aj b | m. Potom (pretoze d | a) d | m a teda existuje m’ € N
také, ze m = dm/.

Pretoze a | m, méame |a| = d|a’| | m = dm/. Pretoze d # 0, mame |a’| | m/.

Podobne sa ukéze, ze |b'| | m'. Pretoze (|a’|,|V'|) = 1, plati tiez |a’||b'| | m. Potom ale
d|a'||/] | dm’ = m. Teda d|d’||V/| = [a,b] = k. O

Priklad. Uréte ¢ = [—819, 792].
Vieme, Ze (—819,792) = 9. Potom ¢ = 315792 — 792,91 = 72072.
Teda [—819,792] = 72072

Cvicenia

1. Zistite, ¢i pre kazdé a, b, c € Z plati:
a) Ak a |b+c, tak a | b alebo a | c.
b) Aka|b+caal|b, taka]c
c) Ak a | b.c, tak a | b alebo a | c.
d) Ak a | b, tak a | b.c.

2. Nech a,b € Z a existuju u,v € Z také, ze 1 = ua + vb. Dokézte, ze (a,b) = 1.

3. Vypoditajte (a,b) aj [a, b], ak
a) a = 6320, b = 3780
b) a = 10111, b = 7365
¢) a =632, b= 642

d) a =819, b = 792

e) a = 3366, b = 2508

d) 9, 72072; €) 66,127908]

4. Najdite vSetky prirodzené ¢isla, ktoré sa Skrtnutim poslednej cifry zmensia Stvornasobne
(12-nésobne).

5. Dokézte, ze ak prekazdéi=1,...,n,j=1,...,m, (a;,b;) = 1,tak (a1...an,b1...by) =
1.

6. Najdite, ak existuje, asponl jedno celociselné rieSenie rovnice:
a) 193z + 18y = 2, b) 1962 + 105y = 84, ¢) 17x 4+ 21y = 1, d) 196z + 105y = 8

7. Dokéazte, ze ak a,b,c € Z, (a,b) =k, (a,c) =m a (b,c) =1, tak (a, bc) = km.

8. K dispozicii je 30-litrova nadoba plnd vody a 13l a 171 prazdne nadoby. Je mozné
odmerat 1517

9. Je dany uhol 19°. Je moZné len pomocou pravitka a kruzidla rozdelit tento uhol na 19
rovnakych cCasti?



10. Urcte poéet vietkych prirodzenych &isel mensich ako 108, ktoré st nestdelitelné s &islom
a) 6, b) 30.

11. a) Dokéazte, ze ak (a,b) =d, c|a ac|b, tak ¢ | d.
b) Nech (a,b) =d, 0< ¢, a=d'c, b="bc. Potom d = d'c a plati (a’,b") = d’. Dokazte!
¢) Nech (a,b) = d, k € N. Potom (ak, bk) = dk. Dokazte!

12. Definujte n.s.d. pre tri celé ¢isla a,b, ¢ resp. pre aq,...,a,. Oznacenia: (a,b,c), resp.
(a1,...,an).Dokéazte, Ze plati:

a) (a7b7 C) = ((a, b)7C) = (a7 (b7 C))7
b)Akn > 2 a1,...,an,an41 € Z,dy = (a1,...ay),d = (d1,an41), tak d = (a1, ..., an, Gpt1)-
c) Ak d = (aq,...,ay), tak existuji uy,...,u, € Z tak, ze d = uy.a1 + ... + Up.ap.

13. Aka,beZ,a>0,b>0a%—l—%EZ,taka:baazlaleboazZ.DokéZte!

14. Dokéazte, ze pre Tubovolné c,a,b € Z, a # 0 alebo b # 0 plati:
a) Ak b | ¢, tak (a + ¢, b) = (a,b).
b) Ak (a,b) =1, tak (a + b,a — b) =1 alebo 2.

15. Dokazte, ze pre kazdé a € Z je jedno z Cisel a, a + 1, a + 2 (a, a + 2, a + 4) delitelné
¢islom 3.

16. Ak a,b,c € Z a a® + b* = ¢?, tak a,b nemodzu byt stcasne neparne.

17. Dokézte: Druhtit mocninu kazdého prirodzeného ¢isla mozno zapisat bud v tvare 4k +1,
alebo v tvare 4k, k € Ny.

18. Je pravdivé tvrdenie: Ak ab | ¢2, tak aspoti jedno z ¢isel a a b je delitelom &isla ¢?

19. N4jdite najvicsieho spolo¢ného delitela éisel (n € N):a) 2n+1a2n—1b)n? —1a
n+n,c)n>—lan?—-1,d)n3>+2an+1.

20. Dokazte, Ze sucin Styroch po sebe idicich prirodzenych ¢isel je delitelny 24.

1.2 Prvodisla

(Pytagoras 6.stor.p.n.l, Euklides 365-300 p.n.l., Eratostenes 276-194 p.n.l.)

Definicia 1.2.1. Prirodzené éislo p > 1 sa nazyva prvocislo, ak méa prave dva rozne kladné
delitele a to 1 a p (hovorime im aj trividlne delitele). Cislo m > 1 sa nazyva zloZené cislo,
ak m nie je prvocislo, t.j. existuje k € N, 1 < k < m tak, ze k | m (ekvivalentne, existuju
k,leN, 1< k,l<mtaké, ze m = kl).

Priklad. a) 1 nie je ani prvocislo ani zlozené ¢islo.

b) 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19,..., 1000 000 009 649, 1 000 000 009 651, ..., 220996011 _ 1 s34
prvoéisla. 2216991 1 holo v r. 1985 najviicsie zname prvoéislo, ma 65050 cifier v desiatkovej
sustave.

c) 4, 6, 21, kazdé parne ¢islo n > 2 st zlozené &isla.

Veta 1.2.2 (Vlastnosti prvoéisel). Nech p, q si prvocisla. Potom plati:
(1) Pre kazdé a € Z, (a,p) =1 alebo (a,p) = p.

(2) Pre lubovolné a,b € Z ak p | ab, tak p | a alebo p | b.



(8) Ak p#q, tak (p,q) = 1.
(4) Ak p # q, tak pre kazdé m,n e N (p™,¢™) = 1.

Dékaz. (1) (a,p) =d e N, d|p, apretod=1 alebo d = p.

(2) Nepriamo. Nech p { a a sucasne p t b. Potom (a,p) = 1 aj (b,p) = 1. Potom ale
(ab,p) =1, a preto p 1 abd.

(3) Vyplyva z (1).
(4) Vyplyva z vety 1.1.8(4). O

Veta 1.2.3 (Zakladna veta aritmetiky). Pre kaZdé n > 2 ezistuje k € N a prvocisla
D1,...,pr tak, Ze n = p1...py. Toto vyjadrenie je jednoznacné, aZ na poradie cinitelov.

Dokaz. FExistencia. Matematickou indukciou 2. typu.

n=2 Tuk=1, p; =2t.j. 2=2 je ziadané vyjadrenie.

Nech n > 2 a vyrok plati pre vSetky m, 2 < m < n. Ak n je prvocislo, potom k = 1,
p1 = n, t.j. n = n je ziadané vyjadrenie. Ak n je zloZené déislo, tak existuju m,l € N,
1 <m,l <n také, ze n = ml. Pretoze 2 < m,l < n, podla indukéného predpokladu existuji
r,s € N a prvocisla p1,...,pr, Drg1,---,Prts tak, Ze m =p1...pp, | = Pry1...prys. Potom
M=p1...0r...Drts, T+ € N, je pozadované vyjadrenie (rozklad), p1, ..., prys St prvocisla.

Jednoznaénost. Opéit indukciou 2. typu.

n=22=p...px, k € N pp,...,pp st prvocisla. p; | 2, p1 # 1, a preto p; = 2. Ak
k > 1, tak dostaneme 1 = py...pg. Potom po | 1, a preto py < 1, ¢o je spor. Teda k = 1.
Dostali sme 2=2.

Nech n > 2 a vyrok plati pre vSetky m e N, 2 < m <n.Nechn=p1...pp =q1...q,
k1 eN,p1,...,pk,q1,- -, qk SUDrvodisla. py | ¢1,...,q, a preto existuje i € {1,...,1} p1 | ;.
Potom p; = ¢;. p1 | n a teda existuje m € N n = pym.

Nech m = 1. Potom n = p1 = q1...¢...q, p1 = ¢. Ak | > 1 tak dostaneme 1 =
q1---Gi—1qi+1---q > 1, ¢o je spor. Teda [ = 1, g; = g1 = p1. Dostali sme n = p; = ¢;.

Nech m > 2. Potom m = po...pr = q1.--¢i—1---qit+1---q. Podla indukéného predpo-
kladu je vyjadrenie m jednozna¢né, az na poradie ¢initelov, t.j. existuje bijektivne zobrazenie
o' {2, kY — {1, i = Li 4+ 1,...,1} také, ze Vj € {2,...,k} qy(j) = p; (zrejme
k—1=1-1). Potom ale zobrazenie o: {1,...,k} — {1,...,l}; 0(1) =i a o(j) = o'(j) pre
kazdé j > 2 je bijektivne (a teda k = [) a pre kazdé j € {1,...,n} q(;) = pj. Teda vyjadrenie
éisla n je jednoznac¢né, az na poradie ¢initelov. O

Désledok 1.2.4. Pre kazdé n € N, n > 1 existuje prvocislo p také, Ze p | n.

Priklad. a) 600 = 2.2.2.3.5.5 = 23.31.52, 2 £ 3,5 3 #5
b)n>2n=py,...,pr = qlfl e g, Gm st navzajom rozne prvocisla, l1,...,ln €N
je kanonicky rozklad ¢isla n na prvocisla.

Veta 1.2.5. Mnozina vsetkych prvocisel je nekonecnd.

Dékaz (Euklides). Nepriamo. Nech py,...,pr, k € N, st vSetky prvoéisla. Utvorme ¢éislo
n=py...px +1. Zrejme n > py...pr > 1, a preto n > 2. Potom existuje prvocislo p také,
Ze p | n. PretoZe p1,...,px st vSetky prvocisla, existuje i, 1 < i < k také, ze p = p;. Teda
pi|p1...pr, Di | M, apretop; | n—p;...pr =1. Potom p; <1, ¢o je spor. O

Veta 1.2.6. Nech n = pll1 pz’“ je kanonicky rozklad ¢islan > 1 ad € N. Potom d | n <
d:pﬁl...p};’“, kde pre kazdé v =1,...,k je 0 < t; < ;.
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Dokaz. Nech d | n. Potom existuje ¢ € N také, ze n = c.d. Pretoze c.d = pll1 .. .pfc"' a tento
rozklad je az na poradie ¢initelov jednoznacny, musi platit ¢ = pi* ... pi*, d = i pi"", kde
pre kazdé i je 0 < s;, 0 < t; a s; +t; =1;. Teda pre kazdé i je 0 < ¢t; < ;.
=] Nech d = pi'...pi* a pre kazdé i = {1,...,k} 0 < t; < ;. Potom pre kazdé i =
Py pk; p ) ) |9
{1,...,k} platil;—t; > 0. Potom ¢ = pi' = .. p™" € Nacd = pir = . ple =t pht | ple =
pél...pé"‘:n. O
Désledok 1.2.7. Nech m,n € N a py...pg st vdetky (navzdjom rozne) prvocisla, ktoré sa
vyskytuji v kanonickom rozklade m a n. Potom m = plf .. .péj‘, ly...lp €Ng, n= pﬁl NN
t1...tx € Ng a platt
(m,n) =pi* ...k, kde s; = min{l;, t;} prei=1,... k,

[m,n| = pi*...pp~, kde r; = max{l;, t;} prei=1,... k.

Dokaz. Cvicenie. O

Priklad. Urcte (5445,2625) aj [5445,2625]
Riesenie:

5445 = 32.5.11%2 = 32.5.70.112

2625 = 3.53.7 = 3.53.7.11°

(5445,2625) = 3.5.7°.11° = 15

[5445,2625] = 32.53.7.112 = 952875

Veta 1.2.5 hovori, Ze prvocisel je nekonecne vela ale nehovori o tom, ako st v mnozine N
rozlozené. Pre Tubovolné = € R nech 7(x) je pocet vSetkych prvocisel, ktoré st mensie alebo
rovné ako x. Potom zrejme n(—1) = 7(0) = n(1) = 0, 7(2) = 1, n(3) = 2, n(8) = 4 atd.
Funkcia m(z) je jednou z moZnosti vyjadrenia rozloZenia prvocisel, neexistuje v8ak ziaden
vzorec, ktory by vyjadroval hodnotu 7(n) pre kazdé n € N. Preto bola snaha aproximovat
hodnoty funkcie 7(x) nejakymi elementérnymi funkciami. Jedna z takych funkeii, ktort na-

vrhol Gauss (18. storocie), je funkcia f(x) = . Gauss vyslovil hypotézu, ze tito funkcia
dobre aproximuje funkciu 7(z), t.j. Ze plati lim %I) = 1. Az koncom 19. storocia (1896) sa

T—00 Inzx

tento vysledok podarilo dokazat a nazjva sa prvociselnd veta.

Veta 1.2.8 (prvocdiselna veta). Nech pre kaZdé x € R 7(x) oznaduje pocet vietkiyjch prvo-
cisel mensich alebo rovnych ako x. Potom

lim Lx) =1.

r—00 ——
Inzx

Porovnanie hodnot funkcii 7(x) a = pre niektoré hodnoty x:

T () L
1000 168 145
10000 1229 1086
100000 9592 8 686
1000000 78498 72 382
10000 000 664579 620419

Poznamka. V tedrii ¢isel existuje rad dodnes nevyrieSenych problémov, znamych uz viacero
storo¢i. Napriklad je to problém, ¢i prvocdiselnych dvojciat je nekonecne vela alebo len koneény
pocet (ak p aj p + 2 st prvodisla, tak dvojica p, p + 2 sa nazyva prvoéiselné dvojcatd; napr.
3,5; 5,7; 11,13; ..., p= 1000000009 649, p+2.)
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Je zname, 7e pre kazdé n > 1 existuje prvoéislo p tak, ze n < p < 2n. Dalej je zname,
7e existuje ng € N tak, Ze pre kazdé n > ng existuje prvoéislo p tak, ze n®> < p < (n + 1)3.
Nie je vSak zndme, ¢i podobné tvrdenie plati pre n? a (n + 1)2. Takisto nie je zname, & v
postupnosti {n? + 1}°%, je koneéne alebo nekoneéne vela prvocisel.

Nové konkrétne prvodisla sa casto hladaji medzi Specidlnymi typmi prirodzenych &isel,
najznamejsie su pripady ¢éisel typu 2” +1 a 2" — 1 (n € N). S tym stvisi aj nasledujtca veta.

Veta 1.2.9. a) Ak n € N a 2" + 1 je prvocislo, tak existuje k € Ny tak, Ze n = 2F.
b) Ak n € N a 2™ — 1 je prvocislo, tak aj n je prvocislo.

Dokaz. a) Nepriamo. Nech pre kazdé k € Ny plati n # 2. Potom n > 1 (1 = 2°) a existuja
prvocisla pi,...,pm tak, Ze n = pi...p,. Pretoze n # 2™ existuje i tak, ze p; # 2 a
teda p; je nepdrne a 3 < p,. Pretoze p; | n, existuje d € N, pre ktoré n = dp;. Potom
2" 41 =2 41 = (24P 41 = (24 +1).((24)Pi7L — (29)Pi=2 4. +1). Zrejme 2¢+1> 2 a
pretoze pre kazdé [ € N plati (29)! > (24)!=1 plati tiez, ze (24)Pi=1 — (24)Pi=2 + ... +1 > 2.
Teda 2™ + 1 nie je prvocislo.

b) Cvicenie. O

Prirodzené ¢islo M, = 2P — 1, kde p je prvocislo, sa nazyva Mersennovo ¢islo, ak je
M, prvoéislo, tak sa nazyva Mersennovo prvocislo. Marin Mersenne bol franctzsky mnich,
ktory sa zaoberal takymito prvocislami a uz v roku 1644 zistil, ze pre p = 2,3,5,17,19 je
M, = 2P — 1 prvocislo.

Prirodzené ¢islo F,, = 22" +1, kde n € Ny sa nazjva Fermatovo &slo. Cisla Fo = 3, F} = 5,
F, =17, F3 = 257 a F;, = 216 4+ 1 st prvodéisla a Fermat sa domnieval, 7e vietky Fermatove
¢isla st prvoéisla. V roku 1732 vSak Euler ukazal, Ze Fy = 232+1 = 4294967297 = 641.6700417
je zlozené ¢&islo. Doteraz sa nepodarilo dokazat, Ze existuje Fermatovo ¢islo Fy,, n > 5, ktoré
by bolo prvocislom. Fermatove prvocisla maji vyznam aj pre geometriu. V roku 1801 Gauss
dokézal, Ze pravidelny n-uholnik sa d4 zostrojit pomocou pravitka a kruzidla (euklidovskou
konstrukciou) prave vtedy, ked n = 2¥p;...p, kde py, ..., p, st Fermatove prvoéisla.

Cvicenia

1. Dokazte, ze ak n > 2 je zlozené ¢islo a p je najmensSie prvocislo, ktoré deli n, tak

p<Vn.
2. Zistite, ¢ 283 (397) je prvodislo.
3. Eratostenovo sito.
4. Nech m > 1. Dokézte, Zze najmensie k € N, k > 1, ktoré deli m je prvocislo.

5. Dokéazte, ze ak 2" — 1 je prvoéislo (n € N), tak n je prvocislo. Ukézte, ze obratené
tvrdenie neplati. (M,, = 2" — 1 - Mersenovo &islo') [My; = 211 — 1 = 2047 nie je
prvodislo, 23 | M.

6. Zistite, pre ktoré prvoéisla p je p? + 1 prvoéislo.

7. Dokéazte, ze pre kazdé k € N existuje k po sebe nasledujtcich prirodzenych cisel, ktoré
su vsetky zloZené ¢isla.

8. Dokézte, ze pre kazdé n € N, n > 2 existuje prvocislo p také, ze n < p < n!

Imnich Mersenne 1644
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10.

11.

12.
13.
14.

15.
16.

17.
18.

19*.
20.
21.
22.

23.

24,

25*.

26*.

27*.

28*.

a) Dokazte, ze ak p > 3 je prvocislo, tak existuje k € Ny, pre ktoré p = 6k + 1 alebo
p=6k+5.
b) Najdite vSetky prvocisla p také, ze p + 2 aj p + 10 st tiez prvodcisla.

Necha,beN,a>0,b>0aab= pll1 .. .piﬂ"’ je kanonicky rozklad. Potom a = p’il .. .pZ’“,
b = pi'...pF, kde pre kazdé i 0 < t;,s; < l;. Dokéite, ze (a,b) = pi*...pe*, kde
u; = min{t;, s;} pre vSetky i = 1,...,k a [a,b] = p{*...p.*, kde v; = max{t;, s;} pre
vSetky i =1,..., k.

N4jdite kanonické rozklady ¢isel 4725, 3718, 3234 a urcte (4725,3718), [4725,3718],
(3718,3234), [3718, 3234].

Najdite vSetky delitele ¢isel: a) 72, b) 11°.172.
Néjdite vetky n € Ny, pre ktoré 3n + 1 | 1260.

N4jdite prirodzené &islo, ktoré je delitelné ¢islom 2 a ¢éislom 9 a mé prave 14 delitelov
v N.

Dokéazte, ze n* + 4 nie je prvoéislo pre n > 2.

Zistite, ktoré z uvedenych d¢isel je rovné druhej mocnine nejakého prirodzeného d¢isla:
a) 22.312.75 b) 23121213 ¢) 1234321, d) 157996443.

Zistite, kolkymi nulami kondi ¢islo a) 100!, b) 1000!

Aspori dvojciferné ¢islo, ktorého vSetky cifry st rovnaké nie je druhou mocninou Ziad-
neho prirodzeného ¢isla. Dokazte!

N4&jdite vsetky prvocisla tvaru w —1,kdeneN.

Dokazte, ze existuje nekonecne vela prvocisel tvaru 6k — 1 (k € N).
Ak p a p+ 2 st prvodiselné dvojéata a p > 3, tak 6 | p + 1. Dokazte!
Vypoditajte pocet delitelov ¢isla 324000.

Urcte, ktoré z ¢isel 156200, 40960 a 46656 je s druhou mocninou nejakého prirodzeného
¢isla n a stucdasne trefou mocninou nejakého prirodzeného ¢isla k.

Kolko ¢isel mensich ako 3"5™ je s ¢islom 3™5™ nesudelitelnych?

V rovnosti LIK x LIK = BUBLIK nahradte kazdé pismeno cifrou tak, aby vznikla
identita. (Roznym pismenam zodpovedajt rozne cifry.) RieSte td ist@ ilohu pre rovnost
SUK x SUK = BARSUK. (Navod: vSimnite si, ze 1000 | LIK x (LIK — 1) a éisla LIK
a LIK — 1 st nestdelitelné.)

N4jdite prirodzené ¢isla k, n tak, aby platilo 28k* = 75n3 a aby k bolo najmensie mozné
také cislo.
Najdite prirodzené &isla k, m, n tak, aby platilo 45km? = 8n? a sti¢asne kmn < 1000.

p(p—1)...(p—n+1)
n! :

Dokéazte, ze ak p je prvocislo a 0 < n < p, tak p | (z) =
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1.3 Ciselné ststavy

203 = 2.10% 4+ 0.10 + 3.10° 0<2,0,3<10
203 =4.72 + 1.7+ 0.7° = (410); 0<4,1,0<7
13 =1.23+1.22 +1.20 = (1101),

Veta 1.3.1. Nech g € N, g > 2. Potom pre kazdé n € N existuje k € Ny a cg,...,c € Ny
tak, Ze pre vsetkyi € {0,... ., k} c; <g—1,cp #0 an = crg"+...+c1g+co. Toto vyjadrenie
je jednoznacne.

Dokaz. FExistencia. Matematickou indukciou. Pre n =1, k =0, ¢o = 1 - plati.
Nech n > 1 a pre vSetky m € N, m < n vyrok plati. Dokdzeme, Ze potom plati aj pre n.
Podla vety 1.1.3 existuju I, co € Z tak, ze

n=1g+cy, 0<cy<g.

Zrejmel > 0, pretoze ak | < 0,tak ! < —1,apretol.q < —gapotomn =l.g+cy < —g+co <0
... spor.

Akl =0, mdmen =cp, t.j. k=0, cg < g—1, cg € Ny, cg # 0, t.j. vyrok plati.

Nech | > 1. Pretoze 1 < g, plati | < l.g < l.g+cg = n. Teda 1 < | < n a podla
indukéného predpokladu existuje & € Ng, bg,...,bx € Ny tak, ze pre vSetky i b; < g — 1,
bp #0al="byg" +...4+ brg+ by. Potom

n:l_g—|—60:bkgk+1+...—|—bog+60.

Ak polozime by = c1, . .., by = c41, tak dostaneme n = cp 19" +. . +ci1g+co, (Vi)e; < g—1,
ck+1 7 0, k+ 1 € Ny. Teda vyrok plati pre n.

Jednoznacnost. Nech n = cpg* + ... +c1g+co = dmg™ + ... +dig+do, k,m € Ny, a pre
vetky 1 0 < ¢; <g—1, ¢ #0, pre vietky j 0 < d; < g —1, dp, # 0. Najprv dokazeme, Ze
k = m. Nepriamo. Nech k # m. Potom k < m alebo k > m. Nech k < m. Potom k+1 <m
a

n=ckg"+.. . +co<(g-Dg"+...+(g—-1)=
=(g-DG"+.. .+ =" 1< <gm<dpg"+...+dy=n

Teda n < n ... spor. Podobne pre m < k.
Preto k = m.
Nech existuje 7 také, ze ¢; # d; a j je najvacsie cislo, pre ktoré c; # d;. Nech napriklad
c¢j < dj. Potom
O=n—n=(dj—cj)g’ +...+ (dy —c1)g+ (do — o) >
>(dj—c)g —(g-1)g ' —...~(g-1) =g — (¢ 1) =1>0.

Teda 0 > 0 ... spor. Podobne pre d; < c;.
Preto pre i =0,...,k ¢; = d;. O

Vyjadrenie n = crg* + ... +c19+co, K € Ng, co,...,cr € No, Vi ¢; < g—1, ¢ # 0, ktoré
zapisujeme tiez n = (cx ... co)q, sa nazyva vyjadrenie &isla n v g-adickej sistave.
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Priklad. Vyjadrite ¢islo 356 v sedmickovej ststave.

356 : 7 =50 356 = 50.7 + 6
6

50:7=7 50 ="7.7+1
1 356 = (7.74+1).7+6=7>+1.7+6
T:T=1<7 =17 +0.72 4+ 1.7+ 6 = (1016);
0

Vyjadrite 356 v pitkovej ststave.

356 :5="71 71:5=14 14:5=2<5
1 1 4

356 = (2411)5
Cvicenia
1. Vyjadrite ¢isla 217, 1513, 2120 v a) 3-kovej, b) 5-kovej, c) 9-kovej sustave.

2. Vyjadrite ¢islo 12892 v 5-kovej a 6-kovej sustave a ¢islo (10321)4 v desiatkovej sustave.
[12892 = (403032)5 = (135404)g]

3. Vyjadrite ¢isla (257)s, (301)4 v dvojkovej ststave a ¢isla (111100101)9, (1100101)5 v
stvorkovej a osmickovej stistave.

4. Vyjadrite v dvojkovej stustave prvych 6 prvocisel.
5. Urcte ¢islo n, pre ktoré plati n = (a1a0)9 = (aoa1)1o-
6. Urcte ¢islo n, pre ktoré plati n = (a1a0)10 = (a1002)3.

7. Néajdite také dvojice m, n prirodzenych ¢isel, m # n, pre ktoré aritmeticky priemer m,n
je dvojciferné ¢islo ab a geometricky priemer m, n je dvojciferné ¢islo ba (v dekadickej
sustave).

1.4 Kongruencie

1.4.1 Pojem kongruentnosti mod n, zdkladné vlastnosti

Vo vztahu k delitelnosti ¢islom 5 mozno mnozinu Z rozdelif na ¢isla delitelné 5 a nedelitelné
5. Cisla nedelitelné 5 mozno este rozdelif podla toho, aky zvysok davaji po deleni ¢islom 5.
Cisla, ktoré davajt rovnaky zvysok po deleni 5 maji, o sa tyka delitelnosti ¢islom 5 rovnaké
vlastnosti, budeme hovorit, Ze st kongruentné mod 5.

Definicia 1.4.1. Nech n € N, a,b € Z. Hovorime, Ze a je kongruentné s b modulo n, ak
n | a —b. Zapis: a = b(mod n).

Priklad. 4 =1 (mod 3), —2 = 3 (mod 5), Ya,b € Z a = b(mod 1)

Veta 1.4.2. Nech a,b,c,d € Z a n € N. Potom plati:
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(1) a = a(mod n)

(2) Ak a =b(mod n), tak b = a(mod n).

(8) Ak a =b(mod n), b=c(mod n), tak a = ¢(mod n).

(4) Ak a =b(mod n), c =d(mod n), tak a + ¢ =b+d(mod n) a a.c =b.d(mod n).
(5) Al a.c =b.c(mod n), (¢,n) =1, tak a = b(mod n).

(6) Ak f(x) = apax® + ...+ a12 + ao, a; € Z a ¢ = d(mod n), tak f(c) = f(d) (mod n).
(7) Pre kazdé a € Z existuje prave jedno l € {0,1,...,n — 1} také, Ze a =1 (mod n).
(8) Aka=dn+k, b=bn+1la0<k/l<n,teka=b(modn) < k=I.

(9) Ak a =b(mod n), tak (a,n) = (b,n).

Dékaz. () n|la—a=0

(2) Akn|a—>b,takn|—(a—b) =b—a.

(3)Akn|a—b,n|b—ctakn|(a—b+(b—c)=a—c

() Akn|a—bn|c—d,takn]|(a—b)£(c—d)=(atc)— (bxd).
ac—bd = ac—ad+ad—bd = a(c—d)+d(a—b). Ak n | a—b,n | c—d, tak n | d(a—b)+a(c—d) =
ac — bd.

(5) Ak n | ac—bec = (a—b).c, (n,c) =1, tak n |a—b.

(6) Ak ¢ = d(mod n), tak pre kazdé i € {1,...,k} ¢* = d' (mod n). Potom Vi a;c' =
a;d* (mod n), ag = ag (mod n), a preto arck +... +ajc+ag = ard® + ...+ ard + ag (mod n).

(7) Existuja k,l € Z tak, Ze a = kn+1la0<1[l<mn,tj le€{0,1,...,n— 1}. Potom
a—1=kmn,tj n|a—1 Pretoa=1(modn). Nech !’ € {0,1,...,n—1} a a = ' (mod n).
Potom | = I’ (mod n) a teda n | I" — . Preto n | |I" —I|. Stdasne 0 < |I’ — | < n. Preto
=] =0,tj. =10

(8) Ak a = b(mod n), tak k = [ (mod n), lebo plati a = k (mod n) a b =1 (mod n).
Pretoze k,l € {0,1,...,n — 1}, mame k = [.

[<]a=k(modn), b=1(modn). Ak k =1, tak a = b (mod n).

9)n|a—"b,(a,n)=d, (byn)=d
d|a,n, pretod|a,a—bapotomd|a—(a—b)=>0.
Teda d | n,b, a preto d < d’. Podobne sa ukaze, ze d’ < d. O

UvaZujme o kongruentnosti mod 5. Je to relacia ekvivalencie na Z. Podla predchadzajtcej
vety, Cast (8) plati, ze a = b(mod 5) prave vtedy, ked zvySok po deleni ¢isla a a zvySok po
delenti ¢isla b éislom 5 st rovnaké. Mnozina [1]s = {5z + 1; z € Z} obsahuje vSetky celé ¢isla,
ktorych zvysok po deleni ¢islom 5 je 1 a teda pre lubovolné a,b € [1]5 plati a = b(mod 5).
Ak ¢ ¢ [1]5 a a € [1]5, tak ¢ # a (mod 5).

Analogicky, mnoziny [0]s = {5z;z € Z}, [2]s = {bz + 2;2 € Z}, [3]5 = {5z + 3;z € Z},
[4]s = {5z +4; z € Z} st mnoziny navzdjom kongruentnych prvkov mod 5, ktoré sa nazjvaju
zvyskové triedy mod 5. Ak prvky ¢, resp. d patria do rdznych zvyskovych tried, tak ¢ #
d (mod 5). Je zrejmé, ze Z = [0]5 U [1]s U [2]5 U [3]5 U [4]5 a tieto zvyskové triedy st navzijom
disjunktné. Analogické situdcia nastéva pre fubovolné n € N.

Definicia 1.4.3. Nech n € N a a € Z. Mnozina [a], = {c¢ € Z;c = a(mod n)} sa nazyva
zvySkova trieda modulo n.
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Priklad. a) [1]s ={1+5z;2 € Z},leboa=1(mod 5) ©a—1=5z < a=1+5z
b) [6]s ={6+52;2€Z}={1+5(z+1);2z € Z} =[1]5

¢) a € [a],, lebo a = a(mod n).

d) [0],, = {n.z; z € Z} - v8etky ¢isla delitelné n

1], = {1+ n.z;z € Z} - vSetky disla, ktorych zvySok po deleni n je 1

2], ={2+n.z;z € Z}

n—1], ={(n—1)+n.z;z € Z}
n]n = [0]n, 0+ 1] = [1]n,. .. [~1]n =[n—1]p,...
Zrejme plati [0], U[1], U...U[n — 1], = Z.

Veta 1.4.4. Nechn € N, a,b € Z. Potom plati:

(1) a =b(mod n) < [a]y, = [b]n
(2) a #£b(mod n) < [a], N[b], =0
(8) Pre kazdé a € Z existuje k € {0,...,n — 1} tak, Ze [a], = [k],.

Dokaz. (1) Nech ¢ € [a],. Potom ¢ = a(mod n). Pretoze a = b(mod n) dostdvame
¢ =b(mod n) a teda ¢ € [b],. Dokézali sme, Ze [a], C [b],. Podobne sa ukéze, ze [b],, C [a],.
[<=]la]n = [b]n = b € [a]l, = a=b(mod n).
(2) Nech [a], N [b], # 0. Potom existuje ¢ € [a], N
¢ = b(mod n). Potom a = b(mod n), ¢o je spor. Teda [ Jn N [B]n =
Ak a = b(mod n), tak [a], = [b] a teda [a], N [b], # 0 (lebo a € [al, N [b]n).
(3) Pre kazdé a € Z existuje k € {0,...,n—1} tak, ze a = k (mod n) (pozri vetu 1.4.2(7)).
Teda [a], = [k]n- O

[b ]n a teda ¢ = a(mod n),

Ozna¢me Z/(n) = {[a], : a € Z}. Potom Z/(n) = {[0]n,[1]n,.-.,[n — 1]n}. Na tejto

mnoZine moZno definovat operacie @, ® nasledovne:
[a]m @ by, = [a+bln, [a]m © [b]n = [a.b]n.

Z vlastnosti 1.4.2(4) vyplyva, Ze operécie st definované korektne, t.j. vysledok nezdvisi na
vybere reprezentantov zvyskovych tried. Lahko sa overi, ze plati:

Veta 1.4.5. Pre kaZdé prvocislo p je (Z/(p),®,®) pole.

Dékaz. Nech [aly, [b]p, [c], € Z/(p). Potom [a], ® [b], = [a +b], = [b+ a], = [b], ® [a]p,
(laly ® [b],) © [cly = [a+ 8l ® [cly = [(a+ B) + clp = [a+ (b + O)lp = [aly ® b+ clp = [a, ®
([blp@Ic]p)- Teda operacia & je komutativna aj asociativna. Zrejme [0], je nulovy prvok. Plati
tiez [a], @ [p — al, = [p], = [0], & preto [p — a], je opacny prvok k prvku [a],. Komutativnost
a asociativnost operdcie ® sa dokéze podobne ako v pripade operacie @. Zrejme [1], je
jednotkovy prvok ([1], # [0],). Nech teraz [a], # [0],. Potom a # 0(mod p) a preto p { a.
PretoZe p je prvodislo, plati potom (a,p) =1 a existuji u,v € Z tak, ze u.a +v.p = 1 Potom
zrejme p | u.a — 1 a teda u.a = 1 (mod ). Z toho vyplyva, ze [u], ® [a], = [u.a], = [1], a teda
[u], je inverzny prvok k prvku [a],.

Este zostava overit distributivnost nésobenia vzhladom na séitovanie v (Z/(p), ®
[alp © ([blp ® [c]p) = [alp © [0+ c]p = [a.(b+ )], = [a.b + a.c]p = [a.b], ® [a.c]p =
[alp © [c]p.

)

©):
[al, © [b], @
O
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Priklad. (Z/(3),®,®) je pole.
Porovnajme operacie v tomto poli a v poli (Z3, +, -), ktoré pozndme z linedrnej algebry:
[1]3 @ [2]3 = [3]3 = [0]3
25 © [2]3 = [4]5 = [1]3
Vidime, Ze toto pole je , v podstate“ totoZné s polom (Zs,+, ).

Podobné situacia ako v predchadzajicom priklade plati aj vSeobecne pre kazdé prvocislo
p. Nech Z, = {0,1,...,p—1} je mnoZzina zvyskov po deleni éslom p. Podla vety 1.4.2.(7) pre
kazdé a € Z existuje prave jedno | € Z, tak, ze a = [ (mod p). Dalej, z tejto vety vyplyva, Ze
ak l,q € Zy a [l], = [q]p (t. j. Il = ¢(mod p)), tak | = ¢q. Na mnozine Z,, definujeme operéacie
H, [ takto: pre kazdé m,k € Z, je m B k zvySok po deleni ¢isla m + k ¢islom p a m &k
je zvySok po deleni ¢isla m.k ¢islom p. Teda m B k,m [k € Z, a existuja u,v € Z tak, ze
m+k=up+ (mBEk)amk=vp+ (mEEk). Z toho je zrejmé, ze m B k = m + k (mod p),
m 0k = m.k (mod p) a preto pre kazdé m, k € Z, plati [m B k], = [m + k], = [m], & [k],
a [mEEk], = [mk], = [m], © k], (& a © st operacie v (Z/(p),®,®)). Pomocou tychto
vztahov a toho, ze (Z/(p), ®, ®) je pole lahko overime, Ze aj (Z,, B, ) je pole. Pre ilustraciu
overime distributivnost [ vzhladom na H a existenciu inverznych prvkov k nenulovym prvkon
v (Z,, 8, 0).

Nech k,l,m € Z,. Potom [k (IBm)], = [k.(I8Bm)], = [k], © [Bm], = [k], ®[l+m], =
k.(l4+m), =[kl+Ekm],=[kil,®km],=kB],&kEm], =B+ (kEI)], =
(kB H# (kQI)], Pretoze kL (IBm) aj (kBI)B (k1) st prvky Z,, dostdvame, ze
kE(Bm) = kBB (kD).

Nech teraz k € Zp, k # 0. Potom k # 0(mod p) a teda [k], # [0], v Z/(p). Pretoze
(Z/(p), ®,®) je pole, existuje [a], € Z/(p) také, Ze [k], ® [a], = [1],. Dalej existuje m € Z,
také, ze a = m (mod p) a teda [a], = [m],. Potom [k I m], = [k.m], = [k], ® [m], =
[k]p © [a], = [1], & pretoze kO m,1 € Z, dostdvame, ze plati k 1m = 1. Teda m je inverzny
prvok k prvku k v (Z,,H, ).

Cvicenia
1. Najdite poslednii cifru ¢isla a) 213174 42517, b) 9999 + (717)17 ¢) 12737 445131 + 10918,
2. Néjdite vsetky prirodzené éisla n, pre ktoré a) 72" — 1, b) 7| 2™ + 1.

Nech a,b € Z. Dokézte, ze 19 | 10a + b < 19 | a + 2b.

- W

Overte, ¢i 19 | 539828 s vyuzitim predchadzajtcej tlohy.

5. Nech f(z) = az? + bxr + ¢, a,b, c € Z. Dokézte, ze ak f(4) aj f(5) je neparne &islo, tak
rovnica az? + bx + ¢ = 0 nema celo¢iselné korene.

6. Dokézte, ze pre kazdé n € N plati: Ak aq,...,a,,b1,...,b, € Z, k € N a pre kazdé
i=1,....,na;, =b;(mod k), tak a1 +... 4+ a, =by+... + by (mod k) a ay...a, =
by ...b, (mod k).

7. a) Uréte poslednti cifru éisla n = 22.51 + 698° pri jeho vyjadreni v pitkovej a v sed-
mickovej stustave.
b) Uréte posledné dve cifry &isla n = 213576 4- 24432 1 12241 v trojkovej stistave.

8. Ak a,b€Z, m,ne N, m|naa=b(modn), tak a = b(mod m). Dokézte!

9. Aky je zvySok 167452 po deleni 117
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10. a) V poli Zo3 najdite inverzné prvky k prvkom 6 a 11.
b) V poli Zyg najdite opacné a inverzné prvky k prvkom 5, 14 a 25.

11. Nech p je prvoéislo a f : Z, — Z/(p) je zobrazenie definované predpisom f(k) = [k],.
Dokazte, ze f je bijektivne zobrazenie a pre kazdé k, m € Z, plati f(kBm) = f(k) &
f(m) a f(kEm) = f(k) © f(m).

1.4.2 Pouzitie kongruencii pri kritériach delitelnosti prirodzenych
¢isel

Veta 1.4.6. Prirodzené ¢islo n = c;10% + ... 4+ 110 + co je delitelné cislom 9, resp. 3 <
¢islo ¢, + ...+ c1 + co je delitelné cislom 9, resp. 3.

Dokaz.
Ck+...+Cl+CoZCk1k+...+011+00

Zoberme polyném f(z) = cxz® + ... + 12 + co. Zrejme ¢; € Ny C Z. Potom n = f(10),
¢k +...+c1+co= f(1). Plati 10 = 1 (mod 9). Potom podla 1.4.2(6)

n=f(10)=f(1) =cp+ ...+ c1 + co (mod 9).

Potom 9 |n < 9| ck+. ..+ c1+ ¢, lebo &isla kongruentné modulo 9 dévaji pri deleni ¢islom
9 rovnaké zvysky.
Plati tiez 10 = 1 (mod 3), a preto n = f(10) = f(1) = ¢k + ... + ¢1 + ¢o (mod 3). Teda

3ln & 3|k +...+c1+ o

Priklad. 3| 149688 < 3|36 < 3|9

Veta 1.4.7. Cislo n = ¢, 10% + ... + ¢110 + ¢o je delitelné ¢islom 11 prdve vtedy, ked 11 |
co—c1+co— ...+ (=1)kc

Doékaz. Vyuzijeme polyném f(z) = cpa® + ... + 1z + co (¢; € Z). Zrejme f(10) = n a
f(=1)=cy—c1+ec2— ...+ (=1)Fcy. Plati 10 = —1 (mod 11), a preto

n=f(10)= f(-1)=co—c1 +ca — ...+ (=1)*cx (mod 11)

Preto
11|n ©11|co—c1+c2—...+ (—=1)Fe.

Priklad. 11]25916 < 11 |6 —1+4+9—5+ 2 = 11. Teda 11 | 25916.

Veta 1.4.8. Cislon = c;10% +...+c1104cg je delitelné cislom 7, resp. 11 resp. 18 < ¢islo 7,
resp. 11, resp. 13 deli ¢islo ¢ = co+c110+c210% — (c3+c410+¢5102) + (cg +¢710+cg10%) — . ..

Priklad. Pre n = 38431252145 je ¢ = 145—252+421 —38 = 286. 286 : 13 = 22, t.j. 13 | 286
= 13| n.
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Dékaz. Utvorme polyném f(z) = (co + ¢110 + c210%) + (3 + 410 + ¢5102)x + (cg + ¢710 +
08102)1‘2 + ...
F(10%) =, f(-1) =4

10% = —1 (mod 7),

lebo 103 — (—1) = 1001 = 143.7 = 7.11.13. n = f(10%) = f(—1) = ¢ (mod 7). Preto

TIn &7]q.

10® = — 1 (mod 11)
n = f(10%) =f(~1) = q (mod 11)
Teda 11 |m < 11]g¢.

Podobne pre 13, pretoze 10° = —1 (mod 13). O

Priklad. 7| 10192896 < 7 | 896 — 192 + 10 = 714
710192896

Veta 1.4.9. Nech g >2 an=cpg® + ... 4 c19+ co je prirodzené ¢éislo. Potom plati:

g—1llneg—1|c+...+c

g+1l|lneg+l|c—c+...4+ (1)

Dokaz. Vyuzijeme polyném f(z) = cxgz® + ...+ 1z +co, n = f(g), ek + ... +co = f(1),
co—c1+ ...+ (=DFcy = f(~1) ato, ze g=1(mod g — 1) a g = —1 (mod g+ 1). O
Cvic¢enia
1. Dokézte, Ze ¢islo n = ¢, 108 4+ ... + ¢110 + ¢ je delitelné ¢islom 27, resp. 37 < 27 resp.
37 deli ¢&islo (co + €110 + ¢210%) + (c3 + 410 + ¢510%) + ... = cacico + c5¢4C3 + . . .

2. Zistite, ¢i ¢isla 149688, 301 587, 10291 698 st delitené
a) ¢islom 3, resp. 9,
b) ¢islom 7, 11, resp. 13,
c) ¢islom 27, resp. 37.

3. Dokézte, ze ¢islo n = ¢,10% 4 ... 4 ¢110 + ¢ je delitené éislom 101 < ¢slo 101 deli
¢islo (co + ¢110) — (e2 + ¢310) + (cg + ¢510) — ... = c1¢0 — c3¢2 + 54 — - ..

m cifier

/_/H . ’ . . ’
4. Nech p=10m"14+10m"2+...4+10+1 =11...1 je prvocislo. Potom aj m je prvoéislo.
Ukazte, ze obratené tvrdenie neplati.

5. Dokazte, ze ¢islo n = ¢, 10F +. ..+ ¢110+ ¢g je delitelné ¢islom 5 < ¢o = 5 alebo ¢y = 0.

6. Nech n = ¢;;10F + ... + ¢110 + ¢o. Dokézte, Ze plati:
a)4|n < 4]10c; + ¢y (=c1c0)
b) 8 | n < 8| 10%cs + 10¢1 + ¢o (=cacico)

7. Zistite, ¢ je ¢islo (7812)g delitelné 6smimi a desiatimi.

8. Zistite, ¢i je ¢islo (1202)g delitelné dvomi a tromi.
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1.5 Eulerova funkcia a Eulerova veta

Definicia 1.5.1 (Eulerova® funkcia). Zobrazenie ¢: N — R, ktoré kazdému n priradi
pocet prvkov mnoziny {k € N;k < n a (k,n) = 1} sa nazyva Fulerova funkcia (teda ¢(n) je
pocet vSetkych prirodzenych ¢isel mensich alebo rovnych ako n, ktoré si nestudelitelné s n.)

Priklad. a) p(1) =1, o(2) =1, ¢(3) =2, p(8) =4

b) Ak n > 1, tak ¢(n) je pocet vSetkych prirodzenych ¢isel mensich ako n a nesidelitelnych
s n (lebo (n,n) =n > 1).

¢) Pre kazdé prvodislo p plati p(p) =p — 1.

Veta 1.5.2 (Eulerova). Nech n € N. Potom pre kaZdé a € Z, pre ktoré (a,n) =1, plati
a?™ =1 (mod n).

Dékaz. Ak n = 1, tak (1) = 1 a pre kazdé a € Z plati a! = 1(mod 1). Nech n > 2 a
71,...,TE SU vSetky navzajom rdzne prirodzené Cisla také, ze prekazdé i =1,..., k1 <r; <n
a (r;,n) = 1. Potom zrejme k = p(n).

Nech a € Z, (a,n) = 1. Potom pre i = 1,...,k (a.r;,n) = 1. Pretoze a.r; € Z existuje
prave jedno l; € {r1,...,r} také, ze a.r; = I; (mod n). Podla vety 1.4.2(9) (I;,n) = (a.r;,n) =
1. Pretol; € {r1,...,rera{l,.... 0k} C{r1,..., 7}

Nech i,i" € {1,...,k} al; = ly. Potom ar; = ary (mod n) a pretoze (a,n) = 1, dostdvame
r; = ry (mod n). Pretoze 1 < r;,ry <mn, |r; —ry| <n—1, apretor; =ry atedai=1. Teda
ak i £ i/, tak I; # 1y t.j. {l1,...,lx} ma k prvkov, a preto {ly,...,lx} = {r1,...,7r;}. Potom
ll.lz e lk =Tr1.1r2...7k.

Pretoze pre kazdé i = 1,...,k ar; = I; (mod n), podla vety 1.4.2(4)

ary.ary...ary =lidy. . lg (mod n),

a teda

afrire . T =11re . Ty (mod n).

Ak pre vietky i (r;,n) = 1, tak (r17ro...7%,n) = 1, a preto podla vety 1.4.2(5) a* = 1 (mod n).
Teda a?™ = 1 (mod n). O

Désledok 1.5.3. Ak p je prvocislo, tak pre kazdé a € Z také, Ze pta a?~1 =1 (mod p).

Doékaz. Ak p je prvodislo, tak ¢(p) =p—1a (a,p)=1< pta. O

Déosledok 1.5.4 (Mala veta Fermatova). Ak p je prvocislo, tak pre kazdé a € 7 plati
a? = a (mod p).

Dokaz. Pre kazdé a € Z plati p | a alebo p t a. Ak p | a, tak a = 0(mod p) a potom
aP = 07 = 0 (mod p). Teda a? = a (mod p).
Ak p1a, tak a?~! =1 (mod p), a = a (mod p) a teda a? = a (mod p). O

Je prirodzené sa pytat, ¢i neplati aj obratené tvrdenie: Ak n € N, n > 2 a pre kazdé a € Z
plati a™ = a (mod n), tak n je prvocislo. Odpoved je zépornd. Napriklad, ¢islo n = 561 =
3.11.17 je zloZené &islo a pre kazdé a € Z plati a®%! = a (mod 561).

Priklad.

2Euler 1707-1783
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1. Dokéazte, Ze pre kazdé n € N plati, ze 15 | n® — n.
Riesenie: n® = n (mod 5), a preto 5 | n® — n.
n® —n=n(n*-1)=nn?—-1)(n?+1) = (n® —n)(n? +1). n®> = n(mod 3), a preto
3| n®—napotom 3| (n®—n)(n?+1)=n®—n.Teda5|n°—n,3|n°—na(3,5) =1,
a preto 15 = 3.5 | n® —n.

2. Dokéazte, ze ak p je prvodislo a a € Z také, ze p 1 a (t.j. a Z 0(mod p)), tak existuje
b € Z také, ze a.b =1 (mod p).
Riegenie: a?~! = 1 (mod p), p — 1 > 1. Staéi zobrat b = a?~2. Potom a.b = a.a?~2 =
a?~! =1 (mod p).

3. Dokazte, ze ak n € N, tak n'? je bud delitelné &islom 13 alebo zvySok po deleni n'?

¢islom 13 je 1.

Riesenie: Pretoze 13 je prvoéislo, tak 13 | n alebo (n,13) = 1. Ak 13 | n, tak 13 | n!2.
Ak (n,13) = 1, tak podla Eulerovej vety n*(*3) = 1 (mod 13), t.j. n'? = 1 (mod 13).
Teda existuje k € Z tak, ze n'2 = 13k + 1.

Veta 1.5.5. Akn>1an= pll1 p?c’“ je kanonicky rozklad ¢isla n na prvocisla, tak

¢(n)=n(1_;>...(1_;k>

Dokaz. Nech n > 2, n = pll1 ...pﬁc’”‘. Je zrejmé, ze ak m € N| tak (m,n) = 1 < pre vSetky
t=1,...,k pi f m;. Teda p(n) je pocet vSetkych m € N, ktoré nie st delitelné prvocislami
P1,..., Pk & pre ktoré m < n. Pre kazdé j € {1,...,k} oznacme @, ., (n) pocet vietkych
tych ¢isel m € N, pre ktoré m < n a m nie je delitelné éislami py, ..., p;. Zrejme @, .. . (n) =
¢(n).

Teraz dokdZzeme tento vyrok: Pre kazdé n € N, n > 2, plati: Akn = pll1 .. .pi@’“ ,P1y. .., Pk S0

navzajom rozne prvocisla, tak pre kazdé j € {1,...,k} ©p, . p, (n) =n (1 - p%) . (1 - pi)
J
Nepriamo. Nech existuje n € N, n > 2, pre ktoré uvedeny vyrok neplati. Potom existuje
najmensie prirodzené &islo s touto vlastnostou. Ozna¢me ho ng.

Nech ng = pll1 .. .pfﬁ’“ , P1,- - ., Pk SU navzajom rozne prvodcisla, k > 1. KedZze pre ng uvedeny
, f e . 1 1
vyrok neplati, existuje j € {1,...,k} také, ze @, ., (no) # no (1 - p—l) (1 - ;T,-)' Nech
jo je najmensie také cislo.
Uvazujme teraz o @p, (no). ¢p, (no) je pocet prirodzenych ¢éisel m € N, m < n, pre ktoré
p1 1 m. Cisla py1,2p1,. .., Z—fpl st vSetky kladné nésobky p; mensie alebo rovné ako ng, t.j.

vSetky prirodzené ¢isla mensie alebo rovné ako ng, ktoré si delitelné éislom p;. Ich pocet je
2o Preto
p1

o 1
ng)=ng— —=np|1—— ).
ep. (o) = 10 o ( p1>
Pre ng a j = 1 vyrok plati, a preto jo > 2 a jo — 1 > 1. Z naSej volby jo vyplyva, Ze

1 1
Con)=mnol1=—=)... (1=
(Pplprofl( 0) 0( p1> ( pjo_l)

1 1
‘pplijo (no) ?é 1o (1 B pl) o <1 - pJO>

@pl‘..pjo,l(no) je pocet vietkych tych m € N, m < ng, ktoré nie st delitelné py,...,pj,—1.
Pp1...p;, (0) dostaneme tak, Ze do ¢, . p, (1) odratame pocet vietkych kladnych nésobkov
¢isla pj,, ktoré st mensie alebo rovné ako ng a ktoré nie st nasobkami €isel pq,...,pj,—1-
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Vsetky kladné nasobky ¢isla p;, , mensie alebo rovné ako no, st 1.p;;, 2.pjo, - - -5 L.Pjg, - - - pi_ Dijos
70
ich pocet je *. Ak i€ {1,...,jo — 1}, tak p; | l.pj, < p; | I, ekvivalentne p; { l.pj, < p; { L.
Jo

Pritom 1 <[ < o,
Pjg

Teda ¢p, ... y ) je pocet tych [, 1 <1 < ”0 , ktoré nie st delitelné Ziadnym z éisel

5 Pjo—1
P1; -5 Pio—1; ktory je totozny s poctom vSetkych kladnych nasobkov ¢isla pj,, ktoré st < ng
a nie st delitelné ziadnym z ¢isel py,...,pjo—1-
Cislo ;—9 < mg a pretoze jo > 2, ;’—9 > p1 > 2. Preto plati
J0 J0

Go) = (-0)-(-55)
o | — == (1-—=) ... (1- ,
Probio=t \ pj, Pjo P Pjo—1

no

Pp1,..sPjg (’n()) = @leuxpjo—l(no) - 90171,-.‘7101071(7_) =
Pjo

1 1 ng 1 1
:n0(1_>...<1_ )_ (1_)...(1_ );
D1 Pjo—1 Djo D1 Pjo—1
1 1 1
0(1_>...(1_ )(1_).
P1 Pjo—1 Pjo

Tym sme dokazali, Ze pre kazdé n > 2 ak n = pll1 ...pﬁj, tak pre kazdé j € {1,...,k}
Ppryep; (M) =10 (1 - p%) (1 — pi) Specialne,

Potom

Cvicenia

1. Dokazte, ze plati:
a) 42 | n” — n pre kazdé n € Z,
b) 7 | n — 1 pre kazdé k € N an € Z také, ze (n,7) = 1,
c) n'® —n, n € Z je delitelné kazdym z ¢&isel 2,3,5,7,13.

2. Ak p, ¢ st prvodisla, p # ¢, tak pre kazdé celé ¢islo a plati: p.q | a?? — aP? — a? + a.
3. Najdite vsetky riesenia rovnice 2™ — 3™ = 1 v obore prirodzenych cisel.

4. Dokézte, ze ak n € Na (10,n) = 1, tak existuje k € N tak, ze k.n = 99...9 - m4 vSetky
cifry rovné 9.

5. Dokazte, ze pre kazdé n € N plati:
a) n1% = 11k alebo n'® = 11k + 1
b) n!? = 13k alebo n'? = 13k + 1
c) n?0 = 25k alebo 25k + 1

6. Nech a € Z, n € N, (a,n) = 1. Nech k je najmensie prirodzené é&islo, pre ktoré a* =

1 (mod n). Potom pre kazdé | € N také, ze a' = 1 (mod n) plati, ze k | I. Specialne,
k| ¢(n). Dokézte!
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7. Néajdite najmensie prirodzené ¢islo n tak, aby
a) 253" = 1 (mod 257)
b) 2™ = 1 (mod 257).

8. Dokézte, Ze ak p, ¢ st prvocisla a p # ¢, tak p?=! + ¢?~1 = 1(mod pq) a p? + ¢* =
p+q(mod pq).

9. Na priklade ukazte, 7e ak (a,n) > 1, tak nemusi platit a¥™) =1 (mod n).
10. Néjdite najmensie prirodzené ¢islo, pre ktoré plati 6z = 1 (mod 35).

11*. Najdite najviicsi spoloény delitel mnoziny ¢isel {n'® —n,n € Z}.

1.5.1 Pouzitie Eulerovej vety v kryptografii (Sifrovani)

Jedna z metdd Sifrovania, ktord sa v stcasnosti pouziva a je odolna voci odhaleniu je expo-
nencialna Sifra, ktorej podstata je zaloZend na poznatkoch z tedrie Cisel, vratane Eulerovej
vety.

Nech p je prvoéislo, p > 2 a k > 1 je prirodzené éislo, pre ktoré (k,p — 1) = 1. Potom
existuje ¢ tak, ze k.g = 1 (mod (p — 1)), g € {1,...,p — 2}, ktoré moZno vypocitat pomocou
Euklidovho algoritmu a vety o deleni so zvyskom. Existuji ¢/, z € Z tak, ze 1 = ¢'k+z(p—1)
a existuje ¢ € {0,...,p—2}, ze ¢ = q(mod p—1) (q je zvySok po deleni &isla ¢’ ¢islom p—1).
Zrejme k.’ = 1(mod p — 1) a potom aj k.g = 1(mod p — 1). Preto existuje | € Z tak, ze
kgq—1=Ilp—1)atedak.gq=1+41.(p—1). Pretoze k > 1, plati k.g > 1. Preto l.(p — 1) > 0
a teda l > 0.

Ak a €7,0 < a < paa® =b(mod p), tak b? = (a¥)? = a* = o' TP-1) = ¢ (e~ 1) =
a (mod p), lebo a?~* = 1 (mod p), pretoze p { a.

Ak teda je dané prvodéislo p > 2 a prirodzené ¢éislo k > 1, (k,p—1) = 1, (k sa nazyva kIué
sifry), a € {1,...,p — 1} a pozndme (jednozna¢ne urcené) ¢islo b € {1,...,p — 1}, pre ktoré
b = a* (mod p), tak pomocou k a p vieme uréit ¢ a aj a = b? (mod p), pricom ak 0 < a < p,
tak je toto ¢islo urcené jednoznacne.

Priklad. Zasifrujeme (a odsifrujeme) slovo FIRE pomocou prvoéisla p = 5801, kluca k = 61
tak, Ze text rozdelime na bloky po 2 pismend, t.j. po 4 cifry (aby sme dostali ¢isla mensie
ako 5801). Najprv nahradime pismena ¢&islami: A — 00, B — 01, C' — 02, D — 03, E — 04,
F—05G—0,H—071—-08J—09 K—10,L—11, M - 12, N — 13, O — 14,
P—15Q —16, R— 17, ..., Z — 25. Teda FIRE prepiSseme na 05081704 a rozdelime na 2
bloky po 4 cifry (=2 pismen4).

0508 1704

Teraz méame

508% = 2713 (mod 5801), 508 < 5801,
17045 = 3726 (mod 5801), 1704 < 5801.

Zasifrovany text je teda 2713 3726.
Pre odsifrovanie uréime ¢ také, ze 61g = 1 (mod 5800), je to ¢islo ¢ = 1141 (pomocou
Euklidovho algoritmu vypocitame, ze 1 = (—12).5800 + 1141.61). Potom uréime, Ze

271341 = 508 (mod 5801)
3726141 = 1704 (mod 5801)

a dostaneme pdévodny text 0508 1704, po prepisani do pismen FIRE.
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Téato metdda je znacne odolné vodi rozlisteniu Sifry pomocou kryptoanalyzy. Aj v pripade,
ze kryptoanalytik pozna pouzivané prvocislo p, urcenie k£ pomocou najrychlejsich znamych
algoritmov vyzaduje pre velké p vela ¢asu. Napriklad pre 100-ciferné ¢islo to pre najvykonnejsi
pocitac (v 80-tych rokoch) vyzadovalo 75 rokov, pre 200-ciferné prvoéislo dokonca 4.10° rokov.

1.6 Linearne kongruencie s jednou neznamou

Linedrna kongruencia modulo n s jednou neznamou ma tvar
a.x = b(mod n),
kde a,b € Z, a # 0, n € N a x je neznama.

Definicia 1.6.1. Zvyskova trieda [c], modulo n sa nazyva riefenim linedrnej kongruencie
a.x = b(mod n) ak a.c = b(mod n).

Uvedené definicia je korektna, ak nezdvisi od vyberu reprezentanta zvyskovej triedy [c],,.
Nech [¢],, = [d]n. Potom ¢ = d(mod n), a preto aj a.c = a.d (mod n). Teda a.c = b(mod n)
< a.d = b(mod n). Ina¢ povedané, [c],, je rieSenie kongruencie a.x = b(mod n) < pre kazdé
d € [c],, plati a.d = b(mod n).

Veta 1.6.2. Nechn €N, a,b€Z, a #0 a (a,n) = d. Potom plati:
(1) Kongruencia a.x =b(mod n) md riesenie < d | b
(2) Ak d | b, tak linedrna kongruencia a.x = b(mod n) md prave d riesend.

Dékaz. (1) Nech [¢],, je rieSenie danej kongruencie. Potom a.c = b(mod n), a preto
n | a.c —b. PretoZe d | n, plati aj d | a.c — b a pretoze d | a, plati aj d | a.c. Potom
d|a.c—(a.c—0b)=b.

Existuji u,v € Z tak, Zze d = u.a + v.n. d | b, preto existuje b’ € Z tak, ze b = b'd.
Potom b = b'd = b'ua + b'vn. Teda a(b/u) — b = (=b'v)n, t.j. n | a(b'u) — b. Potom a.(b'u) =
b (mod n) a [b'u], je rieSenie danej kongruencie.

(2) Pretoze d | b, existuje rieSenie [co), danej kongruencie. d | n a preto existuje | € N
také, ze n = l.d. Polozme ¢; = ¢g 4+ l,coa = ¢g +2l,...¢cq-1 = co + (d — 1).l. Dokédzeme,
7e [coln, [C1]ns - -y [Cd—1]n sT navzadjom rozne rieSenia danej kongruencie a ze su to vsetky
rieSenia. d | a a teda existuje a’ € Z tak, ze a = a’.d. Pre kazdé i = 0,...,d — 1 a.c; =
aco + ai.l = aco + d'idl = acy + o’ .i.n = acy (mod n), a preto a.c; = b (mod n).

Teda pre kazdé ¢ =0,...,d — 1 [¢;],, je rieSenie a.x = b(mod n). Nech 0 < i< j <d-—1.
Potom 0 < ¢j —¢; = (j — i)l < jl < dl =n, a preto n{c¢; —¢;. Teda ¢; # ¢; (mod n), t.j.
[ciln # [¢jln-

Nech [c],, je rieSenie danej kongruencie. Potom a.c = b (mod n) a preto a.c = a.co (mod n).
Potom n =1.d | a.c—a.co = a’.d(c—cp). Potom I | /(¢ —¢p). Ale (a/,1) =1, a preto ! | ¢ —c¢p.
Potom existuje z € Z ¢ = ¢g + zIl. Podla vety o deleni so zvySkom existuju s,j € Z tak, ze
z=ds+ja0<j<d—1 Potom c=cy+jl+ sdl =co+ jl+ sn = co+ jl = ¢; (mod n).
Teda existuje j € {0,...,d — 1} tak, ze [¢;], = [¢j]n- O

Priklad. 1. Vyrieste linedrnu kongruenciu 20z = 28 (mod 12).

Riesenie. (20,12)=4, 4 | 28 a teda existuji prave 4 rieSenia.

4=(-1)20+212 /.7
20(—7) + 14.12 = 28
20(—7) = 28 (mod 12)
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co=—-7,c1=—-T+3=—-4,c0=—-T7T+23=—-1,c3=-T7+33=2

Riesenia st [—7] = [5], [-4] = [8], [-1] = [11], [2].

Pretoze 20x = 8x (mod 12) a 28 = 4 (mod 12), je dané kongruencia ekvivalentné s kongruen-
ciou 8z = 4 (mod 12).

2. Vyrieste kongruenciu 15z = —66 (mod 18).

(15,18)=3, 3 | —66 kongruencia m4 3 rieSenia.

—66 = 6 (mod 18)
15z = 6 (mod 18)
3=(-1).15+1.18
15.(=2) +2.18 = 6
15.(—=2) = 6 (mod 18)

[-2]=[16] je rieSenie. 18 : 3 = 6, dalSie rieSenia st [4] a [10].
Cvicenia

1. Vyrieste linearne kongruencie s jednou neznamou:
a) 10z = 14 (mod 12)
b) Tz = 46 (mod 21)
¢) 15z = =72 (mod 18)
d) 14z = —63 (mod 35)

2. Zistite, ktoré z nasledujtcich kongruencii su riesitelné: a) 6z = 1(mod 9), b) 9z =
3 (mod 6), ¢) 14z = 21 (mod 70).

3. Rieste kongruencie: a) 20z = 4 (mod 30), b) 20z = 30 (mod 4), ¢) 353z = 254 (mod 400).

4. Do kongruencie 10z = 15 (mod n) dopliite za n také ¢islo, aby:
a) kongruencia nemala rieSenie,
b) kongruencia mala prave 2 rieSenia.

1.7 Aritmetické funkcie ¢, 7, o

Definicia 1.7.1. (1) Lubovolné zobrazenie f: N — R sa nazyva aritmetickd funkcia.
(2) Aritmetickd funkcia f: N — R sa nazyva multiplikativna, ak plati:
(a) Existuje n € N tak, ze f(n) # 0.
(b) Ak m,n € Na (m,n) =1, tak f(m.n) = f(m).f(n),

Priklad. Eulerova funkcia ¢ je aritmetickd funkcia a ukézeme, Ze je multiplikativna.

Funkcia 7: N — R, 7(n) je pocet v8etkych prvocisel mensich alebo rovnych ako n je
aritmetickd funkcia, nie je multiplikativna. 7(2) =1, 7(3) =2, 7(6) = 3, (2,3) = 1, 6 = 2.3,
3=m(6) #m(2).7(3) =2

Lema 1.7.2. Ak f je multiplikativna aritmetickd funkcia, tak f(1) = 1.

Doékaz. Existuje n € N, f(n) # 0. (1,n) = 1. 1.f(n) = f(1.n) = f(1).f(n). Preto f(1)
1.

o
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Definicia 1.7.3. Pre kazdé n € N 7(n) oznacuje pocet vSetkych kladnych delitelov ¢isla n a
o(n) sucet vsetkych kladngch delitelov ¢isla n.

Priklad. 7(1) =1, 7(2) = 2, 7(8) = 4, pre kazdé prvocislo p 7(p) = 2.
o(1) =1, 0(2) = 3, 0(8) = 15, pre kazdé prvocislo p o(p) = p+ 1.

7,0: N — R st aritmetické funkcie.

Veta 1.7.4. Nechne N, n>1an= pll1 pé’“ je kanonicky rozklad ¢isla n na prvocisla.
Potom plati:

(1) 7(n) = +1)... (l +1)

I1+1

-1 _ _
(2) o(n) =—F% ... P =t D) T e+ 1)

Doékaz. (1) d | n < d = pil...p?‘, kde 0 < t; < l; pre i = 1,...,k. Teda 7(n) = (I +
1)...(lk4l-1). l l z l l
-1 -1 —1
@) @r +pi T+ DY P e D) T e 1) =
>oopite..pt=>d=o0(n) O
0<t;<l; dln
Veta 1.7.5. Funkcie ¢, 7, o st multiplikativne.

Doékaz. p(1) =7(1) =0(1) =1, t.j. pre 1 € N je o(1) #0, 7(1) # 0 o(1) # 0.
Nech m,n € N, (m,n) = 1. Ak m = 1, tak pre kazdé f € {¢p, 7,0} plati:

f(Ln) = f(n) =1.f(n) = f(1).f(n).

Podobne pre n = 1.
Nech m > 1 aj n > 1. Potom m = plf...pﬁj, n=gq'...q, p1,.--- Dk &) q1,---,Gs

st navzdjom rozne prvoéisla. Pretoze (m,n) = 1, {p1,...,px} N {q1,...,qs} = 0 a teda
D1, Dk, q1,---,qs SU navzajom rozne prvocisla a m.n = py' ...pf@"q{l ... g5 je kanonicky

rozklad ¢isla m.n na prvodisla.
Podla vety 1.5.5

PodTla vety 1.7.4
Tmn)=(U+1)...(k+1)0r1+1)...(rs + 1) = 7(m).7(n)
omn) =@ +p D) T e (@ T
). (¢+q=t+...+qs + 1) = a(m).o(n) O

Veta 1.7.6. Pre Eulerovu funkciu ¢ plati:
> eld) =n.
d|n

Doékaz. n = 1. Xm;ga(d) =p(1)=1.
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Nechn > 1, n = pél pi’“ je kanonicky rozklad n. d | n & d = pil ...p}i’“, 0t <.
Pretoze ak i # j, tak (pzi,p;j) =1,

o(d) = o(p) ... o(pik).
Potom

Y oeld) = et P = e(p1') .- p(py) =
0<t;<l; 0<t; <l;

= (L+op1) 4+ o)L+ @@2) + ...+ @0F)) ... (L4 @lpr) + - .. + @(pi))-

Pre kazdé prvocislo p a | € N ¢(p') = p! — p'~1, lebo p,2p,...,p'"Ip st vietky ¢isla
delitené p, ktoré st mensie alebo rovné p! a ich pocet je p'~t. Potom

Zso =1+ (1 = 1)+ (0f —p1) +...+ (7 =P 7).

P3 —pa)+...+ (PR —pE ).
(L (k= 1)+ (P =) + o+ O =P =l =,
O

Cislo n € N sa nazyva dokonalé, ak o(n) = 2n, t.j. sidet vlastnych delitelov ¢isla n je
rovny n. Dokonalé ¢isla st napriklad 6=14+243 (c(6) = 12), 28 (0(28) = 56), 496, 8128 .
Prvéa cast nasledujtcej vety bola zndma uz Euklidovi.

Veta 1.7.7. Ak 2" —1 je prvocislo, tak a = 2"~1(2" — 1) je dokonalé a kaZdé pdrne dokonalé
¢islo mad tento tvar.
Dokaz. Ak 2" — 1 je prvoéislo a a = 2"~1(2" — 1). Potom

2" —1

o(a) =o(2" 12" - 1)) = 1 (2" —1+4+1)=2"(2" — 1) = 2a.

Nech teraz a je parne dokonalé ¢&islo. Potom a = m.2" % n > 2, m > 0, m je nepérne.
Pretoze a je dokonalé, plati

m.2" = 2a = o(a) = o(m.2") = o(m)o(2"1) = o(m)(2" — 1).

Preto o(m) = 22 - Je to prirodzené ¢islo, (27,2" — 1) = 1, a preto 2" — 1 | m. Potom 57"+
je prirodzené c1slo a s | m. Naviac,
m.2" m2" —1)+m
o(m) = ( )+ =m+

2n —1 2n —1 2 —1°

Pretoze m a 575 st kladné delitele ¢isla m, m # 55 (lebo n > 2 a preto 2" — 1 > 1)

a o(m) je si¢tom vsetkych kladnych delitelov ¢isla m, m a 57"5 st vSetky delitele ¢isla m.
Teda m mé prave dva kladné delitele a preto m je prvocislo. Potom, zrejme, 5775 = 1, teda
m = 2" — 1 je prvoéislo a a = 2" 71 (2" — 1). O

PretoZe nie je zname, ¢i Mersennovych prvodéisel je nekonecne vela, nie je zndme ani to,
¢i parnych dokonalych éisel je nekoneéne vela. V sti¢asnosti nie je zndme ani jedno nepérne
dokonalé ¢islo. Je dokézané, ze ak existuje, tak mé aspon 8 prvoéiselnych delitelov a musi byt
vidsie ako 1080 (Cohen). V 1. 1977 bol avizovany vysledok, ze také ¢islo musi byt viicsie ako
10290 ale dékaz nebol publikovany. Naznacuje to viak skutocnost, Ze asi neexistuje neparne
dokonalé ¢islo.
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Cvic¢enia
1. Vypocitajte ¢(144), ¢©(1000).
2. Vypoditajte o(144), o(1000).

3. Urcte 7(2p3) a o(2p?), ak p je neparne prvoéislo.

1.8 Doplnky. Lagrangeova a Wilsonova veta.

Nech p je prvoéislo a a.x = b(mod p) je linedrna kongruencia. Ak (a,p) = 1, tak dand
kongruencia mé préve jedno riesenie. Ak teda a.z = b (mod p) m4 viac ako jedno riesenie, tak
(a,p) # 1 a teda (a,p) = p. Potom, kedZe m4 rieSenie, plati p | b a pretoZze (a,p) = p, plati
tiez p | a. Okrem linedrnych kongruencii s jednou nezndmou mozno uvazovat o kongruenciach
vysSieho stupnia,

f(x) =0(mod n), kde f(x) = anz™ + ...+ a1+ ag

a ag,a ...a, € Z s nezndmou z. Pre takéto kongruencie podla prvociselného modulu plati
analégia horeuvedeného vysledku pre linedrne kongruencie.

Veta 1.8.1 (Lagrangeova). Nech f(x) = apz™+...4+a12+ ag je polyndm s celodiselngmi
koeficientami, a, # 0 a p je prvocislo. Potom ak kongruencia

f(x) = 0 (mod p)
md viac ako n riesent, tak pre kazdé i =1,...,n
pla;

Dékaz. Pripomefime, Ze rieSenim kongruencie f(z) = 0(mod p) je zvyskova trieda [c],, pre
ktora plati, ze f(c) = 0 (mod p). Vetu dokdzeme indukciou vzhladom na stupeti n polynému
)

Pre n = 1 mame kongruenciu

a1z + ag = 0 (mod p).

Nech [¢cglp, [c1]p st dve rozne rieSenia tejto kongruencie. Potom ¢o # ¢1 (mod p) a a1co+ag =
0 (mod p), ajc1 + ag = 0 (mod p). Potom ayco + ag = ajc; + ag (mod p), a preto

aico = aicr (mod p).

Ak by platilo (aq,p) = 1, tak dostaneme ¢y = ¢; (mod p), ¢o je v spore s predpokladom.
Preto plati (a1,p) # 1 a teda p | a;. Potom ale a3 = 0 (mod p), a preto ajcg = 0 (mod p).
Potom ajco + ap = ag (mod p) a sucasne ajcy + ag = 0 (mod p). Teda ag = 0 (mod p), t.j.

p | ao.
Nech teraz tvrdenie plati pre n > 1. Dokazeme, Ze potom plati aj pre n + 1. Nech

f(@) = app12"™ 4. F a1z +ag

a kongruencia
npr1z" P+ a4 ag=0 (mod p)
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mé n + 2 rdznych rieSeni [colp, [¢1]ps - - -, [¢nt1]p- Teda pre kazdé i =0,...,n+1
f(ei) =0 (mod p).

Vydelime polyném f(z) polynémom x—cq (so zvysSkom) a dostaneme f(x) = (z—cp).g(z)+r,
kde g(z) = bpax™ + ... + by, 7 € Z. Zrejme plati b, = ant1 # 0 a1 = f(co). (f(co) =
(co — ¢c0)g(co) + 7 = 0g(co) + 1 = 1) Teda g(x) je polyném n-tého stupiia.

Nech i je lubovoIné ¢islo 1 < i < n+ 1. Potom f(c¢;) = (¢; —co)g(ci) + f(co) = 0 (mod p).
Pretoze f(co) = 0(mod p), dostdvame (¢; — ¢)g(c;) = 0(mod p) a teda p | (¢; — co)g(c;).
Pretoze [c;], # [co]p Plati ¢; # co (mod p) a teda p { ¢; — co. Pretoze p je prvocislo, dostavame
plg(c;) ateda

9(ci) = 0 (mod p).

Teda kongruencia b,z™ + ... + by = 0 (mod p) ma n + 1 rdznych rieSeni [c1]p, ..., [cht1]p @
podla indukéného predpokladu potom p | b; pre i = 0,1,...,n.
Z platnosti

12" Fana” . azag = (2 — o) (bpx™ 4+ by 12"+ .. 4 b+ bo) + f(co),

porovnanim koeficientov polynémov, dostavame: a, 11 = by, @, = b1 —bpco, Ap—1 = byy_o—
bn—1Co, ..., az = b1 —byco, a1 = bg—bico, ag = f(co) —boco. Pretoze p | by, b1, ..., bo, f(co),
je zrejmé, ze potom b | apy1,an ... a1,a0. O

Nasledujica Wilsonova veta, ktori1 vSak ako prvy dokézal Lagrange, charakterizuje prvo-
disla. 3

Veta 1.8.2 (Wilsonova). Cislo p > 1 je prvocislo vtedy a len vtedy, ked

(p—1)!'=—-1(mod p).

Dokaz. Pre p = 2 a p = 3 vyrok zrejme plati. Nech p > 3. Pre kazdé k € {1,2,....,p — 1}
je (k,p—1) =1 a preto existuji u,v € Z, pre ktoré k.u + p.v =1 a teda k.u = 1 (mod p).
Dalej, existuje k' také, ze k' € {1,2,...,p — 1} a u = k' (mod p). Potom aj k.k’" = 1 (mod p).
Ak m € {1,2,..,p — 1} a k.m = 1(mod p), tak k.k' = k.m (mod p) a pretoze (k,p) = 1,
dostédvame, ze k' = m (mod p). Potom p | |k’ —m|, |’ —m| < p a teda |’ —m| =0, t. j.
k' = m. Teda pre kazdé k € {1,2,...,p — 1} existuje préave jedno k' € {1,2,...,p — 1} pre
ktoré k.k' = 1 (mod p). Ak k = k', tak k.k = 1 (mod p). Potom p | k> — 1 = (k—1).(k + 1)
a pretoze p je prvocislo, plati p | k — 1 alebop | k+1. Ale k —1 < p, 0 < k+ 1 < p, preto
k—1=0alebo k+ 1 =p. Teda ak k € {2,...,p — 2}, tak k # k’. Preto {1,2,...,p — 1} =
{1,k1,k'1, ... k%, k’%,p—l}, kde pre kazdé i € {1, ..., %} plati k;.k'; = 1 (mod p). Potom
(p—1!'=12.....(p—1) =1k K. ... .ka_s.k'pT_s.(p—l) alkk'y. .. .kp%s.k’pT—s.(p—l) =
p—1(mod p). Teda (p —1)! = p— 1 (mod p). Stcasne plati p—1 = —1 (mod p) a teda mame
(p—1)!'=—1(mod p).

Nech by p bolo zlozené. Potom existuje m € N, 1 < m < p, pre ktoré m | p. Pretoze
m < p—1, m sa vyskytuje medzi éinitelmi vystupujicimi v (p — 1)! a preto m | (p — 1)

PodTla predpokladu, (p — 1)! = —1(mod p), preto p | (p — 1)! + 1 a pretoze m | p, plati tiez
m | (p—1)!+ 1. Ale potom m | (p —1)! +1— (p — 1)! =1 a z toho dostaveme, ze m < 1, ¢o
je spor. Teda p je prvocislo. O

3V [1] moZno najst dékaz Wilsonovej vety pouzitim Vandermondovho determinantu.
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Kapitola

g-adické rozvoje realnych cisel.
Kritéria iracionalnosti.

V tejto kapitole sa budeme zaoberat redlnymi ¢islami. Ak a, b st redlne Cisla tak [a,b) =
{reR:a<r<b}.

Najprv pripomeiime pojem raciondlneho ¢isla a pojem celd ¢ast realneho &isla.

Redlne ¢islo a sa nazyva raciondlne, ak existuje z € Z an € N tak, ze a = = (ekvivalentne:
existuje n € N tak, Ze a.n € Z). Je zname, 7e napriklad ¢islo v/2 nie je racionélne éslo.

Celé ¢islo z sa nazyva celd cast redlneho cisla a, ak plati: z < a < z + 1. Oznadenie:
[a]. Teda [a] € Z a [a] < a < [a] + 1. Pretoze pre kazdé redlne ¢islo existuje prave jedno
celé cislo z € Z, pre ktoré z < a < z + 1, kazdé redlne ¢islo méa préve jednu celt Gast
(vyplyva to napriklad z toho, ze R = (J,4[2,2 + 1) a ak 21 < 29, tak 21 +1 < 23 a preto
[21,21 +1) N[22, 22 + 1) = (D) Napriklad, [%] =3, [_%] = —4, [\/5] =1, 3] =3.

Je zrejmé, ze 0 < a — [a] < 1 a ak a > 0, tak [a] € No.

Je zndme, 7ze ak ¢ € N a g > 2, tak pre kazdé n € N plati n < g™ (dokéze sa to
matematickou indukciou). Potom, ak » € R a r > 0, tak existuje n € N, pre ktoré n > % a
potom g% < L < r (toto v nasledujicej ¢asti pouzijeme).

Pripomenime, Ze R oznac¢uje mnoZinu vsetkych redlnych éisel, Rt = {a € R:a > 0} a
R = R* U {0}. Q oznacuje mnozinu vietkych racionalnych é&isel, Q* = {r € Q;r > 0},
Qg =Q*tu{0}.

2.1 g-adicky rozvoj realneho ¢isla

UZitoénym nastrojom pri Studiu g-adickych rozvojov redlnych cisel je pojem nekonecéného
¢iselného radu, jeho stctu a s tym savisiaci pojem konvergencie postupnosti. Pretoze tieto
pojmy nemdame k dispozicii, urobime to bez nich (menej V}'Ihodnym a elegantnym sp()sobom)

Redlne ¢islo % mozeme vyjadrif aj v tvare 1,125 = 1+ -+ 10 + 2+ =2+ 5+ =+ s

priéomplatil ,5€4{0,1,...,9}, 0<9—[§]_ P+102+103<1 0<7_([g]+10):

02"~‘103 < 107032_([%]"‘1 +%): 0% < 107
Stretli sme sa uz aj s tym, ze 3 =1,660..6... = [3],666..6... = [3] + 3 + 1oz + 105 +
R ok +.... Aj v tomto pripade plati Ze vSetky c1shce za desatinnou ¢iarkou st z mnoziny
{0,1,... 9}aplat10< []<1 0<g ([%] )<—0< ([]+10+102) 1(1)2,...
,0< %— Bl+35+3 —|— -+ 18k ) 1.% Teda ¢islo 5 je tu VyJadrene pomocou &isla 2]
a nekonecnej postupnosti 6 6,6,...,6,...a mslo 2 pomocou éisla [ | a kone¢nej postupnosti
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1,2,5, ktortt vsak méZeme doplnit na nekone¢nti postupnost 1,2,5,0,0,...,0,... . Pritom
plati, Ze vSetky ¢leny tychto postupnosti patria do mnoziny {0,1,...,9 = 10 — 1} a st
splnené vyssie uvedené nerovnosti. Takéto vyjadrenia redlnych cisel sa nazyvaju dekadické
rozvoje a ak ¢islo 10 nahradime prirodzenym ¢islom g > 2 tak dostaneme analogicky g-adické
rozvoje s podobnymi vlastnostami.

Definicia 2.1.1. Nech g € N, g > 2, 7 € R} a {c,}32, je (nekoneéna) postupnost celych
nezapornych ¢isel, ktord méa nasledujtice vlastnosti:

(1) Pre kazdé k € N plati ¢ € {0,1,...,9g— 1} (t.j. 0 < ¢, < g—1).

(2) Pre kazdé k € N plati 0 <7 — ([r] + & + ... %)<ﬁ;

Potom ¢&islo r zapisujeme v tvare r = ([r], cicz - .-)g (alebo tiez r = [r] + & + ... +
G+...=[]+ Y orey %) a vyjadrenie r = ([7"],0102 ...Ck...)g sa nazyva g-adicky rozvoj
cisla r.

Z definicie je zrejmé, 7e ak r € R ar = ([r],c1ca...ck .. ), je g-adicky rozvoj r, tak pre
kazdé k € N plati, ze [r]+%+...+% <r.

Veta 2.1.2. Nech g € N, g > 2. Potom plati:

(1) Pre kazdé redlne &islor € R existuje prave jedna postupnost {cy.}32 | celyich nezdporngjch
Cisel, tak, Ze r = ([r], ci1C2...Ck...)g je g-adicky rozvoj &isla r.

(2) Ak r,s € Rf, r # s, r = ([r],c1ca...cr...)g a s = ([s],dida...dy...), si g-adické
rozvoje cisel r, resp. s, tak [r] # [s] alebo existuje m € N tak, Ze ¢y, # dp, (t. j. dve rozne
¢isla magi rozne g-adické rozvoje).

Dékaz. (1) Existencia. Polozme r1 = r — [r]. Zrejme 0 <1y < 1lar=[r] + 7.

Dalej, ¢; = [g.r1], 12 = gr1 —c1. Plati 0 < rg < 1, gr1 = ¢1 +72. Z 0 < gr; < g vyplyva
0<[gr1] <g,tj.0<¢c; <g.

co =[g.ra],r3 =gro—co. Plati0 <15 < 1, gro =co+1s, 0 < [gra] < gre < g,t.j. 0 < co < g.
Takto mozno pokracovat matematickou indukciou, t.j. predpokladajme, Ze mame definované
Cny, 0 < ¢ < gy Tpy1, 0 < 7pp1 < 1. Potom definujeme

Cnt1 = [9.Tn41], Tnt2 = JTn+1 — Cntls

pricom plati 0 < rp 40 <1, g.rnq1 = Cur1+7ni2a0 < [grpt1] < grpp1 < 9, 6.5. 0 < cpp1 < g.
Tym je pre kazdé k € N definované ¢, € {0,1,...,9 — 1} a rp € [0,1), priom plati
gri = ¢k + rg+1 a v = [r] + 1. Potom

r c1+r r
r=fltn =+ = 2 = 2 2
g g g g
1 gra 1 c2 T3 1 e Ck Tht1
=+ + 2=+ F ot o= =+ 4= +... + =+
I g 9? I g 9> 9 I g 9? gk gF

T

Teda pre kazdé k € N plati r — ([r] + < + ... + &) =
Ogt—tl<gikatedaogr—([r]—&—%—i—...—&—%)<gik.

b1 Pretoze 0 < rpy1 < 1, mame

Jednoznacénost. Nech existuji dve rozne postupnosti {cx}7°; a {dx}32,, pre ktoré plati
r=([r],c1c2...cp...)g asuCasner = ([r],didz...dy...)y. Pretoze postupnosti sa nerovnaju,
existuje m € N tak, Ze ¢, # d;,. Nech k € N je najmensie také ¢islo, pre ktoré cp # di.
Predpokladajme, Ze ¢ > dj. Potom pre vietky ¢ € {1,2,...,k — 1} plati ¢; = d; a teda tiez
¢i —di=0ac, —dp > 1. Podla vlastnosti (2) z definicie 2.1.1 plati r > [r] + & + ...+ &.
Potomr—([?‘]—&-dj—i—...—i—%) > ([r]—l—%—i—...—&—;—’,z)—([r]—i—d—gl—i—...—&—(gi—ﬁ) (ck—dk) > lk a
to je spor s vlastnostou (2) z definicie 2.1.1. V pripade, Ze ¢; < dj, postupujeme analoglcky
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(2) Nech r # s, [r] = [s] a pre vetky n € N plati ¢, = d,,. Nech, napriklad, s < 7.
Potom r — s > 0 a existuje k € N tak, Ze ﬁ < r — s. Plati [s}—l—d—;—&—...—l—% < s, preto

—s < —([s] + %1 —l—...—l—Z—ﬁ) a tiez plati [s] —l—%l—i—...—&— Z—’“ = [r]+ ¢+ ...+ k. Potom
—([r]—l—%—i—...—l—%) :r—([s]—k%—i—...—f—%) >r—s> ik Dostali sme spor s definiciou

g-adického rozvoja. Podobne pre pripad r < s.
O

Pozndmka. 1) Ak r = ([r],cica...ck...), je g-adicky rozvoj &isla r € Ry, tak [r] je celé
nezaporné ¢islo a vyjadrujeme ho v g-adickej Ciselnej sustave.
2) Ak r = ([r],c1ca...ck...), je g-adicky rozvoj ¢isla r € R a pre vietky | € N, [ > k + 1
je ¢ = 0, tak g-adicky rozvoj r zapisujeme skratene r = ([r],cica. .. cr)g.
3)Ak s e Rf as= [s]+ < +...+ &k, kde pre vietky i € {1,...,k} plati ¢; € {0,1,...,9—1},
tak g-adicky rozvoj ¢isla s j s = ([s],c1...¢k)q-
4) Ak r = ([r],c1c2... ¢ ...), je g-adicky rozvoj &isla r € R, tak pre kazdé k € N plati
0<r—(r],ccs...cu)g < ﬁ, teda (racionalne) ¢islo ([r],cica ... cx)y aproximuje &islo r s
presnostou lepsou ako q%

5) Ak r < 0, tak —r > 0 a existuje g—adicky rozvoj —r = ([—7],c1c2... ¢ ...)q. Potom g-
adicky rozvoj &isla r je r = —([—7],c1c2. .. k.. .)g-
6) Vyjadrenie kazdého redlneho ¢isla pomocou g-adického rozvoja je jednoznacné.
7) D4 sa dokazat, Ze ak r = ([r],cica...cp...), je g-adicky rozvoj &isla r € Ry, tak mnozina
{k € N: ¢, < g—1} je nekone¢nd (t. j. neohrani¢enad).
8) Da sa dokazaf, ze ak c¢o € Ng a {cr}72, je postupnost taka, ze pre vietky k € N je
et € {0,1,...,9 — 1} a sGéasne mnozina {k € N : ¢, < g — 1} je nekoneénd, tak existuje
(prave jedno) r € Ry, pre ktoré je r = (co,ci1c2... ¢k . ..), g-adicky rozvoje &isla 7.

Priklad. Néjdite g-adicky rozvoj éisla r = % pre g = 5.

30ty == "t
57”1:; C17_2_:1, 7“2:51"1701:%
57‘2—%0, 622:130:23, r3=5r2—c2=%
5r3 = g 032:2:21, T4=5r3—c3=§
ory = ?, Ccq = :1??: =3,

W)+ i+ 3 +45+3+...=(11,131313.. ).

Lema 2.1.3. 1) Ak r = ([r],cic2...ck...)y je g-adicky rozvoj ¢isla r € RS, tak r — [r] =
(0,c1c2...ck .. )q je g-adicky rozvoj éisla v — [r].

2) Ak r = ([r],c1ca...cr...), je g-adicky rozvoj ¢isla r € RS, tak pre kazdé k € N plati
[gFr] = ghrl+ " ter+ .. 4 ek a gfor = ([gF7], ck1Chi2 - Chin - - ) g e g-adicky rozvoj
céisla g*.r.

Dékaz. 1) Pretoze 0 < r — [r] < 1, plati [r — [r]] = 0. Naviac, pre kazdé k € N plati
0< (r=[rD)=([r=[rl+S+.. . +5k) :( D=0+ 24+ 5) = r— (] + 24+ %) <
Teda r — [r] = (0,c1¢2. .. ¢k .. .)g.
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2) Nech k € N. Potom plati 0 < r — ([r] + & + ... + &%) < glk a po vyndsobeni tejto
nerovnosti ¢islom g* dostaneme nerovnost 0 < g*.r — ( FlIrl+g¢" e+ ... +c) <1 Po
tiprave dostaneme g*.[r] +g* Ly +.. .+ < gFor < (¢F.[r] + g L +. —I— cx) +1 a preto
[g*.7] = (g".[r] + " Ler + ... + .

Dalej, pre kazdé m € N je aj k +m € N a preto 0 < r—([r}—i—%-i—...—f—% C’;ﬂ +
ot ;ﬁi’,’;’) < gk}rm. Ak tato nerovnost vyndsobime ¢éislom gk, dostaneme nerovnost 0 <
gkr—( I +g e e B ) = ghr = ([gFa] R L ) <
. Teda postupnost {ck+m}m 1 spina podmlenky z definicie g-adického rozvoja a preto

g*r = ([g"7], chs1Chta - Chgn - )g- O

<Q

2.2 Kritéria racionalnosti

Definicia 2.2.1. Nech r € R, g € N, g > 2. Potom g-adicky rozvoj r = ([r],c1...cpn...)q
¢isla r nazyvame periodicky, ak existuje m € Ny a k € N tak, ze pre kazdé [ € N, [ > m plati
¢4k = ¢. Nech m, k s najmensie také ¢isla. Potom r = ([r],c1...cpmdi.. . didi ... dyg .. .)g,
pri¢om koneéné postupnost ¢y, ..., c,, sa nazyva predperidda, koneénd postupnost di, ..., dg
(zdkladnd) peridda g-adického rozvoja ¢isla r, ¢islo m sa nazyva dizka predperiddy a &islo k
dlzka (zdkladnej) periddy.

r=2, 123 4545 45 ...
<~ —~

predperiéda zakladnéa periéda

Veta 2.2.2. Nech g €N, g > 2. Cislor € ]R(T je raciondlne vtedy a len vtedy, ak g-adicky
rozvoj r = ([r],c1...¢n...)q Cisla r je periodicky.

Dékaz. Ak r = ([r],c1...cnCnt1...)q je g-adicky rozvoj r, tak, podla lemy 2.1.3, pre kazdé
k € Nje g*r = ([¢%7], ckr1Chi2- - Chin .. .)y g-adicky rozvoj &isla g*.r a gkr — [gFr] =
(0, Cks1Cht2 - - -)g je g-adicky rozvoj éisla gF.r — [gF.r].

Nech teraz r = ([r],c1,...,¢mdi, ..., dgdy, ..., dg . ..)g mé periodicky g-adicky rozvoj
s predperiédou cq, ..., ¢y, a peridédou dy,...,d.

Potom ¢™.r — [¢™.r] =0,dy ... dgdy ... dj ...
agh T—[gm"’k.r]:0,d1...dkd1...dk...

m-+k

Teda g™r — [g™r] = g™ Fr — [¢™ 7). Potom

(g"** = g™)r = [g" ] — [¢"r] a teda
g™t = (g™
T g €@

[=]Nechr € Qf, r=([r],cic2...cn...)y. Potomr — [r] =2 €QN[0,1) (a € Z, b € N)
a podla lemy 2.1.3 plati » — [r] = (0,c1¢2...¢p .. )g. Ak @ =0, tak 7 = ([r],00...0...), ma
periodicky rozvoj. Ak a # 0, tak ¢ > 0 a teda a > 0. Staci dokazat, ze g-adicky rozvoj ¥ je
periodicky.

Ak § = (0,cic2...¢n...)g, tak¥n € Nuv, = g" 2 —[g" 7] = (0, cpny1Cng2...)ga0 < v, < 1.
Preto 0 < v,b < b, pricom v,.b = g".a — [g" ¢].b € Np.

Teda v,.b € {0,1,...,b — 1} a potom v, € {0, b,...,b_Tl} - konec¢nd mnozina. Teda
postupnost {v,, }52; mé len koneény pocet hodnot a preto existuji m,n € N, m < n také, ze

34



U = V. Oznacme k = n —m. Potom k € N a v,, = v, 1. Pritom

Um = (07 Cm+1Cm+2 - - - Cn+-kCm+- k41 - - - C+2kCm4-2k+1 - - - Cm+4-3k - - ~)g

Um+k = (0, Cm+k+1 - - - Cm+2kCm+2k+1 - - - Cm+3k - - -)g

Pretoze vy, = v+ a g-adicky rozvoj je dany jednoznacne, dostavame: ¢;1+1 = Cmtk+1, Cmt2 =
Crnt+k+2s - - - Cm4k = Cm+2ks Cm+k+1 = Cm+2k+1,--- Leda pre kazdé [ > m plati ¢; = cj4x a
preto g-adicky rozvoj ¢isla § je periodicky. O

Priklad. Vyjadrite ¢islo r = 2,21123123123... v tvare =, z € Z, n € N.
m = 2 (dlzka predperiédy) k = 3 (dizka periédy)

r— [107”+k7"] _ [107n 7,_]

10 (10F—1)
,— [10°r]—[10°%r] _ 221123-221 __ 220902 __ 36817
— T10%Z(103—1) — ~ 100.999 _ 99900 _ 16650

Dalsie kritéri4 pre racionélnost (alebo aj iracionalnost) niektorych realnych é&isel st

Veta 2.2.3. Nech n,m € N an > 2. Potom {Ym je raciondlne c¢islo vtedy a len vtedy, ak
ezistuje k € N, pre ktoré k™ = m.

Dokaz. Nech {/m je racionalne ¢islo. Pretoze {/m > 0, existujt a,b € N tak, ze {/m = ¢
a (a,b) = 1. Potom plati b".m = a". Pretoze (a,b) = 1, plati aj (a™,b") = 1. Cislo a” deli
b".m, (a™,b") = 1 a preto a” | m. Potom m = l.a™. Teda plati b".l.a™ = a™, z ¢oho dostaneme
b™.l = 1. Potom ale b | 1 a preto b = 1. Teda méme m = a”, a € N.

[&] Zrejmé. /m = Vk" =keNCQ O
Nech log oznacuje logaritmus pri zaklade 10. Potom plati

Veta 2.2.4. Pre kazdé v € QT, logr € Q vtedy a len vtedy, ked existuje z € Z také, Ze
r = 10%.

Dokaz. Nech » > 1, r = ¢, a,b € N, a > b, (a,b) = 1 a nech log § € Q. Pretoze

r=%>1 logy >0 aexistuju c,d € N, (c,d) = 1 tak, ze log § = 5. Potom 10 = T a

teda 10¢ = (%)d. Po tprave, 10°.6% = a?. Pretoze (a,b) = 1, plati aj (b,a?) = 1. Pretoze
b | a?, méme (b,a?) = b = 1. Teda mame 10° = a?. 10° = 2°5¢ = ¢, t.j. a? = 2°5°
je kanonicky rozklad a?. Z jednoznacnosti kanonického rozkladu vyplyva, ze v kanonickom
rozklade ¢isla a st prave ¢isla 2 a 5, t.j. a = 2".5” je kanonicky rozklad a, u,v € N. Potom
a? = 2vd 5vd = 2¢.5¢ 7 &oho dostavame, Ze ud = ¢ = vd. Pretoze (c,d) = 1 a d | ¢, plati
(c,d)=d=1.Teda 10° =a = ¢ =1.

Nech teraz r < 1. Potom % > 1 a plati logr = —log%. Ak logr € Q, tak aj log% €Qa
preto existuje n € N tak, ze % =10". Potom r =10"" a —n € Z.

Pre r = 1 plati r = 10,

Zrejmé. log10* =2 € Q O

Cvicenia

1. Dokézte, Ze nasledujice ¢islo st iracionalne: a) v/3 + /5, b) v3(v/6 — 3), c) 4*/2_3,
d)V3— V2, e) V3+2, f) log2 +1log3, g) 107, h) V2 + V3 + V5.

2. Nechr = §, (¢,d) =1, d,c € Z, je racionalny koren rovnice apr+ap_12" 14, ag =0,
pricom ag,...,a € Z, ar # 0. Dokézte, Ze potom c | ag a d | ax. Z toho dostaneme, Ze
pre rovnicu 2 +ap_12" 1+ Faz+ay=0,a,€Z plati: Kazdy racionalny koren
tejto rovnice je celé ¢islo.
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. Najdite 5-adicky rozvoj nasledujicich éisel: 32 %,

35 1
i1’ 24"

. Néjdite celé ¢isla a, b tak, aby a) ¢ = 0,123, b) ¢ =2,125, a) ¢ = 3,9157.

. Najdite a,b € Z tak, ab

y
b)B=3+2 43 4545+ =(32333..)
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