KAPITOLA 2

Afinné zobrazenia

DErINfcia 2.1. Nech A, B € A(k), A # B. Priamka an je mnozina
(1= OA+tB|VEck) = {A+t(B—A)|Vte k).

1. Definicia a zakladné vlastnosti afinného zobrazenia

DEFINfCIA 2.2. Nech (A1, V1) a (Ag, V3) st afinné priestory nad rovnakym polom. Dvojicu
(f,Df), kde f: Ay = Ay, Df: Vi — V5 takd, ze

e Df je linedrne zobrazenie vektorovych priestorov,
o f(P)—f(Q)=Df(P —Q) pre vietky P,Q € Ay

nazyvame afinnym zobrazenim prestoru A; do priestoru As.

POzZNAMKA 2.3. Zjavne je definicia afinného zobrazenia do velkej miery redundantné. Df je
jednoznacéne determinované zobrazenim f (tzv. bodovou zlozkou afinného zobrazenia). Preto
sa budeme zvycajne na zobrazenie f: A; — As z dvojice (f, Df) odkazovat ako na afinné
zobrazenie.

Linedrne zobrazenie Df: V(A1) — V(Ag) vektorovych priestorov budeme nazyvat aj aso-
ciované zobrazenie k afinnému zobrazeniu f alebo tiez vektorovou alebo linearnou zlozkou
afinného zobrazenia f.

Afinné zobrazenie je uréené bodovou zlozkou f: A; — Ao, vyznam vektorovej zlozky je, ze
déva zobrazeniu Struktaru.

PRIKLAD 2.4. Posunutie v realnej rovine A%(R) (alebo E?) v smere vektora u zobrazi bod
A na bod A + u. Usporiadanti dvojicu bodov (A, B) tak zobrazi na usporiadani dvojicu (A +
u, B + u), teda je dobre definované na V (A%(R)): vektor B — A zobrazi na vektor B — A. Ide o
identitu na V (A2(R)), ¢o je linedrne zobrazenie. Teda posunutie je afinné zobrazenie.

PRIKLAD 2.5. Podobne overime, Ze stredovéa stimernost v A%(R) je afinné zobrazenie, lebo je
dobre definované na V(A?(R)), kde vektor v zobrazi na vektor —v, ¢o je tiez linedrne zobrazenie.

PRIKLAD 2.6. Zobrazenie A%(R) — A2(R), (a,b) — (a, |b|) nie je afinnym zobrazenim: vieme
ndjst body A, B,C,D tak,ze B— A= D — C, ale f(B) — f(A) # f(D) — f(C).

PRIKLAD 2.7. Premietanie na z-os:
A%(R) — A%(R), (ay,as) > (a1,0)
je afinné zobrazenie.

VETA 2.8. Nech (A1,V1) a (As,Va) st afinné priestory. Pre kaZdi dvojicu bodov Py € Ay,
Py € Ay a kazZdé linedrne zobrazenie g: Vi3 — Vo existuje prdve jedno afinné zobrazenie f: A; —
Ay také, Ze f(P) =Py, a Df =g.

(Prijemnou ludskou recou: afinné zobrazenie f je jednoznacne determinované zobrazenim
Df a obrazom jedného bodu.)
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Dokaz. Existencia zobrazenia: Nech f: A; — As je definované nasledovne:

J(X) =P +g(X — Pr).

Lahko sa presved¢ime, ze zobrazenie f ma pozadované vlastnosti:

o f(P)=Po+g(Pr—P)=PFP—g(0)=F,
e pre Iubovolné A, B € A; plati

Df(B-A)=f(B)— f(A)=Po+g(B—P1)— (P2 +g(A—-P1))
=g((B-P)—-(A-P))
g(B_A)a

odkial vidime, ze na V; je Df dobre definovanym linedrnym zobrazenim totoznym so
zobrazenim g¢.

Jednoznacnost: nech h: A; — Ay je dalsie zobrazenie vyhovujice danym podmienkam, t.j. nech
h(Py) = P> a Dh = g. Potom pre ITubovolné X € A; plati

hX) = h(P) + Dh(X — P1) = P, + g(X — P1) = f(P1) + Df(X — P1) = f(X),

kde prva rovnost vyplyva z definicie afinného zobrazenia, druhd z podmienok pre zobrazenie h,
tretia z podmienok pre zobrazenie f a Stvrta znovu z definicie afinného zobrazenia. O

DOSLEDOK. (uréenost afinného zobrazenia) Nech Eg, E1, ..., E, je barycentricky siradni-
covy systém v Ay = A" a nech Qo,Q1,...,Qn st lubovolné body v Ay. Potom existuje jediné
afinné zobrazenie f: Ay — Ay také, Ze f(E;) =Q; prei=0,...,n.

Dokaz. Pre zobrazenie f: Ay — As musi platit

(1) f(Eo) = Qo,
(2) Df(P,—P))=Q; —Qoprei=1,...,n

7 linedrnej algebry vieme, Ze existuje prave jedno linedrne zobrazenie g: V(A1) — V(A) spliia-
jace druhu podmienku, a z prave dokdzanej vety potom méame, Ze existuje jediné zobrazenie f
splnajice dané podmienky. O

7Z tohto dosledku napriklad vidime, ze afinné zobrazenie roviny je jednoznacne urcené ob-
razmi troch nekolinearnych bodov.

TVRDENIE 2.9. Nech f: A1 — Ay je afinné zobrazenie, nech Py, ... P, € A1 st body a nech
oy A €k tak, Ze >°i_ A\ = 1. Potom

(1) f (Z AiPi> = Z)\if(Pi)'
i=0

=0
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Dokaz.

f (Z Aﬂ%) = f (Po +> N(P - Po>>
=0

i=1

—  f(Po)+Df (Z (P, — Po))

i=1

= f(Po)+ Y _ NDf(P;—Py)

i=1

= f(PO)+Z>\i(f(Pi)_f(PO))

= D Nf(P),
i=0

kde druhd a stvrta rovnost vyplyvaju z definicie afinného zobrazenia a tretia rovnost z linearnosti
zobrazenia D f. O

DOSLEDOK. Kolinedrne body sa afinngm zobrazenim zobrazia na kolinedrne body. Teda ob-
razom priamky v afinnom zobrazeni je priamka alebo bod.

Dékaz. Py, Py, Py - kolinedrne. Ak P, = P, = Pj, triv. Inak nech P; # P,. Potom P; =
(1 =XN)P1+ APy, teda f(P3) = (1 = N)f(P1) + Af(Pa), teda f(Py), f(P2), f(Ps) su kolinedrne. OJ

TVRDENIE 2.10. Nech zobrazenie f: Ai(k) — Ao(k) zachovdva afinné kombindcie bodov,
t.j. nech pre lubovolné Py, ... P. € Ay a Ng..., A\ € k také, Ze Y ._ N, = 1, plati (1). Potom je
f afinné zobrazenie.

Dokaz. dua O

DOSLEDOK. Zobrazenie f: A1 — Ag je afinné prdve vtedy, ked zachovdva afinné kombindcie
bodov.

Vlastnost, ze afinné zobrazenie zachovava afinné kombinacie bodov, sa niekedy pouziva aj
na definovanie afinného zobrazenia. CizZe to, ¢o sme si prave formulovali ako désledok nejakych
tvrdeni, je mozné napisat aj pod hlavickou ,definicia”. Vtedy zas naopak vlastnosti, ktoré sme
my pouzili na definovanie afinného zobrazenia (t.j. Ze na vektorovej zlozke priestoru indukuje
dobre definované linedrne zobrazenie) treba dokédzaf.

PRIKLAD 2.11.

Nech afinné zobrazenie A%(R) — A?(R) zobrazi dva F(©)
rozne body A, B na seba, t.j. f(A) = A, f(B) = B (ide
o tzv. pevné body). Bod C ¢ AB sa zobrazi na f(O).
Potom podla Tvrdenia 2.9 sa napr. tazisko AABC' zobrazi
na tazisko Af(A)f(B)f(C) = AABf(C). Overime este, F(T)

ze vsetky body na priamke AB st pevné. T

Nech X € AB, teda X = (1 — A)A + AB. Potom A= f(4) B = f(B)
fX)=f(A=XNA+AB)=(1-Nf(A)+Af(B)=(1-NA+AB=X.

Poucenie z prikladu: nové pojmy:

DEFINicIA 2.12. Ak f: A — A je afinné zobrazenie priestoru A do seba, potom f nazy-
vame aj afinnou transformaciou. Bijektivna afinné transformécia priestoru A sa nazyva tiez
afinitou priestoru A.
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Nech f je afinnd transformdcia A a nech P € A. Ak f(A) = A, potom A nazyvame pevnym
(samodruznym, invariantnym) bodom zobrazenia f.

PRIKLAD 2.13. Premietanie na z-os, posunutie aj stredovd stiimernost st afinnymi transfor-
méciami A%(R). Z nich posunutie a stredové stimernost si aj afinitami.

A este uz dokdzané (v Priklade 2.11)

TVRDENIE 2.14. Nech f je afinnd transformdcia a nech A, B (A # B) si jej pevné body.
Potom vsetky body na priamke AB st peuné.

4

TVRDENIE 2.15. Afinné zobrazenie f: Ay — Ay je injektivne (surjektivne) prdve vtedy, ked
Df: V(A1) = V(As) je injektivne (surjektivne).

Doékaz. Surjektivnost: Nech Df je surjektivne a nech Y € A, je lubovolny bod. Nech dalej A je
IubovoIny bod v A;. Ozna¢me v :=Y — f(A). KedZe je D f surjektivne, mé vektor v v zobrazeni
Df svoj vzor: v. = D f(u). Potom

f(A+u)=f(A)+Df(u) = f(A) +v =Y,
¢ize bod Y ma vzor A + u.

Nech teraz naopak je zobrazenie f surjektivne a nech v € V(As), ndjdeme vzor v v zobrazeni
D f. Uvazujme Iubovolné umiestnenie v = Y —X. Kedze f je surjektivne, existuji body A, B € A
také, ze f(A) =X a f(B) =Y. Potom Df(B — A) =v, t.j. B— A je vzorom v.

Injektivnost: du. O

TVRDENIE 2.16. Nech fi: A1 — Asg a fo: Ay — As sd afinné zobrazenia. Potom aj zloZené
zobrazenie foo fi1: Ay — As je afinné a pre jeho vektorovi zloZku plati D(fyo f1) = Dfao Dfy.

Ak f: Ay — Ay je bijektivne afinné zobrazenie, potom aj f~': Ay — Ay je afinné zobrazenie

a D(f~) =(Df)~
Dokaz. Vynechany, je to inavné mechanické prepisovanie. O

DOSLEDOK. Afinity priestoru A™ tvoria grupu.

2. Stdradnicové (analytické) vyjadrenie afinného zobrazenia

Popis linearneho zobrazenia vektorovych priestorov maticou mé analégiu v afinych zobraze-
niach.

Majme v A™ resp. v A™ zvoleny stiradnicovy systém (Oq, ey, ..., ey) resp. (O, f1,... . £,).
Nech f: A™ — A" je afinné zobrazenie, ktoré je popisané obrazom bodu O; a vektorovou
zlozkou D f (t.j. obrazmi bazovych vektorov ey, ..., e.):
f(O1) = (aw0,---,an0) (= O02+apfi +---+anofy)
Df(e1) = (a1, an1) (=aufi+---+anf,)
Df(e'rn) - (alma “e aanm) ( - alnzfl +---+ arbmfn)

Potom pre kazdy bod P = (p1,...,pm) = O1 + p1e1 + -+ - + pmen, € A™ plati

f(P) = f(O1) +p1Df(e1) + -+ pmDf(en).
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Oznacme f(P)=Q = (q1,.-.,qn). Toto vSetko mozme zapisat maticovo
Q1 a1 612 ... OGim p1 aio
q2 _ az1 G2 ... Q2m b2 + a20 ’
dn an1 QAp2 ... Apm Pm an0
skratene
Q=AP + A,.
Ak uvazujeme rozsirené suradnice (t.j. f(O1) = (a10,--.,an0,1), Df(e;) = (0,a14,...,ani)),
mame zapis
q1 a11 Q12 ... Qim Q10 P1
q2 a1 Q22 ... Q2m Q20 P2
(2) | = e o,
dn anl an2 cee Anm  Gno Pm
1 0 0 . 0 1 1
skatene
Q= AP.

PRIKLAD 2.17. Preferujeme matice v rozsirenych stiradniciach oproti beznym afinnym, lebo
tak sa Tahko zobrazenia skladaji: skladanie zobrazeni zodpoveda nasobeniu matic.

Nech t, resp. t, je posunutie v A%(R) pozdlz vektora u resp. v.

Ak u m4 siradnice (uj,us) a v md siradnice (v, vs), potom maticu zlozeného zobrazenia
ty o ty najdeme ako sucin matic pre ty a ty:

1 0 n 1 0 wup 1 0 wu+wn
0 1 wvy 0 1 we = 0 1 wus+wvy
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Vidime, ze ide o posunutie pozdlz vektora u + v, ako sme aj ocakévali:

1 0 w4+ T T+ up + v
0 1 Ug + Vg Zo = ZTo + U + V2
0 0 1 1 1

PRIKLAD 2.18. Stvis medzi skladanim afinnych zobrazeni a nisobenim matic byva uZitoény
pri hladani predpisu pre komplikovanejsie zobrazenia. Predpis pre stredovi siimernost podla
S = (s1,82) vieme tak nidjst pomocou matic pre posunutie a simernost podla (0,0): najprv
urobime posunutie o (—s1, —s2), potom stredovii simernost podla (0,0) a nakoniec posunutie o
(81, 82). Vysledni maticu dostaneme ako sicin jednotlivych matic:

1 0 s -1 0 0 1 0 —s; -1 0 2s
0 1 s2 0 -1 0 0 1 —sy | = 0 -1 2s9
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

3. Zmena suradnicovej ststavy

PRrIKLAD 2.19. Namodelovali sme si scénu (napriklad pomocou lomenych ¢iar a kruznic) v
sturadnicovej ststave, v ktorej sa ndm pohodlne pracovalo (obrdzok vlavo).

Ak ju chceme zobrazit na obrazovku, potrebujeme vsetky siradnice (vrcholy lomenych ciar,
stredy kruznic) prepodéitat: vyjadrit ich v stiradnicovej siistave obrazovky (obrdzok vpravo). V
tejto podkapitolke si predvedieme, ako sa s takymto problémom ¢o najefektivnejsie vysporiadat.
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Tos. T

V A™ uvazujme dve afinné stradnicové sustavy:
E=(0,ej,eq,...,e,): ,stard” ststava
E' =(0',e},€,,...,€l): ,novd” ststava

700

Vyjadrime ,novy” zaciatok sustavy a ,nové” bazové vektory pomocou ,starych”:

O = O+toier +to2es+ -+ toney
e, = tier+tiges+-+tipe,

e, = to1e1 +taes+ - +tae,

e{n = tp1€e1 +itpoer + -+ tnnena

¢o mbzme prehladne zapisat pomocou matic

t11 i th1  to1
tig foa ... Tn2 to2
(e e ... € O)=(e e ... e O)f ... ,

0 0o ... 0 1

skatene
E' =ET.

Matica T sa nazyva maticou prechodu od stradnicovej sistavy E = (O, eq,eq,...,e,) k si-
radnicovej sustave E' = (O', €}, €),...,e}). Niekedy sa pre spresnenie oznacuje aj ako T(FE, E').

TVRDENIE 2.20. Matica prechodu od jednej sustavy k druhej je reguldrna.

_f Ty to
(N,

kde tg = ( tor to2 ... tonm )T a T11 je matica typu n X n. Pre determinant matice T teda
plati |T| = |T11], ¢ize T je regularna prave vtedy, ked T1; je reguldrna. Vsimnime si, Ze i-ty
Stipec matice Tq; obsahuje siradnice vektora e} v béze e, es,...,e,. Ak by stipce matice T1;
boli linedrne zavislé, teda existovali by c¢1,ca,...,¢, € k ((c1,...,¢n) # (0,0,...,0)) také, ze

Dokaz. T je tvaru

cre] +ceeh + -+ cpe;, =0,
potom by vektory €f,e€),..., e, netvorili bdzu V(A™). Matica T1; je teda reguldrna, Cize aj
matica T je reguldrna. O
Maticu T je mozné vyuzit na prepocitanie siradnic bodov z jednej stustavy do druhej:
Nech P = (p1,p2,...,pn) Vv ,n0vej” sistave, t.j.
P=0"+ple; +phes + - +pe.
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Potom
’
P=(e € ... e 0O) .p.Q. —E'P' = ETP/,
/
T
teda
(3) P = TP’

je stlpcovd matica obsahujica rozsirené siradnice bodu P vzhladom na ,start” bazu. Pre pre-
pocet ,starych” suradnic na ,nové” teda pouzijeme inverzni maticu (prendsobime rovnost (3)
zlava maticou T~1):

P =T 'P.

PRIKLAD 2.21. S pouzitim matice prechodu vypocitame stiradnice bodu A = (2,1) v strad-
nicovej sustave (0, e, e}), kde

O/ = (273)3 ell = (Oa _1)7 e/2 = (17 1)

Matica prechodu k siradnicovej sistave (O, e}, e}) je
0 1 2
T = -1 1 3
0 0 1

Kazdy svojou oblibenou metédou vypocita maticu k nej inverznu:

A potom (rozsirené) siradnice bodu A v novej siradnicovej sistave (t.j. vzhladom na (O’, €], €}))
st

1 -1 1 1 1

1 0 -2 2 = 2

0 O 1 1 0
Teda A = O/ —+ 26’1 + 08,2 = (2, O)(O’,e’l,eé)'

Prirodzene, metéda ilustrovand tymto prikladom je naozaj dost ,overkill”, pokial chceme
ziskat suradnice jedného bodu v novej ststave. Avsak stava sa velmi uzitoc¢nou, ak potrebujeme
napriklad prepocitat komplexnejsiu scénu.

POzZNAMKA 2.22. V roznej literatiire sa moZete stretnif s roznymi maticami prechodu.
Niekedy sa nou nazyva matica transponovand k nasej, niekedy dokonca inverzna.

POzZNAMKA 2.23. Vsimnime si, Ze siradnicov4 siistava a stiradnice bodu st navzéjom duélne
pojmy: matica T popisuje ,novit” siradnicovi ststavu pomocou ,starej”; ale ,nové” stradnice
bodu sa zo ,starych” poéitaji pomocou T~1.

POZNAMKA 2.24. A na zdver si uvedomme, e zmena stiradnicovej stistavy v A" zodpoveda
afinite priestoru A™ a naopak.
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4. Orientacia afinného priestoru

V tejto Casti budeme uvazovat afinny priestor nad redlnymi ¢islami.

V praxi sa pri dvoj- a trojrozmernom redlnom priestore stretdvame s pojmom ,pravotociva”
alebo ,Javotociva” siradnicova stustava, pripadne tiez ,kladne” alebo ,zdporne orientovana” su-
radnicova ststava: napriklad v dvojrozmernom priestore sa za kladne orientovant stradnicovii
sustavu povazuje takd sustava (O,er,es3), ze body O,E; = O + e1, E; = O + ey st v tomto
poradi usporiadané proti smeru hodinovych ruciciek. Cielom tejto casti je popisat tento jav
matematicky.

PRIKLAD 2.25. Majme v A?(R) novii stradnicovii stistavu:
0'=0, €] =ei, e; =tye; +txney,

Cize matica prechodu k novej stradnicovej stustave je

1 to1 O
T=| 0 t2 O
0 0 1

Predpokladajme, Ze povodnd stradnicové ststava je kladne orientovand (t.j. proti smeru hodino-
vych ruci¢iek). Pre aké hodnoty t9; a tee bude aj nova stradnicovd sustava kladne orientovani?

PRIKLAD 2.26. Nech E. = (O,e1,e;) je Standardnd afinnd stradnicova ststava E?(R).
Majme dalsie ststavy Ef = (O, f1,f) a E; = (0,81, 82), kde

fi=e—e, f1=-e
g1 = —€e; —e3, gy = —e +e
Sledujme determinanty matic prechodu medzi jednotlivymi siradnicovymi stistavami.

VETA 2.27. V afinnom priestore A"(R) (n > 2) wvazujme nasledovni reldciu na mnozine
vsetkgch stiradnicovych sistav: Pre E = (O,e1,...,e,) a E' = (0',€],...,e.) nech

E ~ E' prdve vtedy, ked |T(E,E")| > 0.

Takto definovand relicia ~ je reldciou ekvivalencie a urcuje rozklad mnoZiny vsetkjch suradni-
covych siustav na dve triedy.

Dékaz. Reflexivnost: |T(E, E)| = |In41| = 1 (In41 je jednotkovd matica stupnia n + 1), preto
E ~ E.

Symetrickost: nech Fy ~ FEs, teda |T(FE1, Es)| > 0. Plati, ze E; = E;T(FE1, Es), po vyni-
soben{ inveznou maticou k T(E;, Ey) méme, 7ze E; = EoT(FEy, E;)~ L. Vidime, ze T(Es, Ey) =
T(El,EQ)il. Preto |T(E2,E1)| = IT(El,E2)71| = 1/‘T(E1,E2)‘ >0, Cize Fy ~ Fy.

Tranzitivnost: klicom k dokazu je pozorovanie: ak Eo = E1T(E1, E3) a E3 = E;T(FEs, Es),
pOtOHl E3 = ElT(El, EQ)T(EQ, Eg), teda T(El, Eg) = T(El, EQ)T(E27 E3) Nech teraz E1 ~ E2
a By ~ Ej3, ¢ize |T(Eq, Es)| > 0 a |T(Esg, E3)| > 0, odkial potom |T(E4, E3)| > 0, ¢ize Eq ~ Es.

Rozklad na dve triedy: zrejme existuji aspon dve triedy rozkladu: pre dani sdradnicovi
sustavu E urdite existuje stistava E’ takd, ze T(E, E’) < 0 (viete ndjst takd sustavu E'?). Teda
existuju aspon dve triedy rozkladu. Nech teraz E; # Es a Ey # Ej, ¢ize |T(E1, Ez)| < 0 a
|T(E2,E3)‘ < 0. Potom |T(E1,E3)| = ‘T(El,EQ)HT(E27E1)| > O7 teda E1 ~ Eg. Vidime tak,
ze existuju len dve triedy ekvivalencie. O

DEFINfciA 2.28. Nech Ey, E3 si stiradnicové ststavy v A™"(R). Hovorime, Ze ststavy Fy, Fy
st sihlasne orientované, ak E; ~ E, (v zmysle predchddzajicej vety). V opaénom pripade
su sustavy F7, Es nesihlasne orientované.
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V danom redlnom afinnom priestore potom jednu dvoch tried ekvivalencie stradnicovych
sustav prehlasime za kladni, a vSetky ststavy v tejto triede budi kladne orientované. Druha
trieda bude zaporna a bude pozostavat zo zadporne orientovanych stradnicovych suistav.

Orientovany afinny priestor je afinny priestor spolu so zvolenou orietnaciou, t.j. dvojica
(A, [E]), kde [E] oznacuje triedu ekvivalencie stiradnicovej sistavy E.

V orientovanej rovine m6zme potom hovorit aj o orientacii trojuholnika: nekolinedrne body
A, B,C (v tomto poradi) uréuji kladne orientovany trojuholnik AABC, ak je stiradnicova su-
stava (A,B — A,C — A) kladne orientovand; v opa¢nom pripade ide o zdporne orientovany
trojuholnik. Podobne hovorime v trojrozmernom orientovanom priestore o kladne alebo zaporne
orientovanom Stvorstene, ¢i v n-rozmernom orientovanom priestore o kladne alebo zaporne orien-
tovanom n-rozmernom simplexe.

PRIKLAD 2.29. Nech E. = (O, ey, e2) je Standardnd siradnicova ststava (repér).
Nech Ef = (O,fl,fg), kde

f1 = €1 — €2
fg = —eq.
Plati, ze |T'(E., Ef)| = —1 < 0, teda tieto stiradnicové sustavy si nesthlasne orientované: Ak

E. bola kladne orientovand, E¢ je zdporne orientovana.

Nech E; = (0, g1,82), kde

g1 = —€—e€
g = —e;+ep
Znovu mame |[T(E,, E,)| = —1 < 0, takZe aj E, je zdporne orientovana.

Ak si vSak zvolime taki orientdciu priestoru, Ze Ey je kladne orientovand, z determinantov
matic T'(Ey, E.), T(E¢, Ey) naozaj zistime, ze E. je zdporne a E, kladne orientovand, presne
ako vidime, ked si repéry zakreslime do obrazka.



