KAPITOLA 1

Afinny priestor

1. Jemny historicky tvod

e cuklidovské rovina (zo strednej skoly) (dvojrozmerny euklidovsky priestor):
— objekty stidia v euklidovskej rovine: body (4 priamky, kruznice, ...)
— s euklidovskymi priestormi (dvoj- a trojrozmernymi) pracoval a vynikajtaco ich
popisal uz Euklides cca. 300 rokov pr.n.l.
e afinnd rovina (dvojrozmerny afinny priestor): euklidovské rovina, v ktorej eSte nevieme
merat (vzdialenost, dizka, kolmost, velkost uhla... neexistuji)

-300: Euklides: euklidovska rovina

1636: Descartes, Fermat: analytickd geometria (siradnice)

1804: Bolzano: operacie s bodmi a priamkami, v ktorych je badatelny koncept vektora
1843: Hamilton: kvaterniény ako linedrne kombinacie

1844: Grassmann: prvykrat prisiel s konceptom vektorového priestoru

1888: Peano: moderné ponatie vektorového priestoru

1920: Banach, Hilbert: axiomaticka definicia vektorového priestoru

Dnes existuju vedla seba dva pristupy ku geometrii: geometria

e synteticka

— bez sdradnic

— nazorna, konstrukéné dokazy tvrdeni

— najprv mame afinny alebo euklidovsky priestor, potom v nom néjdeme vektorovy
e analyticka

— so suradnicami, do hry vstupuje pole

— lahsie sa v nej pracuje, na pomoc si vieme pribrat aj pocitace

— viac prilezitosti skiznut k mechanickému po¢itaniu namiesto porozumenia geomet-

rii problému
— najprv skonstruujeme vektorovy priestor a potom afinny

Spominame na vektorovy priestor:

e objekty: vektory
e struktura: vektory vieme scitavat a nasobit skalarmi
e vyznamny vektor: 0:
— v kazdom vektorovom priestore,
— v kazdom podpriestore,
— nemeni sa pri zmene bazy
nenachadza sa v ziadnej linearne nezavislej mnozine, ani nie je sucastou ziadnej
bazy

Afinny priestor: podobny vektorovému, ale “neukotveny”, neexistuje ni¢ ako nulovy bod.

3



4 1. AFINNY PRIESTOR

2. Analytickd geometria, body euklidovskej roviny

»Pre toho, kto sa chce vyznat problematike veci,
je uZitocné dostatocne sa nou zaoberat.”
Aristoteles

Nie hocijakd mnozina bodov je euklidovsky priestor. Potrebujeme popisat struktdru v mno-
zine bodov.

DEeriNfoia 1.1. Stred tsefky AB (ozn. S(A4, B)) je taky bod na tsetke AB, ktorého
vzdialenost od A a od B st rovnaké.

ULoHA 1. Pre dva body A a B néjst stred tsecky AB, ak A = (a1,a2), B = (by,b2).
Pomocou obrézku (alebo si paméitame zo SS) mame, ze

S(A,B)Z (a1+b1 a2+b2>.

2 72
Treba eSte overit, Ze tento bod je naozaj stredom tsecky AB podla Definicie 1.1 (du).

POZOROVANIE. Scitavanie bodov zmysel nemd, ale vypocitat %A + %B uz, zda sa, zmysel
ma.
DEerINicIA 1.2. Nech S € A? je pevne dany bod. Stredova stimernost f so stredom S je

zobrazenie mnoziny bodov roviny do seba, ktoré kazdy bod A zobrazi na bod f(A) = A’ taky,
7e S=S(AA).

Je tato definicia korektna? Treba overit, Ze stredovd stmernost f, ako sme ju popisali,
je dobre definované zobrazenie, t.j. Ze pre kazdy bod A existuje prave jeden bod A’ taky, Ze
f(A) = A, ¢ize taky, ze S = S(A, A'). (dd)

3. Struktira euklidovského priestoru: geometricky model vektorového priestoru

Uvazujme rovinu R? (poznéte ju zrejme pod menom ,euklidovska rovina”, ozn. E?).

DEFINicIA 1.3. Orientovana tsecka AB je usetka AB spolu s poradim bodov A, B, z
ktorych jeden budeme nazyvat zaCiatoénym bodom a druhy koncovym bodom orientovanej
usecky. Ak A = B, potom AB je nulova (orientovand) usecka.

Pri popisovani orientovanej tisecky budeme pouzivat konvenciu, ze prvy bod je zaciatocny a
druhy koncovy, t.j. v orientovanej tsecke AB je bod A zaciatoény a bod B koncovy.

Kazdé orientovand tsecka urcuje vektor. Kazdy vektor méa reprezenticiu medzi orientova-
nymi useckami, tdto reprezentacia ale nie je jednoznacnda. Rozne orientované tisecky mozu urcovat
ten isty vektor:

e Vsetky nulové tsecky nech reprezentuja nulovy vektor.
e Dve nenulové orientované tsecky AB a CD reprezentuju ten isty vektor, ak
— st zhodné (JAB| = |CD|),
— majd rovnaky smer, teda AB || ,
— majui rovnaki orientaciu, ¢o v tomto pripade moézme popisat tak, ze
*x koncové body B a D lezia na tej istej strane od priamky j@, ak ABa CD
nelezia na tej istej priamke,
* 1@ C @ alebo @ C 1@, ak AB a CD lezia na tej istej priamke.



4. POSUNUTIA

t

Alternativne by sme fakt, ze dve rozne orientované tsecky reprezentuju ten isty vektor, mohli
popisat aj tak, ze stred usecky AD splyva so stredom tsecky BC.

Matematicky: popisana relacia na mnozine orientovanych tiseciek je relaciou ekvivalencie a
vektor je trieda ekvivalencie orientovanych tuseciek.

Dokonca: pre Tubovolny bod A ma Iubovolny vektor reprezentéciu orientovanou tseckou AX
pre nejaké X.

Suradnice vektora uréeného orientovanou tse¢kou AB, ak A = (a1,a2) a B = (by,bs), st
(b1 —a1,by —az). Méme tak dalsiu zmysluplnt operdciu s bodmi: odéitavanie, pricom rozdielom
dvoch bodov je vektor. Vektor urceny orientovanou useckou AB tak budeme pisat ako B — A.

Vektory v euklidovskej rovine tvoria vektorovy priestor:

e vektory vieme scitat: s¢itavanie vektorov reprezentovanych orientovanymi tiseckami AB
a C'D: prilozime zaciatok orientovanej usecky C'D ku koncu orientovanej usecky AB, t.j.
nijdeme bod F taky, ze F — B = D — C, potom sucet je reprezentovany orientovanou
useckou AE:

(B-A)+(D-C)=(B-A)+(E-B)=F—A.

— je to dobre definované? inak: nezavisi vysledok od volby reprezentacie?
— je to asociativne?
— je to komutativne?
— existuje neutralny prvok?
— existuje ku kazdému prvku opacny?
e vektory vieme nasobit skaldrom: rozlisime pripady ¢t = 0,¢ < 0,¢ > 0O:
—akt=0, potomt¢-(B—A)=0,
— ak t > 0, vieme zZe

V(B — A)Vt e R* 3IC € AB : |AC| = t|AB.

a stanovime t- (B — A) =C — A,
—akt<0,potomt- (B—A)=A—-C,kde C— A= (-t) - (B-—A).
Znovu treba este overit, ze takéto nasobenie je dobre definované, t.j. ze vysledok ope-
racie nezavisi od volby reprezenticie vektora.
e plati distributivnost ndsobenia vzhladom na séitanie (dékaz sa rozpadé na spustu pri-
padov).

Pomocou euklidovského priestoru sme skonstruovali vektorovy priestor V(E). A s nim aj zobra-

zenie E x E — V(E).

4. Posunutia

Skimame dalej stivis medzi E a V(E).

Urona 2. Co viete povedat o zobrazeni, ktoré vznikne zloZenim dvoch stredovych stmer-
nosti?

DEFINfCIA 1.4. Nech u = (uj,u3) je pevne zvoleny vektor. Posunutie (translacia) ¢ v
smere (pozdlz) vektora u je zobrazenie E? — E2, ktoré kazdy bod A = (a1, as) zobrazi na bod
t(A)=A" = A+u= (a1 +ui,as +us).

POZOROVANIE. Stcet bodu A a vektora u je tiez zmysluplnd operacia: vysledkom je bod,
do ktorého sa zobrazi bod A pri translacii pozdlz vektora u.

Posunutie je jedno-jednoznac¢ne dané vektorom posunutia:

e kazdy vektor jednoznacne uréi posunutie (vyplyva z definicie posunutia)
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e rdozne vektory urcuju rézne posunutia (Tahko sa overi, staéi néjst jeden bod, kde sa
lisia)

Mame tak bijekciu medzi vektormi v E? a posunutiami E2.

Vektory vieme séitavat... posunutia vieme skladat: ak ¢ je translécia pozdiz u; a ¢, je
translacia pozdlz us, potom ¢y ot =ty o ta je translacia pozdlz u; + us.

DEFINicIA 1.5. Dvojica (G,0), kde o: G X G — G je bindrna operécia, tvor{ grupu, ak

e pre vietky g1, 92,93 € G plati (g1 0g2) 0 g3 = g1 0 (g2 0 g3) (operécia o je acosiativna),

e existuje e € G také, ze eo g = go e = g pre vSetky g € G (e je tzv. neutralny prvok
vzhladom na opericiu o),

e pre kazdy prvok g € G existuje ¢’ € G tak, ze gog' = g o g = e (¢’ je tzv. opaény
prvok k prvku g vzhladom na operéciu o).

Pokial je operdcia o navySe komutativna (t.j. plati g1 0 go = g2 0 g1 pre vSetky g1, g2 € G), potom
horovime, zZe (G, o) (alebo jednoducho G) je komutativna grupa.

P0zOROVANIE. Posunutia tvoria komutativnu grupu.

5. Afinny priestor (konecéne!)

Doteraz sme sa euklidovskym priestorom zaoberali tak, ako sa jeho chapanie vyvijalo histo-
ricky: zacinali sme s rovinou ako s mnozinou bodov a az postupne sme v nej objavili vektory,
ktoré tvorili vektorovy priestor. Tento pristup ma vsak jeden zavazny problém: v skutocnosti
nevieme poriadne, ¢o to je, t4 bodova rovina.

Teraz si uvedieme moderny axiomaticky pristup, ked euklidovsky (presnejsie afinny) priestor
vybudujeme pomocou vektorového, ktory uz dobre pozname.

5.1. Definicia afinného priestoru.

bod — poloha
vektor — posunutie, pohyb, translacia
A+u - bod A posunuty pozdlz vektora u

DEFINicIA 1.6. Afinny priestor nad polom k je trojica (A, V,+), kde

e A je mnozina bodov
e V je vektorovy priestor nad polom k
e +: A XV — A je bindrna operécia s vlastnostami:

(i) VPeAVu,veV: (P+u)+v=P+ (u+v)

ompatibilita so s¢itanim vo vektorovom priestore, mozme teda pisat A +u+v
K bili o K . . da pisat A
(i) VPeA: P+0=P
(iii) VP,Q € A Flu e V taky, 7ze Q = P +u.

Afinny priestor (A, V, +) budeme tiez oznacovat (A, V') alebo jednoducho A. Vtedy vektorovy
priestor prislichajici afinnému priestoru A budeme oznacovat ako V(A).

DerFINfciA 1.7. Dimenzia (rozmer) afinného priestoru je dimenzia jeho vektorovej
zlozky: dim A := dim V' (A). n-rozmerny afinny priestor sa tiez zvykne oznacovat ako A™.

Vektor u zo zaveru definicie afinného priestoru budeme oznacovat ako Q — P a o uspo-
riadanej dvojici bodov P,@Q (inymi slovami: o orientovanej isecke PQ) budeme hovorit, Ze je
umiestnenim vektora u. Cize mdame

u=@Q — P prave vtedy, ked Q=P +u.

Toto bude ,naSa zndma” operdcia —: A x A — V(A).
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TVRDENIE 1.8. Pre vsetky P,Q, R € A plati:

() @=P+(Q—-P),
(i) —(Q-P)=P-Q,
(i) (Q—P)+ (R—Q) = (R — P) (Chaslesov vzorec),

(t.j. vektory vnimané ako orientované dsecky v takomto afinnom priestore sa sprdvaji presne
tak, ako od nich ocakdvame v analdgii s nasou prvotnou naivnou predstavou ,redlny svet”).

Dokaz.

(i) Len prepisand definicia operécie —.
(i) P+ (Q-P)+(P-Q)=Q+(P—Q) =P, ¢ize (Q—P)+(P—-Q) =0, teda P—Q
a @ — P st navzajom opacné vektory.
(iii) P+(Q—P)+(R—Q)=Q+ (R—Q) =R, teda (Q — P)+ (R — Q) je ten isty vektor
ako (R — P).

O

POZOROVANIE. Zd4 sa, ze aritmetické operécie s bodmi a vektormi prirodzene funguju tak,
ako sme zvyknuti u cisel.

5.2. Bodovo-vektorovy kalkulus. Je odlah¢enim od prisnych pravidiel poé¢itania s bodmi
a vektormi.

Kedy mé kombinacia bodov zmysel? Ked ju viem formélne korektnymi tpravami prepisat
na linearnu kombinaciu vektorov, popripade na sicet bodu a linearnej kombinacie vektorov.

PrikLAD 1.9.
(a) A+ 3B+ ¢C=A+1(B—A)+ +(C — A). Zadany vyraz je korektny.

(b) 3A— 3B —:C = 3(B—A)+ §(C — A). Zadany vyraz je korektny.
(¢) A+ B = ? Zadany vyraz nie je korektny.

DEFINfciA 1.10. Afinna (barycentricka, niekedy aj linedrna) kombinacia bodov.
Nech Pi,...,P, € A, nech \,...\, € k. Nech P € A.

e Ak A\{ +---+ A\, =1, tak stctom A\ P, + --- + A\, P, rozumieme bod
P+X\(PL—P)+-- -+ (P, — P).
e Ak A\{ +---+ A, =0, tak suc¢tom A\ P, + --- + A\, P, rozumieme vektor
MPL—=P)+ -+ M\ (P, — P).

Dokaz korektnosti definicie. Treba ukédzat, Ze vysledny bod/vektor nezavisi od volby bodu P.
Nech A1 + -4+ A, =1 a nech Q € A je Tubovolny bod. Potom
QtM(PL=Q)+ -+ (P —Q) =
=P+ (Q-P)+M(Q—-P)+---+X(Q—-P)=
=P+M+ - +A)Q-P)+M(PL—Q)+ -+ M\(P— Q) =
=P+ MQ-P)+(P-Q))+ -+ M[(Q—-P)+ (P —-Q)] =
=P+M([PL—P)+---+ (P, — P),
kde prva a posledna rovnost vyplyvaju z Tvrdenia 1.8.

Dékaz pre pripad, ked A\ +--- 4+ A\, = 0: du. O
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5.3. Suradnicova sustava. Suradnice v n-rozmernom vektorovom priestore: potrebujeme
bazu. Saradnice v n-rozmernom afinnom priestore: okrem bazy potrebujeme aj zaciatok sturad-
nicovej stustavy, potrebujeme afinny priestor ,ukotvit” v nejakom bode.

Afinna sdradnicova ststava (alebo tiez afinny siradnicovy systém) v n-rozmernom
afinnom priestore je uréend usporiadanou (n + 1)-ticou

(an17e27 .. '7en)7

kde O € Aae,ey,...,e, tvoria bidzu V(A). Takdto (n+1)-ticu tiez nazyvame repérom. Kazdy
bod P afinného priestoru A sa potom dé jednoznacne vyjadrit v tvare

P =0 +pie; +prex+---+ppey,

¢o skrdtene zapisujeme ako P = (p1,p2, ..., Pn), & n-ticu (p1, p2, - - - , pn) Nazyvame siradnicami
bodu P. Existencia aj jednoznacnost stiradnic bodu vyplyva z

P —0O =pie; +pres+---+ppey,

a linedrnej algebry (e, eq, ..., e, tvoria bdzu V(A)).
O — zaciatok stradnicovej stustavy
E;=0+e; — jednotkové body suradnicovej stustavy
OF; - suradnicové osi

PrikLAD 1.11. Napiste stradnice bodu A = (2,1) v stiradnicovej stistave (O, eq, e2), ked

(1) 0= (—1,3)781 = (170)a92 = (07 1);
(2> 0= (070)7e1 = (1,0),62 = (17 1)a
(3) O = (2,3),61 = (O,—l),EQ = (1, 1)

Nech (O,ej,eq,...,e,) je afinnd suradnicovd ststava n-rozmerného afinného priestoru A.
Nech P = (p1,...,pm) = O+ pre1 + -+ ppe, je bod a v=(v1,...,0,) =vie; + -+ vpe, je
vektor. Potom rozsirené suradnice bodu P resp. vektora v je (n+1)-tica (p1,p2,...,Dn, 1)
resp. (U1, ..., 0n,0).

Alternativne, body Eg, 1, ..., E, v n-rozmernom afinnom priestore tvoria barycentricky
suradnicovy systém, ak (n + 1)-tica

(Eo, 1 — Eo, B2 — Ey, ..., B, — Ep)
tvori afinnd stradnicovi sustavu, t.j. kazdy bod A sa da jednoznacne vyjadrit v tvare
P=pyEo+piEr+ - +pyEy, kde po+---4c, =1

Cislam pg, ..., p, potom hovorime, Ze ide o barycentrické suradnice bodu P vzhladom na
danud barycentricka sastavu.

Existencia aj jednoznac¢nost vyplyva z

P =poEo+piEr+ -+ pnEn = Eo +pi1(E1 — Eo) + - + pa(En = Eyp).



KAPITOLA 2

Afinné zobrazenia

DErINfcia 2.1. Nech A, B € A(k), A # B. Priamka an je mnozina

{(1—t)A+tB |Vt ek} = {A+t(B— A) |Vt ek

1. Definicia afinného zobrazenia

DEFINicIA 2.2. Nech A; a A, st afinné priestory nad rovnakym polom. Zobrazenie f: A; —
A nazyvame afinnym, ak zachovava afinné kombinacie bodov. T.j. ak pre Tubovolné Py, ... P, €
AraXg..., N\ €k také, ze Y., \; =1, plati

(1) f (Z m) =Y Nf(P).
=0 =0

PRIKLAD 2.3. Stredové stimernost v A%(R) so stredom v (0,0) je afinné zobrazenie: bod
B; = (bi1,bi2) sa zobrazuje na bod B, = (—b;1, —b;2). Lahko sa presvedéime, ze

f <Z AiBz) =f <<Z Aibi, Y Aibﬂ)) = ( > b, =Y Aibw)
=0 =0 1=0 1=0 1=0

= Z /\i(_bilv —bi2) = Z /\z.f(BZ)
i=0 i=0

PRIKLAD 2.4. Nech f: A?(R) — AZ%(R) je zobrazenie, ktoré bod so stradnicami (by,bs)
zobrazi na bod so stradnicami (b1, 3bs). Podobne ako v predchidzajicom priklade overime, Ze
ide o afinné zobrazenie.

PRIKLAD 2.5. Zobrazenie A?(R) — A%(R), (a,b) ~ (a,|b|]) nie je afinnym zobrazenim:
vieme néjst body A, B,C tak, ze C = A\ A + Ao B pre nejaké A, Ay (A1 + A2 = 1), ale f(C) #
Af(A) + A f(B).

PRIKLAD 2.6. Premietanie na z-os:
A*(R) — A*(R), (a1,az) — (a1,0)
je afinné zobrazenie.

TVRDENIE 2.7. Kolinedrne body sa afinnym zobrazenim zobrazia na kolinedrne body. Obra-
zom priamky v afinnom zobrazeni je priamka alebo bod.

Dokaz. Nech Py, Py, P3 su kolinedrne. Ak P; = P,, tvrdenie zjavne plati. Inak nech P, # Ps.
Potom P3 = (1 = A\)P1 + AP, teda f(Ps3) = (1 = A) f(P1) + Af(F2), teda f(P1), f(F2), f(P5) sd

kolinedrne. Ak f(P;) = f(P,), obrazom priamky P; P5 je bod. V opa¢nom pripade je Iubovolny
bod priamky f(Py)f(P2), t.j. bod (1 = X)f(P1) + N f(P,) obrazom bodu (1 — X)P, + N P,. O

9
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2. Pevné body afinnej transformacie

PRIKLAD 2.8.

Nech afinné zobrazenie A%(R) — A?(R) zobrazi dva F(©)
rozne body A, B na seba, t.j. f(A) = A, f(B) = B
(ide o tzv. pevné body). Bod C ¢ AB sa zobrazi na
f(C). Potom sa napr. tazisko AABC zobrazi na tazisko
Af(A)f(B)f(C) = AABS(C). Overime este, ze vsetky F(1)

body na priamke AB st pevné. T

Nech X € AB, teda X = (1 — A)A + AB. Potom A=f(A)  B=f(B)
FX)=Ff(A1=XNA+AB)=(1-XN)f(A)+Af(B)=(1-NA+AB=X.

Poucenie z prikladu: nové pojmy:

DEFINicIA 2.9. Ak f: A — A je afinné zobrazenie priestoru A do seba, potom f nazjvame aj
afinnou transformaciou. Bijektivna afinnd transformécia priestoru A sa nazyva tiez afinitou
priestoru A.

Nech f je afinnd transformécia A a nech P € A. Ak f(A) = A, potom A nazyvame pevnym
(samodruzZnym, invariantnym) bodom zobrazenia f.

PRIKLAD 2.10. Premietanie na z-os, posunutie aj stredova simernost st afinnymi transfor-
méciami A?(R). Z nich posunutie a stredovéa stimernost si aj afinitami.

A este uz dokdzané (v Priklade 2.8)

TVRDENIE 2.11. Nech f je afinnd transformdcia a nech A, B (A # B) st jej peuné body.
Potom vsetky body na priamke AB st peuvné.

3. DalSie vlastnosti afinnyjch zobrazeni

VETA 2.12. Zobrazenie f: A1 — As je afinné prdave vtedy, ked pre kazdé P,Q € A plati:
(= NP +2Q) = (1 - N(P) + A(Q).

Dékaz. Nech je zobrazenie afinné, potom z definicie afinného zobrazenia zachovava afinné kom-
binacie TubovolInych n-tic bodov, teda Specidlne aj lubovolnych dvojic.

Nech naopak zobrazenie f zachovava afinné kombindcie dvojic bodov. Indukciou vzhladom
na pocet bodov v afinnej kombinécii ukazeme, Ze toto zobrazenie potom zachovava afinné kom-
binacie lubovolného konec¢ného poc¢tu bodov. Pre dva body plati tvrdenie z predpokladu, m6zme
teda hned pristipit k indukénému kroku.

Nech zobrazenie zachovava afinni kombindciu n bodov (indukény predpoklad). Nech Ao +
A1+ -+ A, = 1. Potom

A An
fQoPo+ AP+ -+ A Fy) = f{ APy + (1= Ao) =P+ P,
1—Xo 1—-Xo

1— X
=X f(Po) + M f(P1) + -+ M\ f(B).

Zobrazenie zachovava afinné kombinécie bodov a teda je afinné. O

Dof () + (1= Do) (125 Prt oot (250 )
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P0OzZNAMKA 2.13. V geometrii sa ¢asto stretdvame s tzv. deliacim pomerom trojice koline-
arnych bodov: v redlnom priestore je ¢islo (ABC) € R deliacim pomerom trojice bodov A, B,C
(v tomto poradi a za predpokladu C' # B), ak

C—A=(ABC)(C - B),
t.j. vektor C' — A je (ABC)-ndsobkom vektora C' — B. Vtedy sa afinné zobrazenie ¢asto definuje

aj ako zobrazenie afinnych priestorov, ktoré zachovava kolinearitu a deliaci pomer bodov.

PRIKLAD 2.14. Nech p,q C A? st roznobezné priamky. Nech f: A?(R) — A2(R) zobrazi
bod B = (by,bz) na bod B' = pn¢?, kde ¢P je priamka prechddzajtica bodom B a rovno-
bezna s ¢ (rovnobeZzné premietanie na priamku p). Z podobnosti trojuholnikov pomocou
predchadzajicej vety vieme vyargumentovat, ze rovnobezné premietanie je afinnym zobrazenim.

VETA 2.15. Nech f: A1 — Ay je afinné zobraznenie. Nech B— A = D —C, t.j. usporiadané
dvojice bodov (A, B) a (C,D) si umiestneniami toho istého vektora. Potom aj obrazy tychto

dvojic st umiestneniami toho istého vektora: f(B) — f(A) = f(D) — f(C).

Dokaz. Ak B— A= D — C, potom stredy tseciek AD a BC splyvaji; ozna¢me tento spolo¢ny
bod S:
S=1A+ID=1B+1icC.
Kedze zobrazenie f je afinné, plati aj
f(8) = 3f(A) + 3 (D) = 3£(B) + 3 f(O).
7 poslednej rovnosti tak dostdvame
3f(A) = 3f(B) = 3£(C) — 5. f(D),

odkial uz dostaneme dokazovand rovnost. O

DEFIN{CIA 2.16. Nech f: A; — A, je afinné zobraznenie. Zobrazenie Df: V(41) — V(4s),
ktoré vektoru u = B — A priradi vektor D f(u) = f(B) — f(A) sa nazyva asociovanym k zobra-
zeniu f alebo tiez vektorovou, linedrnou alebo homogénnou zlozkou afinného zobrazenia f.

KedZze u = (B +u) — B pre akykolvek vektor u a bod B, dostdvame
Df(w) = Df((B+u) = B) = f(B+u) - f(B),
teda z definicie asociovaného zobrazenia D f k afinnémuzobrazeniu f mozme tiez pisat
f(B+u) = f(B)+ Df(ua).

VETA 2.17. Vektorovd zlozka Df afinného zobrazenia f: A1 — As je linedrnym zobrazenim
vektorovych priestorov V(A1) — V(Ag).

Dokaz. Potrebujeme ukazat, ze
Df(v+w) = Df(v) + Df(w) ¥v,w,
Df(ev) =cDf(v) Vv Ve
Zvolme P € A; Tubovolne. Nech Q = P+ v a R =@ + w. Potom
Df(v+w) = Df(R—P) = f(R) - f(P) = f(R) — £(Q) + f(Q) — F(P) = Df(w) + Df(v).
Nech teraz ¢ € k a nech S = P + cv. Potom
Df(ev) = f(S) = f(P) = (A= ¢)P + Q) — f(P) = (1 =) f(P) +cf(Q) — f(P)
=c(f(Q) = f(P)) = cDf(v).
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PRIKLAD 2.18.

(i) Nech f: A%2(R) — A2(R) je stredova simernost. Zobrazenie Df : R? — R? vektoru u
priradi vektor —u.
(ii) Ak ¢: A%(R) — A%(R) je posunutie, potom jeho vektorova zlozka Dt je identita.

VETA 2.19. Nech (A1,V1) a (A2, Vo) si afinné priestory. Pre kaZdi dvojicu bodov Py € A,
Py € Ay a kaZdé linedrne zobrazenie g: Vi — Va existuje prdve jedno afinné zobrazenie f: Ay —
Az také, ze f(Pl) = Pg a Df =4g.

(Prijemnou ludskou recou: afinné zobrazenie f je jednoznacne determinované zobrazenim
Df a obrazom jedného bodu.)
Dékaz. Existencia zobrazenia: Nech f: A; — A, je definované nasledovne:
[(X)=P+g(X - D).
Lahko sa presved¢ime, ze zobrazenie f ma pozadované vlastnosti:
e pre lubovolné A, B € A, plati
(L=NfA) +Af(B) = (1= NP2+ 9(A—P1)) + NP2+ g(B - P1))

= (1 — APy + AP + (1 —ANg(A—-Py)+ )\g(B - P)
=P+ g(1=MNA+AB—P) = f((1—\A+AB),

o f(P1)=P+g(Pr—P1)=P—g(0) =Py,
e znovu pre lubovolné A, B € A, plati

Df(B—A)=f(B)- f(A)=P+g(B-P)— (P2 +g(A—-P))
=9((B—P)—(A-P))
=g(B—A),
Vidime, ze f je afinné zobrazenie a ma pozadované vlastnosti.

Jednoznacnost: nech h: A; — A, je dalsie zobrazenie vyhovujtice danym podmienkam, t.j.
nech h(P;) = Py a Dh = g. Potom pre Tubovolné X € A; plati

h(X)=h(P1)+ Dh(X — P1) =P +9(X - P)=f(P)+Df(X - P) = f(X),

kde prva rovnost vyplyva z Vety 2.17 (ii), druhé z podmienok pre zobrazenie h, tretia z podmie-

nok pre zobrazenie f a Stvrtd znovu z Vety 2.17 (ii). O
DOSLEDOK. (Uréenost afinného zobrazenia) Nech Eg, E, ..., E, je barycentricky siradni-
covy systém v Ay = A™ a nech Qo,Q1,...,Qn st lubovolné body v As. Potom existuje jediné

afinné zobrazenie f: Ay — Ag také, Ze f(E;) =Q; prei=0,...,n.

Dokaz. Pre zobrazenie f: Ay — Ao musi platit

(1) f(Eo) = Qo,
(2) Df(P,—P)=Q; —Qoprei=1,...,n

7 linedrnej algebry vieme, e existuje prave jedno linedrne zobrazenie g: V(A1) — V(A) spliia-
jace druht podmienku, a z prave dokdzanej vety potom méame, Ze existuje jediné zobrazenie f
splnajice dané podmienky. O

7Z tohto dosledku napriklad vidime, ze afinné zobrazenie roviny je jednoznacne urcené ob-

razmi troch nekolinearnych bodov.

TVRDENIE 2.20. Afinné zobrazenie f: A1 — Ay je injektivne (surjektivne) prdve vtedy, ked
Df: V(A1) = V(Ag) je injektivne (surjektivne).
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Dokaz. Surjektivnost: Nech D f je surjektivne a nech Y € A je Tubovolny bod. Nech dalej A je
Iubovolny bod v A;. Oznac¢me v :=Y — f(A). Kedze je Df surjektivne, mé vektor v v zobrazen{
Df svoj vzor: v = D f(u). Potom

f(A+u) = f(A)+ Df(u) = f(A) +v=Y,
¢ize bod Y ma vzor A + u.

Nech teraz naopak je zobrazenie f surjektivne a nech v € V(Ay), ndjdeme vzor v v zobrazeni
D f. Uvazujme Tubovolné umiestnenie v =Y — X . Kedze f je surjektivne, existuji body A, B € A
také, ze f(A) =X a f(B) =Y. Potom Df(B — A) =v, t.j. B— A je vzorom V.

Injektivnost: du. O

TVRDENIE 2.21. Nech f1: A1 — Ay a fo: Ay — Ag su afinné zobrazenia. Potom aj zloZené
zobrazenie foo fi1: Ay — As je afinné a pre jeho vektorovi zloZku plati D(fyo f1) = Dfao Dfy.

Ak f: Ay — Ay je bijektivne afinné zobrazenie, potom aj f~': Ay — Ay je afinné zobrazenie

a D(f~) =(Df)~*
Dokaz. Vynechany, je to inavné mechanické prepisovanie. O
DOSLEDOK. Afinity priestoru A™ tvoria grupu.
4. Sturadnicové (analytické) vyjadrenie afinného zobrazenia

Popis linearneho zobrazenia vektorovych priestorov maticou mé analégiu v afinych zobraze-
niach.

Majme v A™ resp. v A" zvoleny stiradnicovy systém (Oq,eq,...,ey) resp. (O, f1, ..., f,).
Nech f: A™ — A™ je afinné zobrazenie, ktoré je popisané obrazom bodu O; a vektorovou
zlozkou D f (t.j. obrazmi bazovych vektorov ey, ..., e,,):
f(O1) = (a10y---yan0) (= 02+ aiefy + -+ anofyn)
Df(er) = (a11,..-yam) (=anfi+-- +anf,)
Df(em) = (@imy.--sanm) (=aimfi +- -+ apmfn)

Potom pre kazdy bod P = (p1,...,pm) = O1 + p1e1 + - -+ + pmen, € A™ plati
f(P) = f(O1) + p1Df(er) + -+ pmDf(en).

Ozna¢me f(P) =Q = (q1,...,qn). Toto vSetko mbézme zapisat maticovo
q1 a1 a2 ... Gim D1 a10
q2 _ azy G2 ... Q2m P2 + a20 7
Gn Anl Gp2 ... Gpm Dm ano
skratene
Q = AP + A,
Ak uvazujeme rozsirené siradnice (t.j. f(O1) = (ai0,-.-,0n0,1), Df(e;) = (a1i,...,an;0)),

mame zapis

q1 aip @12 ... Gim Q10 p1
q2 az1 G2 ... G2m G20 b2

(2) . = . o ,
qn anp1  QAp2 ... Gnm  Ano DPm

1 0 0o ... 0 1 1
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skatene

Q = AP.

PRIKLAD 2.22. Preferujeme matice v rozsirenych stradniciach oproti beznym afinnym, lebo
tak sa lahko zobrazenia skladaji: skladanie zobrazeni zodpovedd nasobeniu matic.

Nech t, resp. t, je posunutie v A?(R) pozdii vektora u resp. v.

Ak u m4 stradnice (u1,us) a v ma suradnice (vq,v2), potom maticu zlozeného zobrazenia
ty o ty ndjdeme ako stc¢in matic pre ty a ty:

1 0 (% 1 0 Ul 1 0 Uy + v
0 1 V2 0 1 ug = 0 1 Ug + Vg
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Vidime, ze ide o posunutie pozdlz vektora u + v, ako sme aj ocakévali:

1 0 w4+ T T+ U + v
0 1 wus—+wy T2 = To + Ug + V2
0 0 1 1 1

PRIKLAD 2.23. Stvis medzi skladanfm afinnych zobrazeni a nisobenim matic byva uZitoény
pri hladani predpisu pre komplikovanejsie zobrazenia. Predpis pre stredovi stiimernost podla
S = (s1,82) vieme tak najst pomocou matic pre posunutie a simernost podla (0,0): najprv
urobime posunutie o (—s1, —s2), potom stredovii simernost podla (0,0) a nakoniec posunutie o
(81, 82). Vysledni maticu dostaneme ako sicin jednotlivych matic:

1 0 s -1 0 0 1 0 —s; -1 0 2s
0 1 s9 0 -1 0 0 1 —sy | = 0 -1 2s9
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

5. Zmena suradnicovej stustavy

PRIKLAD 2.24. Namodelovali sme si scénu (napriklad pomocou lomenych ¢iar a kruznic) v
suradnicovej ststave, v ktorej sa ndim pohodlne pracovalo (obrazok vlavo).

e, 10

Ak ju chceme zobrazit na obrazovku, potrebujeme vsetky siradnice (vrcholy lomenych ciar,
stredy kruznic) prepodéitat: vyjadrit ich v stiradnicovej sistave obrazovky (obrazok vpravo). V
tejto podkapitolke si predvedieme, ako sa s takymto problémom ¢o najefektivnejsie vysporiadat.

V A™ uvazujme dve afinné stradnicové ststavy:

E = (0O,e,es,...,e,) (,stard® ststava),

E = (0,€)],e,,...,e,) (,novd" stistava)
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Vyjadrime ,novy” zaciatok sustavy a ,nové” bazové vektory pomocou ,starych”:

O = O+toier +toses + -+ toney,
el = tiier +tines+ -+ tipe,
e, = ta1e1 +tlaes+ -+ lape,

e/n = tnlel + tn2e2 + -+ tnnena

¢o mbzme prehladne zapisat pomocou matic

LB 2 T IR, 2% B 131
tig taa ... tn2 o2
(e ¢ e, O )=(e e e, O) ,
tln t2n s tnn tOn
o 0 ... 0 1
skatene
E' =ET.

Matica T sa nazyva maticou prechodu od siradnicovej ststavy E = (O,eq,es,...,€,) k
suradnicovej sustave E' = (O’, €], €}, ..., el,). Niekedy sa pre spresnenie oznacuje aj ako T(E, E').

TVRDENIE 2.25. Matica prechodu od jednej sustavy k druhej je reguldrna.

_( T to
(% %)

kde to = ( tor toz ... ton )T a T1; je matica typu n X n. Pre determinant matice T teda
plati |T| = |T11], ¢ize T je reguldrna prave vtedy, ked Ti; je reguldrna. VSimnime si, ze i-ty
stipec matice Ty obsahuje stiradnice vektora e} v baze eq,es, ..., e,. Ak by stipce matice T
boli linedrne zavislé, teda existovali by ¢1,ca,...,¢n € k ((c1,...,¢n) # (0,0,...,0)) také, Ze

Dokaz. T je tvaru

cle/l + Cgelg + -+ Cne;, = 07
potom by vektory ef,eh, ..., e, netvorili bdzu V(A™). Matica T;; je teda reguldrna, Cize aj
matica T je regularna. O
Maticu T je mozné vyuzit na prepocitanie stiradnic bodov z jednej ststavy do druhej:
Nech P = (p!,ph,...,pl) v ,,novej“ ststave, t.j.

P =0"+pie| +pheh+ -+ ple,.

Potom
pa
Y2 - -
P={(¢€ € ... e O )| ... |=EP =ETP,
P
1
teda
(3) P = TP’

je stlpcova matica obsahujiica rozsirené siradnice bodu P vzhladom na , start* bazu. Pre pre-
pocet , starych® stiradnic na ,nové* teda pouzijeme inverzni maticu (prendsobime rovnost (3)
zlava maticou T1):

P =T 'P.
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PRIKLAD 2.26. S pouzitim matice prechodu vypocitame stradnice bodu A = (1, 3) v strad-
nicovej sustave (O, €}, e}), kde

0'=(2,3), ¢, =(0,-1), e, = (1,1).

Matica prechodu k siradnicovej sistave (0’ e}, e}) je

0o 1 2
T=1| -1 1 3
0 0 1
Kazdy svojou oblibenou metdédou vypocita maticu k nej inverzni:
1 -1 1
T'=|1 0 -2
0 O 1

A potom (rozsirené) stiradnice bodu A v novej stiradnicovej sistave (t.j. vzhladom na (0’ €}, €}))

1 -1 1 1 -1
1 0 =2 3 | = -1
0 O 1 1 1

Teda A= 0" —e} — ey = (=1, =1)(0r e, 1)

Prirodzene, metéda ilustrovand tymto prikladom je naozaj dost , overkill“, pokial chceme
ziskat suradnice jedného bodu v novej ststave. AvSak stava sa velmi uzitoc¢nou, ak potrebujeme
napriklad prepocitat komplexnejsiu scénu.

POzZNAMKA 2.27. V roznej literatire sa mozete stretnit s roznymi maticami prechodu.
Niekedy sa nou nazyva matica transponovand k nasej, niekedy dokonca inverzna.

POzZNAMKA 2.28. VSimnime si, Ze siradnicova stistava a stiradnice bodu st navzéjom duélne
Al

ojmy: matica T popisuje ,,novil” suradnicovi sistavu pomocou ,,starej*, ale ,nové* suradnice
” ” ’ ”
bodu sa zo 5 Stary'ch“ pOéitanl pomocou T 1.

POzZNAMKA 2.29. A na zdver si uvedomme, Ze zmena stradnicovej ststavy v A" zodpoveds
afinite priestoru A™ a naopak.

6. Orientacia afinného priestoru

V tejto Casti budeme uvazovat afinny priestor nad redlnymi Cislami.

V praxi sa pri dvoj- a trojrozmernom redlnom priestore stretdvame s pojmom , pravotociva”
alebo ,Javotociva” siradnicova stustava, pripadne tiez ,kladne” alebo ,zdporne orientovana” su-
radnicova siistava: napriklad v dvojrozmernom priestore sa za kladne orientovant sdradnicovi
sustavu povazuje taka stustava (O,e1,eq), ze body O,E; = O + e1,E2 = O + e5 st v tomto
poradi usporiadané proti smeru hodinovych ruciciek. Cielom tejto cCasti je popisat tento jav
matematicky.

PRIKLAD 2.30. Majme v A%(R) novii stradnicovi stistavu:
/ /
O =0, e =e1, e =1ls1€ + ey,

Cize matica prechodu k novej stradnicovej stustave je

1 t; O
T=1] 0 220 O
0 0 1

Predpokladajme, Ze povodna suradnicové ststava je kladne orientovan (t.j. proti smeru hodino-
vych ruci¢iek). Pre aké hodnoty to1 a tee bude aj nova stradnicovd sustava kladne orientovan?
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VETA 2.31. V afinnom priestore A™(R) (n > 2) wvaZujme nasledovni reldciuv na mnozine
vsetkyjch siradnicovych sistav: Pre E = (O,eq,...,e,) a E' = (0 ¢€},...,€l) nech

E ~ FE' prdive vtedy, ked |T(E, E')| > 0.

Takto definovand reldicia ~ je reldciou ekvivalencie a urcuje rozklad mnoZiny vsetkijch suradni-
covych siustav na dve triedy.

Dékaz. Reflexivnost: |T(E, E)| = |I,41] = 1 (I.41 je jednotkovd matica stupiia n + 1), preto
E~F.

Symetrickost: nech By ~ Es, teda |T(Eq, E2)| > 0. Plati, ze E; = E{T(E1, E3), po vyni-
soben{ inveznou maticou k T(Ey, E2) mame, ze E; = E;T(E;, E2)~t. Vidime, ze T(Es, Ey) =
T(EhEg)_l. Preto |T(E27E1)| = |T(E1,E2)_l| = 1/|T(E17E2)| > 0, ¢ize By ~ Fq.

Tranzitivnost: kliicom k dokazu je pozorovanie: ak E; = E;T(F1, Es) a E3 = EoT(FEs, E3),
pOtOHl E3 = ElT(EhEQ)T(Eg,Eg), teda T(EhEg) = T(El, EQ)T(EQ, Eg) Nech teraz E1 ~ E2
a Fy ~ Ej3, Cize |T(E1,E2)| >0a |T(E2,E3)| > 0, odkial potom |T(E1,E3)| > 0, ¢ize By ~ Fs.

Rozklad na dve triedy: zrejme existuji aspon dve triedy rozkladu: pre dani stradnicovii
sustavu E urdite existuje sustava E’ takd, ze T(E, E') < 0 (viete néjst taka ststavu E’?). Teda
existuji aspon dve triedy rozkladu. Nech teraz Ey # FEo a Ey # Es, Cize |T(E1,Eq)| < 0 a
|T(E2,E3)| < 0. Potom |T(E1,E3)| = |T(E1,E2)||T(E2,E1)| > 0, teda F1 ~ E3. Vidime tak, ze
existuji len dve triedy ekvivalencie. O

DEFINiciA 2.32. Nech Ei, Es st siradnicové sustavy v A" (R). Hovorime, Ze ststavy E1, Fy
su suhlasne orientované, ak E; ~ E5 (v zmysle predchddzajicej vety). V opa¢nom pripade
st sustavy Ey, Es nesihlasne orientované.

V danom redlnom afinnom priestore potom jednu dvoch tried ekvivalencie stradnicovych
sustav prehldsime za kladni, a vsetky sistavy v tejto triede budi kladne orientované. Druhé
trieda bude zdporna a bude pozostavat zo zdporne orientovanych suradnicovych sistav.

Orientovany afinny priestor je afinny priestor spolu so zvolenou orietnéciou, t.j. dvojica
(A, [E]), kde [E] oznacuje triedu ekvivalencie stiradnicovej sistavy E.

V orientovanej rovine mézme potom hovorit aj o orientécii trojuholnika: nekolinedrne body
A, B,C (v tomto porad{) uréuji kladne orientovany trojuholnik AABC, ak je stiradnicovd si-
stava (A,B — A,C — A) kladne orientovand; v opac¢nom pripade ide o zdporne orientovany
trojuholnik. Podobne hovorime v trojrozmernom orientovanom priestore o kladne alebo zaporne
orientovanom stvorstene, ¢i v n-rozmernom orientovanom priestore o kladne alebo zdporne orien-
tovanom n-rozmernom simplexe.

PRIKLAD 2.33. Nech E, = (O, e, e2) je Standardnd siradnicové ststava (repér).

Nech Ey = (O, fi,1f5), kde

fi = e1—e
f2 = —e].
Plati, ze |T'(E., Ef)| = —1 < 0, teda tieto siradnicové sustavy s nesthlasne orientované: Ak

E. bola kladne orientovand, E je zdporne orientovand.

Nech Eg = (O,gl,gg), kde

g1 = —€1 —e

g = —ep+te

Znovu mame |[T'(E., Ey)| = —1 < 0, takze aj E, je zaporne orientovana.
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Ak si vSak zvolime taku orientdciu priestoru, Ze E; je kladne orientovand, z determinantov
matic T(Ey, E.), T(E;, E,) naozaj zistime, ze E. je zdporne a E, kladne orientovand, presne
ako vidime, ked si repéry zakreslime do obrazka.



KAPITOLA 3

Euklidovsky priestor

1. Skalarny sicin vo vektorovom priestore
Pracujeme vo vektorovom priestore V' nad R. Moznosti, ako zadefinovat skalarny sicin (s
narastajicou abstraktnostou):

(1) ako na strednej §kole: ak vieme (pravitkom) merat dlzky vektorov a vieme (uhlomerom)
merat velkosti uhlov, tak skaldrny stc¢in mézme zadefinovat:

u-v = ||u| ||v|| cos Luv.
(2) ak mame zavedené siradnice, tak skaldrny stéin vektorov u = (ug,ue,...,u,) a
v = (v1,v2,...,0,) mozme zadefinovat:
U-V=1uivy + ugvs + -+ 4+ UpUp.
Prvé definicia sa da pouzit aj pripade, Zze nemeriame pravitkom a uhlomerom, ale mame

stradnice a poc¢itame dlzku z nich, ale je to zjavne dost naro¢né pocitanie, v porovnani s druhou
definiciou.

(3) skaldrny suéin je lubovolné zobrazenie V x V' — R, ktoré mé nasledovné vlastnosti:

u-v=v-u,
u-(v+w)=u-v+u-w,
(cu)-v=rc(u-v),
u-u>0au-u=0 prave vtedy, ked u = 0.

Porovnanie definicii:

(1) konkrétna, najndzornejsia, poskytujica geometricky vhlad, no vypoctovo néroéna
(2) vyzaduje zavedenie stradnic v ortonormalnej baze, ale potom je uz pocitanie pohodlné
(3) najabstraktnejsia, ziadne pocitanie, vhodna pre dokazovanie tvrdeni

Vektorovy priestor so zavedenym salarnym sic¢inom sa nazyva euklidovsky vektorovy
priestor alebo jednoducho vektorovy priestor so skalarnym stc¢inom.

Definiciu (1) pouzivat nebudeme. My nebudeme skaldrny stcin definovat pomocou uhla, ale
naopak, uhol budeme definovat pomocou skalarneho suéinu.

Z linedrnej algebry asi uz viete, ze definicie (2) a (3) skaldrneho si¢inu st ekvivalentné. Kto
si nepamatd, pripomenieme. Najprv lahko overime, zZe ak je zobrazenie V x V' — R skalarnym
sticinom podla (2), tak je skaldrnym stéinom aj podla (3):

VETA 3.1. Nech pre vektory u = (uy,...,un), v= (v1,...,v,) plati
u:-vV=uyv + ugvy + -+ 4+ upv,.
Potom

eu-v=v-u,
eu-(v+tw)=u-v4+u-w,

19



20 3. EUKLIDOVSKY PRIESTOR

(cu) -v=rc(u-v),
u-u>0au-u=0 prive vtedy, ked u = 0.

Dokaz. da O

Teraz chceme overit, Ze ak je zobrazenie V x V — R skaldrnym sii¢inom podla (3), tak po
zvoleni vhodnej bazy sa podita ako v (2). Potrebujeme k tomu pojem kolmosti vektorov a dlzky
(normy) vektora.

DEFINfcIA 3.2. Vektory u,v st na seba kolmé, ak u-v = 0.

PozNAMKA 3.3. Vsimnite si, Ze nulovy vektor ma novi Specialne vlastnost, a sice, Ze je
kolmy na vsetky vektory vektorového priestoru, dokonca aj sdm na seba.

DEFINicIA 3.4. Nech V = R” je vektorovy priestor so skaldrnym si¢inom. Potom dizka
vektora alebo tiez norma vektora je

[ul = vu-u
VETA 3.5 (Cauchy-Schwartzova nerovnost, Cauchy-Burtiakovského-Schwartzova nerovnost).
Pre vektory u,v € R™ plati
w-v| < [luff f|v]].
Dokaz. Ak niektory z vektorov u alebo v je nulovy, dostdvame na oboch stranach nerovnosti nulu
a tvrdenie je tak pravdivé.

Predpokladajme teda, ze u # 0 a v £ 0. Majme vektor

w=u+ v,
kde A je redlne cislo. Potom
wl* = o
lu+Av|? > 0
(u+Av)-(u+Av) > 0
wu+2u-v+ANv-v > 0
Polozme teraz
N wv
vV-v
Potom v nasej nerovnosti mame
. 2
u~u—2u vu-v+ (u-v) v-v > 0
V-V (v-v)?
. 2 . 2
uu72(ll v) +(u v > 0
V-V V-V
)2
u-u > (u V)
Vv
2, 42
[P [vI® > (u-v)?
a odtial uz vyplyva tvrdenie vety. U

VETA 3.6 (trojuholnikovd nerovnost). Pre vektory u,v € R™ plati

o+ v < [laf] + [|v].
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Doékaz. Pocitajme:
[utv|? = (u+v)(utv)
[ul? + [[v]* +2u-v
[[ulf? + [[v][* + 2lu- v]
[l + [1v]|* + 2[[ull.[|v]
(l[all + 11wl
(Druh4 nerovnost vyplyva z Cauchy-Schwartzovej nerovnosti.) Ukézali sme
[a+v|? < (Juf +Iv])?,

a kedze norma vektora je vzdy nezaporna, dostavame tak dokazovani trojuholnikovi nerovnost.
O

IN N

TVRDENIE 3.7. Pre vektory u,v € R™ plati

1 2 2 2
u-v= §(||11+VH = [lall* = [lv[I%).
Dokaz. da O

2. Ortonormalna baza

DEFINicIA 3.8. Vektory uy,us,...,u; tvoria ortogonalny systém vektorov, ak
(i) u; # 0 pre vSetky 1,
(i) u; L u; pre vSetky ¢ # j.
Tento systém sa nazyva ortonormalnym, ak navyse

(iii) |lu;|| = 1 pre vsetky i.

Skratene mozme povedat, ze uj, ug, ..., u; tvoria ortonormélny systém vektorov, ak
u; - llj = 5ij7

kde symbol 4;; je tzv. Kroneckerovo delta:

P 1 i=y
V0 i
TVRDENIE 3.9. Vektory kazdého ortogondlneho systému vektorov si linedrne nezdvislé.

Dokaz. Nech ug,ug, ..., u; je ortogondlny systém vektorov.
cu + - +egu = 0]y
cu;-u; = 0
¢ = 0.
d

DEFINicIA 3.10. Ortonormalna baza je ortonormélny systém vektorov uy,ug, ..., u,, kde
n je dimenzia prislusného vektorového priestoru.

PRrIKLAD 3.11. Ak skalarny sucin dvoch vektorov u = (u1,us,...,un) a v = (vi,va,...,0,)
priestoru R™ poéitame Standardne

U-V=1ujv; +ugVs + -+ + UnUn,
je baza, v ktorej pracujeme, ortonormalna.

PRIKLAD 3.12. Iné ortonormélne bazy v R:
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o ¢ = (V2/2,V3/2), & = (V3/2.~V2/2)
o €/ = (—5/13,12/13), ¢/ = (= 12/13,—5/13)

TVRDENIE 3.13. Nech je bdza
e; = (1,0,...,0), e =(0,1,0,...,0), ..., e, =(0,0,...,0,1)
ortonormdlna. Potom pre skaldrny sicin vektorovu = (uy,ug, ..., u,) a v = (v1,v2,...,0,) plati

uU-vV=1uyv +ugVy + -+ + Upvn,.

Doékaz.
n n
u-v = (Zuiei> . Zvjej
=1 7j=1
n n
Z Z U Vj €; - €5

i=1 j=1

n
E U;V; €; - €;
i1

= UV + U2V + -+ UV,

O

Z tohto tvrdenia a z Prikladu 3.11 tak mame, ze baza, v ktorej pocitame, je ortonormalna
prave vtedy, ked sa skaldrny sucin vektorov v tejto baze pocita ,Standardne”. Teda skalarny
sucin podla (3) je skaldrnym sué¢inom podla (2) vtedy, ak vieme vo vektorovom priestore néjst
ortonormélnu bazu. A to vdaka Gram-Schmidtovmu ortogonaliza¢nému procesu, ktory poznate
z linedrnej algebry, vieme.

PRIKLAD 3.14. Nech e, e je Standardnd ortonormélna baza. Uvazujme bdzu:

fl = 261 = (2, O)
£, = —eit+ey=(-11)
Zjavne f; a f, nie st navzajom kolmé vektory, tiez ||fi|| = 2, ||f2|| = v/2, teda skaldrny sicin sa v

tejto baze urcite nepocita standardne.

PRIKLAD 3.15. Ak vieme, ako vyzerd skalarny sicin na baze, vieme vypodéitat skaldrny sticéin
lubovolnych dvoch vektorov zapisanych v tejto baze. Nech pre bazu g1, go plati

gi-g = 4
g2:8 = O
g1-g = 2
Odtial o tejto baze vieme povedat, Ze ||g1]| = 2, |lg2]| = V/5 a bazové vektory na seba nie st

kolmé. Ako ale tato baza vyzerd v standardnej euklidovskej rovine?

Ak vektor g; nakreslime vodorovne, smerujici doprava, vieme, ze jeho dizka bude 2. Vieme,
ze druhy bazovy vektor ma dlzku v/5, aky ale bude jeho smer?

Mo7me najprv skisit najst vektor kolmy na g1 (vieme, Ze to bude vektor so zvislym smerom):

u-gg = 0

(u1g1 +u2g2)-g1 = 0
u1gr 81 +uig g = 0
duy +2us = 0
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Teda napriklad vektor u = (1, —2) je kolmy na g;. Ndjdeme dizku tohto vektora:

[ul? =w-u= (g1 —282) - (g1 — 282) = g1 - &1 — 481 - g2 + 482 - g2 = 4 — 8+ 20 = 16,
Takze u m6zme nakreslit napriklad ako vektor smerujici nahor s dizkou 4. Este vyjadrime go
ako kombindciu g a u a uz presne vieme, ako vyzera baza g, ga:

u = g 28
g1 —u

g2 = 5

3. Gram-Schmidtov ortogonalizacny proces

Vektorovy priestor generovany vektormi vy, vs, ..., vy budeme oznacovat (vq,va,...,vg).

Uvazujme najprv situdciu, ze méame dva linedrne nezévislé vektory u, v, vid obrdzok (vSetky
vektory na obrézku st umiestnené do spolo¢ného bodu).

Pod kolmym priemetom vektora v do priestoru (u) rozumieme vektor m,(v) taky, Ze
(V) L (v — mu(V)).
Vektor v sa nam tak rozklada na stucet dvoch navzdjom kolmych vektorov:
(4) v=my(v)+Vv
Vektor my(v) € (u) je ndsobkom vektora u:
m(v) = Au kde A € R.

Pre presnejsie vyjadrenie vyndsobime rovnicu (4) skaldrne vektorom u a tak dostaneme
u-v
(5) m(v) = —u

u-u
Z (4) tiez vyplyva, Ze vektory u a v generuju ten isty vektorovy podpriestor ako vektory u a v’.

Predchédzajice pozorovania teraz vyuzijeme pri Gram-Schmidtovom ortogonaliza¢nom pro-
cese.

Dané sa linedrne nezavislé vektory vy, va,..., vy generujice podpriestor W vektorového
priestoru V = R™. Chceme néjst ortonormalnu bazu wy, ws, ..., wy priestoru W.

Najprv nadjdeme ortogonédlnu bazu W:

u = vy,
Uy = Vo — Ty, (V2),
u3 = V3 — Ty, (Vg) —’i‘(uZ(Vg)7
u, = Vi — Ty (Vi) = Tu,(Vi) — .. — Ty, (V).
Takto dostaneme ortogondlnu bazu uy,ug, ..., u; priestoru W.
VETA 3.16. Nech {vi,va,...,Vi} je bdza priestoru W C R™. Pre vektory uj,ua,...,ux

ziskané Gram-Schmidtovgm ortogonalizacngm procesom plati

(1) wg Lujprei,j=1,...,k, i #j,
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(2) (ug,ug,...,u;) =(vi,vo,...,v) prei=1,... k.

Dékaz. (i) V Casti o kolmom premietani vektora sme sa uz presveddili, ze u; L us. Prepokladajme
teraz, ze tvrdenie (i) plati pre¢,j7 = 1,...,m—1 a ukdZeme, ze potom plati aj pre¢,5 = 1,...,m.
Presnejsie, potrebujeme overit, ze u,, L w; prei=1,...,m — 1.

Pre u,, mame

Uy = Vi = Ty (Vi) = Ty (Vi) = -+ = T,y (Vi)
Podla (5) to moézme presnejsie napisat ako
o u -V uz vy Um—1-"Vm
Wy = Vo — u — u—...—————————— U1
up - Uz - u2 Upp—1 " Um—1

Ak tito rovnost skaldrne prendsobime vektorom u; (i < m), z indukéného predpokladu dosté-

vame
w; - Vi

Wy Uy = Vi - U5 — W W =V, - W — U - Vo, = 0,

u; - u;
¢ize u,, L u;.

(ii) Zrejme (u;) = (v1). Lahko nahliadneme aj, ze (u1,us) = (v1,va), kedze vektory uj, us
vieme vyjadrif ako kombindcie vektorov vi,ve a naopak. Rovnako odvodime indukciou aj v
m-~tom kroku, ze

(Viyeo s Vi) = (W1, oo W1, Vi) = (U1, ..y Wy ).
O

Na zéver ortonormélnu bazu priestoru W potom uz ziskame jednoducho tak, ze kazdy z

vektorov vydelime jeho dizkou:
u;

i=1,...k

W, =
C

4. Kolmost mnoZin vektorov

DEFINicIA 3.17. Nech S,T C R" st lubovolné neprazdne mnoziny vektorov

e ul S kedul vprevietky veS
e S1T kedul vprevsetkyue SaveT.
e St ={u|ul S} (ortogondlny (kolmy) doplnok mnoziny S).

PRIKLAD 3.18. Ortogondlne doplnky niektorych mnoZin vektorového priestoru V:
o {0}t =V.
o Vt =1{0}.
e Ak S C T, tak T+ C S*: Nech v € T+. Potom Vu € T plati u L v. Kedze S C T, tak
a fortiori pre vietky Vu € S plati u L v, teda v € S+.

VETA 3.19. Nech S C R", S # (). Potom
(i) St je podpriestor R™,
(i) S c S+ (= (SH)1).
Dékaz. (i) Nech uy,uy € S+, t.j. pre vietky v € S plati, Ze u; - v=0a uy - v = 0. Potom
(up+w) v=uwy -v+u-v=0+0=0,
teda ug +ug € S+
Teraz nech u € S+ a A € R. Potom pre vietky v € S
(M) -v=Au-v)=X0=0,,
teda aj A € S*.
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(ii) Nech v € S. Pre vietky u € S* plati, Ze u-v = 0. Z toho ale vyplyva, ze v e S++. [0

PRIKLAD 3.20. Opa¢nd inklizia z Vety 3.19 (ii) vo vieobecnosti neplati. D4 sa to ustudit uz z
¢asti (i) tejto vety: ak S nie je popriestor, nemoze platit, ze S = S++, kedze S+ podpriestorom
je.

Sktisme si to ilustrovat konkrétnejsie: v R? nech S = {(1,2)} je jednoprvkova mnozina. Jej
ortogondlny doplnok S+ pozostava zo vietkych vektorov kolmych na (1, 2). Lahko sa presvedéime,
Ze je to jednorozmerny podpriestor generovany vektorom (2, —1):

St = {(2.-1).
Ortogonalny dolpnok tejto mnoziny je vektorovy priestor generovany pévodnou mnozinou S:
SHE = ((1,2)) 2 8.
VETA 3.21. Nech U C R" je podpriestor s bdzou uy, ...,ux. Potom
(i) v L U prdve vtedy, ked v L u; pre véetky i =1,...,k,
(ii) dimU+ =n — k.
Dokaz. (i) da

(ii) Nech bazové vektory uy,...,u; priestoru U majd stradnice u; = (u;1,. .., U, ). Potom
vSetky rieSenia stustavy

U111 + U12T2 + - - + UIRTy =

U212 + U22T2 + - -+ + U2nTyy =

Up1Z1 + Uk2Z2 + -+ UpnLp = 0
su presne vektory tvoriace ortogondlny doplnok mnoziny {uj,...,ux}. Z tohto a z linedrnej
algebry uz vyplyva dokazované tvrdenie. O

V dokaze predoslej vety sme urobili velmi uzitoéné pozorovanie: vyriesit sistavu homogén-
nych linedrnych rovnic znamena néjst ortogonalny doplnok vektorového podpriestoru.

5. Uhol dvoch vektorov

Kym na strednej kole sa najprv Ziaci zoznamuji s dizkou vektora a uhlom dvoch vektorov
a aZ ndsledne sa pomocou tychto pojmov definuje skaldrny stcin dvoch vektorov (vid zaciatok
kapitoly), v linedrnej algebre sa postupuje naopak: najprv sme si zadefinovali skaldrny saéin,
potom pomocou neho dizku vektora a vzdialenost bodov, a teraz pomocou skaldrneho sucinu
zadefinujeme uhol dvoch vektorov.

Z Cauchy-Schwartzovej nerovnosti mame, ze
u-v
1< o<,
([ull {[v]
a preto mézme uhol dvoch vektorov definovat nasledovne:

DEFINicIA 3.22. Nech u # 0, v # 0. Potom uhol vektorov u a v definujeme vztahom

cos Luv = u;v'
[[all {[v]]
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6. Vektorovy sucin

DEFINicIA 3.23. Nech u, v st vektory v orientovanom vektorovom priestore R? so skaldrnym
stc¢inom. Vektorovy siucin vektorov u, v, ozn u X v, definujeme nasledovne:

e ak vektory u, v sil linearne zavislé, potom u x v =0,
e ak vektory u, v sil linedrne nezavislé, potom u x v je taky vektor w, ze
—wluaw.lyv,
— vetory u,v,w v tomto poradi tovria kladne orientovani bazu R? (stihlasne orien-
tovant so Standardnou bazou ((1,0,0), (0, 1,0),(0,0,1))),
— dizka vektora w je rovné obsahu rovnobeznika uréeného vektormi u, v:

|lux v|| = |[u]|||v| sin Luv.
VETA 3.24. (Viastnosti vektorového sucinu.) Pre vektory u,v,v;i a skaldr A plati
(i) uxv=—-vxu,

(ii) (Au) x v=ux (Av) = A(u x v).
(iii) u x (v +va) =u X vy +u X vy,

Dékaz. Platnost vlastnosti (i) a (ii) lahko nahliadneme z definicie vektorového sucinu.

O vlastnosti (iii) sa jednoducho presvedéime, ak st niektoré z vektorov linedrne zavislé.
Prepokladajme teda, ze vektory u, vy a vq st linedrne nezavislé.

Skimajme najprv chvilu vektorovy si¢in u x v. Nech v = my(v) 4+ v/ je rozklad vektora v
na zlozku kolmu na vektor u a rovnobeznii s vektorom u (vid obrdzok na strane 23.) Z definicie
vektorového sicinu vidime, ze uxv = uxv’. Bez ujmy na vSeobecnosti mozme teda predpokladat,
zeulviaul vy

Z vlastnosti (ii) je dalej zrejmé, Ze staci tvrdenie dokézat pre pripad, ked |ju| = 1. Spolu s
predpokladom, Ze u L v potom méme, Ze ||ju x v|| = ||v||. Odtial spolu s ostatnymi vlastnostami
vektorového sucinu vidime, Ze vektor |ju X v|| dostaneme rotéciou vektora v o 90° v rovine kolmej
na u, oznacme tito rotaciu r. Rotdcia vektorov je linedrne zobrazenie (je to asociované zobrazenie
k rotacii afinnej roviny), preto zrejme

ux (vi+vy)=r(vi+vy) =7r(vy) +7(va) =u X vy +ux vy
O
Pomocou tychto vlastnosti ndjdeme teraz sposob, ako vektorovy sucin vypocitat. Nech
e1, €z, e3 je standardnd baza:
e; = (1,0,0), ex = (0,1,0), e3 = (0,0,1).

Potom pre vektory u = (uq,us,us), v .= (v1,v2,v3) pomocou vlastnosti vektorového st¢inu
mame:
uxv = (U191 + uges + U3113) X (U1e1 + voeq + ’U3113)
= u%el X e] + uijvge; X eg + ujvze; X ez + ugvies X ey + - -+ + uzvszes X es

= (ugv3 — ugve, U3V — U1V3, UTV2 — UgV1)

( )

6.1. Vypocet obsahu rovnobezZnika (trojuholnika). Vektorvy sicin ndm dava novy
nastroj pre vypocet obsahu trojuholnika. Zrejme trojuholnik, ktorého dve strany st uréené vek-
tormi u a v, ma polovi¢ny obsah oproti rovnobezniku ur¢eného tymito vektormi.

U2 U3
V2 U3

us Uy
U3 U1

CIN0%)
v U2

) )
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D C

A u B

Obsah rovnobeznika ABCD (u=B —A,v=D — A) je
S=|uxv]|.

Aby tento vektorovy sicin daval zmysel, vnorime nasu rovinu do trojrozmerného priestoru tak,
7e - a y-suradnice ostand zachované a z-stradnica je nulovi. Teda povodni rovinu E? sme
stotoznili s rovinou z = 0 v E2. Potom

Uy Uz
uxv=10,0, .
U1 V2
Cize obsah rovnobeznika urc¢eného vektormi u, v je
up U2
S = = |’U,11}2 — U2’U1‘.
v U2

7. Metricky a euklidovsky priestor bodov

DErINfciA 3.25. Nech A je afinny priestor nad R. Vzdialenost dvoch bodov (alebo tiez
metrika) je akékolvek zobrazenie AXA — R, A, B — d(A, B), ktoré spliia nasledovné vlastnosti:

(i) d(A, B) > 0 pricom d(A, B) = 0 préve vtedy, ked A = B (separa¢na vlastnost),
(i) d(A4, B) = d(B, A),
(iii) d(A, B)+d(B,C) > d(A,C) (trojuholnikova nerovnost).
Pre vzdialenost bodov A, B sa tiez zvykne pouzivat oznacenie |AB].

Priestor, v ktorom je definovand metrika, sa nazyva metricky.

Pre metriku nie je nutné mat afinny priestor. Metrika sa da zaviest, a ¢asto sa aj zavadza, aj
na omnoho vSeobecnejsich mnozindch, napriklad aj na krivych povrchoch. Aj v rovine existuja
rozne “podivné” metriky:

e Manhattanskd metrika: kolko najmenej musi taxikar najazdit, aby sa v Manhattane
dostal z bodu A do bodu B.

e Cebysevova (3achovnicovd, maximova) metrika: kolko najmenej krokov musi Sachovy
kral urobit na Sachovnici, aby sa dostal z bodu A do bodu B.

o diskrétna metrika:

d(A,B)=0 pre A=B
d(A,B)=1 pre A#B
Uvidime teraz, ze skaldarny sucin vo vektorovej zlozke euklidovského priestoru urcuje aj

metriku na bodovej zlozke.

DEFINiCIA 3.26. Nech A je afinny priestor nad polom redlnych ¢&isel, v ktorého vektorovej
zlozke je definovany skaldrny sucin. Euklidovskt vzdialenost bodov A a B definujeme

d(A,B) = |B - A = \/(B-4)- (B - A).

Takyto afinny priestor nazyvame aj euklidovskym priestorom a oznacujeme E.

VETA 3.27. Euklidovskd vzdialenost bodov podla Definicie 3.26 je naozaj metrikou podla
Definicie 3.25. Inymi slovami, euklidovsky priestor je metricky.
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Doékaz. da. 0

PozNAMKA 3.28. Pozor, opacné implikdcia k tej vo Vete 3.27 nie je pravdiva! Existuju
metrické priestory, ktoré nie st euklidovské. (Inak: nie kazdd metrika pochddza zo skaldrneho
sucinu.) Vid napriklad priestor s diskrétnou metrikou.

Budeme pracovat v euklidovskom priestore so standardnym skalarnym stc¢inom a standard-
nou metrikou.

Nech E je n-rozmerny euklidovsky priestor (oznacujeme tiez E™), v ktorého vektorovej zlozke
sa skaldrny si¢in pocita Standardne (inak: béza, v ktorej pracujeme, je ortonormélna). Ak A =
(a1,a2,...,a,), B = (b1,ba,...,b,) € E, potom vzdialenost podla tejto definicie je

d(Aa B) = \/(bl - a1)2 + (bQ - a2)2 + -+ (bn - an)2~

Ide teda o vypocet vzdialenosti pomocou Pytagorovej vety, ako ju poznite zo ZS.

DEFIN{cIA 3.29. Stradnicovd sustava (O, ey, ..., e,) euklidovského priestoru E" sa nazyva
kartezianskou, ak ey, ..., e, tvori ortonormélnu bazu vektorového priestoru V(E™) = R"™.

(Nézov pre kartezidnsku sustavu stiradnic je odvodeny od mena René Descarta, ktorého sme
si uz spominali ako jedného zo zakladatelov analytickej geometrie. Latinskd (,,polatinstend”)
podoba jeho mena je Renatus Cartesius.)



KAPITOLA 4

Podpriestory afinného priestoru

Obmedzime sa najprv na euklidovské priestory, aj ked mnohé tvahy a konstrukcie su platné
v afinnom priestore nad Tubovolnym bodom.

1. Priamka

Priamku sme si definovali uz v ¢asti o afinnych zobrazeniach, pripomenieme si a doplnime:

DEFINCIA 4.1. Nech A, B € E, A # B. Priamka AB je mnozina
((1—OA+tB|VteR} = {A+t(B— A)|VteR).

Ak XY € j@ , vektor Y — X sa nazyva smerovym vektorom priamky /@ Inak: smerové
vektory priamky s tie vektory, ktoré maji na priamke umiestnenie.

DEFINiciA 4.2. Body leziace na spolocnej priamke nazyvame kolinedrne. (A, As, ... st
kolinedrne, ak existuje priamka p také, ze A; € p, As €p,....)

Iny sp6sob zapisu priamky: pomocou barycentrickych siradnic:
AB = (MA+ MB VAL A ER, A+ Ao =1}
PozorRoOVANIE. O smerovom vektore priamky:
(a) Smerovy vektor priamky nie je jednoznacny.

(b) Nulovy vektor je smerovym vektorom kazdej priar%r.
(¢) Ak u,v st dva nenulové smerové vektory priamky AB, potom v = cu pre nejaké c € R,

c # 0.
(d) Ak u je smerovym vektorom priamky AB a bod C € f@, tak aj bod C' +u e AB.
(e) VSetky smerové vektory priamky tvoria spolu jednorozmerny vektorovy priestor, ktory

nazyvame smer alebo smerovy priestor priamky j@ Smer priamky AB budeme
tiez oznacovat V(ﬁ)

Dékaz. (a),(b) Zrejmé.

()u=D-C,v=F—FE. Nech C = A+ tc(B— A), podobne pre ostatné body, potom
u=(tp—tc)(B—A),v=(trp —tg)(B—A), tc # tp, tg # tr, kedZe u, v s nenulové, a odtial
vyplyva tvrdenie.

(d) Nech C = A + tc(B — A). Dalej kedZe u je smerovim vektorom priamky jﬁ, tak
u=Y — X a podla pozorovania v dokaze Casti (¢) mame u = (ty —tx)(B — A). Pre bod C' +u
potom plati:

CHu=A+tc(B—A)+(ty —tx)(B—A) = A+ (tc +ty —tx)(B — A),
teda ide o bod na 1@

(e) Potrebujeme overit, Ze ak u je smerovy vektor priamky, tak aj kazdy jeho ndsobok je
smerovy vektor priamky, a tiez ak u, v st smerové vektory priamky, tak aj ich sucet u + v

29
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je smerovy vektor priamky. Ide o analogické vypocty k tym v predchadzajicich tvrdeniach.
Jednorozmernost vyplyva z (¢) (kazdy smerovy vektor je ndsobkom pevne zvoleného nenulového
smerového vektora priamky). O

TVRDENIE 4.3. Priamka je jednorozmernym afinngm priestorom.

Dokaz. V(ﬁ) je jednorozmerny vektorovy priestor (pozorovanie (e)).
Operéacia +: B x V(z@) 4B

e je dobre definovana (pozorovanie (d)),

e vlastnosti (i) a (ii) Definicie 1.6 afinného priestoru platia na jﬁ, lebo platia v celom
afinnom priestore,
e vlastnost (iii) v definicii afinného priestoru tiez plati (pozorovanie (c)).

O

Zhrnutie: Ked si na priamke p pevne zvolime bod A a nenulovy smerovy vektor u, tak mame
bijekciu medzi hodnotami parametra ¢t a bodmi priamky p:

e pre kazdé t € R je bod A + tu bodom priamky p,
e B € p je lubovolny iny bod priamky p, tak existuje jediné ¢t € R také, ze B = A + tu.

Mame tak parametrické vyjadrenie priamky, ktord je dand bodom A a vektorom u: kazdy bod
X tejto priamky mé jednoznacné vyjadrenie ako X = A + tu.

2. Priamka v afinnej rovine

2.1. Vyjadrenie priamky v rovine. Pocniic definiciou boli vSetky tvahy o priamke, jej
bodoch a smerovych vektoroch nezavislé od dimenzie afinného priestoru, v ktorom pracujeme.
A7 teraz, ked ideme parametrické vyjadrenie priamky rozpisat do suradnic, sa obmedzime na
konkrétny priestor, v tejto ¢asti to bude rovina.

Rozpisané do suradnic: ak A = (a1,a2) a u = (u1,us), potom parametrické vyjadrenie
(parametrické rovnice) priamky je

xr = a1 + uit
Yy = az + ust

Parametrické vyjadrenie priamky nie je jednoznacné, zavisi od volby bodu A a smerového
vektora u.

VETA 4.4. Pre nezndme x,y tvori mnozina vsetkych rieseni rovnice
(6) ar+by+c=0, kdea,beR, a#0 alebob#0
priamku v afinnej rovine. MnoZina rieSeni asociovanej homogénnej rovnice
ar+by =20
tvori smerovy priestor tejto priamky.
Doékaz. Rovnica (6) je riesitelnd a ma aspon dve rozne riesenia: ak a # 0, Tubovolne zvolime y a
dopocitame x.
Nech P = (p1,p2), @ = (q1, q2) st dve rozne riesenia, t.j. plati
ap1 +bps+¢c = 0
aqi +bgx +c = 0.
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Pre smerovy vektor u = Q — P priamky % plati

auy + bus =0,
t.j. je rieSenim prislusnej homogénnej rovnice. Z linearnej algebry vieme, Ze rieSenia homogénnej
rovnice ax + by = 0 tvoria jednorozmerny linedrny priestor generovany vektorom u, ide teda o
smerovy priestor priamky .

Kazdy bod tvaru P+tu (t.j. kazdy bod na priamke %) je riesenim pdvodnej (nehomogénnej)
rovnice. Ukazali sme tak, Ze ak bod lezi na priamke %, tak patri do mnoziny rieSeni rovnice (6).

Pre opa¢nd inkltziu nech R = (r1,72) vyhovuje rovnici, t.j. ary + brg + ¢ = 0. Potom R — P
vyhovuje prislusnej homogénnej rovnici, a preto R — P = cu, lebo rieSenia homogénnej rovnice
tvoria jednorozmerny vektorovy priestor. Preto R = P 4 cu € . O

VETA-DEFINICIA 4.5. Ak % C E? je priamka, potom existuje rovnica
ar+by+c=0, (a,beR, a+#0 alebo b #0)

takd, Ze mnoZina jej rieseni su presne body priamky % Tdato linedrna rovnica sa nazyva
vSeobecnou rovnicou priamky.

Dékaz. Nech n = (nq,ns) je rieSenie rovnice (q1 — p1)z + (g2 — p2)y = 0, napriklad n = (¢o —
p2,p1 — q1). Potom niz + nox — (n1p1 + naps) = 0 je hladand rovnica. O

DEFINicIA 4.6. V E? normalovym vektorom priamky nazyvame nenulovy vektor kolmy
na smer priamky.

Ak m4 priamka p vSeobecni rovnicu ax + by + ¢ = 0, potom n = (a,b) je jej normalovy
vektor.

Ako sa dopracovat k vSeobecnej rovnici priamky?

(a) Z parametrickych rovnic eliminovat parameter ¢.

(b) Ak p je dand parametricky ako A + ut, potom p je mnoZina vSetkych takych bodov X,
pre ktoré je X — A kolmé na n = u™.

(¢) Ak p je dand parametricky ako A4ut, potom njz+nsy—+c = 0 je vSeobecnd rovnica, kde
n = (n1,n2) = (u2, —u1) je normdlovy vektor priamky, a ¢len ¢ dopocitame dosadenim
bodu A.

(d) Ak (0,q) lez{ na priamke so smerom (1, k), tak

y=kx+q

je vseobecna rovnica priamky. Ide o tzv. smernicovy tvar rovnice priamky. Priamky
rovnobezné s y-osou (t.j. so smerom (0, 1)) smernicovy tvar nemaju.
(e) Ak (e,0) a (0, f) lezia na priamke p, potom

r oy
—+Z-1=0
e f
je vSeobecnd rovnica priamky. Ide o tzv. Gsekovy tvar rovnice priamky. Tento postup
funguje v pripade, ze priamka p pretina obe stiradnicové osi, t.j. nie je so ziadnou z
nich rovnobezna.
(f) Ak p je dand parametricky ako A + ut, kde A = (a1, a2) a u = (ug,us), tak

T—a;  y—ap

(VA1 (5]

je tzv. kanonicka rovnica priamky.
e najvyhodnejsie vyjadrenie priamky: obsahuje parametrické vyjadrenie aj vSeobecnt
rovnicu
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e 7Ze je to také vyhodné, pripista sa vynimka: v menovateli méze byt 0, teda kano-
nickt rovnicu ma aj priamka rovnobezna s niektorou osou
Opacny postup: prevod vSeobecnej rovnice na parametrické vyjadrenie: Nech
p: axr+by+c=0.
Néjst parametrické vyjadrenie znamena

e vyriesit rovnicu,
e nijst jeden bod na priamke a smerovy vektor.

P0OZOROVANIE. Parametrické vyjadrenie priamky (t.j. vyjadrenie priamky pomocou bodu,
ktory na nej lezi a smerového vektora) je vyhodné, ked chceme generovat body, ktoré lezia na
priamke. Vdaka parametrickému vyjadreniu Tahko priamku nacrtneme.

VsSeobecna rovnica je vyhodné, ked pre dany bod chceme overit, ¢i patri danej priamke.
Lahko tiez vidime, ¢i dve rovnice popisuju t istt priamku: napriek tomu, ze mame vela tvarov
rovnice priamky (tGsekovy, smernicovy, kanonicky), jednd sa stdle o td isti vSeobecnd rovnicu
(modulo nésobenie nenulovym redlnym ¢islom).

2.2. Kolmé premietanie v rovine a vzdialenost bodu od priamky. Situécia: dan4 je
priamka v redlnej rovine a dany je bod, ktory na nej nelezi. Chceme vypocitat vzdialenost bodu
od priamky.

Dané A, p.

e p je priamka prechddzajtica bodom A a kolma na p, kolmopremietacia priamka
bodu A na priamku p,

) AZJ; = pNpY je kolmy priemet bodu A na priamku p,

e m: B2 » p=E' A~ A7 je kolmé premietanie na priamku p.

Vzdialenost bodu A od priamky p (ozn. |Ap|) je |[AA; |, t.j. vzdialenost bodu A od jeho
kolmého priemetu na priamku p.

VETA 4.7. V E? je dand priamka p C E? a bod A. Potom pre kaZdy bod X € p, X # AZJ;
plati, Ze |AX| > |[AA7].
Dékaz. X € p Iubovolng, potom X — A = (X — A}) 4 (A — A) a z kolmosti

(X —AP = =|X - A P+ A — AP,

¢ize |AX| > \AAIﬂ. O

Teda pre bod A a priamku p vzdialenostou bodu A od priamky p (ozn. |Ap|) rozumieme
najmensiu zo vzdialenosti |[AX| pre X € p.

Vypocitame teraz vzdialenosti bodu @ = (¢1, ¢2) od priamky p: ax + by + ¢ = 0. Kolmopre-
mietacia priamka (bodu @ na priamku p) je

pé rx=q +at
y=q+0bt
Priesecnik Q;; =pN pé je bod zodpovedajici na priamke pé parametru

_aqi +bg +c
0 a? + b2

)

t.j. Qy = (q1 + ato, g2 + btg). Potom

1 lagi + bga + ¢
= |(atg, bty)| = 1/a?t2 + b2t = .
QQ; | = |(ato, bto)| = /a3 + b13 e
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2.3. Uhol dvoch priamok. Uhol priamok — cez uhol ich smerovych vektorov (vid Defini-
cia 3.22) Nech u je nenulovy smerovy vektor priamky p a v je nenulovy smerovy vektor priamky
g. Potom aj —v je smerovy vektor priamky ¢, no uhly Zuv a Zu(—v) spravidla zhodné nebudd.
Pod uhlom priamok budeme rozumiet mensi z tychto dvoch uhlov, teda
u- vl

Apg = ————.
PP T v

Dokaz korektnosti definicie. Ak u resp. v je nenulovy smerovy vektor priamky p resp. ¢ a nech
c,d € R*. Potom
lcu-dv| _ ledf[(w) - (v)] _ |u-v|

lew[ vl el Tl [dl {[v[l— [full vl

Tiez plati, ze

0<M<1

=l {vl
a 7e rovnica
u- vl
CoST = ————
[[ull ]|
maé na intervale <O, g> prave jedno riesenie. O

PozNAMKA 4.8. Uhol dvoch priamok je redlne ¢islo v intervale [0, 7], nie ¢ast roviny (ako
zrejme poznéte pojem uhla zo ZS/SS).

3. Priamka a rovina v E?

3.1. Priamka parametricky. Parametrické vyjadrenie priamky, ktora je dand bodom A
a vektorom u funguje aj v trojrozmernom priestore, (a vlastne v Iubovolnerozmernom): pre
lubovolny bod X priamky existuje jednoznacné t € R také, ze X = A + tu. Rozpisané do
suradnic: ak A = (a1, a9,a3) a u = (u, ug, us), potom
T =aj +ut
Y = ag + ust
z = a3 + ugt.

PRIKLAD 4.9. Ak chceme overit, & bod P leZi na priamke prechadzajiicej bodmi A, B, médme
moznosti:

e cez parametrické vyjadrenie priamky
e cez linedrnu zavislost vektorov

3.2. Rovina. Na druhej strane skiimajme struktiru rieseni linedrnej rovnice o troch ne-
znamych

(7) ax +by +cz+d=0,

kde aspori jeden jeden z linedrnych koeficientov je nenulovy. Nech P a @) s rieSeniami (7). Potom
vektor () — P je rieSenim homogénnej rovnice

ax +by+cz=0.

Ak P je rieSenim nehomogénnej rovnice (7) a u je rieSenim prislusnej homogénnej rovnice, potom
bod @ = P + u je tiez rieSenim rovnice (7).

Z uvedeného uz vyplyva, ze ak P je jedno riesenie (7) a vektory u,v generuji priestor
rieSen{ prislusnej homogénnej rovnice, potom mnozina P 4 (u,v) je mnozinou vSetkych rieseni
rovnice (7).
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Mnozina P + (u,v), kde P € E a u, v s linedrne nezdvislé vektory, je rovina. Podpriestor
generovany vektormi u, v sa nazyva smerovym priestorom roviny alebo tiez smerom, jeho
vektory st smerovymi vektormi roviny.

DErFINiciA 4.10. Body leziace v spolocnej rovine nazyvame koplanarne. (Formélnejsim
jazykom: Aq, A, ... su koplandrne, ak existuje rovina « takd, ze 41 € a, As € o0, ... .)

Rovinu si m6zeme definovat aj podobne, ako sme si definovali priamku: Nech P,Q,R € E
st nekolinearne body. Rovina urcend bodmi P, @, R je mnozina

{MP +MQ + R | A, A, 2 €R, Mg+ A1 + A2 =1}
Tato mnozina je totozna s mnozinou
{P+XM(Q@—-P)+XR—-P)| M, 2eR}=P+(Q—P,R—P),
a teda nase dve definicie roviny st ekvivalentné.
Zapis roviny ako mnoziny
{P+su+tv]s,teR}

je uz jej parametrickym vyjadrenim:

T =1p1 +us+ vt

Y = p2 + u2s + vat

z = p3 + u3s + vst.

Rovnica ax + by + cz + d = 0 takd, Ze rovina P + (u, v) je presne mnozinou jej rieseni, sa
nazyva jej vSeobecnou rovnicou.

Prechod od vseobecnej rovnice k parametrickému vyjadreniu:

(1) N4jst jedno (lubovolné) riesenie P vSeobecnej rovnice
(2) N4jst vSetky rieSenia zodpovedajicej homogénnej rovnice, t.j. najst dva linedrne neza-
vislé vektory u a v, ktoré generuju priestor rieseni homogénnej rovnice.

Parametrické vyjadrenie roviny je potom P + su + tv.

N&jdenie vSeobecnej rovnice roviny:

(a) Eliminujeme parametre z parametrického vyjadrenia. Funguje vzdy, no nemusf to byt
najefektivnejsia metdda.

(b) Ak je rovina dand P + su + tv, pre linedrne koeficienty hladanej vSeobecnej rovnice
musi platit:

auy + bug + cug =0 kde (u1,uz,u3) =u
avy +bvg +cvg =0  kde (v1,v9,v3) =V,

teda (a,b,c) je vektor kolmy na u aj v a ndjdeme ho ako ortogondlny doplnok (u,v)
alebo ako vektorovy stic¢in ux v (kazdy si ndjde svoj oblubeny spdsob). Vektor (a, b, ¢) sa
nazyva normalovym vektorom roviny. Je to vektor kolmy na smer roviny alebo inak:
vektor generujuci ortogonalny doplnok smeru roviny. Na zaver absolutny koeficient d
dopocitame dosadenim P do vseobecnej rovnice.
(¢) Ak (p,0,0),(0,q,0),(0,0,7) lezia v rovine, potom jej rovnica je

Ti¥Z g

p q T
Ide o tzv. tsekovy tvar rovnice roviny.

A7 na nasobenie konStantou je vSeobecnd rovnica roviny jednoznacnd, kedze normélovy
vektor je urceny jednoznacne az na nasobenie konstantou.
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3.3. Priamka vSeobecnymi rovnicami. Priamka je priese¢nica dvoch rovin, preto pre
jej popisanie potrebujeme dve rovnice:

ax+biy+ciz+di =0
a2x+b2y+022+d2:0

kde (a1,b1,¢1) a (asz,be, ca) st linedrne nezavislé vektory. Tieto rovnice nie st jednoznacéné.

e Algebraicky pohlad: ak mnozina bodov je rieSenim dvoch rovnic, je rieSenim aj ITubo-
volnej inej rovnice, ktori dostaneme ako kombinaciu pévodnych dvoch rovnic. Kazda
nezavislad dvojica takychto rovnic mé ti isti mnozinu rieseni.

e Geometricky pohlad: existuje nekonec¢ne vela rovin prechddzajicuch danou priamkou.
Staci z nich vybrat Tubovolné dve, a tie uz dant priamku jednoznac¢ne urcuji. Ich
rovnice spolu tvoria ststavu vSeobecnych rovnic priamky.

Prechod od vSeobecnych rovnic ku parametrickému vyjadreniu: ako v pripade roviny v E? alebo
priamky v E2.

Prechod od parametrickych rovnic k vSeobecnym rovniciam:

(a) Geometricky hladdme dve roviny prechddzajice danou priamkou. Ak u je smerovy
vektor priamky, tak normélové vektory hladanych rovin st kolmé na u. Treba teda najst
ortogonalny doplnok (u)* = (v,w) a vtedy v, w uréuji linedrne koeficienty hladanych
rovnic. Absolutne ¢leny dopocitame dosadenim bodu priamky.

(b) Vypoctovo najjednoduchsie: v jednej z parametrickych rovnic (dokopy st tri, pre kazdi
suradnicu jedna) si vyjadrime parameter a dosadime do zvysnych dvoch.

(c) Specialny tvar vSeobecnych rovnic: kanonické rovnice:

Tr — ap 7y—a272—a3
)

Uy U2 us
kde A = (a1, a2,as3) je bod na priamke a u = (u1, uz,u3) je jej smerovy vektor. Znovu
sa vynimoc¢ne pripasta nula v menovateli.
PrikLAD 4.11. Ukézte, e body M = (—3,-3,7), N = (—5,2,2) leZia v rovine urcenej
bodmi A = (2,1,3),B = (2,4,0),C = (—3,0,4) a najdite vSeobecni rovnicu priamky MN v
afinnej siradnicovej sistave (A, B — A,C — A).

3.4. Premietanie do roviny, vzdialenost bodu od roviny. Podobne ako pri premietan{
na priamku v rovine chceme teraz premietnut v E? bod do roviny a tento priemet pouzit na
vypocet vzdialenosti pévodného bodu od danej roviny. Podobne znovu bude platit, ze ze pre
dany bod P je jeho priemet do roviny najblizsim bodom k P zo vsetkych bodov v tejto rovine.

Dan4 je rovina a v redlnom trojrozmernom priestore E3 a dany je bod P, ktory v nej nelezi.
e aF je priamka prechddzajica bodom P a kolmd na «, kolmopremietacia priamka
bodu P do roviny a,

e Pl =anas je kolmy priemet bodu P do roviny «,
o m: E3 - a = E2? P+ Pl je kolmé premietanie do roviny a.

Vzdialenost bodu P od roviny « (ozn. |Pal) je |PPy|, t.j. vzdialenost bodu P od jeho
kolmého priemetu do roviny a.

VETA 4.12. Nech P € E? je bod a o C E? je rovina. Potom pre kaZdy bod X € a, X # Pt
plati, Ze |PX| > |PPL|.
Dokaz. Dokazuje sa presne tak isto, ako v pripade premietania bodu na priamku. O

TVRDENIE 4.13. Nech P = (p1,p2,p3) € E3 je bod a o C E3 je rovina so vieobecnou rovnicou
ax+by+cz+d=0.
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Potom

lap1 + bpz + cp3 + d|

va?z + b2+ c?

Dokaz. Dokazuje sa presne tak isto, ako analogické tvrdenie pre vzdialenost bodu od priamky v
E2. du. O

|PPy| =

4. Podpriestory afinného priestoru
4.1. Definicia a parametrické vyjadrenie. Podpriestor afinného priestoru je zovseobec-
nenim pojmu priamky a roviny v E? alebo E3.

POzZNAMKA 4.14. Mnohé z nasledovnych konstrukeii sa daji vykonat aj v Tubovolnom afin-
nom priestore. Euklidovsky priestor zac¢ina byt nutny, ked potrebujeme kolmost, vzdialenost
bodov a podobne.

DEFIN{ciA 4.15. Nech P € E™ anech uy, . . ., u,, su linedrne nezavislé vektory z V(E™) = R™.
Potom

o= {P—I—t1u1—|—+tmum |t1,...,ﬁm ER} :P—l—(ul,...,um) cE"
je afinny podpriestor (niekedy tiez linedrna varieta) priestoru E™.

Priestor (uy,...,u,,) sa nazyva smerom (smerovym priestorom) podpriestoru «, ozna-
¢ujeme ho tiez V(). Vektory priestoru V(«) voldme smerovymi vektormi podpriestoru a.

Dimenzia (rozmer) podpriestoru « je dim « := dim V().

Vieme uz, Ze jednorozmerny afinny priestor sa nazyva priamka, dvojrozmerny zas rovina.

Zrejme kazdy afinny podpriestor je neprazdny, lebo v oznaceni z definicie mame, ze P € a.
Afinny podpriestor mézme vnimat ako umiestnenie podpriestoru vektorového priestoru R™ do
bodu P v priestore E™.

Z definicie (afinného) podpriestoru hned dostdvame aj jeho parametrické vyjadrenie

r1 =p1 tuts + .. Unil,

To = p2 + uroty + .. Upaty

Ty = Pn T Uint1 + - Umnntm.
DEFINicIA 4.16. Body Py, Py, ..., P, st afinne nezavislé, ak vektory P, — Py, ..., P — P
st linedrne nezavislé.
Pre m = n to znamen4, ze body Py, P,..., P, su afinne nezévislé prave vtedy, ked tvoria
barycentricky stradnicovy systém.

PRIKLAD 4.17.

Py, P; st afinne nezavislé, ked si rozne.
Py, P, P> st afinne nezavislé, ked nie st kolinedrne.
Py, P, P>, P3 st afinne nezavislé, ked nie st koplanarne.

Py, P1,..., P, st afinne nezavislé, ked neexistuje afinny podpriestor dimenzie mensej
ako m, ktory by ich vSetky obsahoval.

Podobne, ako sme mali v pripade priamky a roviny, mézme afinny podpriestor charakteri-
zovat ako mnozinu vSetkych afinnych kombindacii danych afinne nezavislych bodov:
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TVRDENIE 4.18. Nech Py, P, ..., P, € E" si afinne nezdvislé. Potom
(Po, Pry.. s Py ={ M Po+ MPi+ -+ AP [N ER, Mg+ A1+ + X, =1}
je m-rozmerny afinny podpriestor E™.
Doékaz. Oznacme
U=(P—Py,P,—Py,...,P, — Fy),
teda U je m-rozmerny vektorovy priestor. Overime, ze

(Py,Py,...,Py) =Py +U.

Nech Q € Py + U, teda

Q = Py+MP1—Py)++ (P — P)
I=M—...=2An)Py+ P+ 4+ APy
teda Q € (Py, P1, ..., Py). Presne tak isto ukdzeme aj druht inklaziu. O

TVRDENIE 4.19. Nech o« = P+ U.

(i) Ak Q € «, potom o = Q 4+ U, t.j. bod P nie je nijak vgnimocny.
(ii)) U={R-Q | Q,R € a}, t.j. u je smerovy vektor o prave vtedy, ked u = R — Q pre
nejaké Q, R € a.
(i) « je afinngm priestorom.

Dékaz. (i) Nech @ = P+u. Potom Q +U = P+u+ U = P+ U. Komu to nie je zjavné, moze
si detailne dokézat dve inkluizie.
(ii) Treba overit dve implikacie:
e ak u € U, potom u mé v podpriestore a umiestnenie, t.j. existuji body Q, R € «, ze
u=R-— Q7
e ak u= R — @ pre nejaké body @, R € «, potom u € U,
¢o je len trividlne prepisovanie definicie afinného podpriestoru.

(iii) Treba si spomentt na definiciu afinného priestoru, potom tvrdenie hned vyplynie z uz
dokézaného. 0

TVRDENIE 4.20. Neprdzdna mnozZina o C E™ je podpriestor E™ prdave vtedy, ked s kazZdymi
dvoma réznymi bodmi obsahuje celd priamku nimi uréend.

Dokaz. Nech « je afinny podpriestor E™. Nech A, Bea=P+U,tj. A=P+ua B=P+v,
kde u,v € U. Potom pre C € E, C=A+tB - A) mame

C=P+((1-thu+tv)
a tento bod zrejme lezi v a.

Nech teraz naopak neprazdna mnozina o ma vlastnost, ze s kazdymi dvoma réznymi bodmi
obsahuje celtd priamku. Nech P je pevne zvoleny bod v . Uvazujme mnozinu vektorov

U={Q-P|Qeca}.
Ukézeme, ze U je vektorovy podpriestor R™ = V(E™), ¢o potom bude znamenat, ze « = P+ U,
teda Ze « je podpriestor E™.
e Jezrejmé, ze U #0,lebo0=P—-PecU.

e Nech u € U, To znamend, ze existuje @ € « taky, ze @ = P + u. Na priamke %
zoberme bod R = P+ A(Q — P). Potom R — P = Au, ¢ize Au € U.
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e Nech u,v € U, teda v « existuju body @, R také, ze Q = P+ua R= P+ v. Na

priamke m mame bod %(Q + R) € « a teda vektor %(Q +R)—P= %(u—i—v) eU.Z
uz ukdzaného potom mame, ze u+v € U

4.2. Vseobecné rovnice afinného podpriestoru. Uvazujme stustavu

a1171 + a12T2 + -+ A1pTn = by
(2171 + G22%2 + -+ + A2 Ty, = by
Am1T1 + GmaX2 + -+ AmpTn = bm
pre nezname xq,...,x,. Skratene budeme ststavu zapisovat Ax = b.

TVRDENIE 4.21. Nech sustava Ax = b md riesenie. Potom vsetky jej riesenia tvoria pod-
priestor v E™.

Dokaz. Nech P je riesenie sistavy. Homogénna ststava Ax = 0 je rieSitelna, jej riesenim je
vektorovy priestor U. Presne tak ako v pripade priamky a roviny sa presved¢ime, ze riesenia
nehomogénnej stistavy tvoria mnozinu P + U, ktora je podpriestorom E™. O

VETA 4.22. Nech a C E™ je podpriestor. Potom existuje sustava rovnic, ktorej riesenim je
presne o.

Doékaz. Nech o = P + (uy,...u,). Ortogondlny doplnok priestoru V(«) ndjdeme ako riesSenie
sustavy (y = (Y1, ¥2, - - -,Yn) je neznima)

u -y=0
u -y =0
u.-y=0

Nech V(a)t = (a,...a,,). Potom Ax = 0 je ststava, ktorej riesenim je V(a) = (uy,...u,).
Pravi stranu stustavy dopocitame dosadenim stradnic bodu P. O

DEFINicIA 4.23. Sudistavou vSeobecnych rovnic podpriestoru a budeme rozumiet kazdu

linearne nezavisla sustavu rovnic Ax = b, ktortu splnaju presne vsetky body a.

7 dokazu vyplyva vztah medzi poctom rovnic a dimenziou podpriestoru: ak ststava Ax =b o
n neznamych x1, ..., x, pozostdva z m nezdvislych rovnic a je riesitelnd, tak rieSenim je (n —m)-
rozmerny afinny podpriestor.

Specidlne podpriestory: priamka a nadrovina.

DEFINfCIA 4.24. Ak dimenzia o C E" je n — 1, tak « sa nazyva nadrovina. Je urcen
jednou vseobecnou rovnicou

a1x1 + agxe + -+ apx, = b, (kde (a1,as,...,a,) # (0,0,...,0))
a vtedy vektor (aq,...,a,) sa nazyva normalovym vektorom nadroviny «, ide o vektor kolmy

na smer nadroviny a.

Kazdy podpriestor v E" je prienikom nadrovin.
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DEFINfciA 4.25. Kanonickymi rovnicami priamky p: P + (u) C E" nazyvame vyjad-
renie

Uy Uz Up
kde u = (uy,u2,...,up) a P = (p1,p2,---,Pn).

1 —p1 X2 —pP2 _ Tn — Pn
)

4.3. Prienik a vzajomna poloha afinnych podpriestorov.

TVRDENIE 4.26. Nech o, C E™ si podpriestory. Ak a0 3 # 0, potom je a N B tieZ
podpriestorom E™ a plati

V(ienpg)=V(a)NV(p).
Dokaz. Potrebujeme ukézat dve inkltzie v rovnosti an g =P+ (V(a) NV (f)), kde P € an .

Zapiseme a = P+ V(a)a =P+ V(). AkQ € anp, tak @ = P+u, kde u € V(a), a
tiez Q = P + v, kde v € V(). Teda u = v. Odtial vyplyva, ze Q € P+ (V(a) NV (B)).

Opacna inklizia je zrejma. O
TVRDENIE 4.27. Nech V(a) C V(B). Ak an B # 0, potom a C f3.
Dokaz. Ak P € an @, potom a =P+ V(a)a =P+ V(B). Odtial je uz t4 inklizia jasnd. O

Pre vySetrovanie vzajomnej polohy podpriestorov « a [ je uzitocné uvazovat dve kritéria:

(1) V() € V(B) alebo V(5) C V(«), vtedy hovorime, Ze a a 8 st rovnobezné, a || 5,
inak nie st rovnobezné, a }f 5

(2) anp =0, vtedy hovorime, ze « a (8 st disjunktné alebo Ze sa nepretinaji. V opacnom
pripade hovorime, Ze « a § sa pretinaja.

Dostaneme tak styri moznosti pre vzajomnu polohu podpriestorov a a 3:

inklizia (o C B alebo a D )

prava rovnobeznost (V(a) C V(B) alebo V(o) D V(B) a anf=0)
roznobeznost (aN B # 0 a dim(V(a) NV (B)) < min{dim V(«),dim V(3)})
mimobeZnost (N B =0 adim(V(a) NV (8)) < min{dim V(a),dim V(8)})

Ak chceme teda zistit vzajomna polohu dvoch afinnych podpriestorov, budeme hladat ich spo-
lo¢né body a vektory.






KAPITOLA 5

Zhodnosti

1. Niektoré invarianty afinnych transformacii

Videli sme: posunutia s operédciou skladania zobrazeni tvoria grupu:

zlozenim posunuti je posunutie,

skladanie posunuti (vSeobecne akychkolvek zobrazeni) je asociativne,

neutralnym prvkom je identita, ¢o je posunutie pozdlz nulového vektora,

inverznym zobrazenim k posunutiu pozdiz vektora u je posunutie pozdiz vektora —u.

Napriklad posunutia v euklidovskej rovine tak tvoria td istd grupu ako vektory v RZ s
operaciou scitania vektorov.

DEFINicIA 5.1. Nech f: E® — E™ je afinnd transformécia. Ak pre podpriestor a@ C E"
plati, Ze f(a) C «, potom « nazyvame (invariantnym (samodruZznym) podpriestorom).
Ak navyse pre kazdy bod A podpriestoru « plati, ze f(A) = A, potom hovorime, Ze « je bodovo
samodruzny podpriestor.

DEFINicIA 5.2. Nech f: E® — E" je afinnd transformicia. Ak pre nenulovy vektor u €
V(E™) = R” plati, Ze Df(u) = Au pre nejaké A\ € R, potom (u) (t.j. vektorovy podpriestor
generovany vektorom u) nazgyvame invariantnym (samodruznym) smerom. Cislo A vtedy
nazyvame vlastnym ¢&islom (vlastnou hodnotou) zobrazenia f prislichajicim samodruz-
nému smeru (u). Vektor u tiez voldme vlastnym vektorom zobrazenia.

PRrIKLAD 5.3. Posunutie v E? dané vektorom u:

e samodruzné body: Ziadne,
e samodruzné priamky: vSetky priamky so smerovym vektorom u,
e samodruzné smery: vsetky smery

1.1. Hladanie invariantnych bodov, smerov, podpriestorov. Pre skiimanie invarian-
tov afinnych zobrazeni vSeobecne je uzito¢né pozriet sa blizSie na maticu afinnej transformécie.
Ak f je afinna transformécia E2, jej matica Ay ma tvar

a1 ai2 aio
Af= 21 G22 G20

0 0 1

Bod so sturadnicami (pq, p2) zobrazi f takto:

Y41 a1l G2 aig p1 a11p1 + ai2p2 + aio
D2 — a1 G2 G20 P2 = a21P1 + ag2p2 + ago )
1 0 0 1 1 1

f(p1,p2) = (@11p1 + a12p2 + a10, a21p1 + a22p2 + ago).

41
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Pozrime sa, ako vyzerd matica Df (uzitoéné pre skiimanie invariantych smerov zobrazenia):

1 ail 0 ai12
Af 0 = a1 s Af 1 = a922
0 0 0 0

Cize zobrazenie D f ma maticu
ail a2
Apy = .
/ ( as1  as )
Vidime, Ze je to podmatica Ay, ktord ziskame vynechanim posledného riadku a posledného
stipca.

Vsetky tieto ivahy sa daju tplne rovnako previest aj pre n-rozmerny priestor, a tak vidime,
Ze pre afinni transforméciu f: E” — E" s (n+ 1) x (n + 1) maticou

A a
Af:( (l)jf 1)

je n x n podmatica Ap¢ maticou vektorovej zlozky D f zobrazenia f.

Hladanie invariantnych bodov je lahké. Pre transformaciu f: E* — E"™ s maticou Ay hla-
dame také body X = (z1,...,z,), Ze f(X) = X. Maticovo:

Axx =x,
kde x je stlpcovd matica (z; ... x, 1)T. Toto je stistava n linedrnych rovnic o n nezndmych
Z1,...,Z, (v poslednom riadku je rovnost 1 = 1, preto je rovnic naozaj len n).

Hladanie invariantnych smerov je trosticka komplikovanejsie. Z matice A si zoberieme pod-
maticu Apy popisujicu asociované zobrazenie vektorovych priestorov. Chceme teraz néjst také
vektory u € R"™, pre ktoré plati, Zze D f(u) = Au pre nejaké A € R. Maticovo:

ADf'll = )\u

(tu u je stipcové matica obsahujtica stradnice vektora u). Posledni rovnost upravime (I, je
jednotkovd m x n matica):

(Apf — AL,)u=0.
Tu u je nenulovy vektor a Apys— AL, je Stvorcova matica. Ak ju vhimame ako maticu zobrazenia,
tak obrazom nenulového vektora moéze byt nulovy vektor prave vtedy, ked toto zobrazenie nie je
injektivne, ¢o je ekvivalentné podmienke, zZe

(8) |Aps — AL,| = 0.

Toto je rovnica s neznamou A, ktoru nazyvame charakteristickou rovnicou linearneho zobra-
zenia Df, tiez matice Apy. Polyném na Iavej strane rovnosti (8) tiez nazyvame charakteris-
tickym polynémom linedrneho zobrazenia D f aj matice Apy.

Pomocou rovnice (8) tak vypoc¢itame vlastné hodnoty zobrazenia f, budi to korene Aq, ..., A,
charakteristickej rovnice. Pre kazdu vlastni hodnotu A; potom vypocitame zodpovedajici sa-
modruzny vektor ako netrividlne riesenie stistavy linedrnych rovnic

(ADf — )\iIn)ll =0
S neznamymi uy, . . ., Uy.

Hladanie invariantnych (afinnych) podpriestorov uz moze byt dost naro¢né. Obmedzime sa
preto len na hladanie invariantnych priamok.

Ak je priamka p invariantnd vzhladom na transforméciu f, potom pre body A, B € p, A # B
plati, ze f(A), f(B) € p a preto f(B) — f(A) € (B — A). Teda smer priamky p musi byt tiez
samodruzny. Takze najprv ndjdeme samodruzné smery transformécie a potom sa ku kazdému
smeru snazime ndajst priamku, ktora by bola samodruzni. K tomu ndm pomoéze si uvedomit
(tak ako v priklade o posunuti na zaciatku kapitoly), ze ak priamka p je samodruznd, tak pre
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kazdy bod X € p plati, ze f(X) — X je nejaky smerovy vektor priamky (ktory zéroven urcuje
samodruzny smer zobrazenia). Cize ak (u) (u # 0) je samodruzny smer, tak riesime ststavu
rovnic
f(X)—X=cu
s nezndmymi x1, ..., T,, ¢, kde x1,. .., x, su siradnice bodu X (pozor, ¢ nie je vlastna hodnotal)
alebo ekvivalentne
(Af —I,41)x = cu

2. Afinity E™ tvoria grupu

Afinné transforméacie E? netvoria grupu, napriklad premietanie na x-os (a,b) — (a,0) nema
inverzny prvok. Ak by sme sa vSak obmedzili len na bijektivne transformdcie (tzv. afinity), tie
uz grupu tvoria, o ¢om sa hned presvedcime.

Nech f je afinita E?, t.j. bijekt{vne zobrazenie. Presved¢ili sme sa (Tvrdenie 2.20 v ¢asti
o afinnych zobrazeniach), Ze toto je ekvivalentné faktu, Ze asociované zobrazenie vektorového
priestoru do seba Df: V(E2?) — V(E?) je bijektivne.

Linedrne zobrazenie vektorovych priestorov je bijektivne prave vtedy, ked jeho matica je
reguldrna. V tomto pripade teda méme, Ze [Apy| # 0. Lahko sa presvedéime, Ze |[Af| = [Apy|.
Nasli sme tak kritérium, kedy je afinna transformacia afinitou:

TVRDENIE 5.4. Nech f: E" — E" je afinnd transformdcia a nech je Ay jej matica. Potom
je f afinitou prave vtedy, ked je matica Ay reguldrna.

Dokaz. Dokaz pre n = 2 sme si prave predviedli. Pre lubovolné n dokaz vyzera tak isto. O

D4 sa samozrejme skiimat Struktira grupy vsetkych afinit. My sa ale obmedzime na mensiu,
velmi dolezita podgrupu.

3. Zhodnosti tvoria podgrupu afinit
Okrem invariantych bodov, priamok, smerov... moézme uvazovat este aj iné invarianty afin-
nych zobrazeni. Tak v tejto Casti sa zameriame na novy invariant: vzdialenost bodov.

DEFINICIA 5.5. Zobrazenie f: E™ — E™ sa nazyva zhodnost (izometria), ak pre lubovolné
body X,Y € E™ plati, ze |f(X)f(Y)| = |XY|

VETA 5.6. KazZdd zhodnost euklidovského priestoru je jeho afinitou.

Dokaz. Zobrazenie f: E™ — E” je afinné, ked zachovava afinné kominacie bodov, t.j. ked pre
Iubovolné Py,...P. € E™ a Xg..., A\, € R také, ze >.._, \; = 1, plat

(9) f (Z /\iPi> =Y NS (P).
i=0 i=0

Podla Vety 2.12 staci ukéazat, ze zobrazenie zachovava afinné kombinacie dvojic bodov, t.j. Ze
pre Tubovolné rozne Py, P, € E™ plati

F(= NP+ AP) = (1= A)f(Po) + Af(F).

Ozna¢me X = (1 — A\)Py + AP;. Nech X # Py, X # P; (ak by nastala niektord z rovnosti,
niet ¢o dokazovat). Potom body Py, P1, X su kolinedrne a tak urcite nastane jedna z moznosti

[ |POP1| = |POX|+‘XP1|,

o |PX|=|PPi|+|PX],
o |PLX| = |P Py + |PoX].
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KedZe f je zhodnost, ten isty vztah bude platit aj pre f(P), f(P1), f(X), a teda si aj tieto
body kolinearne. Navyse analyzou kazdej z moznosti o usporiadani tychto bodov na spolocnej
priamke zistime, ze f(X) = (1 = A)f(FPo) + Af(P1).

Ukazali sme, ze zobrazenie f je afinné. Potrebujeme este ukazat, ze f je bijektivne.

Zo separacnej vlastnosti metriky mame, 7e ak A # B, potom |AB| # 0, teda | f(A) f(B)| # 0,
a tak aj f(A) # f(B). Ukdzali sme, Ze zhodnost f je injektivne zobrazenie. Z Tvrdenia 2.20 je
potom aj D f injektivne. Kedze D f je transformécia vektorového priestoru R™, z linedrnej algebry

vieme, ze vdaka injektivnosti je D f aj surjektivne, a teda znovu z Tvrdenia 2.20 je f surjektivne.
O

Mozme to teraz zhrnit aj tak, Ze zhodnost je takd afinita E™, pre ktorud je vzdialenost bodov
invariantom.
VETA 5.7. Mnozina vsetkych izometrii na E™ spolu s operdciou skladania zobrazeni tvori

grupu.

Dokaz. Potrebujeme overit, ze

(i) identita je zhodnost,
(ii) zloZenie dvoch zhodnosti je zhodnost,
(iii) inverznd afinita k zhodnosti je tiez zhodnost.

(i) je zrejmé.
(ii) Nech f,g: E™ — E" st zhodnosti. Potom pre X,Y € E™ plati
[(feg)(X)(feg)(Y)| = 1f(g(X))f(g(Y)] = lg(X)g(Y)| = |XY],
teda f o g je zhodnost.

(iii) Nech f je zhodnost a f~! je k nej inverznd afinita. Pre kazdé X € E™ oznaéme X' =
f(X), teda plati, ze X = f~1(X’). Potom

XTI = XY = X f(Y)] = XY,
preto f~! je zhodnost. O
DEFINicIA 5.8. Grupa izometrii euklidovského priestoru E™ sa nazyva euklidovska grupa,

ozn. E(n).

4. Ktoré afinity st izometriami — kritérium

VETA 5.9. Afinita f: E™ — E" je zhodnost prive vtedy, ked Df: R™ — R™ zachovdva
skaldrny sucin.

Doékaz. Nech je f zhodnost. Nech u,v € R" st Tubovolné vektory. Potrebujeme ukazat, ze

Df(u)-Df(v)=u-v.

Vsimnime si najprv, Zze pre fubovolny vektor w, ak Y — X = w je jeho umiestnenie, tak z faktu,
ze f je zhodnost, vyplyva

IDf(w)|* = Df(w)- Df(w) = Df(Y = X) - Df(Y = X) = (f(Y) = f(X)) - (f(Y) = f(X))
=fXOfMP=XYP = -X) (Y - X) =w-w= ||,

teda Df zachovava dlzky vektorov. Potom z Tvrdenia 3.7
1 2 2 2
w-v =S (flut v = fuf” = v][%).

uz dostaneme, ze D f zachovava skalarny sucin.
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Nech teraz naopak D f zachovava skalarny sucin. Potom pre Tubovolné XY € E™ plati

X)) = lFY) = f(X = DAY = X))
— VDIV —X)- DY - X) = JIV-X)- (Y - X)
1Y = X|| = |XY],
¢ize f je zhodnost. O

Linearne zobrazenie vektorového priestoru do seba, ktoré zachovava skalarny sucin, sa nazyva
ortogonalne.

VETA 5.10. Nech p: R™ — R" je linedrne zobrazenie vektorovych priestorov. Nasledujice
turdenia su ekvivalentné:

(i) o je ortogondlne (t.j. zachovdva skaldrny sicin),
(ii) ¢ zobrazuje ortonormdlnu bdzu na ortonormdlnu bdzu,
(iii) ATA, =1, kde A, je matica zobrazenia ¢ (vzhladom na ortonormdlnu bizu).

PozNAMKA 5.11. Pre zjednoduSenie zépisov budeme pouzivat symbol &;; (i,j € N), tzv.
Kroneckerovo delta:
{ 1 aki=3j
(57;]‘ =

0 aki#j

Dékaz. (i) = (ii): Nech ¢ je ortogondlne a nech uj, us,...,u, je ortonormélna baza. Potom pre
(u;) a p(u;) plati

e(u;) - p(u;) =u; - u; = bij,
teda vektory ¢(u;) (i =1,...,n) tvoria ortonormélnu bazu R™.

(ii) = (i): Nech pre ortonormélnu bdzu uj,us,...,u, je aj biza ¢(uy), p(uz),..., ()
ortonormélna. Vidime, ze ¢ zachovava skaldrny sucéin na tejto baze. Predvedieme si, ze potom
uz z bilinearity skalarneho sucinu vyplyva, ze sa zachovava na vsetkych vektoroch. Kazdy vektor
vieme zapisaf ako linedrnu kombinaciu bazy. Ak v =", viu;, w=)_ ; wju;, potom

¢<Zviui>'<ﬁ ijuj = <Z'Ui90(ui)>' ijw(uj)

p(v) - p(w)

S WTRHEINED 3) S Dot B ot
i i i J
= v-w.
(ii) = (iii): Stipce matice A, obsahujii stradnice vektorov ¢(e;). V matici ATA, preto
mame na ij-tej pozicii skaldrny sicin ¢(e;) - ¢(e;):
(ATA,)ij = ple:) - o(e;) = bij,
(posledné rovnost vyplyva z (ii)), ¢ize AgAy, =1,.

(i) = (ii): Ak ATA, =1,,, tak z pozicie na i-tom riadku a j-tom stIpci mame, ze p(e;) -
p(e;) = d;5, a teda p(e1),...,¢(e,) je ortonormélna béza R™. O

DOSLEDOK. Obrazom kartezidnskej sustavy stradnic v izometrii je kartezidnska sistava
suradnic.

Dékaz. Nech f je izometria E". Nech (O,ey,...,e,) je kartezidnska sdiradnicovd stistava. Jej
obrazom je (n+1)-tica (f(O), Df(e1),...,Df(e,)), kde Df(e1),..., Df(ey) je tiez ortonormélna
béaza, lebo Df je ortogonalne zobrazenie. O
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TVRDENIE 5.12. Vsetky ortogondlne zobrazenia R™ — R™ tvoria grupu, ktord sa nazyva
ortogondlna grupa, ozn. O(n)

Dokaz. Identita (ako neutrdlny prvok vzhladom na skladanie ortogondlnych zobrazeni) je zrejme
ortogonalne zobrazenie.

Nech ¢, 1 st ortogondlne zobrazenia s maticami A, A,,. Pre maticu zobrazenia 1) o ¢ plati,
ze Ayo, = AyA,. Preto

Al Ayo, = (ApA,) (AyA,) = ATATA A, = ATA, =1,

teda 1) o ¢ je tiez ortogonalne zobrazenie.

op

Nech ¢! je inverzné zobrazenie k ortogondlnemu zobrazeniu . Vieme uz, ze A, = A;l.
Potom

T -1
L, = AJA, | A
—1 _ T —1\T
A0 = Aj | (A7)
—I\TpA-1 _ —I\TAT _ -1\T _
(A7) A = (AJ) A, = (AAL) = L
Takze inverzné zobrazenie k ortogondlnemu je tiez ortogonalne. O

PRIKLAD 5.13. Vieme overit, ze napriklad otodenie r roviny E? okolo bodu S je izometria.
Najprv sa pomocou Vety 5.10 presvedéime, Ze otoCenie ro okolo (0,0) je izometria. Nakoniec
otocenie r okolo S o uhol a vieme rozlozit

r=tsorgot_,

kde 5 je posunutie o vektor S — (0, 0).

5. Grupa zhodnosti E?

TVRDENIE 5.14. Nech f: E™ — E™ je zhodnost. Potom pre deteminant matice jej asociova-
ného zobrazenia D f plati
[Apys| = 1.

Dokaz. Ide o dosledok Vety 5.10. Ak f je zhodnost, tak AlijADf =1,. Potom
AL ADs| =L, =1
a na druhej strane
|ALsAps| = AL |Apy| = |Aps[*.
Odtial uz mame vysledok. O
Zhodnost f: E™ — E™ sa nazyva priama, ak [Ap¢| = 1 a nepriama, ak |[Apy¢| = —1. Inak:
zhodnost je priama, ak zachovava orientaciu priestoru.

Zrejme priame zhodnosti tvoria podgrupu vSetkych zhodnosti. (Vedeli by ste to ukdzat
formdlne?)

LEMA 5.15. Nech A, B € E? si r6zne body. MnoZina takijch bodov X v E?, e AX = BX,
tvori priamku, ktord prechddza stredom usecky AB a je kolmd na f@ Tdto priamka sa nazjva

os usecky AB.
Dokaz. da O

DEFINicIA 5.16. Nech o je priamka v E2. Stimernost podla priamky o (osova stimer-
nost) je transformécia ., euklidovskej roviny definované nasledovne:

Nech X € E2.
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e Ak X € o, potom .7, (X) = X,
e Ak X ¢ o, nech
— ox je priamka prechddzajica cez X a kolma na o
—aXt=o0nox.
Potom .7,(X) je taky bod na ox, ktory lezi v opaénej polrovine od o ako X a
[ Lo(X)XH] = [XXH].

Ekvivalentne by sme mohli obraz bodu X v stimernosti ., podla o popisat aj tak, ze .7, (X)
je taky bod, Ze o je os tsecky X.7,(X).

TVRDENIE 5.17. Osovd sumernost je nepriama zhodnost.

Dékaz. Stmernost podla z-osi .7 zobrazi bod (x1,x2) na bod (z1, —x2). Lahko sa presvedéime,
ze je to zhodnost:

|7 (a1, a2).7(b1,b2)| = |(a1, —az)(b1, —b2)| = [(a1, az) (b1, ba)|

Stumernost podla Tubovolnej osi vieme previest na simernost podla z-osi zlozenim s vhodnymi
otoceniami alebo posunutiami. Otocenia aj posunutia su tiez zhodnosti, takze vysledné zobra-
zenie je zhodnost.

Posunutie aj otocenie sii priame zhodnosti, kedze determinanty matic tychto zobrazeni su
rovné 1. Simernost podla z-osi je zas nepriama zhodnost. ZloZenie jednej nepriamej a viacerych
priamych zhodnost{ je nepriama zhodnost (z vlastnosti determinantu sié¢inu matic). O

POzZNAMKA 5.18. Pre osovi stimernost . zrejme plati, ze . o .¥ = id. Takéto zobrazenie
sa nazyva involicia.

VETA 5.19. Kazdd zhodnost euklidovskej roviny sa dd napisat ako zloZenie nanajvys troch
osovych sumernosti.

Dékaz. Nech f je dand zhodnost. Nech A, B, C' su tri nekolinedrne body. Néjdeme nanjvys tri
osové sumernosti .7, %%, .5 také, ze pre ich zlozenie

S = yg o 56 o yl
(pripadne bude .# zloZenim menej ako 3 stimernosti) bude platit
S(A)=f(4), Z(B)=[f(B), Z(C)=/[f(C).

Potom z Dosledku Vety 2.19 o urcenosti afinného zobrazenia vyplyva, ze . a f je to isté
zobrazenie.

Kedze f je zhodnost, tak pre body A, B, C plati, ze

|F(A)f(B)| = [ABJ, [f(B)f(C)l=I[BCl|, [f(A)f(C)]=|AC].

Ak f(A) = A, tak A nech je identita. Ak f(A) # A, potom nech o; je priamka prechddzajica

stredom tsecky Af(A) a kolmd Af(A) (tzv. os tsecky Af(A)). Nech .7 je osovd stimernost
podla osi 07. Zrejme . bod A zobrazi na bod f(A). Oznaéme By = . (B) a C; = #(C0).
Kedze osova sumernost je zhodnost, tak plati

|F(A)f(B)| = [AB| = | f(A)Bil.

Ak f(B) = Bj, potom zas nech % je identita. Ak f(B) # By, potom nech o9 je os tsecky
B, f(B) a nech ., je osovd stimernost podla osi 0q, teda .#(B1) = f(B). Kedze |f(A)f(B)| =
|f(A)By]|, tak f(A) € o2. Preto S (f(A)) = f(A). Pre bod C oznacime #(Cy) = Cy. Pre
vzdialenosti bodov mame
FAFO)] = |AC] = [F(AC] = [F(A)C]
(B = [BC| = [BiCi] = |f(B)Cal,
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kde v oboch riadkoch prva rovnost vyplyva z faktu, ze f je zhodost, druhd z toho, Ze o1 je
zhodnost a tretia z toho, ze o je zhodnost.

Nakoniec, ak f(C) # Cs, potom nech o3 je os usecky Cof(C). Z prave ukdzanych rovnosti
méme, ze f(A), f(B) € o3, teda si to pevné body stimernosti .3 podla osi 03. NavySe .73(Cs) =
f(C). (Znovu v pripade, Ze f(C) = Cy, polozime .5 = id)

Nasli sme tak stmernosti .%; také, ze zobrazenia /5 o % o ) a f sihlasia na trojici neko-
linearnych bodov A, B, C, ¢ize
S = yg o yg o 5%

DOSLEDOK. Osové stimernosti generuji grupu vsetkiyjch zhodnosti.



