KAPITOLA 5

Zhodnosti

1. Niektoré invarianty afinnych transformacii

Videli sme: posunutia s operédciou skladania zobrazeni tvoria grupu:

zlozenim posunuti je posunutie,

skladanie posunuti (vSeobecne akychkolvek zobrazeni) je asociativne,

neutralnym prvkom je identita, ¢o je posunutie pozdlz nulového vektora,

inverznym zobrazenim k posunutiu pozdiz vektora u je posunutie pozdlz vektora —u.

Napriklad posunutia v euklidovskej rovine tak tvoria td istd grupu ako vektory v RZ s
operaciou scitania vektorov.

DEFINicIA 5.1. Nech f: E® — E™ je afinnd transformécia. Ak pre podpriestor a@ C E"
plati, Ze f(a) C «, potom « nazyvame (invariantnym (samodruZznym) podpriestorom).
Ak navyse pre kazdy bod A podpriestoru « plati, ze f(A) = A, potom hovorime, Ze « je bodovo
samodruzny podpriestor.

DEFINicIA 5.2. Nech f: E® — E” je afinnd transformdcia. Ak pre nenulovy vektor u €
V(E™) = R™ plati, ze Df(u) = Au pre nejaké A\ € R, potom (u) (t.j. vektorovy podpriestor
generovany vektorom u) nazjvame invariantnym (samodruznym) smerom. Cislo \ vtedy
nazyvame vlastnym ¢&islom (vlastnou hodnotou) zobrazenia f prislichajicim samodruz-
nému smeru (u). Vektor u tiez volame vlastnym vektorom zobrazenia.

PRrRIKLAD 5.3. Posunutie v E? dané vektorom u:

e samodruzné body: Ziadne,
e samodruzné priamky: vSetky priamky so smerovym vektorom u,
e samodruzné smery: vsetky smery

1.1. Hladanie invariantnych bodov, smerov, podpriestorov. Pre skiimanie invarian-
tov afinnych zobrazeni vSeobecne je uzito¢né pozriet sa blizSie na maticu afinnej transformécie.
Ak f je afinna transformécia E2, jej matica Ay ma tvar

a1 ai2 aio
Af: a21 A2z G20

0 0 1

Bod so sturadnicami (pq, p2) zobrazi f takto:

Y41 a1l G2 aig p1 a11p1 + ai2p2 + aio
D2 — a1 G2 G20 P2 = a21P1 + ag2p2 + ago )
1 0 0 1 1 1

f(p1,p2) = (@11p1 + a12p2 + a10, a21p1 + a22p2 + ago).
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Pozrime sa, ako vyzerd matica Df (uzitoéné pre skiimanie invariantych smerov zobrazenia):

1 ail O a12
Af 0 = a1 s Af 1 = a2
0 0 0 0

Cize zobrazenie D f mé maticu
ail a2
Apr = .
! < as  am >
Vidime, Ze je to podmatica Ay, ktort ziskame vynechanim posledného riadku a posledného
stipca.

Vsetky tieto ivahy sa daju tplne rovnako previest aj pre n-rozmerny priestor, a tak vidime,
Ze pre afinni transforméciu f: E” — E" s (n+ 1) x (n + 1) maticou

A a
Af:( (])Jf 1)

je n x n podmatica A py maticou vektorovej zlozky D f zobrazenia f.

Hladanie invariantnjych bodov je lahké. Pre transforméciu f: E® — E™ s maticou A hla-
dame také body X = (z1,...,z,), Ze f(X) = X. Maticovo:

Arx =x,
kde x je stlpcova matica (z; ... x, 1)7. Toto je ststava n lineirnych rovnic o n nezndmych
Z1,...,Z, (v poslednom riadku je rovnost 1 = 1, preto je rovnic naozaj len n).

Hladanie invariantnych smerov je trosticka komplikovanejsie. Z matice A ¢ si zoberieme pod-
maticu A py popisujicu asociované zobrazenie vektorovych priestorov. Chceme teraz néjst také
vektory u € R™, pre ktoré plati, ze D f(u) = Au pre nejaké A € R. Maticovo:

ADfu = Au

(tu u je stipcovd matica obsahujica stradnice vektora u). Poslednt rovnost upravime (I, je
jednotkovd m x n matica):

(Apf — AI,)u=0.
Tu u je nenulovy vektor a A py— AL, je Stvorcova matica. Ak ju vnimame ako maticu zobrazenia,
tak obrazom nenulového vektora moéze byt nulovy vektor prave vtedy, ked toto zobrazenie nie je
injektivne, ¢o je ekvivalentné podmienke, zZe

(8) |Aps — AL,| = 0.

Toto je rovnica s neznamou A, ktoru nazyvame charakteristickou rovnicou linearneho zobra-
zenia Df, tiez matice Apy. Polyném na lavej strane rovnosti (8) tiez nazyvame charakteris-
tickym polynémom linedrneho zobrazenia D f aj matice Apy.

Pomocou rovnice (8) tak vypoc¢itame vlastné hodnoty zobrazenia f, budi to korene Aq, ..., A,
charakteristickej rovnice. Pre kazdu vlastni hodnotu A; potom vypocitame zodpovedajici sa-
modruzny vektor ako netrividlne riesenie stistavy linedrnych rovnic

(ADf — )\iIn)u =0
S neznamymi uy, . . ., Uy.

Hladanie invariantnych (afinnych) podpriestorov uz moze byt dost naro¢né. Obmedzime sa
preto len na hladanie invariantnych priamok.

Ak je priamka p invariantnd vzhladom na transforméciu f, potom pre body A, B € p, A # B
plati, ze f(A), f(B) € p a preto f(B) — f(A) € (B — A). Teda smer priamky p musi byt tiez
samodruzny. Takze najprv ndjdeme samodruzné smery transformécie a potom sa ku kazdému
smeru snazime ndajst priamku, ktora by bola samodruzni. K tomu ndm pomoéze si uvedomit
(tak ako v priklade o posunuti na zaciatku kapitoly), ze ak priamka p je samodruznd, tak pre
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kazdy bod X € p plati, ze f(X) — X je nejaky smerovy vektor priamky (ktory zéroven urcuje
samodruzny smer zobrazenia). Cize ak (u) (u # 0) je samodruzny smer, tak riesime sistavu
rovnic
f(X)—X=cu
s nezndmymi x1, ..., T,, ¢, kde x1,. .., x, su siradnice bodu X (pozor, ¢ nie je vlastna hodnotal)
alebo ekvivalentne
(Af —I,41)x = cu.

2. Afinity E™ tvoria grupu

Afinné transforméacie E? netvoria grupu, napriklad premietanie na x-os (a,b) — (a,0) nema
inverzny prvok. Ak by sme sa vSak obmedzili len na bijektivne transformdcie (tzv. afinity), tie
uz grupu tvoria, o ¢om sa hned presvedcime.

Nech f je afinita E?, t.j. bijekt{vne zobrazenie. Presved¢ili sme sa (Tvrdenie 2.20 v ¢asti
o afinnych zobrazeniach), Ze toto je ekvivalentné faktu, Ze asociované zobrazenie vektorového
priestoru do seba Df: V(E2?) — V(E?) je bijektivne.

Linedrne zobrazenie vektorovych priestorov je bijektivne prave vtedy, ked jeho matica je
reguldrna. V tomto pripade teda méme, Ze |[Ap¢| # 0. Lahko sa presvedcime, ze |A¢| = |[Apy|.
Nasli sme tak kritérium, kedy je afinna transformacia afinitou:

TVRDENIE 5.4. Nech f: E® — E" je afinnd transformdcia a nech je Ay jej matica. Potom
je f afinitou prave vtedy, ked je matica Ay reguldrna.

Dokaz. Dokaz pre n = 2 sme si prave predviedli. Pre lubovolné n dokaz vyzera tak isto. O

D4 sa samozrejme skiimat Struktira grupy vsetkych afinit. My sa ale obmedzime na mensiu,
velmi dolezita podgrupu.

3. Zhodnosti tvoria podgrupu afinit
Okrem invariantych bodov, priamok, smerov... moézme uvazovat este aj iné invarianty afin-
nych zobrazeni. Tak v tejto Casti sa zameriame na novy invariant: vzdialenost bodov.

DEFINICIA 5.5. Zobrazenie f: E™ — E™ sa nazyva zhodnost (izometria), ak pre lubovolné
body X,Y € E™ plati, ze |f(X)f(Y)| = |XY|

VETA 5.6. KazZdd zhodnost euklidovského priestoru je jeho afinitou.

Dokaz. Zobrazenie f: E™ — E” je afinné, ked zachovava afinné kominacie bodov, t.j. ked pre
Iubovolné Py,...P. € E™ a Xg..., A\, € R také, ze >.._, \; = 1, plat

(9) f (Z /\iPi> =Y NS (P).
i=0 i=0

Podla Vety 2.12 staci ukéazat, ze zobrazenie zachovava afinné kombinacie dvojic bodov, t.j. Ze
pre Tubovolné rozne Py, P, € E™ plati

F(= NP+ AP) = (1= A)f(Po) + Af(F).

Ozna¢me X = (1 — A\)Py + AP;. Nech X # Py, X # P; (ak by nastala niektord z rovnosti,
niet ¢o dokazovat). Potom body Py, P1, X su kolinedrne a tak urcite nastane jedna z moznosti

[ |POP1| = |POX|+‘XP1|,

o |PX|=|PPi|+|PX],
o |PLX| = |P Py + |PoX].
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KedZe f je zhodnost, ten isty vztah bude platit aj pre f(P), f(P1), f(X), a teda si aj tieto
body kolinearne. Navyse analyzou kazdej z moznosti o usporiadani tychto bodov na spolocnej
priamke zistime, ze f(X) = (1 = A)f(FPo) + Af(P1).

Ukazali sme, ze zobrazenie f je afinné. Potrebujeme este ukazat, ze f je bijektivne.

Zo separacnej vlastnosti metriky mame, 7e ak A # B, potom |AB| # 0, teda | f(A) f(B)| # 0,
a tak aj f(A) # f(B). Ukdzali sme, Ze zhodnost f je injektivne zobrazenie. Z Tvrdenia 2.20 je
potom aj D f injektivne. Kedze D f je transformécia vektorového priestoru R™, z linedrnej algebry

vieme, ze vdaka injektivnosti je D f aj surjektivne, a teda znovu z Tvrdenia 2.20 je f surjektivne.
O

Mozme to teraz zhrnit aj tak, Ze zhodnost je takd afinita E™, pre ktorud je vzdialenost bodov
invariantom.
VETA 5.7. Mnozina vsetkych izometrii na E™ spolu s operdciou skladania zobrazeni tvori

grupu.

Dokaz. Potrebujeme overit, ze

(i) identita je zhodnost,
(ii) zloZenie dvoch zhodnosti je zhodnost,
(iii) inverznd afinita k zhodnosti je tiez zhodnost.

(i) je zrejmé.
(ii) Nech f,g: E™ — E" st zhodnosti. Potom pre X,Y € E™ plati
[(feg)(X)(feg)(Y)| = 1f(g(X))f(g(Y)] = lg(X)g(Y)| = |XY],
teda f o g je zhodnost.

(iii) Nech f je zhodnost a f~! je k nej inverznd afinita. Pre kazdé X € E™ oznaéme X' =
f(X), teda plati, ze X = f~1(X’). Potom

XTI = XY = X f(Y)] = XY,
preto f~! je zhodnost. O
DEFINicIA 5.8. Grupa izometrii euklidovského priestoru E™ sa nazyva euklidovska grupa,

ozn. E(n).

4. Ktoré afinity st izometriami — kritérium

VETA 5.9. Afinita f: E™ — E" je zhodnost prive vtedy, ked Df: R™ — R™ zachovdva
skaldrny sucin.

Doékaz. Nech je f zhodnost. Nech u,v € R™ st lubovoIné vektory. Potrebujeme ukazat, ze

Df(u)-Df(v)=u-v.

Vsimnime si najprv, ze pre lubovolny vektor w, ak Y — X = w je jeho umiestnenie, tak z faktu,
ze f je zhodnost, vyplyva

IDf(w)|* = Df(w) - Df(w) =Df(Y = X)- DF(Y = X) = (f(Y) = f(X)) - (f(Y) = f(X))
=P =IXYP =Y -X) (Y - X)=w-w=|w|?,

teda Df zachovava dlzky vektorov. Potom z Tvrdenia 3.7
1 2 2 2
u-v = (flut "= flu” = v]%).

uz dostaneme, ze D f zachovava skalarny sucin.
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Nech teraz naopak D f zachovava skalarny sucin. Potom pre Tubovolné XY € E™ plati

X)) = lFY) = f(X = DAY = X))
— VDIV —X)- DY - X) = JIV-X)- (Y - X)
1Y = X|| = |XY],
¢ize f je zhodnost. O

Linearne zobrazenie vektorového priestoru do seba, ktoré zachovava skalarny sucin, sa nazyva
ortogonalne.

VETA 5.10. Nech p: R™ — R" je linedrne zobrazenie vektorovych priestorov. Nasledujice
turdenia su ekvivalentné:

(i) o je ortogondlne (t.j. zachovdva skaldrny sicin),
(ii) ¢ zobrazuje ortonormdlnu bdzu na ortonormdlnu bdzu,
(iii) ATA, =1, kde A, je matica zobrazenia o (vzhladom na ortonormdlnu bizu).

PozNAMKA 5.11. Pre zjednoduSenie zépisov budeme pouzivat symbol &;; (i,j € N), tzv.
Kroneckerovo delta:
{ 1 aki=3j
(57;]‘ =

0 aki#j

Dékaz. (i) = (ii): Nech ¢ je ortogonélne a nech uj, us,...,u, je ortonormalna baza. Potom pre
o(u;) a p(u;) plati

e(u;) - p(u;) = ui - u; = dij,
teda vektory ¢(u;) (¢ =1,...,n) tvoria ortonormélnu bazu R™.

(if) = (i): Nech pre ortonormélnu bazu up,ug,...,u, je aj baza p(uy), p(usz),...,e(uy)
ortonormélna. Vidime, ze ¢ zachovava skaldrny sucéin na tejto baze. Predvedieme si, ze potom
uz z bilinearity skalarneho sucinu vyplyva, ze sa zachovava na vsetkych vektoroch. Kazdy vektor
vieme zapisaf ako linedrnu kombindciu bazy. Ak v =" vu;, w= ) ; wjuy, potom

@(ZW‘M)’SO ijuj = <Zvi¢(ui)>' wa(uj)

p(v) - p(w)

)3) SITSEIMIRIVESD 3) S O DI I ot
i i i j
= v-w.
(i) = (iii): Stlpce matice A, obsahujt stradnice vektorov ¢(e;). V matici AZ;A@ preto
mame na ij-tej pozicii skaldrny sacin ¢(e;) - p(e;):
(ATAL)i; = plei) - ple;) = bij,
(poslednd rovnost vyplyva z (ii)), ¢ize ATA, = I,.

(iii) = (ii): Ak ATA, =1, tak z pozicie na i-tom riadku a j-tom stIpci mame, ze ¢(e;) -
p(ej) = 0;5, a teda ¢(e1), ..., p(e,) je ortonormalna baza R™. O

DOSLEDOK. Obrazom kartezidnskej sustavy stradnic v izometrii je kartezidnska sistava
suradnic.

Dékaz. Nech f je izometria E™. Nech (O, eq,...,e,) je kartezidnska siradnicova sistava. Jej ob-
razom je (n—+ 1)-tica (f(O),Df(e1),...,Df(ey)), kde Df(e1),...,Df(ey) je tiez ortonormélna
béaza, lebo Df je ortogonalne zobrazenie. O
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TVRDENIE 5.12. Vsetky ortogondlne zobrazenia R™ — R™ tvoria grupu, ktord sa nazyva
ortogondlna grupa, ozn. O(n)

Dokaz. Identita (ako neutrdlny prvok vzhladom na skladanie ortogondlnych zobrazeni) je zrejme
ortogonalne zobrazenie.

Nech ¢, 9 sti ortogonalne zobrazenia s maticami A, A,. Pre maticu zobrazenia 1 o ¢ plati,
ze Ayop, = AyA,. Preto

A?/;OQDA’l/JOSD = (AwAw)T(AwAsa) = AgAiAwAso = AZAw =1,
teda 1) o ¢ je tiez ortogonalne zobrazenie.

Nech ¢! je inverzné zobrazenie k ortogonilnemu zobrazeniu ¢. Vieme uz, Ze A, = A;l.
Potom

L, = AJA, | A}
Al = Al |(AHT
(AHTAY = (AHTAL = (ALANT = 1,
Takze inverzné zobrazenie k ortogondlnemu je tiez ortogonalne. O

PRIKLAD 5.13. Vieme overit, ze napriklad otodenie r roviny E? okolo bodu S je izometria.
Najprv sa pomocou Vety 5.10 presvedéime, Ze otoCenie ro okolo (0,0) je izometria. Nakoniec
otocenie r okolo S o uhol a vieme rozlozit

r=tsorgot_s,

kde ts je posunutie o vektor S — (0,0).

5. Grupa zhodnosti E?

TVRDENIE 5.14. Nech f: E™ — E™ je zhodnost. Potom pre deteminant matice jej asociova-
ného zobrazenia D f plati
|Apy| = +£1.

Dokaz. Ide o dosledok Vety 5.10. Ak f je zhodnost, tak AngDf =1I,,. Potom
|AL;Aps| =L, =1
a na druhej strane
|ADLsAps| = [ADy||Aps| = |Aps|*.
Odtial uz mame vysledok. O
Zhodnost f: E™ — E™ sa nazyva priama, ak |[Aps| = 1 a nepriama, ak [Aps| = —1.
Inak: zhodnost je priama, ak zachovava orientaciu priestoru.

Zrejme priame zhodnosti tvoria podgrupu vSetkych zhodnosti. (Vedeli by ste to ukdzat
formdlne?)

LEMA 5.15. Nech A, B € E? si r6zne body. MnoZina takijch bodov X v E?, e AX = BX,

tvori priamku, ktord prechddza stredom usecky AB a je kolmd na f@ Tdto priamka sa nazjva
os usecky AB.

Doékaz. da O

DEFINicIA 5.16. Nech o je priamka v E2. Stimernost podla priamky o (osova stimer-
nost) je transformécia ., euklidovskej roviny definované nasledovne:

Nech X € E2.
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e Ak X € o, potom .7, (X) = X,
e Ak X ¢ o, nech
— ox je priamka prechddzajica cez X a kolma na o
—aXt=o0nox.
Potom .7,(X) je taky bod na ox, ktory lezi v opaénej polrovine od o ako X a
[ Lo(X)XH] = [XXH].

Ekvivalentne by sme mohli obraz bodu X v stimernosti ., podla o popisat aj tak, ze .7, (X)
je taky bod, Ze o je os tsecky X.7,(X).

TVRDENIE 5.17. Osovd sumernost je nepriama zhodnost.

Dékaz. Stmernost podla z-osi .7 zobrazi bod (x1,x2) na bod (z1, —x2). Lahko sa presvedéime,
ze je to zhodnost:

|7 (a1, a2).7(b1,b2)| = |(a1, —az)(b1, —b2)| = [(a1, az) (b1, ba)|

Stumernost podla Tubovolnej osi vieme previest na simernost podla z-osi zlozenim s vhodnymi
otoceniami alebo posunutiami. Otocenia aj posunutia su tiez zhodnosti, takze vysledné zobra-
zenie je zhodnost.

Posunutie aj otocenie sii priame zhodnosti, kedze determinanty matic tychto zobrazeni su
rovné 1. Simernost podla z-osi je zas nepriama zhodnost. ZloZenie jednej nepriamej a viacerych
priamych zhodnost{ je nepriama zhodnost (z vlastnosti determinantu sié¢inu matic). O

POzZNAMKA 5.18. Pre osovi stimernost . zrejme plati, ze . o .¥ = id. Takéto zobrazenie
sa nazyva involicia.

VETA 5.19. Kazdd zhodnost euklidovskej roviny sa dd napisat ako zloZenie nanajvys troch
osovych sumernosti.

Dékaz. Nech f je dand zhodnost. Nech A, B, C' su tri nekolinedrne body. Néjdeme nanjvys tri
osové sumernosti .7, %%, .5 také, ze pre ich zlozenie

S = yg o 56 o yl
(pripadne bude .# zloZenim menej ako 3 stimernosti) bude platit
S(A)=f(4), Z(B)=[f(B), Z(C)=/[f(C).

Potom z Dosledku Vety 2.19 o urcenosti afinného zobrazenia vyplyva, ze . a f je to isté
zobrazenie.

Kedze f je zhodnost, tak pre body A, B, C plati, ze

|F(A)f(B)| = [ABJ, [f(B)f(C)l=I[BCl|, [f(A)f(C)]=|AC].

Ak f(A) = A, tak A nech je identita. Ak f(A) # A, potom nech o; je priamka prechddzajica

stredom tsecky Af(A) a kolmd Af(A) (tzv. os tsecky Af(A)). Nech .7 je osovd stimernost
podla osi 07. Zrejme . bod A zobrazi na bod f(A). Oznaéme By = . (B) a C; = #(C0).
Kedze osova sumernost je zhodnost, tak plati

|F(A)f(B)| = [AB| = | f(A)Bil.

Ak f(B) = Bj, potom zas nech % je identita. Ak f(B) # By, potom nech o9 je os tsecky
B, f(B) a nech ., je osovd stimernost podla osi 0q, teda .#(B1) = f(B). Kedze |f(A)f(B)| =
|f(A)By]|, tak f(A) € o2. Preto S (f(A)) = f(A). Pre bod C oznacime #(Cy) = Cy. Pre
vzdialenosti bodov mame
FAFO)] = |AC] = [F(AC] = [F(A)C]
(B = [BC| = [BiCi] = |f(B)Cal,
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kde v oboch riadkoch prva rovnost vyplyva z faktu, ze f je zhodost, druhd z toho, Ze o1 je
zhodnost a tretia z toho, ze o je zhodnost.

Nakoniec, ak f(C) # Cs, potom nech o3 je os usecky Cof(C). Z prave ukdzanych rovnosti
méme, ze f(A), f(B) € o3, teda si to pevné body stimernosti .3 podla osi 03. NavySe .73(Cs) =
f(C). (Znovu v pripade, Ze f(C) = Cy, polozime .5 = id)

Nasli sme tak stmernosti .%; také, ze zobrazenia /5 o % o ) a f sihlasia na trojici neko-
linearnych bodov A, B, C, ¢ize
S = yg o yg o 5%

DOSLEDOK. Osové stimernosti generuji grupu vsetkiyjch zhodnosti.



