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10. ZADANIA NA CVICENIE 15.5.
Axiémy spojitosti

PRINCIP SPOJITOSTI KRUZNICE 2. Ak priamka obsahuje vnitorny bod kruZnice, potom
tato priamka pretina kruznicu v dvoch bodoch.

PRINCIP SPOJITOSTI KRUZNICE 3. Ak jeden z koncovych bodov tisecky je vnitornym a
druhy vonkajsim bodom kruznice, potom tato tsecka kruznicu pretina.

77. Overte, Ze Princip spojitosti kruznice 2. je désledkom Principu spojitosti kruznice 3.
(Napoveda: na priamke, ktord obsahuje vnutorny bod kruznice, potrebujete najst aj
vonkajsie body kruznice. Treba ich hladat dostato¢ne daleko od vnutorného bodu a
vyuzit pri argumentécii, ze ide naozaj o vonkajsi bod, trojuholnikovii nerovnost.)

Dokazovanie v euklidovskej rovine

78. Nech k je kruznica so stredom S a nech AB je jej tetiva. Nech X je stred AB.
Potom priamka W je kolma na priamku f@ .

(a) Dokazte toto tvrdenie s pomocou syntetickej (axiomaticky budovanej) geometrie.
(Napoveda: uvazujte trojuholniky ASXA a ASXB.)

(b) Dokézte toto tvrdenie s pomocou analytickej geometrie. (Ndpoveda: vhodne si
zvolte suradnicovi stistavu, napr. tak, aby stred kruznice bol v zac¢iatku stustavy,
potom pre body kruznice plati 2 + y? = r2, kde (z,y) st stradnice bodu na
kruznici a r je polomer kruznice.)

DoMAcaA ULOHA (DO 19.5.)
Axiéma rovnobezosti

79. Najdite chybu v dokaze nasledovného tvrdenia:

Turdenie: Existuje trojuholnik, v ktorom stucet jeho uhlov je rovny dvom pravym uhlom
(t.j. 180°) (bez pouzitia axiémy rovnobeznosti).

Dokaz: Aj bez axiémy rovnobeznosti vieme, ze suc¢et vnitornych uhlov v trojuholniku nie
oznacme ho AABC, ktory mé najviacsi mozny sicet uhlov; ak je takych trojuholnikov
viac, vezmime Tubovolny z nich. Oznacme tento sucet x.

Tak ako v predchadzajicom priklade rozdelime AABC bodom D na strane AB na
dva trojuholniky. Pre sti¢ty vnitornych uhlov v tychto mensich trojuholnikov plati (vid
obrazok v priklade 76)

atdrt+y2 < oz,
h+pf+m <
Odtial
at+dh+n+B8+7m+72 < 2.
Kedze
at+f4+y+yr =
01+3d = 180°,
dostavame tak
z > 180°,

a kedze uz vieme, ze x < 180°, tak sme ukazali z = 180°.

(pokracovanie na dalSej strane)
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80. N4jdite slabé miesto v Legendrovom ,,dokaze” tvrdenia, ze kazdym bodom nelezia-
cim na danej priamke prechddza jedind rovnobezka s danou priamkou. Cize kazdy krok
dokazu sa pokiiste odovodnif nejakou axiémou alebo uz dokazanou vetou a zistite, ktory
krok sa zdovodit neda:

(1) Dan4 je priamka p a bod A na nej neleziaci.

(2) Vedme bodom A kolmicu na priamku p, pretne ju v bode B.

(3) Nech g je priamka prechadzajica bodom A a kolm4 na priamku jﬁ

(4) Potom q || p.

(5) Nech r je ind priamka prechadzajica bodom A, r # q. UkéZeme, Ze priamka r

pretina priamku p.

(6) Nech AX je polpriamka na r leziaca na tej istej strane od ¢ ako bod B.
(7) Nech X' je bod na opacnej strane AB ako X taky, ze /BAX' = /BAX.
(8) Potom B lezi vo vnttri uhla X AX".
(9) Kedze p prechadza bodom B, pretina aspon jedno z ramien tohto uhla.
(10) Ak p pretina R, tak p pretina r, a teda r || p, hotovo.
(11) Nech teda p nepretina X a pretina AX’ v bode Y.
(12) Nech Y je bod na AX taky, 7e AY = AY".
(13) Potom ABAY = ABAY' (sus),
(14) teda uhol ABY je pravy,
(15) cize je Y je prieseénik priamok r a p.
r
A
X' X K
Y’ Y
. 5 D

Axiémy spojitosti

81. Vypracujte detailne krok (1) v dokaze ekvivalencie Dedekindovej axiémy a Bolza-
novho principu:

ak Y1, 3o je Dedekindov rez ¢iselnej osi a a < b pre nejaké a € 31 a b € Yo, potom pre
vsetky ¢ € ¥1 a vSetky d € ¥4 plati ¢ < d.

* 82. Vypracujte dokaz Principu spojitosti kruznice 3 z Dedekindovej axiémy.



