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KAPITOLA 1

Ako kreslime obrazky v stereometrii

V celom tomto predmete budeme pracovat v euklidovskej rovine (a teda redlnej
rovine so Standardnou metrikou) alebo v euklidovskom priestore.

1. Deliaci pomer

Nech A, B, C' st tri navzajom rozne kolinearne body. Deliaci pomer usporiadanej
trojice bodov A, B, C (alebo bodu C vzhladom na body A, B) je ¢islo A = (ABC) také,

ze

C—A=\C-B).
PozNAMKA 1.1. Niekedy na mozte stretnit aj so zdpisom

A= (ABC) = g_;‘.

Ide o symbolicky zapis, pretoze v zlomku st v citateli aj menovateli vektory, podiel
vektorov sme vSak vo vSeobecnosti nikdy nedefinovali!

Standardne sa budete stretdvat s deliacim pomerom, ktory je raciondlne ¢islo. Je
to vyhodné pri kresleni obrazkov (¢i uz ¢rtani alebo rysovani): na rovnobezné priamky,

ktorym je f@ transverzalou, nanasSame k bodu A dieliky, ktorych pocet je dany ¢itatelom
(ABC), a k bodu B pocet dany menovatelom. Ak (ABC') > 0, nandSame do tej istej

strany, inak do opa¢nych stran od AB.

A ¢ B A B C

vlavo: (ABC') = —2, vpravo: (ABC) =5/3.

ULOHA NA ZAMYSLENIE SA 1. Viimnime si, Ze pre dané pripustné body A, B,C
bude deliaci pomer (ABC) vzdy realne ¢islo. No nie kazdému redlnemu éislu zodpoveda

nejaky bod C € aB , C' # A, B. Ktoré redlne hodnoty (ABC') nenadobudne?
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4 1. AKO KRESLIME OBRAZKY V STEREOMETRII
2. Volné rovnobezné premietanie

Standardne pouzivame tzv. volné rovnobezné premietanie: 3D objekt potrebu-
jeme nakreslit do roviny - ako to urobit ¢o najjednoduchsie a pritom dostato¢ne nazorne?

Priemet kocky, pripadne pravouhlého kvadra:

e prednd stena (a vsetky steny a hrany s nou rovnobezné) - v skutoénych rozme-
roch,
e bocné hrany (tie, ¢o st v skutocénosti kolmé na prednu stenu)
— nanasame ,,pod uhlom 45°” (s vodorovnym smerom zviera uhol 45°): hranu
smerujuca v skutocnosti spredu dozadu, vedieme v smere severovychod
— na papieri maju poloviéni dizku oproti skuto¢nosti

Ide o tzv. nadhlad sprava.

Kocka vo volnom rovnobeznom premietani

Pre voIné rovnobezné premietanie plati:

e priamky, ktoré st v skutofnosti rovnobezné, st aj na papieri rovnobezné (mozno
splyni do jednej priamky), v krajnom pripade ich vidime ako dva body,
e zachovava sa deliaci pomer (stred hrany sa zobrazi na stred a podobne).

Pri mnohostenoch kreslime vrcholy a hrany (body dréteného modelu). Vseobec-
nejsie (kuzelové, valcové a iné plochy) kreslime aj obrys. Pre lepsiu ¢itatelnost obrazku
zvykneme viditelnost znazornovat pouzitim prerusovanych ¢iar pre neviditelné hrany
alebo obrysy. U komplikovanejsich objektov sa niekedy pouziva dokonca aj tienovanie.



KAPITOLA 2

Mnohosteny

1. Definicia mnohostena

V axiomatike v planimetrii bol mnohouholnik jednoducha uzavretd lomena ciara
(JULC). Jordanova veta tvrdila, ze mnohouholnik rozdeli ostatné body roviny na dve
suvislé oblasti, z ktorych jednu sme nazvali vntutrom a druht vonkajskom. Odteraz bude
mnohouholnik JULC spolu so svojim vniitrom (t.j. tou z dvoch oblasti, ktora neobsahuje
priamku). Tejto konvencie sa budeme drzat aj dalej: mnohosteny budi pre nés uz telesa
spolu s vnttrom.

Mnohouholnik mézme (s rovinou, v ktorej lezi) vnorit aj do 3-rozmerného priestoru.
7 takychto mnohouholnikov teraz vyskladdame mnohostenovi plochu.

Mnohostenova plocha M C E3 je také zjednotenie kone¢ného poétu mnohouhol-
nikov M; (steny mnohostenovej plochy), Ze

e pre rozne mnohouholniky M;, M; je prienik M; N M;
— bud 0,
— alebo spoloény vrchol (vrchol mnohostenovej plochy)
— alebo spolo¢nd strana (hrana mnohostenovej plochy)
e kazda hrana je stranou nanajvys dvoch stien
e M jesuvisld mnozina: pre kazdé dva vrcholy A, B existuje lomena ¢iara AgA; ... A,
taka, ze
- A=Ay, B=A,,
— A;A;41 st hrany mnohostenovej plochy
e ak M; a M; maji spolocni stranu, tak nelezia v spolo¢nej rovine.

Mnohostenova plocha M je

e uzavreta, ak kazda hrana lezi presne v dvoch stenach

e jednoducha, ak kazdy vrchol méa vlastnost: vSetky hrany s nim incidentné
vieme usporiadat do postupnosti hi, ha,... h, tak, ze h;h;;1 lezia v spoloc¢nej
stene (i =1,...,n—1)

Presne ako pri mnohouholnikoch médme (tzv. Jordanova veta): jednoduchd uza-
vretd mnohostenova plocha deli ostatné body E? na dve stivislé mnoziny (oblasti). (Dva
body patria do tej istej stvislej oblasti, ak sa daju spojit lomenou ¢iarou, ktord mnoho-
stenovi plochu nepretina.) Jedna z oblasti je ohrani¢end a neobsahuje priamku (vnitro
mnohostenovej plochy), druhd je neohrani¢end a obsahuje priamku (vonkajSok mno-
hostenovej plochy).

Mnohosten je jednoduchd uzavreta mnohostenova plocha spolu s vndtrom.

Mnohsten je konvexny, ak je konvexnou mnozinou (t.j. s kazdymi dvoma bodmi
obsahuje aj celt tsecku nimi uréent).



6 2. MNOHOSTENY

Pozorujeme, Ze (ide o tvrdenia, ktoré sa daji formdalne ukézat, my to vsak robit
nebudeme):

e mnohosten je konvexny prave vtedy, ked pre vSetky jeho steny plati: ak a je
rovina obsahujtca tito stenu, tak mnohosten lezi cely v jednom z polpriestorov
urcenych rovinou «,

e mnohosten je konvexny prave vtedy, ked je prienikom polpriestorov uréenych
rovinami obsahujicimi jeho steny (kazda stena uréi jednu rovinu, pre kazda
rovinu vezmeme vhodny polpriestor).

Niekedy nepotrebujeme pracovat s lubovolnymi mnohostenmi, stacia nam konvexné.
Vtedy sa casto uchylujeme alternativnej, omnoho jednoduchsej definicii, motivovanej
predchadzajicimi pozorovaniami:

Konvexny mnohosten je ohrani¢eny prienik koneéného poétu polpriestorov v E?
s neprazdnym vnudtrom.

Pri takejto definicii sa drzime konvencie, ze vzdy uvazujeme minimalny pocet pol-
priestorov tak, aby definoval t istil mnozinu, teda len tie polpriestory, ktoré st urcené
rovinami obsahujicimi steny mnohostena.

Polpriestory st konvexné mnoziny, prienik konvexnych mnozin je konvexnd mnozina,
preto takto definovany konvexny mnohosten je naozaj konvexnou mnozinou.

ULOHA NA ZAMYSLENIE SA 2. Keby sme z definicie konvexného mnohostenu vyne-
chali podmienku konecnosti poctu uvazovanych polpriestorov, mnohostenmi by sa stali
aj iné telesa. Aké napriklad?

VETA 1.1 (Euler). Pre konvexny mnohosten plati
(1) V-H+S5=2
kde V je pocet vrcholov, H je pocet hran a S je pocet stien mnohostena.

Doékaz. Tvrdenie dokdzeme indukciou. Kazdy konvexny mnohosten reprezentujeme pla-

narnym grafom. Namiesto stien mnohostena tu mame stuvislé oblasti oddelené hranami,
jedna z oblasti je aj vonkajsok, t.j. neohrani¢end cast.

Planarny graf reprezentujici kocku, a tiez ubovolny stvorboky hranol.

1. Uvazujme najprv ,obrys” tohto grafu, t.j. hrany a vrcholy tvoriace hranicu von-
kajsej, neohranicenej oblasti, ostatné vrcholy a hrany vynechajme: zrejme ide o mnoho-
uholnik, a teda

V=n H=n, S=2,
teda (1) plati.
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2. (indukény krok) V grafe spojime dva vrcholy lomenou ¢iarou. Namiesto pévodnych
poctov V, H, S mame nové pocty V', H', S, pre ktoré plati:

Vi = V+k
H = H+k+1
S = S+1

Vidime, ze
Vi-H +8=V+k)—-(H+k+1)+(S+1)=V-H+S=2.
O

ULOHA NA ZAMYSLENIE SA 3. Viete najst mnohosten, pre ktory plati V = 12,
H=244a5=127

PozNAMKA 1.2. Pri mnohostenoch zaviddzame jeho Eulerovu charakteristiku y
(ostatné oznacenie ako v Eulerovej vete):

x=V—-H+S.

Prave dokédzana veta sa da potom preformulovat: ,, Eulerova charakteristika konvexného
mnohostena je 2.7 Vyznamny v geometrii a topologii je vztah

X =2-2g,
kde g je tzv. rod alebo genus (mnohostenovej) plochy. Intuitivne, pre jednoduchi uzav-
reti plochu je jeho rodom pocet , dier”.

2. Pravidelné mnohosteny (Platénske telesa)

Pravidelny mnohosten alebo tiez Platénske teleso je konvexny mnohosten, kto-
rého steny st zhodné pravidelné mnohouholniky, a v kazdom vrchole sa stretava rovnaky
pocet stien (hrén).

Ak st stenami Platonskeho telesa pravidelné p-uholniky a v kazdom vrchole sa stre-
tava ¢ stien, potom dvojicu {p, ¢} nazgvame Schldfliho symbolom tohto telesa.

Dualita Platénskych telies: v strede steny povodného telesa je vrchol nového telesa,
nové vrcholy spojime hranou, ak prislusné steny pévodného telesa mali spolo¢ni hranu.
(Robime vlastne konvexny obal vrcholov.)

Ak v povodnom telese sa vo vrchole stretdavalo ¢ hrdn, v dudlnom telese tak budu
stenami pravidelné g-uholniky. Podobne, ak v pévodnom telese boli stenami pravidelné
p-uholniky, v dudlnom telese sa bude v kazdom vrchole stretavat p hran. Teda ak {p, ¢} je
Schléfliho symbol povodného Platénskeho telesa, tak {q, p} je Schlafliho symbol duélneho
Platonskeho telesa.

Dualita sa niekedy uvazuje aj pri inych ako Platonskych telesach.

Platonske telesa:

e zdkladny mnohosten, trojrozmerny simplex: Stvorsten {3, 3}, je to samodudlne
teleso

e v Stvorstene spojime stredy stran: dostdvame osemsten {3,4}

e dudlne teleso k osemstenu je kocka {4, 3}

e v osemstene spojime body rozdelujice hrany v zlatom pomere: dostédvame
dvadsatsten {3,5}
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e dudlne teleso k dvadsatstenu je dvanaststen {5,3}

VETA 2.1 (Euklides, Zaklady). Ezistuje 5 Platonskych telies.

Dokaz. KIicové pozorovania:

e vo vrchole sa stretavaju aspon 3 steny,
e stcet vnutornych uhlov v stendch okolo vrchola je menej ako 360°.

Teraz uz len preverime vsetky moznosti. Nech stenami Platonskeho telesa st rovno-
stranné trojuholniky, pdjde tak o telesé so Schldfliho symbolom {3, ¢}. MoZnosti:

e g = 3: stucet uhlov okolo vrchola je 180° a ide o Stvorsten,
e g = 4: stcet uhlov okolo vrchola je 240° a ide o osemsten,
e ¢ = 5: stcet uhlov okolo vrchola je 300° a ide o 20-sten.

Ak st stenami Stvorce, zistime, Ze jedinou moznostou je, ked sa vo vrchole stretdvajia 3
stvorce, dostavame tak kocku. Inak je uz stucet uhlov privysoky.

Ak st stenami pravidelné patuholiky, znova sa vo vrchole mozu stretat len 3 a mame
tak 12-sten.

Zrejme Sest- a viacuholniky uz stenami telesa byt nemozu, lebo uz tri stretavajtce
sa vo vrchole davaju privysoky sucet uhlov. Nasli sme teda vsetky Platénske telesa. [

ULOHA NA ZAMYSLENIE SA 4. Preco je v definicii Platénskeho telesa nutné dodat
podmienku konvexnosti? N4jdite mnohosten, ktorého steny st zhodné pravidelné mno-
houholniky, v kazdom vrchole sa stretava rovnaky pocet stien, a ktory nie je konvexny.

3. Pravidelné mnohosteny este raz

Iny pohlad na pravidelny mnohouholnik: je to mnohouholnik, ktory mé vela symetrii.
Symetria mnohouholnika je izometria (zhodnost) roviny, ktord mnohouholnik zobrazi
na seba.

PRIKLAD 3.1. Symetrie Stvorca: otoc¢enia okolo stredu, osové stiimernosti, dokopy 8
symetrii. Grupu symetrii Stvorca oznac¢ujeme aj Dy, je to tzv. dihedralna grupa.

PRIKLAD 3.2. Symetria pravidelného n-uholnika N je jednoznacne uréend obrazom
jedného z vrcholov a tiez jednej strany incidentnej s tymto vrcholom. Teda mohutnost
grupy symetrii |G(N)| = 2n. Grupa symetrii pravidelného n-uholnika je dihedralna
grupa Dp,.

Postupnost
(vrchol, hrana, stena, mnohosten)

taka, ze
vrchol C hrana C stena C mnohosten
(t.j. hrana je stranou steny a vrchol je incidentny s hranou) sa nazyva vlajka.

PRIKLAD 3.3. V $tvorci ABCD je vlajkou napriklad (C, BC, OABCD).
V osemstene na obrazku je vlajkou napriklad

(A, AE, ABE, osemsten).
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E

F

PozorovaNiE. Kazda symetria g pravidelného mnohouholnika urcite zobrazi vlajku
na vlajku, napriklad v stvorci ABCD:

g: (B, BC, DABCD) + (g9(B), g(BC) = g(B)g(C), DABCD).
Na druhej strane, ak Vi, V5 st dve vlajky pravidelného mnohouholnika M, tak existuje

iba jedna symetria g € G(M), ze g : Vi — Va. Inak: symetria pravidelného mnohouhol-
nika je jednoznacne urcena obrazom jednej vlajky.

Nech S je lubovolnd mnozina a nech G je nejaka grupa bijekcii S — S. Hovorime,
ze akcia grupy G na mnozine S je tranzitivna, ak pre kazdé e;,e; € S existuje g € G,
ze g(e;) = e;. Hovorime, Ze akcia grupy G na mnozine S je jednoducho tranzitivna,
ak také g je jediné.

Teda nase pozorovanie mézme teraz preformulovat, ze grupa symetrii pravidelného
mnohouholnika mé jednoducho tranzitivnu akciu na jeho vlajkach.

Vsimnime si, zZe to isté plati napriklad pre symetrie kocky a vlajky kocky. To nas
vedie k alternativnej definicii Platénskeho telesa:

Mnohosten je Platénskym telesom, ak grupa jeho symetrii ma jednoducho tran-
zitivnu akciu na jeho vlajkach.

POzZNAMKA 3.4. Staci v definicii stanovit, Ze grupa symetrii mnohostena m4a mat
tranzitivnu akciu na vlajkach. Ze je jednoducho tranzitivna, sa uz dé dokézat.

Tiez potom mame, ze mohutnost grupy symetrii pravidelného mnohostena je rovna
poctu jeho vlajok.

ULOHA NA ZAMYSLENIE SA 5. Skiste njst mohutnosti grip symetrif vietkych Pla-
tonskych telies.

PRrIKLAD 3.5. Kolmé prizmy (hranoly) a antiprizmy (antihranoly): vrcholy st na-
vzajom izomorfné. Inak: akcia grupy automorfozmov je na vrcholoch tranzitivna, ale nie
nutne jednoducho tranzitivna.

Mnohosten M je polopravidelny, ak

e jeho steny su pravidelné mnohouholniky,
e vSetky vrcholy (presnejsie ich okolia) st navzdjom izomorfné (alternativne:
G (M) ma tranzitivnu akciu na vrcholoch M).

Pozname tieto polopravidelné mnohosteny:

e pravidelné hranoly (bo¢né steny su Stvorce),
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e pravidelné antihranoly (bo¢né steny st rovnostranné trojuholniky),
e Archimedovské telesa (tych je 13, daji sa ziskat z Platénskych telies).

4. Viacrozmerné polytopy (informacne, nepovinne)

Zovieobecnenim mnohouholnikov v E? mnohostenov v E? st tvz. polytopy v E™.

Tzv. standardné n-rozmerné polytopy st:

e Kocka: Cub,, = {(x1,29,...,2y) | || <1 Vi}.
Pre n = 2 ide o stvorec, pre n = 3 je to standardné kocka.
e Duadlna kocka: Coc,, = {(z1,22,...,%n) | Dy 2| <1}
Ako pomenovanie naznacuje, ide o dudlny polytop ku kocke. Pre n = 2 je to
znova, Stvorec, pre n = 3 osemsten.
e Simplex: Simp,, = {(z1,22,...,Zn+1) | Z?:Jrll r;=1aux; >0Vi}
Pre n = 2 mame rovnostranny trojuholnik, pre n = 3 pravidelny Stvorsten.

Dvojrozmerny simplex je rovnostranny trojuholnik.

Vsimnime si, ze kym n-rozmernd kocka aj dudlna kocka st definované v E", n-simplex
sa zvycajne definuje tak, ako sme si ho uviedli, v E**!. Prirodzene aj simplex vieme
nasledne vnorit do E™.

V n-rozmernom priestore naozaj nemame chut definovat si vSeobecné polytopy, ako
sme to robili pri mnohostenoch. Sta¢i nam, ze n-rozmerny konvexny polytop v E" je
ohraniceny a neprazdny prienik koneéného pocétu n-rozmernych polpriestorov.

Ak P C E"™ je n-rozmerny konvexny polytop, tak analogicky stendm a hranam
mnohstenom definujeme

e (n — 1)-stenu ako (n — 1)-rozmerny prienik jednej z urcujicich nadrovin s P,
e (n — 2)-stenu ako (n — 2)-rozmerny prienik dvoch z urc¢ujucich nadrovin s P,
e ...

Vlajka je postupnost
(vrchol (0-stena), hrana (1-stena),..., (n — 1)-stena, konvexny polytop)
taka, ze
vrchol C hrana C--- C (n — 1)-stena C konvexny polytop

Konvexny polytop P je pravidelny, ak grupa jeho symetrii G(P) ma tranzitivou
akciu na jeho vlajkach. (Ze je jednoducho tranzitivna, sa da uz dokazat.)
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PRIKLAD 4.1. Pre simplex Simp,, plati, Ze Iubovolnd permutécia jeho vrcholov pred-
stavuje jeho symetriu. Teda Simp,, je pravidelny polytop. Tiez sme sa presvedcili, ze
G(Simp,,) = Sp+1 (tzv. symetrickd grupa, grupa vsetkych permutécii n + 1 prvkov).

Podobne Cub,, a Coc,, st pravidelné polytopy.
VETA 4.2 (Schlafli, 1850). Pravidelngmi polytopmi si

e v E2: pravidelné mnohouholniky, t.j. nekonecne vela pravidelnijch polytopov,
o v E3: Platonske telesd (teda okrem standardngjch polytopov este dvandststen a
dvadsatsten),
e v E*: okrem troch standardngch polytopov st pravidelngmi aj
— konvezng obal bodov nasledovnijch 24 bodov (body kocky a zvicsenej dudlnej
kocky):
(1,21, 1, £1), (£2,0,0,0), (0,£2,0,0), (0,0, £2,0), (0,0, 0, £2),
ide o samodudlny polytop ,
— k predchddzajicemu polytopu sa pridd dalsich 96 vrcholov a z tejto mnoziny
sa utvori konvexny obal,
— dudlny polytop k predchddzajicemu,
teda dokopy 6 pravidelngch polytopov,
o v E", n > 5: len Standardné polytopy.






KAPITOLA 3

Elementy stereometrie

Priamka je jednoznac¢ne uréena:

e dvoma réznymi bodmi,
e bodom a smerom (smer je dany napriklad priamkou, s ktorou mé byt ur¢ovand
priamka rovnobeznd)

Rovina je jednoznacne urcena:

trojicou nekolinedrnych bodov,

priamkou a bodom, ktory na tejto priamke nelezi,

dvoma roznobezkami

dvoma rovnobezkami

bodom a smerom (smer je dany napriklad rovinou, s ktorou mé byt uréovana
rovina rovnobeznd)

1. RovnobeZnost

V trojrozmernom priestore na mézme rozpravat o rovnobeznosti priamok a rovin.
Synteticky sa charakterizacia rovnobeznosti rozpada na jednotlivé pripady:

e Dve roviny v E3 sti rovnobezné, ak s totozné alebo ak nemajui ziaden spoloény
bod.

e Rovina a priamka v E? st rovnobezné, ak priamka lezi celd v rovine alebo ak
nemaju ziaden spolo¢ny bod.

e Dve priamky st rovnobezné, ak su totozné alebo ak lezia v jednej rovine a
nemaju ziaden spolo¢ny bod.

V analytickej geometrii sa rovnobeznost da vybavit jednou definiciou pokryvajticou
vsetky dimenzie:

DEFINicIA 1.1. Podpriestory a, 8 C E" st rovnobezné, ak
Via) S V(B) alebo V(B) < V()
ULOHA NA ZAMYSLENIE SA 6. Tranzitivnost rovnobeznosti priamok a rovin:

e rovnobeznost priamok je tranzitivna relacia;
e rovnobeznost rovin je tranzitivna relacia;
e (o sa stane, ak pomiesame priamky s rovinami?

TVRDENIE 1.2 (Kritérid rovnobeznosti).

e Priamka je rovnobeind s rovinou prdve vtedy, ak je rovnobeind s priamkou
TOVINY.

13



14 3. ELEMENTY STEREOMETRIE

e Duve roviny st rovnobezné prave vtedy, ked jedna z rovin obsahuje dve réznobezky,
ktoré si rovnobezné s druhou rovinou.

2. Incidencia priamok a rovin (rezy mnohostenov)

Ro6znobezné roviny sa pretinaji v priamke - priesecnici. Pre jej ndjdenie potrebu-
jeme najst dva body leziace v oboch rovinach.

N4jst prienik roviny a priamky: Casto priamkou prelozime rovinu a pomahame si
prienikom dvoch rovin - hladany priesec¢nik bude lezaf na priesecnici tychto rovin.

N&jst prienik dvoch priamok (rozhodnut, ¢i su priamky roéznobezné alebo mimo-
bezné): ¢asto redukujeme na predchadzajici pripad: jednou z priamok prelozime rovinu
a hladame prienik priamky a roviny.

Néjst rez mnohostena rovinou: najst prieniky tejto roviny s jednotlivymi stenami.
Vyrazne sa v tychto tlohdch opierame o fakt, ze do hry vstupuje viac rovin:

Dané st rézne roviny « a 8. Skiimajme prieniky s tretou rovinou p:

(1) Nech « || 8.
(1a) p || a: roviny st po dvoch disjunktné
(Ib) p [} @: rovina p pretina roviny « a 8 v navzajom rovnobeznych priamkach.
(2) Nech « |f B. Budeme uvazovat len situdcie, ked ani p nie je rovnobezné so
ziadnou zo zadanych rovin, lebo v takom pripade mame po preznaceni pred-
chadzajicu situaciu.
(2a) p prechédza spolo¢nou prieseénicou rovin « a
(2b) p pretina rovinu « v priamke roznej ale rovnobeznej s priese¢nicou a N 3.
Potom priesecnica p N B je s tymito dvoma rovnobezna.
(2¢) p pretina rovinu « v priamke réznobeznej s priesecnicou o N . Potom
priesecnica p N § tiez prechadza priese¢nikom prvych dvoch priesecnic.

PRIKLAD 2.1. V stvorstene ABCD nech K € AB, L € BC, M € CD st vntutornymi
bodmi tychto hran. Nech K je stred AB. Treba najst rez stvorstena rovinou %LM , ak

(a) L je stred BC,
(b) L nie je stred BC.

Co viete povedat o tomto reze, ak vSetky tri body K, L, M s stredmi hran, na ktorych
lezia?

PRIKLAD 2.2. Overime, Ze taznice Stvorstena sa pretinaji v jednom bode

(a) synteticky:
— Rovina cez A, B a stred C'D stvorstena ABCD obsahuje dve faznice: t4
a tp. Teda taznice st po dvoch réznobezné.
— priesecnice troch vhodne zvolenych z tychto rovin sa stretaji v jednom
bode, a tym je tazisko.
(b) analyticky:
Pocitame prienik taznic Stvorstena. Zistime, Ze existuje a je to bod (A + B +
C + D)/4.
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3. Kolmost

7 linedrnej algebry poznate pojem kolmosti dvoch mnozin vektorov: nech V., W si
(neprézdne) mnoziny vektorov nejakého vektorového priestoru. Potom

V LW prave vtedy, ked v Lw Vv e V,VweW.

Nech «, B st podpriestory euklidovského afinného priestoru E?, kolmost by sme mohli
definovat priamociarym prenesenim tohto pojmu z linedrnej algebry: o« a S by boli
navzajom kolmé prave vtedy, ked

(2) Via) LV(B).

Potom by ale dve roviny nemohli byt na seba kolmé. My by sme sa chceli bavit o kolmych
rovindch. Podmienka (2) je ekvivalentna

(3) V(a) CV(B)*.

Tdto podmienku trochu zvolnime a pouzijeme na definiciu kolmosti euklidovskych pod-
priestorov (v E3 priamok a rovin):

DEFINiciA 3.1. Podpiestory o, 8 C E" s na seba kolmé, o L 3 prave vtedy, ked
V(a) CV(B)T alebo V(a)r CV(A).

DEFINicIA 3.2. (Alternativna definicia kolmosti) Podpiestory «, 8 C E™ st na seba
kolmé, o 1 3 préave vtedy, ked

V(e)n (V(e)nV(B)" LV(B) N (V(e) NV(B)
TVRDENIE 3.3 (Kritérid kolmosti).

(a) Priamka p je kolmd na rovinu o (p L «) prave vtedy, ked je kolmd na dve
roznobezky leZiace v rovine a.

(b) Roviny « a 8 st na seba kolmé (o L ) prave vtedy, ked v rovine o existuje
takd priamka p, Zep L 5.

4. Vzdialenosti

DEFINfCIA 4.1. Nech My, Ms; C E" st mnoZiny bodov. Ak je niektora z tychto
mnozin prazdna, tak vzdialenost

d(Ml,MQ) = |M1M2| = Q.

Inak
d(Ml,MQ) = ’M1M2| = inf{d(xl,xg) ’ xr1 € Ml,xg S MQ}.

TVRDENIE 4.2. (vzdialenost bodu od priamky a od roviny) Nech A je bod.
o Ak p je priamka a Alf kolmy priemet A na priamku p, potom
|Ap| = |AAL.
o Ak p je rovina a Alf je kolmy priemet A do roviny p, potom

|4p| = |AA .
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Dokaz. V analytickej geometrii sme to dokazovali analyticky, dokaz sa opieral o fakt, ze
skalarny sucin vektora so sebou je nezdporné éislo.

Synteticky dokaz vyplyva z pozorovania, ze prepona je najdlhsou stranou pravouh-
1ého trojuholnika. d

Co viete povedat o vzdialenosti

e rovnobeznych priamok?
e rovnobeznych rovin?
e priamky od rovnobeznej roviny?
Priecka mimobeziek je [ubovolna priamka, ktora obe mimobezky pretina.
Os mimobeziek je priamka, ktord obe mimobezky pretina a je na obe kolméa (tiez
tzv. kolma priecka).

TVRDENIE 4.3. (vzdialenost mimobeziek) Nech p,q si mimobezné priamky. Nech o
je ich os. Potom

lpg| = |PQ|, kde P=pno, Q@=qnNo.

Dékaz. Nech P’ je lubovolny bod na p a Q' zas na q. UkdZeme, ze |P'Q’| > |PQ)|.
Ak Q' = Q, potom je AQPP’ pravouhly s pravym uhlom pri vrchole P, a tak
prepona QP je dlhsia ako odvesna PQ.

Nech teraz Q' # Q. Nech « je rovina, ktord obsahuje priamku p a je rovnobezn4 s
priamkou ¢q. Nech dalej R je kolmy priemet bodu Q" do . Potom

QR|QP a [QR|=|QP|

Trojuholnik Q'RP’ je tak pravouhly, s pravym uhlom pri vrchole R. Teda P'Q’ je pre-
pona, a tak

|P'Q'| > |Q'R| = |QP|.

5. Uhly

Uhol v rovine je dvojica polpriamok so spolo¢nym zaciatkom.

K uhlu okamzite priradujeme jeho velkost. Symbol Z bude oznacovat uhol (t.j. ne-
jaky atvar v euklidovskom priestore), symbol £ zas jeho velkost.

Uvazujme ZABC. Nech u je vektor popisujuci polpriamku B—1>4, teda reprezentovany
orientovanou useckou so zaciatoénym bodom vo vrchole uhla a koncovym vnutri pol-
priamky, napr. u = A — B. Podobne v priradime polpriamke B?, napr. v = C — B.
Potom velkost uhla bude

LABC :=fuv a cosfuv =

u-v

[[all[[v]l
Definicia je korektné, lebo velkost uhla nezavisi od volby vektora: ak u’, v/ si1 iné vektory
polpriamok, potom u’ = cu, v/ = dv, kde ¢,d > 0 a plati

u v cu - dv u-v

cos Lu'v = = cos Luv.

I[[v Tealllidv]— Tulflv]
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5.1. Trocha goniometrie. Pri vypoctoch velkostami uhlov st celkom uzitoénymi
nasledovné vlastnosti goniometrickych funkeii:

LEMA 5.1.
cos(180° — ) = —cosy
cos(90° — ) = singp
Dékaz. Pre prvy vztah si staci vSimnit, ze graf funcie cos je simerny podla bodu (7/2,0).

Podobne druhy vztah vyplyva z faktu, Ze ak graf funkcie cos zobrazime symetricky podla
priamky x = w/4 (= 45°), dostaneme graf funkcie sin.

Pripadne si uvedomime, zZe stiradnice bodu B na jednotkovej kruznici st (cos ¢, sin ¢),
kde ¢ je orientovany uhol, ktory zviera kladny smer z-osi s polpriamkou OB.

Oba vztahy sa daju tiez odvodit zo suctového vzorca
cos(a + ) = cos acos 8 — sin asin 8

(dokaz stctového vzorca vid nizsie, kto ho nepoznd). Po dosadeni méame

cos(180° 4+ (—p)) = cos180°. cos(—¢p) — sin 180°. sin(—¢)
= (—1).cos(—¢) — 0.sin(—p) = — cos(—p)
= —cosy,
cos(90° + (—p)) = c0s90°. cos(—p) — sin 90°. sin(—¢)
= 0.cos(—¢) — 1.sin(—p) = —sin(—y)
= sinep.

O

Na zaver tejto odbocky ku goniometrii si este pre tplnost uvedme geometricky dokaz
suctovych vzorcov.

LEMA 5.2. Pre lubovolné uhly o, 8 plati
sin(a+ ) = sinacos + cosasinfj3,

cos(aw+ f8) = cosacos 3 —sinasinf.

Dokaz. Nech A je bod na jednotkovej kruznici, ktorého smerovy vektor zviera s kladnym
smerom z-osi uhol «. Pre suradnice A tak plati A = (cosa,sina). Po otoceni tohto

bodu okolo zadiatku stradnic o uhol 8 dostaneme bod A’ so stiradnicami

A" = (a},db) = (cos(a + B),sin(a + B)).
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Na druhej strane mo6zme stradnice bodu A’ vypocitat zo stradnic bodu A pomocou
matice otocenia o uhol 3:

ay \ [ cosfB —sinp ap \ [ cosfB —sinp CoS (v
ay |\ sinp cosp as ) \ sinf8 cosp sin o
_ < cos 3 cos o — sin B sin « )

sin 8 cos « + cos B sin «
O

5.2. Uhol priamok. Pre ilustraciu sa skisime aspon v pripade priamka-priamka
dokladne zamysliet nad ich uhlom ako nad geometrickym objektom.

Uvazujme najprv pripad, ked sa priamky réznobezné. Ich priesecnik ich rozdeli na
styri polpriamky. Priamky tak urcia styri uhly, po dva navzdjom vrcholové, a tak zhodné.
Za uhol priamok povazujeme mensi z dvojice roznych uhlov. Vidime, ze uhol priamok ako
geometricky objekt akoby nebol jednoznac¢ne urceny, ma totizto dvoch reprezentantov,
a sice vrcholové uhly uréené tymito priamkami. Ak st priamky na seba kolmé, ako ich
uhol berieme hociktory zo Styroch pravych uhlov, ¢ize v tomto pripade mame dokonca
styroch reprezentantov uhla priamok. Velkost uhla priamok bude velkost hociktorého
z dvoch (resp. Styroch) reprezentantov. Kedze vrcholové uhly si zhodné, velkost uhla
priamok je takto dobre definovana.

Ak st priamky p, ¢ rovnobezné, pristipme rovno k definicii jeho velkosti: ak p || g,
tak £pq := 0.

Na zaver treba este uvazovat uhol mimobeznych priamok. Definicia bude mat opod-
statnenie v nasledovnej vete:

TVRDENIE 5.3. Nech a,b st lubovolné priamky vE>. Nech M', M" € E3 st lubovolné
body. Nech a’,a”, b, b" si priamky jednoznacne uréené nasledovnymi podmienkami:
a: dla, d>M,
oo b, o s M
a’: d|a, d>M",

o’ b || b, b’ > M.
Potom Zd'V' = Za"b".

Dékaz. Kedze a' || " (rovnobeznost priamok je tranzitivna reldcia), lezia tieto priamky
v spoloc¢nej rovine , oznacme ju «. V tejto rovine zvolme

A ca, A+ M.
Dalej na tej istej strane od M’M" ako A’ zostrojime bod A” tak, Ze
A// c a// M//A// o M/A/
Mame tak rovnobeznik M’A’A”M" | teda (z viet o zhodnosti trojuholnikov)
(4) A/A// H M/M// a A/A// [aY] M/M//.

Analogicky na priamkach v',b” zostrojime body B’ a B”, pre ktoré nasledne odvodime,
ze
B/B// H M/M// a B/B// o MIM//
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Z tranzitivnosti rovnobeznosti a zhodnosti tseéiek tak spolu s (4) dostdvame
A/A// ” BIB/I a A/A// o~ B/B//

Styri body A’, A”, B', B"” st preto koplanarne a tvoria jednu z dvoch konfiguricii na
obrazku. Pomerne zdlhavou argumetnéciou (vynechame ju tu) sa da konfiguracia vpravo

A// A//

B//
/B/ B

B//

vylucit, ¢ize body tvoria rovnobeznik A’ A” B” B’. Odtial uz méme, ze A’B’' =~ A" B".

Ukézali sme tak, ze AM'A’B" a AM" A”B” st podla vety sss zhodné trojuholniky.
Preto ZA'M'B' = LA"M"B" Il

Mozme teraz definovat uhol mimobeziek aj ako geometricky objekt, no znovu nepéjde
o jednozna¢ny uhol: ak p,q st mimobeZné, tak za Zpq povazujeme hociktory z Zp'q/,
kde p' || p, ¢ || ¢ a p’, ¢ st roznobezné. Velkost uhla mimobeznych priamok je potom
velkost lubovolného reprezentatna ich uhla. Vdaka prave (¢iasto¢ne) dokazanej vete je
tato velkost dobre definovana.

Vidime, ze definovat velkost uhla dvoch priamok désledne pomocou ich uhla ako
geometrického objektu je sice korektna ale pomerne naro¢nd konstrukcia. Preto sa Casto
od tohto postupu upusta a definuje sa priamo velkost ich uhla, kedze tato v kone¢nom
désledku zavisi iba od smerov priamok a da sa tak v kazdom pripade (r6znobeznost,
rovnobeznost, mimobeznost) jednoducho vypocitat:

(5) £pq € [0,7/2](=[0,90°]) taky, ze cosLpq = m,

kde u je nenulovy smerovy vektor priamky p a v nenulovy smerovy vektor priamky gq.

5.3. Uhol priamky a roviny. Nech « je rovina a p je priamka.

Ak p L «, tak dpa = w/2. Za uhol priamky p a roviny o moézeme povazovat
hociktory z Zpq, kde q je priamka v rovine a ré6znobezné s p.

Nech p [ «. Nech pt je kolmy priemet priamky p do roviny . Uhol p a a definujeme
Lpa = Lpp*.
Velkost uhla p a o je potom velkost uhla Zppt.
Lahko sa presvedcime, ze
sin dpa = 7’11 1| ,
[[al[[[n]l

kde u je smerovy vektor priamky p a n je norméalovy vektor roviny a.



20 3. ELEMENTY STEREOMETRIE

5.4. Uhol dvoch rovin. Nech «, 8 st roviny.
Ak « || B, potom zadefinujeme Laf3 := 0.
Nech a, 8 st teraz roznobezné, nech r je ich priesecnica. Nech p je rovina kolméa na
priesecnicu r. Oznac¢me
p = pNa
qg = pNp

Potom za uhol rovin «, f povazujeme uhol priamok p, q. Inak: ak r je priesecnica rovin
o a [, tak

Zap = Zpq,
kdep Ca,p LT, qC B, q L r. Prevelkost uhla je to zas jednoduchsie, je jednoznacna:
cos Lo = e sl
[ma[[[ng]

kde n, resp. ng je normélnovy vektor roviny a resp. f3.

5.5. Dihedralny uhol, klin. Uhol dvoch rovin, tak ako uhol dvoch priamok, ne-
ked popisujeme uhol susednych stien, napriklad pri pravidelnom dvanaststene. Hovo-
rime tu o takzvanom dihedrialnom uhle. Ide o priestorovi (trojrozmernt) analégiu
rovinného uhla z axiomatiky: je to zjednotenie priamky (hrana klinu / dihedralneho
uhla) a dvoch polrovin s touto hrani¢nou priamkou (strany klinu / dihedralneho uhla),
pricom od polrovin vyzadujeme, aby neboli koplandrne.

K velkosti dihedralneho uhla (klinu): Nech p je rovina kolma na hranu. Potom prie-
nikom p a klinu je uhol, ako ho pozname z axiomatiky. Velkost dihedralneho uhla je
velkost tohto uhla, vid zaciatok podkapitoly o uhloch.

Podobne ako pri uhle dvoch rovin, mézme velkost dihedralneho uhla vypocitat aj
pomocou uhla normélovych vektorov rovin obsahujicich jeho strany. Treba si vSak dat
pozor na orientaciu tychto normélovych vektorov. Napriklad, ak n; je normélovy vektor
roviny jednej strany dihedralneho uhla leziaci v tom istom polpriestore ako druha strana
uhla (smerujici do toho istého polpriestoru), to isté nech plati pre normélovy vektor ny
druhej strany dihedrélneho uhla, potom velkost tohto dihedrdlneho uhla je

Y = 1800 — KHIIIQ
alebo inak
n -no

COS = -
L TN

PRIKLAD 5.4. Ktorymi pravidelnymi mnohostenmi sa dd teselovat trojrozmerny
priestor? Potrebujeme skimat velkost uhla medzi susednymi stenami: ide o dihedralny
uhol, nie uhol dvoch rovin.

PozNAMKA 5.5. S dihedrdlnym uhlom sa mozete stretntt v chémii pri popise tvaru
molekul (hlavne) organickych zlicenin (tzv. stereochémia?).

PRIKLAD 5.6. Uhol medzi vizbami v molekule metdnu: molekula m4 tvar pravi-
delného stvorstena, kde vo vrcholoch st atémy vodika a v strede stvorstena je atéom
uhlika. Treba vypocitat L AX B, kde A, B st lubovolné z dvoch vrcholov a X je stred
Stvorstena.
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5.6. Priestorové uhly. Uvazujme plast rotacného kuzela, v ktorom tsecky spaja-
juice vrchol s bodom na hranici podstavy nahradime celymi polpriamkami so zadiatkom
v danom vrchole, dostdvame tak rota¢nt kuzelovii plochu (inak: kuzelova plocha zostro-
jenéd nad kruznicou). Tato plocha je hranicou priestorového uhla. Velkost priestoro-
vého uhla sa meria v steradidnoch (skr. sr) a rovnd sa obsahu plochy na jednotkovej
sfére, ktora mé stred vo vrchole uhla, a je tymto uhlom ohranicena.

Vseobecnejsie, kuzelova plocha nemusi byt zostrojend nad kruznicou ale nad Tubovol-
nou jednoduchou uzavretou krivkou. Uhol zostrojeny nad (rovinnym) mnohouholnikom
nazyvame polyhedralnym uhlom. Lokalne popisuje napriklad mnohosten v okoli jeho
vrchola. Napriklad pri Stvorstene hovorime o trihedrdlnom uhle (tiez trojhran) -
uhol je zostrojeny nad trojuholnikom.

POZNAMKA 5.7. Priestorové uhly uréené rotacnymi kuzelmi sa bezne vyuzivaji na-
priklad v astrondmii.

PRIKLAD 5.8. Ak4 je velkost trojhranu uréeného troma navzajom kolmymi rovinami
(tzv. oktant)?

6. Obsahy a objemy

6.1. Obsah rovnobeznika. Elementdrnym rovinnym tutvarom (inak: dvojrozmer-
nym simplexom) je trojuholnik. Vypocitat obsah trojuhlonika ABD vieme, ak vieme
vypocitat obsah rovnobeznika ABC'D. Obsah rovnobeznika ABCD (u= B — A, v =

D C

Vypocet obsahu rovnobeznika.

D —A) je
S = [AB[h = [Ju[[h = |lu[[]v]|sin £uv = |lu x v]|.
Aby tento vektorovy sicin daval zmysel, vnorime nasu rovinu do trojrozmerného pries-

toru tak, ze z- a y-stradnice ostant zachované a z-siradnica je nulova. Teda pévodnu
rovinu E? sme stotoznili s rovinou z = 0 v E?. Potom

(A )
uxv=10,0, .
U1 V2
Cize obsah rovnobeznika urc¢eného vektormi u, v je
up  u2
S = ‘ = ’ul’l}z — 'U,2'U1’.
v V2

Inspirovani poslednym vypoctom mozme v orientovanej rovine pre rovnobeznik,
ktory urceny vektormi u, v, definovat orientovany obsah
ur u2
v V2

oS =

= U1V2 — UV].
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Orientovany obsah bude kladny, ked vektory u a v tvoria kladne orientovani bazu, a
zaporny, ked tvoria zaporne orientovani bazu. Pre obsah potom mame S = |oS)|.

6.2. Objem rovnobeZnostena: zmieSany stiéin. Nech je rovnobeznosten v E3
urceny vektormi

u=B-A v=D-Aaw=A —A.
Nech [ oznacuje vysku na podstavu ABC'D (ABCD je rovnobeznik), teda [ je vzdialenost
S
rovin ABC a AB'CV. Vieme, Ze u x v je vektor kolmy na u aj v. Nech 8 je uhol, ktory

Vypocet obsahu rovnobeznika.

zvieraju vektory u x v a w. Zrejme

l

[wl’

pricom cos 3 je kladny, ak u X v a w zvieraju uhol mensi ako 90°, a zadporny, ak je tento
uhol vécsi ako 90°. Vsetky tieto pozorovania mdzeme zhrnuf teraz vo vypocte objemu
rovnobeznostena ABCDA'B'C'D’:

cosfB ==+

V=|luxv|.l=|uxv|.|wl|.|cos S| =|(uxv).w|
DeriNfciA 6.1. Cislo

(75} U2 U3
(u,v,w):=(uxv)w=| vy vy v3
w1, w2 ws

nazyvame zmiesanym suc¢inom vektorov u, v a w.

VETA 6.2. Pre zmieSany sucin troch vektorov plati

e (u,v,w) =0 prdve vtedy, ked si vektory u,v,w linedrne zdvislé.
e (u,v,w) = (v,w,u) = (w,u,v).
e (u,v,w) >0, kedu,v,w v tomto poradi je kladne orientovanou bdzou.

Dokaz. Jednoduché preverovanie. O



6. OBSAHY A OBJEMY 23

Podobne ako v pripade rovnobeznika v rovine, aj v orientovanom trojrozmernom
euklidovskom priestore pre rovnobeznosten urceny vektormi u, v, w definujeme orien-
tovany objem

(75} U2 U3
oV=(uv,w)=| v v2 u3
w; w2 w3
Orientovany objem bude kladny prave vtedy, ked vektory u a v, w tvoria kladne orien-
tovani bazu. Pre objem potom V = |oV/|.






KAPITOLA 4

Rovnobezné premietanie

1. Zékladné pojmy

Nech je dand rovina £ (priemetnna) a priamka [ (smer premietania) takd, ze
Lie.

Rovnobezné premietanie v smere [ do roviny ¢ je zobrazenie E*> — ¢, ktoré
kazdému bodu A priradi bod A; nasledovne:

(1) nech I4 je takd priamka, ze [4 || 1 a4 5 A; 4 je premietacia priamka bodu
A,
(2) A; =1 Ne je (rovnobezny priemet bodu A).

[ 4
A

ad

Rovnobezné premietanie

3

Vlastnosti rovnobezného premietania:

e Rovnobezné premietanie je afinné zobrazenie. Zobrazenie je afinné, ked
— zachovéava afinné kombindcie bodov (charakterizécia pouzivana v analytic-
kej geometrii)
— obrazom priamky je bod alebo priamka, pricom v druhom pripade sa za-
chovéva deliaci pomer (charakterizicia pouzivana v syntetickej geometrii).
Obe tieto definicie afinného zobrazenia st ekvivalentné.
e Priemetna je rovinou samodruznych bodov.

Osnova priamky [, ktord urcuje smer premietania (t.j. mnozina vsetkych priamok
rovnobeznych s [) sa nazyva osnovou premietania.

1.1. Rovnobezny priemet priamky. Rovnobezny priemet priamky p ziskame,
ked premietneme vsetky jej body. Predstava pri premietani: premietame akoby vsetky
body priamky naraz.

Ak p je osovova (rovnobezna so smerom premietania), potom jej rovnobeznym prie-
metom je bod. Inak premietacim ttvarom priamky (t.j. zjednotenim premietacich
priamok vSetkych bodov priamky p) je rovina A rovnobeznd so smerom premietania
(tzv. osnovova rovina). Priemetom priamky p je priamka p; =N A.

25
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PRikLAD 1.1. Nech p,q C E3 st dve rozne priamky, ani jedna z nich nech nie je
osnovova. Ako modze vyzerat priemet tejto dvojice, ak sa p, ¢

e rovnobezné,
e rdznobezné,
e mimobezné?

1.2. Rovnobezné priemety niektorych dalsich objektov.

PRIKLAD 1.2. Ako vyzeraju premietacie ttvary (t.j. zjednotenia premietacich pria-
mok vsetkych bodov objektu) a priemety nasledovnych objektov?

e rovinny n-uholnik P, t.j. P C «, ak rovina «
— je osnovova,
— nie je 0snovova;
e kruznica k C «, ak rovina «
— je osnovova,
— nie je 0snovova;
e sféra S.

2. Pohlkeho veta

Uvazujme priemet kocky vo volnom rovnobeznom premietani. Nech jedna stena lezi
v rovine zy. Jeden vrchol je v zacdiatku stradnic O, tri susedné vrcholy si jednotkové
body na stradnicovych osiach: E* = (1,0,0), EY = (0,1,0), E* = (1,0,0). Priemetiiou
e nech je zy-rovina, teda O = Oy, Ef = E*, E{ = EY. Pri volnom rovnobeznom
premietani vieme presne, kam naniest bod E7.

Mohol by sa bod Ef nachadzat inde (pri inom rovnobeznom premietani ako volnom)?

Lahko sa presvedc¢ime, ze bod E* = (0,0,1) sa moze zobrazit kdekolvek do roviny
€, teda na Iubovolny bod Ef(a,b,0). Priamka cez body E* a Ef je osnovovou priamkou
urcujicou smer premietania.

PRIKLAD 2.1. Ak napriklad |O1Ef| = |OE?| (teda premietanie zachovava vzdiale-
nost v smere z-osi), vidime, Ze smer premietania a priemetna zvieraju uhol 45°.

Uz priemet kocky, ktorej jedna zo stien kocky lezi v priemetni a s uhlom smeru
premietania a roviny je 45°, moze vyzerat réznorodo.

|
=i —

, /

Ro6zne priemety kocky, ked uhol premietania je 45°

Uhol premietania ¢ je uhol osnovovej priamky s priemetnou. Hovori sa mu tiez
odchylka premietania. V zavislosti od uhla premietania ide o

e kolmé (pravouhlé) premietanie, ak ¢ = 90°,
e Sikmé (kosouhlé) premietanie, ak ¢ < 90°.



2. POHLKEHO VETA 27

Nech XY je tisecka leziaca na priamke, ktord je kolmé na priemetnu. Potom pomer
|X1Y1]/|XY| sa nazyva koeficient skratenia uvazovaného rovnobezného premietania.
T.j. napriklad pri premietani s odchylkou 45° mame koeficient skratenia 1.

Medzi uhlom premietania ¢ a koeficientom skratenia v je vzfah
cotgp = v.

PRrIKLAD 2.2. Koeficient skratenia volného rovnobezného premietania je 1/2, teda
o = 63, 4°.

Aby priemety objektov neboli prilis pretiahnué, odporica sa pre odchylku (uhol
premietania), aby ¢ € (60°,90°).

V priklade 2.1 ide stdle o priemety kocky v priemetani s uhlom 45° a v kazdom
pripade méa kocka jednu z podstav v priemetni. Ktory priemet dostaneme, zavisi od
otocenia kocky okolo osi kolmej na priemetniu.

2.1. Axonometria, siradnicové sistavy v priestore a v priemetni. Nech O
je zaciatok suradnicovej stustavy. Bod O spolu s kladnymi smermi siradnicovych osi x,
y, z uréuji pravouhly trojhran, jeden z oktantov urcenych stiradnicovou ststavou v E3.
Ak rovnobezny priemet tohto trojhranu v priemetni € pozostdva z troch polpriamok,
z ktorych ziadne dve nelezia na jednej priamke, nazyvame toto premietanie axono-
metriou. Priemet trojhranu (O, z,y, 2), t.j. zjednotenie troch polpriamok sa nazyva
axonometricky osovy kriz.

Nech E*, EY, E* su jednotkové body na prislusnych siradnicovych osiach. Ich prie-
metmi spolu s priemetom zaciatku, ¢iZe Stvoricou bodov O,, E¥, EY, EZ (nazjvanou tieZ
axonometricka stradnicova ststava), je prislusnd axonometria jednozna¢ne urcéena.

VETA 2.3 (Pohlkeho veta). Lubovolné tri komplandrne usecky O EX, OoEYy, Oy E?
neleziace na jednej priamke mozno povazovat za rovnobezny priemet trojice incidentnijch
hrdn kocky.

Neskor Schwartz dokazal trochu vseobecnejsie tvrdenie, tzv. Pohlke-Schwartzovu
vetu, ktora hovori o priemete Iubovolného stvorstena.

Dokaz sa robi analyticky, skimaji sa pri nom vlastné smery a vlastné ¢isla rovno-
bezného premietania.

PRIKLAD 2.4. Ak |O.E7| = |0.Ey| = |0.E7], ide o tvz. izometriu. Pozor, nejde
0 izometriu v exaktnom geometrickom zmysle! Mysli sa len, ze sa zachovavaju pomery
dlzok v smere vSetkych siradnicovych osi.

2.2. Sikmé premietanie. Casto sa priemetiia a siradnice volia tak, Ze siradnicové
osi priemetne splyvaji so stradnicovymi osami xz-roviny. Ak uhol premietania nie je
pravy, v deskriptivnej geometrii hovorime v takom pripade o Sikmom premietani. Ide
o Specidlny pripad axonometrie. Priemet tretej stiradnicovej osi v priemetni je potom
uréeny

e uhlom w medzi kladnym smerom vodorovnej siradnicovej osi priemetne a prie-
metom kladného smeru tretej osi zobrazovaného priestoru
e koeficientom skrétenia (ekvivalente: uhlom premietania)
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B B E;
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¢ Yy
E" Ea

Vlavo: ndhodna axonometria, v strede: vojenska perspektiva, vpravo: ka-
valierna perspektiva (nadhlad zlava). Vojenska aj kavalierna perspektiva
su izometriami (v zmysle deskriptivnej geometrie)

PRIKLAD 2.5. Kavalierna perspektiva v priklade 2.4 je aj Sikmym premietanim.
Velmi podobnym sikmym premietanim je aj volné rovnobezné premietanie. LiSia sa len
koeficientom skratenia (v = 1 verzus v = 1/2). V oboch pripadoch standardne volime
w = 135° (nadhlad sprava), niekedy mo6zme zvolit w = 45° (nadhlad zlava).

2.3. Kolméa axonometria. Ak smer premietania v axonometrii je kolmy na prie-
metnu, hovorime o kolmej axonometrii.

Nech priemetnia e pretina vsetky stradnicové osi. (Zvycajne sa premietanie voli tak,
aby tieto priese¢niky lezali na kladnych polpriamkach stiradnicovych osi.) Nech X = eNz,
podobne Y = eNy a Z = eN z. Trojuholnik XY Z sa potom nazyva axonometricky
trojuholnik.

VETA 2.6. Azonometria je kolmou prave vtedy, ked X Oy, Y O, ZO, lezia na vyskach
ANXY Z.

Dokaz. Nech je dand axonometria kolma. Oznac¢me normalovy vektor priemetne € ako n.
Nech p, je kolmopremietacia rovina z-osi. Smer tejto roviny je V(p.) = (n, e3). Priamka

Y lezi v xy-stiradnicovej rovine, preto je kolméa na z-os. Z C e mame aj AB | n.
Cize W L p.,,atak XY 1L p,Ne= EOQ. Ukéazali sme, ze ZO,, lezi na vyske AXY Z.
Podobne pre ostatné vysky.

Nech teraz XO,, YO,, ZO, lezia na vyskach AXY Z. Nech u je nenulovy vektor
uréujuci smer premietania. Uvazujme najprv predpoklad, ze ZO, 1L XY. O smere pre-
mietacej roviny p, tretej siradnicovej osi vieme, ze jednak V(p,) = (u, (Z — O,)), a tiez,
ze V(p;) = (u,e3). Smer V je generovany dvoma linedrne nezavislymi vektormi, teda
tiez plati, ze V(p,) = ((Z — O,), e3). Kedze vektor (Y — X) je kolmy na oba generatory
priestoru V(p,), je kolmy na vsetky smerové vektory tejto roviny, Specidlne (Y —X) L u.
Podobne sa ukéze, ze (Z —Y) L u. Teda u L e. O

Kolmé axonometria je jednoznacne uréend jednym z nasledovnych:

e axonometricky osovy kriz,
e axonometricky trojuholnik.

Ak AXY Z je axonometricky trojuholnik, jeho ortocentrum je priemet zaciatku sui-
radnicovej sustavy O, a spojnice O, s vrcholmi trojuholnika uréuji axonometricky osovy
kriz. Trojuholnik AXY O, je kolmym axonometrickym priemetom AXY O do priemetne
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€. Na druhej strane uvazujme otocenie okolo W do roviny € tak, ze zaciatok sturadnic
O sa zobrazi do bodu O, ktory lezi v opacnej polrovine od ako O,. Zrejme kazdy
bod P v AXYO, (a vlastne v celej rovine tohto trojuholnika) sa v axonometrii zobrazi
do P, a otocenim do P’, kde (ak P ¢ W) P,P" 1 XY (rovina otocenia bodu P je
kolm4 na XY a tak obsahuje kolmopremietaciu priamku bohto bodu). Preto ak E*' je
otocenim jednotkového bodu E* na z-osi, jeho axonometricky priemet E? ziskame ako

priemet E' na O, X v smere kolmom na XY

Konstrukcia axonometrickej stiradnicovej stustavy v kolmej axonometrii

3. Mongeova projekcia

Ide o dvojicu kolmych premietani (rovnobezné premietania s uhlami premietania
90°).

(1) e Prva priemetna 7 je zy rovina, nazyva sa tiez pédorysna. Priemet bodu/ob-
jektu do tejto roviny sa nazyva prvy priemet alebo tiez pé6dorys. Napri-
klad prvym priemetom bodu A = (a.,ay,a.) je bod A; = (a,ay).

e Druhd priemetna v je xz rovina, nazyva sa tiez narysna. Priemet bodu/ob-
jektu do tejto roviny sa nazyva druhy priemet alebo tiez narys. Napriklad
druhym priemetom bodu A = (as, ay,a.) je bod Az = (az,az).

Matematicky ide teda v prvom kroku o zobrazenie

fE = 7mxv
A~ (Al,Ag)

(2) Rovinu 7 oto¢ime okolo z-osi tak, ze kladny smer y-osi splynie so zapornym
smerom z-osi (tzv. zdruZenie priemetni).

TXv—=vxy, (A}, Ag)— (A}, A)
Mongeovo zobrazenie (Mongeova projekcia)

g: B s vxu, Am (A A)
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je zlozenie tychto dvoch zobrazeni. V praxi mame tak jednu rovinu, v ktorej
sa nachadza aj narys aj pédorys objektu. Pre odlahcenie oznacenia sa znovu
namiesto A} pise A;.

I
Y %
-AQ
Ay A
.
| a.
|
|
: @) Y Ty = Ty = T12 Ay |
| T [01=0s
A,
/ : Oy
|
X I
! <
A Y
. : Z
Al v

Stradnicova os x1 = x2 sa nazyva zakladnica.

Kvoli prehladnosti sa zobrazované objekty sa zvyknt do stradnicovej sustavy umiest-
novat tak, aby y- a z-siradnice vSetkych bodov boli nezaporné. Pokial sa zobrazuju
pravouhlé objekty, tiez sa standardne umiestnuja tak, aby ich hrany boli rovnobezné so
stradnicovymi osami. Umoznuje to priamo v projekcii merat dolezité vzdialenosti.

PRIKLAD 3.1. Pédorysom a narysom priamky je priamka, v $pecidlnom pripade bod.
Dolezité body priamky p v Mongeovom zobrazeni:
e pddorysny (prvy) stopnik P =pnNm,
e narysny (druhy) stopnik N =pnv,
PRIKLAD 3.2. Ako vyzerd obraz priamky

e kolmej na niektori priemetnu,
e rovnobeznej s niektorou priemetnou, pripadne s oboma priemetnami?

Ide sice v matematike o Specidlne pripady, no v praxi su to naopak preferované a velmi
Casté pripady.

PRIKLAD 3.3. Ako zistit vzdjomni polohu dvoch priamok, ked pozndme ich obrazy
v Mongeovej projekcii?

Spravidla Mongeov obraz poskytuje dostatocnii predstavu o objekte. Poloha bodu
A € E? sa dé jednozna¢ne zrekonstruovat z jeho podorysu a narysu. To isté plati pre
priamku. S komplexnejsimi (viacrozmernymi) objektami je to komplikovanejsie.

PRIKLAD 3.4. Zostrojit narys a pddorys kocky (axidlnej) je jednoduché. No tento
narys o podorys moze okrem kocky predstavovat aj rozne iné telesa.
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V zaujme ¢o najvyssej vypovednosti:

e volime vhodni polohu telesa (vid predchadzajuci priklad),

e podorys a narys mézeme doplnit tretim priemetom, tzv. bokorysom,

e podorys a narys (mozno aj s bokorysom) mézme pre nazornost doplnit axono-
metrickym obrazom telesa.

Z9 — Z3

T12 T12 Y3

n

Bokorys na obrazku vpravo odhali, ze ide o trojboky hranol.

PRrRIKLAD 3.5. Nakreslit podorys, narys aj bokorys objektu.

PRIKLAD 3.6. Objekt zndzorneny v Mongeovej projekcii (podorys a narys si odde-
lené) znazornit v axonometrii danej napriklad axonometrickym osovym krizom. Existuje
napriklad zarezovd metdéda pre pohodlné rysovanie. Takymito technickymi konstruk-
ciami sa vsSak na tejto prednaske nebudeme zaoberat. Mozny postup je napriklad najprv
si naniest do axonometrie pédorys a nasledne kazdy bod este doplnit z-stradnicou.

PRIKLAD 3.7. Objekt zndzorneny v Mongeovej projekcii (podorys, nérys aj bokorys)
zobrazte v axonometrii.

PRIKLAD 3.8. Takzvany Penrose-ov trojuholnik (na obrézku vlavo) je neexistujuci
objekt v style viacerych Escherovych obrazov. Po malej uprave (vpravo) sa ale stava
axonometrickym obrazom redlneho objektu. Nakreslite jeho pérodys, narys aj bokorys.
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T12
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29 = Z3

T12 Y3
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KAPITOLA 5

Linearna perspektiva

e linedrna”: ide o zobrazenie, ktoré zachovava kolinearitu: priamka sa zobrazuje
na priamku, pripadne na jediny bod (podobne ako pri rovnobeznom premietani)
e perspektiva”: geometricky vyjadruje, ze vzdialenejsie objekty sa javia mensie

1. Stredové premietanie

Matematickym modelom linedrnej perspektivy je stredové premietanie. Ide o
zobrazenie priestoru do roviny urcené

e priemetniou p a
e stredom premietania S, kde S ¢ p.

Nech X € E3, X # S. Ak ﬁ I p, je obrazom bodu X € E? v tomto stredovom

premietani bod X' = N p. V opa¢nom pripade (ak ﬁ | p), nie je obraz bodu
X definovany. Stredové premietanie tak nie je definované pre body v rovine ¢, ktora je
rovnobezna s priemetnou p a prechadza stredom premietania S.

Pozrime sa teraz, ¢o je obrazom priamky v stredovom premietani.

e Ak p C ¢, tak zobrazenie nie je definované v ziadnom z bodov p.

o Ak p || p, p Z ¢, tak obrazom priamky p je priamka p’, kde p’ | p a p’ je zaroven
afinnym obrazom p, teda pre jednotlivé body na tejto priamke sa zachovava ich
deliaci pomer.

e Ak p> S ap¢., jeobrazom p jediny bod, a to priesecnik p s priemetnou p.

e V najvSeobecnejsom pripade, ak p }f p, p Z S, je obrazom priamky p priamka p’
okrem jedného bodu, a sice bodu pNp, kde p || p, p 2 S. Tento bod nazyvame
ubeznikom priamky p. Na priamke p je zobrazenie definované pre vsetky body
okrem bodu pN¢.

Dolezité pozorovanie: ak p, ¢ si priamky vo vSeobecnej polohe vzhladom na prie-
metnu a stred premietania (vid posledny z prave skimanych pripadov), tak p || ¢ préve
vtedy, ked p a ¢ maju spolocny ubeznik.

2. Zakladné pojmy linearnej perspektivy

Hoci stredové premietanie je definované takmer na celom priestore, v technickej
praxi sa pouziva len na malt cast priestoru. V prvom rade je zauzivana konvencia, ze
priemetna sa nachddza medzi stredom premietania (v linedrnej perspektive pozorova-
telom) a zobrazovanymi objektami. K tomu sa v linedrnej perspektive zobrazuju len
objekty nachadzajice sa vo vnutri zornej kuzelovej plochy, ¢o je kuzelova plocha s
vrcholom S, ktorej os je kolmé na priemetnu p.

33
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Zorna kruzZnica je prienik zornej kuzelovej plochy s priemetnou. Jej polomer bu-
deme oznacovat r.

Hlavny bod H linedrnej perspektivy je kolmy priemet pozorovatela (t.j. stredu
premietania) do priemetne. Je teda priesecnikom osi kuzelovej plochy s priemetiiou.
Vzdialenost d = |SH| = |Sp| sa nazyva diStancia perspektivy.

Cim vidsiu odchylku maji premietacie priamky zobrazovaného objektu od osi zor-
nej kuzelovej plochy, tym k vicsiemu skresleniu pri premietani dochadza (efekt, ktory
poznéte z rovnobezného premietania). Preto pre ¢o najrealistickejsie zobrazenie sa od-
poruca, aby tvoriace priamky zornej kuzelovej plochy mali od normdly priemetne maxi-
maélnu odchylku 45°. Na druhej strane by distancia d nemala byt v porovnani s r prilis
velkd, inak by sa stratil efekt perspektivy a zobrazenie by sa prili§ podobalo na kolmé
rovnobezné premietanie. Za vhodné hodnoty pre d sa povazuju

r<d<3r.

*S;

z

Linearna perspektiva pre situdciu, ked priemetna je kolma na zakladnd rovinu.

Zakladna rovina m je vhodnd horizontélna rovina (zem) pod S. Zobrazované ob-
jekty reprezentované pravouhlymi kvadrami kladieme jednou stenou na zakladni rovinu.
Kolmy priemet S do 7, ozn. S, je stanoviste. Vzdialenost |SS;| = |S7| sa nazyva vyska
horizontu. Nech 7° je rovina prechadzajica bodom S a rovnobezna s m. Rovina 7°
sa nazyva obzorova rovina. Horizont je priamka h = 7° N p. Horizont je mnozinou
ubeznikov priamok rovnobeznych so zakladnou rovinou. Na zaver priamka z = 7N p sa
nazyva zakladnica.

V zavislosti od polohy zobrazovaného objektu vzhladom na priemetniu hovorime o
tzv. jedno-, dvoj- alebo trojibeznikovej perspektive. Jedno- a dvojibeznikové per-
spektivy st zvislymi perspektivami, ¢im sa vravi, ze priemetna je kolma na zakladntu
rovinu.

2.1. Jednoubeznikova (frontalna, prie¢elnd) perspektiva. Objekt (kvader) je
poloZeny na zdkladnej rovine m a jedna jeho stena je rovnobezna s priemetnou p. Kazda
hrana zobrazovaného kvadra je tak bud rovnobezna s priemetnou alebo je na priemetnu
kolméa. Hrany kolmé na priemetnu sa zobrazuji na priamky so spoloénym tibeznikom H
(hlavny bod linedrnej perspektivy).
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VTavo: zndzornenie situdcie jednotubeznikovej perspektivy; vpravo: obraz
Vv priemetni.

2.2. Dvojabeznikova (naroznda) perspektiva. Objekt lezi jednou stenou v zé-
kladnej rovine, a vSetky jeho steny st s priemetnou réznobezné. Zvislé hrany sa tak
rovnobezné s piemettiou a zvy$né hrany s s priemetnou réznobezné. Tieto (nie zvislé
hrany) st po Styroch navzajom rovnobezné, kazda Stvorica ma tak spolo¢ny ubeznik.
Oba ubezniky st na horizonte, kedze hrany si rovnobezné so zakladnou rovinou.

S I\
D

A BC D

Vlavo: dvojubeznikova perspektiva; vpravo: obraz v priemetni.

2.3. Trojubeznikova perspektiva. Hovori sa jej aj Sikma perspektiva. Objekt
stale lezi jednou stenou v zékladnej rovine a ani jedna trieda navzdjom rovnobeznych
hran nie je rovnobezna s priemetnou. To znamena, ze priemetna nie je zvisla, teda nie
je kolma na zdkladni rovinu. Tak kazda z troch tried navzajom rovnobeznych hran pra-
vouhlého kvadra méa v priemetni svoj tibeznik. Dva z tychto tbeznikov, zodpovedajicich
hranam v zakladnej rovine, urc¢uju v priemetni horizont.
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3. Priklad

Objekt dany Mongeovou projekciou zobrazte v dvojubeznikovej perspektive. Prie-
metna je kolm4 na zdkladni rovinu (pédorysinu) a je znédzornené v podoryse. Pozorovatel
sa nachadza v bode P.

P2°

A

P1°
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4. Deliaci pomer v linedrnej perspektive

Stredové premietanie nezachovdva deliaci pomer. Ako naniest ziadany deliaci pomer
na tsecku, ktord nie je rovnobeznd s priemetniou (napriklad rozdelit dsecku na rovnaké
dieliky)? Ukéazeme si mozné postupy v jednotibeznikovej perspektive.

4.1. Specialny pripad: delenie na polovice. Pre Sachovnicu vieme delit kazda
stranu na polovicu pomocou uhlopriecok: ide o velmi Specidlnu situaciu, kde si m6zme
pomoct takymto jednoduchym trikom.

4.2. Vseobecna konstrukcia v technickej praxi. Vseobecnejsie, ak chceme tisecku,
ktord pred zobrazenim nebola rovnobeznd s priemetiiou, rozdelit na n zhodnych casti,
premietneme si ju rovnobeznym premietanim najprv do priemetne: ak tsecka lezi v za-
kladnej rovine , jej rovnobezny priemet bude na zédkladnici. Rovnobezné premietanie
zachovéva deliaci pomer a v priemetni st zachované skutoéné vzdialenosti. Ulohu vy-
rieSime v priemetni a riesenie nasledne premietneme naspat. Pri rysovani alebo ¢rtani v
linedrnej perspektive teda postupujeme nasledovne:

(1) Pomocou niektorého tibeznika na horizonte prenesieme usecku na zakladnicu.
V zékladnej rovine (v podoryse) ide o rovnobezny priemet tejto usecky na
zékladnicu, kde smer premietania je uréeny tubeznikom.

(2) Potrebné vzdialenosti nandsame na tsecke na zakladnici.

(3) Skonstruované body/useky nanesieme na pévodnu tsecku. V zdkladnej rovine
ide o rovnobezné premietanie inverzné k premietaniu v prvom kroku.

s

P z

VTIavo: pddorys riesenia delenia tisecky na tri rovnaké ¢asti (zddévodnenie
rieSenia); vpravo: riesenie problému v linedrnej perspektive
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4.3. Konstrukcia pravidelnej Struktary (dlazdenie). Vidime, ze aj v jedno-
ubeznikovej perspektive sa pouziva viac ubeznikov, nielen hlavny bod. Ako Specidlny
pripad predchadzajiceho postupu dostaneme konstrukciu, ktord sa vyuziva napriklad
pri kresleni pravidelnej dlazby. Pre rovnobezné premietanie sa pouzije iibeznik uhlop-
rieCok a pomocou neho dlazbu rozsirime podla potreby/Zelania.

Tiez je uzitoéné si uvedomit, ze usecku, ktori chceme delit alebo nanasat dalej
na danu priamku, nemusime zobrazovat presne na zakladnicu, mézme ju zobrazit na
akukolvek priamku rovnobezni so zakladnicou.

U H h

Hlavny bod H je tibeznikom priamok kolmych na priemetnu, bod U je
ubeznikom priamok, na ktorych lezia uhlopriecky dlazby.

5. Analytické vyjadrenie stredového premietania

Nech priemetiia p je zy-rovina, z- a y-stiradnicové osi nech st spolo¢né pre E? aj pre
priemettiu. Pozorovatel nech sa nachddza na z-osi vo vzdialenosti d od priemetne: S =
(0,0,d). Bod A = (a1, az,a3) chceme v stredovom premietani so stredom v S zobrazit

do priemetne p. Vypocet stradnic priemetu A’ = (af,d)) bodu A (tretiu siradnicu
(Y
A
|
A
2, 5 - 2, 5 A"
d O as

Stredové premietanie; vpravo: kolmy priemet situdcie do yz-roviny

vynechévame, jej hodnota je 0, kedZe lezi v priemetni p):

e (synteticky) Pre vypocet y-stradnice vynechajme z-suradnicu (urobili sme kolmy
priemet situécie do yz-roviny). Z podobnosti trojuholnikov SOA" a SA” A méme

A0l |AA"|
0S| |A"S]
a,  ap
d B d— as
’ agd

ay =

d—ag'



6. PROJEKTIVNA ROVINA, PROJEKTIVNY PRIESTOR 39

Také isté vyjadrenie dostaneme aj pre z-stradnicu bodu A’. TakZze mame

ald a2d
d—ag’d—ag '

s: (a1,a9,as3) — <

e (analyticky) A’ dostaneme ako prienik ﬁl a p. Parametrické vyjadrenie priamky

je
ﬁ:x = 0+ aqt
= O+a2t
z = d+ (a3 —d)t

Rovina p mé rovnicu z = 0. Odtial dostavame sturadnice priemetu bodu

A,:S(A):< ad  axd >

d— as ’ d— as
(tretiu stradnicu sme znovu zahodili, je nulovd).

Tak ako sme si to vSimli v Gvode, aj z analytického vyjadrenia vidime, Ze zobrazenie nie
je definované pre body, ktorych z-stradnica je d, ¢o s body roviny, ktora je rovnobezna
s priemetnou a prechadza stredom premietania S.

PRIKLAD 5.1. Analyticky ndjdeme tibeznik priamok kolmych na priemetiu.

PRIKLAD 5.2. Analyticky ukdzat, ze ibezniky priamok rovnobeZnych zo zdkladnou
rovinou tvoria v priemetni priamku (horizont).

6. Projektivna rovina, projektivny priestor

Navzajom rovnobezné priamky maji spolo¢ny tbeznik. Ide o obraz tzv. nevlastného
bodu priamky.

Euklidovsky priestor rozsirime pridanim nevlastnych bodov priamok. Navzajom rov-
nobezné priamky maji spoloény nevlastny bod. Teda kazda osnova priamok prinesie
jeden novy nevlastny bod. Mézme tak tiez povedat, ze nevlastny bod je osnova pria-
mok (t.j. mnozina vSetkych navzajom rovnobeznych priamok) euklidovského priestoru.
Mnozinu vsetkych nevlastnych bodov priestoru E" oznacime E7, . Dostdvame tak pro-
jektivne rozsirenie (ztiplnenie) euklidovského priestoru: E» = E® U E”. Body E"
priestoru E” sa tiez nazyvajt vlastné body.

Projektivny priestor sa standardne oznacuje aj P, najmé ked neuvazujeme jeho
euklidovsku struktiru (meranie vzdialenosti). Vtedy ho vnimame ako rozsirenie afinného
priestoru A",

6.1. Vizualizacia projektivnej roviny. Uvazujme znovu stredové premietanie
so stredom S a priemetniou p. Nech « je rovina kolméa na p a neprechddzajtica bodom
S. Obrazom roviny « je celd priemetna p okrem jednej priamky (ktora sa v linedrnej
perspektive nazyva horizont). Navyse v rovine « sa nachadza priamka ¢, ktord nema v
rovine p obraz, inak: v bodoch tejto priamky nie je stredové premietanie definované. Ide o
priamku, ktora spolu so stredom premietania S urc¢uje rovinu rovnobeznt s priemetnou.

Ak by sme rovinu «, ktord je euklidovskou rovinou, rozsirili nevlastnymi bodmi na
projektivnu rovinu, potom by obrazom roviny @ bola celd rovina p. Ak by sme aj rovinu
p rozsirili na projektivnu rovinu, bolo by stredové premietanie definované vo vsetkych
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bodoch roviny a: body priamky ¢ sa zobrazuji na nevlastné body priemetne p. Stredové
premietanie sa tak stava bijekciou medzi rovinami @ a p.

Stredové premietanie ndm tak umoznilo vizualizovat nevlastné body roviny « (okrem
jedného, ktorého?), avsak stratili sa ndm body priamky ¢g. Ak chceme vidiet vSetky body
projektivnej roviny, musime siahnuf po inom zobrazeni.

Gnémonicka projekcia (Théles, cca 600 pr.n.l.) je bijekcia medzi rovinou a pol-
sférou, ktori skonstruujeme nasledovne.

Nech a = E? je rovina vnorena do trojrozmerného priestoru E3 a nech S je sféra,
ktord sa tejto roviny dotyka v jednom bode, napriklad v juznom péle:

S: 2+ +22-1=0
a: z+1=0

Bod O = (0,0,0) je stredom sféry a zohrava rolu stredu premietania:

e Ak P je bod roviny «, jeho obrazom na sfére je bod P’ = O-f>’ N S. Obrazom
roviny « je tak juzna polsféra sféry S bez hranice (rovnika).

e Ak QQ je bod na juznej polsfére S. Jeho obrazom je bod Q' = w Na.

Nech p C « je priamka. Jej obrazom na S je polkruznica so stredom v O a s kon-
covymi bodmi na rovniku sféry. Ak ¢ C «, ¢q || p, obrazom ¢ na S je znovu polkruznica
na juznej polsfére, s tymi istymi koncovymi bodmi ako mal obraz p. Dvojica koncovych
bodov tak reprezentuje nevlastny bod tychto navzajom rovnobeznych priamok. Projek-
tivnu rovinu tak mame vizualizovani ako polsféru spolu s jej hranicou, kde sme ale
na hranici identifikovali navzdjom protilahlé body (t.j. dvojica protilahlych bodov na
hranici polsféry reprezentuje jeden bod projektivnej roviny).

6.2. Algebraicka konstrukcia projektivnej roviny. V trojrozmernom priestore
A3(R) budeme teraz jednotlivé stiradnice oznacovat zq, 21, z2. Uvazujme v tomto pries-
tore vSetky priamky, ktoré prechadzaji zaciatkom (0, 0,0) (tzv. trs priamok, ¢ize mno-
7ina priamok v A3 prechddzajtcich jednym bodom). Na druhej strane majme rovinu
a: zg = 1. Kazdy bod roviny « jednoznacne urcuje priamku uvazovaného trsu. Na-
opak, kazda priamka trsu, ktord nelezi v z;z9-rovine, jednoznacne uréi bod v rovine a.
Méme tak bijekciu medzi bodmi roviny « a priamkami trsu cez (0,0,0) neleziacimi v
z129-rovine, ide o priese¢nik priamky a roviny «. Afinni rovinu « rozsirime na projek-
tivnu rovinu pridanim priamok trsu, ktoré lezia v zjze-rovine: kazda takato priamka
bude zodpovedat nevlastnému bodu triedy priamok v «, ktoré s s touto priamkou rov-
nobezné. Body (ag, a1, az2) a (by, b1, bz) rozne od (0,0,0) lezia na tej istej priamke trsu,

20

21
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a teda reprezentuju ten isty bod projektivnej roviny prave vtedy, ked
(6) bp = Aag, by = Aaj a by = Aby pre nejaké  \ # 0.
(Moézte to nahliadnut cez parametrické vyjadrenie priamky cez (0,0,0) alebo rychlejsie
cez polohové vektory tychto bodov.) Obe trojice (ag,a1,az2) aj (bo,b1,b2) moézme tak
chapat ako stradnice toho istého bodu projektivnej roviny. Hovorime im homogénne
stradnice bodu a zapisujeme (ag : a1 : a2) (= (Aag : Aag : Aag)).

Bod P, ktorého afinné stiradnice st (p1,p2), tak po vnoreni do A3 (ako bod roviny
a) bude mat siradnice (1, p2, p2), jeho homogénne stradnice st tak (1: p; : p2).

Vsetky body afinnej roviny budd mat po vnoreni do projektivnej roviny homogénne
sturadice
(ap : a1 :az), kde ag#0.
Nevlastné body projektivnej roviny, t.j. tie, ktoré sme ziskali obohatenim afinnej roviny
o ,,body v nekonec¢ne”, maji homogénne siiradnice

(0:aq:az), kde(a1:a2)#(0:0).

Vsetky predchédzajice pozorovania a konstrukcie tak mézme zhrnit do exaktnej
algebraickej definicie projektivnej roviny:

DEFINICIA 6.1.
P? := (A*\ {(0,0,0)}) |~,

kde ~ je relacia ekvivalencie (overte si, ze je to naozaj ekvivalencial!) definovana (6).
Body projektivnej roviny su teda triedy ekvivalencie vzhladom na relaciu (6).

6.3. Projektivna rovina analyticky. Nech P je vlastny bod v rovine. Ak jeho
afinné suradnice (pred rozsirenim roviny na projektivnu) boli (p1, p2), jeho homogénne
stradnice su napriklad (1 : p; : p2).

Naopak, ak @ je bod roviny so stradnicami (g : q1 : ¢2). Ak @ je vlastnym bodom,

potom ¢g # a
q  q2
(QOIQ1ZQ2)=<111>,
do 9o
teda jeho afinné siradnice (ktoré pouzijeme napriklad na jeho vykreslenie) st

q1 Q2
Q = (a) .
qo0 4o

Majme teraz v afinnej rovine priamku [ so vSeobecnou rovnicou

[: ax+by+c=0.
Bod P s homogénnymi stradnicami P = (pg : p1 : p2) lezi na priamke, ked jeho afinné
suradnice splnaji rovnicu priamky, teda ked

al 422 4 o=,

Pbo Pbo

¢o je ekvivalentné rovnosti

ap1 + bpa + cpo = 0.
V homogénnych siradniciach teda rovnica priamky [ vyzera:

(7) az1 + bzg + czg = 0.
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Pozrime sa teraz na smerové vektory tejto priamky. Vektor u = (ug, uz) je smerovym
vektorom priamky [ prave vtedy, ked splna asociovani hogonénnu rovnicu, ¢ize ked

auy + bug = 0.

Ak by sme vektor u reprezentovali tiez rozsirenymi stradnicami: u = (0, uy,u2), tak
pre overenie, ¢i dany vektor lezi na priamke (je smerovym vektorom priamky), mézme
pouzit t1 ist rovnicu (7) ako pre bod.

V dalsom kroku nahradme rozsirené stiradnice vektora homogénnymi:
(0,u1,u2) ~ (0:up : ug).

V tomto kroku ndm na rozdiel od bodov niektoré vektory splnynuli do jedného objektu:
,2homogenizované suradnice” vektorov (uy,u2) a (Aui, Adug) (A # 0) reprezentuju ten isty
objekt:

(0:ug s uz) = (0: Aug : Aug),

a sice nevlastny bod priamok, pre ktoré su tieto vektory smerovymi vektormi.

7. Maticové vyjadrenie stredového premietania

Vyhodou homogénnych siradnic je, Ze sa vobec nemusime zaoberat zlomkami: ak
P = (3/5,4/5) su afinné siradnice bodu, v homogénnych stiradniciach vébec nemusime
maf menovatela: P = (5 : 3 : 4). Podobne pri raciondlnych funkcidch menovatela ddme
do ,,homogenizujicej” siradnice. Tak napriklad predpis pre stredové premietanie

xd yd
(x’y’z)H<d—z’d—z>
je v homogénnych stradniciach

(liz:y:2)—(d—z:zd:yd),

¢o uz vieme napisat aj maticovo (a tak v pripade potreby elegantne vyskladat s inymi
zobrazeniami):

1 x d 0 0 -1 1
X 0 x
(2 |=0do o
J ) 00 d 0 Y
z z

so stredom



KAPITOLA 6

Geometria sféry

1. Zékladné pojmy

Hned po euklidovskej rovine ide o najjednoduchsi objekt v geometrii.

Standardne sa v matematike uvazuje jednotkova sféra: gulovéa plocha v trojrozmer-
nom euklidovskom priestore so stredom v zaciatku stradnic a polomerom 1. Jej vse-
obecnii rovnicu Jahko odvodime, ked si uvedomime, ze sféra S? je mnozina bodov,
ktorych vzdialenost od stredu sféry, t.j. v tomto pripade od bodu O = (0,0,0) je 1.

:c2+y2+z2:1.

Vieobecnejsie moézme skiimat d-rozmernti sféru S¢ (d € N), ktord sa §tandardne vnorf
do (d + 1)-rozmerného priestoru. Napriklad pre d = 1 tak mame jednotkovi kruznicu v
rovine, jej rovnica je 2% 4+ y? = 1.

......

Bod N = (1,0,0) budeme nazyvat severny pél, bod S = (—1,0,0) zas juzny pol.
Prienik sféry s xy-rovinou, teda kruznicu pozostévajicu z bodov (z,y,0) na sfére nazy-
vame rovnik. Ostatné vodorovné kruznice (mnoziny bodov s konstantnou z-siradnicou)
nazyvame rovnobezkami, kruznice prechadzajice severnym aj juznym polom zase po-
ludnikmi.

Nech A = (ay,az,a3), B = (b1, by, b3) € S%. Euklidovska vzdialenost bodov sice méa
nejakd vypovednu hodnotu, ale uzito¢nejsie je poznat vzdialenost tychto bodov v takom
zmysle, ako ju meriame na Zemi.

PRIKLAD 1.1. Overime, Ze spomedzi vSetkych kruznicovych oblikov na sfére spaja-
jucich dané dva body je najkratsim obltk kruznice so stredom v strede sféry.

Krivka so za¢iatoénym bodom v A, koncovym bodom v B, ktoré celd lezi na sfére S?
a mé najkratsiu dizku, sa nazgva ortodréma. Ak A # —B, existuje jedin ortodréma
spajajuca body A a B: je nou kratsia cast oblika kruznice na sfére, ktorej stred je v
strede sféry (ide o tzv. hlavni kruzZnicu alebo tiez geodetickti priamku); oblik je
ohrani¢eny tymito dvoma bodmi. (Hlavna kruznicu dostaneme ako prienik sféry s rovi-
nou obsahujicou stred sféry.) Ak A = —B, potom kazda polkruznica na sfére spajajica
A a B je ortodréomou. Napriklad ak A a B sa severny a juzny pol, ortodrémami si
poludniky.

Nech dg(A, B) je dlzka trajektérie najkratsej krivky spajajicej po jednotkovej sfére
body A a B. Na zéklade uvedeného potom vieme, ze

ds(A,B) = Avavp,

kde v 4,vp su polohové vektory bodov A, B a pre meranie uhla pouzivame oblikovi
mieru (radidny).

43
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2. Sférické suradnice

Kazdy bod v E3 ma okrem VAm dobre zndmych kartézskych stradnic (z,y,z) aj
sférické sturadnice, kde (podobne ako pri poldrnych stiradniciach) polohu bodu vieme
jednoznacne urcit jeho vzdialenostou od zaciatku suradnic a odklonom od stiradnicovych
osi/rovin. Sférické siradnice bodu X bude trojica (r, ¢ 6), kde

e 1 je vzdialenost bodu X os zaciatku O,

e ¢ je uhol polarnych siradnic kolmého priemetu X do zy-roviny,

e 0 je uhol, ktora zviera polohovy vektor bodu X s kladnym smerom z-osi (takto
sa Standardne urc¢uje v matematike) alebo odklon polohového vektora bodu X
od xy-roviny (takto sa urcuje v geografii).

Ohladne uhla 0 sa v tomto predmete budeme drzat geografickej konvencie. Tak uhol
0 pre body na rovniku sféry bude 0, pre body nad zy-rovinou bude kladny, pre body
pod touto rovinou bude zaporny.

Medzi kartézskymi a sférickymi stiradnicami méme vztah

r = rcospcosb,
y = rsingcosh,
z = rsiné.

Toto zobrazenie (r,p,0) — (z,y,z) budeme oznacovat 7. (Pre ,matematicki volbu”
uhla 6 bude v tomto vyjadreni sin # namiesto cosf a naopak.)

Ked nés zaujimaja iba body na sfére, vtedy vzdialenost r je pre vsetky body kon-
santnéd (polomer sféry) a teda poloha bodu na sfére je jednoznacne urcend stiradnicami
@ 6. Uhol ¢ popisuje zemepisni dlzku a 6 zemepisnu sirku.

PozNAMKA 2.1. Pre vicsiu presnost je vhodné Zem aproximovat nie sférou ale ro-
taénych elipsoidom, tzv. geoidom, jeho osou rotéicie je priamka cez juzny a severny
p6l. Polomer geoidu na rovniku je 6 378 km (najvacsi polomer), na péloch 6 357 km
(najmensi polomer). S ur¢ovanim zemepisnej dlZky nie je problém. Zemepisna Sirka sa
urcuje ako uhol normély v danom bode a roviny rovnika.

Na rozdiel od kartézskych stradnic, sférické nemusia byt pre dany bod jednoznacné
(vid body na z-osi). Je mozné odvodit aj inverzné zobrazenie 71, predpis ale nie je taky
jednoduchy ake pre 7.

PRIKLAD 2.2. Aproximujme Zem sférou. Poloha na tejto sfére je dand zemepisnou
dlzkou ¢ € [~180°,180°) a zemepisnou sirkou § € [—=90°,90°]. Nech P; je poloha na
Zemi so suradnicami ¢ = 30°, # = 60° a P» je je poloha so suradnicami ¢ = —90°,
0 = 45°. AkK4 je vzdialenost tychto dvoch poléh (vzdialenost po sfére)?

Vidime, ze pre metrické tlohy na sfére su vzdialenosti bodov a velkosti uhlov pre-
pojené tesnejsie nez v euklidovkej rovine. Toto pozorovanie sa potvrdzuje, aj ked sa
snazime pocitat obsahy ploch.

TVRDENIE 2.3. Nech A, B,C st body na sfére neleziace na jednej hlavnej kruznici.
Nech v trojuholniku NABC na sfére o, B a v oznacuji velkosti uhlov (v radidnoch!) pri
vcholoch A, B a C v tomto poradi. Potom obsah trojuholnika je

Saapc=a+ B+y—.
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(Porovnajte s Prikladom 5.8 v Kapitole 3, kde sme pocitali velkost trihedralneho
uhla.)

Dékaz. Tri hlavné kruznice, na ktorych lezia strany AABC, rozdeluju sféru na osem
trojuholnikov, z ktorych vzdy dva protilahlé st zhodné. Nech S je obsah AABC. Nech
S, je obsah trojuholnika susediaceho s AABC pozdiz strany BC, teda ide o obsah
A(—A)BC, analogicky ozna¢ime Sy, a S.. Vieme teda, ze

S+8Se+S%+S. = 2m.

Susediace trojuholniky AABC a A(—A)BC tvoria na sfére mesiacik s vrcholmi v pro-
tilahlych bodoch A a (—A). Jeho obsah zratat vieme: k obsahu celého povrchu sféry ma
ten isty pomer ako uhol a k plnému uhlu 27:

S+S5, = 2a.
Podobne
S+S, = 28,
S+S. = 24.
Zo vsetkych uvedenych rovnosti potom uz lahko odvodime dokazovany vzorec. O
3. Mapy

Mapou sféry S? rozumieme dvojicu (A, f), kde A C S? a f: A — R? je injektivne
zobrazenie. Mapa je teda bijekciou medzi A a f(.A), takze existuje aj inverzné zobrazenie
f~': f(A) — A. Zvycajne sa od mapy vyzaduje aj to, aby zobrazenie f aj zobrazenie
f~! bolo spojité. Takéto zobrazenie (spojité so spojitym inverznym zobrazenim) sa na-
zyva homeomorfizmus. Sibor mép, ktory pokryva celu sféru (¢ize pre kazdy bod sféry
existuje mapa obsahujica tento bod vo svojom definicnom obore) sa nazyva atlas.

Jednu dolezitti mapu sféry uz poznéte, a sice gnémonickd projekciu: za mnozinu A
si zvolime juznu polsféru:
A= {(z,y,2) € 5% |z <0}
a robime stredové premietanie so stredom v (0,0, 0) tejto mnoziny do roviny z + 1 = 0.
Zrejme f(A = R?). Rovnako mozme premietnut severni polsféru do roviny z—1 = 0. Ak
eSte pokryjeme mapami aj rovnik (budeme premietat polsféry ohranic¢ené protilahlymi
poludnikmi) do vhodnej dotykovej roviny, dostaneme cely atlas.

3.1. Stereograficka projekcia. Je to velmi dolezita projekcia sféry do roviny. Po-
dobne ako pri gnémonickej projekcii ide o stredové premietanie, tentokrat z pevne zvole-
ného bodu na sfére. Najcastejsie sa za stred premietania voli severny pél N a priemetnou
je xy-rovina.

PRIKLAD 3.1. Pre prvé obozndmenie sa so stereografickou projekciou sféry do roviny
(premietame zo severného pélu) si premyslite:

Kam sa zobrazi juzny pol?

Co je obrazom rovnika?

Co je obrazom juznej polsféry? A ¢o severnej?
Co viete povedat o obraze severného pélu?
Ako sa zobrazuju poludniky?

Ako sa zobrazuji rovnobezky?
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e Co sa zobrazuje na priamku neprechadzajicu zaciatkom roviny?

PRIKLAD 3.2. Odvodime analyticky predpis pre stereografickt projekciu.

N Priamka p cez stred premietania N = (0,0, 1)

P a bod P = (a,b,c) na sfére ma parametrické
vyjadrenie
P/
p:x = at
= bt
z = 1+ (c—1)t

Stereograficky priemet bodu P je bod priamky p s nulovou z-stradnicou:

a b
P=(a,bc) » P=(—-,—0).
( ) <1 —cl-c )
Tretia (nulovd) stradnica priemetu P’ sa pri vypoétoch spravidla vynechédva.

Naopak, ak bod (s,t) € E? stotoznime s bodom (s, t,0), tak podobne ako v predché-
dzajicom pripade mu v stereografickej projekcii najdeme na sfére zodpovedajici bod

2 2 24421
(s,t)'—>< i 5t )

S2Ht24+17 S24+t2 417 24+t2+1
VETA 3.3. V stereografickej projekcii S*> — E? je obrazom hlavnej kruznice priamka
alebo kruznica.

Dékaz. (synteticky) Stereografickou projekciou zo severného pélu sa poludniky zobrazia
na priamky. Ostatné hlavné kruznice (t.j. geodetické priamky) sa zobrazia na krivky.
Potrebujeme overit, ze tieto krivky st vzdy kruznice.

Nech k je hlavna kruznica sféry. Jej premietacim ttvarom je kuzelova plocha, ale s
vynimkou rovnika nejde o rota¢nu kuzelovi plochu. Ak k nie je rovnik, tak nech P je
bod kruznice k, ktory zo vSetkych bodov kruznice lezi najblizsie k stredu premietania
N (ktory je tym zaroven vrcholom kuzelovej plochy), @ € k je zas najvzdialenejsi bod.

Kuzelova plocha (premietaci Gtvar kruznice k) sice nie je rotacnd, je ale zrejme si-

mernéd podla roviny p = NPQ, ktord je kolmé na rovinu w kruznice k a prechadza
stredom premietania N. Na obrazku je zakresleny prierez situacie touto rovinou stmer-
nosti p. Rez kuzelovej plochy kazdou rovinou rovnobeznou s w (t.j.rovinou kolmou na rez

; ;

Stereografickéd projekcia hlavnej kruznice leziacej v rovine w.
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znazorneny obrazkom a zvierajucou s priamkou m uhol 7) je kruznica. Druhu triedu
rezov, ktoré su kruznicami, dostaneme, ked budeme uvazovat navzidjom rovnobezné ro-

viny, ktoré su tiez kolmé na rovinu p a zvieraju uhol v s priamkou . Overime, Ze
priemetna e patri do tejto druhej triedy.

Pre uhly znazornené na obrazku plati

a+pB = 90°

B+y = 90°
teda o = 7. Cize prienik premietacieho kuzela kruznice v rovine w s priemetiiou € je tiez
kruznica. 0

Dékaz. (analyticky) Hlavnd kruznica na jednotkovej sfére pozostéva z bodov (z,y, z),
ktoré su rieseniami stustavy dvoch rovnic:

z? + y2 +22 =1

axr +by+cz = 0 (a,b,c)#(0,0,0)
V druhej rovnici budeme predpokladat, ze ¢ # 0, ¢im z nasho uvazovania vylic¢ime
poludniky (o ktorych vieme, Ze sa zobrazuji na priamky). Z predpisu pre projekciu
E? — S? po dosadeni ndm prva rovnica zmizne a druhd sa zmeni na rovnicu kruznice

so stredom v (—a/c, —b/c) a polomerom +/(a? + b2 + ¢2)/|c|. O

Zobrazenie U — V', kde U,V st nejaké plochy (nie nutne euklidovské roviny) nazy-
vame konformnym, ak zachovava velkosti uhlov.

VETA 3.4. Stereografickd projekcia je konformné zobrazenie.
Dokaz. Nech sa krivky na sfére stretavaju v bode P pod uhlom «. Kazda krivku na-

hradime priamkou v E3, ktord je pre tito krivku v bode P doty¢nicou. Potrebujeme
ukazat, ze obrazy tychto priamok budi v obraze bodu P zvierat uhol a.

Nech 7 je rovina, ktora sa v bode P sféry dotyka. V tejto rovine lezia aj priamky
t1, to, ktoré si dotycénicami danych kriviek v bode P. Tieto priamky sa premietanim z
bodu N zobrazia na t] a t,. Ukdzeme, ze ich uhol je tiez a.

Obrazok zobrazuje rez situdcie rovinou cez severny pél N, P a stred sféry, v je rovina
prechddzajica severnym pélom (stredom preietania) a rovnobe’na s priemetiiou p. V
reze su uhly pri vrchole P zhodné, lebo st navzajom vrcholové. Horny uhol pri vrchole P
a uhol pri vrchole N st zhodné, lebo st vnttornymi uhlami pri zdkladni rovnoramenného
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trojuholnika. Uhol pri NV a uhol pri P’ st zhodné, lebo st striedavymi pri rovnobezkach
v a p. Preto st uhol pri P’ a dolny pri P (t.j. ZX PP’) zhodné, a tak PX = P’'X. Odtial
potom uz Tahko ustdime, zZe trojuholniky v dotykovej rovine 7 a ich obrazy v priemetni
p (vid obrazok vyssie) st zhodné, z ¢oho vyplyva zhodnost uvazovanych uhlov. O

3.2. Niektoré vlastnosti map. Poziadavky na mapu:

e zachovavanie pomerov vzdialenosti: pochopitelne nemusi ist o izometriu, ale
cheeli by sme, aby sa vSetky vzdialenosti zobrazovali v rovnakej mierke (t.j.
aby iSlo matematicky o tzv. podobnost.) Bohuzial toto nie je mozné zarudit
pre mapu ako celok. M6zme sa snazit len o ¢o najlepsiu aproximaciu podobnosti,
a aj to len lokalne.

e zachovavanie pomerov obsahov,

e zachovavanie velkosti uhlov, t.j. pozadujeme, aby mapa bola konformnym zo-
brazenim. Konformnymi zobrazeniami st zjavne napriklad izometria a podob-
nost. Uz sme si ukazali, ze td isti vlasnost méa aj stereografickd projekcia.
Konformné zobrazenia maju vlastnost, ktora by sme mohli popisat ako lokalnu
podobnost: lokélne, t.j. v kazdom bode ide o rovnomerné skélovanie (rovnaké
skélovanie vo vsetkych smeroch), avSak v kazdom bode s inym koeficientom.

4. Dal%ie kartografické zobrazenia

»,Ostradnicovanie” bodu na sfére sférickymi siradnicami uz ddva mapu v matema-
tickom vnimani: bod na sfére (okrem juzného a severného pélu) mé jednoznaéne urcené
suradnice (@, #). Ide o inverzné zobrazenie k zobrazeniu 7, ktoré sme si explicitne popisali
pri zavadzani sférickych stradnic.

Tato mapa vsak nema velmi dobré vlastnosti, preto sa v praxi pouzivaju iné zobra-
zenia.

V geografii sa pod mapou rozumie zlozené zobrazenie for, kde 7 je ndm uz zname zo-
brazenie, ktoré zo sférickych stradnic vypocita kartézske a f je nejaka vhodna projekcia
A(c 5?%) — R2. Casto je jednoduchsie pocitat vysledné stradnice priamo zo sférickych
stiradnic a netreba st cez kartézske stiradnice v R3. Zobrazenie f moze byt stereograficks
projekcia (vyuzivanéd pre mapovanie polarnych oblasti), gnémonicka projekcia (vyhodna
pre namornu alebo leteckt navigaciu) alebo napriklad niektoréd z nasledovnych projekeii
(existuje ich samozrejme omnoho viac):

4.1. Lambertova cylindricka projekcia. Tzv. priama projekcia je projekciou
sféry na valcovu plochu, ktora sa danej sféry dotyka pozdlz rovnika. Kazdy bod sféry sa
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kolmo zobrazi na najblizsi bod valcovej plochy:

(.0) = (p,sin(0)),
a valcova plocha sa nasledne rozvinie do roviny. Poludniky a rovnobezky sa zobrazuju
na dve triedy navzajom kolmych priamok. Toto zobrazenie zachovava pomery ploch.

Variacie Lambertovej cylindrickej projekciu zobrazuji sféru na valec, ktory sa sféry
dotyka pozdlz inej hlavnej kruznice.

4.2. Mercatorova projekcia. Podobne ako pri Lambertovej projekcii zobrazu-
jeme sféru na valcovu plochu, ktora sa jej dotyka pozdlz rovnika. Tentokrat sa ale sna-
zime o konformné zobrazenie. Matematicky ide o zobrazenie

(0,0) = (¢, V(0)),
kde funkcia V je zvolené tak, aby iSlo o konformné zobrazenie, ¢o vychidza

V() = log (tan (Z + Z)) .

Poludniky a rovnobezky sa znovu zobrazuju na dve triedy navzajom kolmych priamok.

KedZe ide o konformné zobrazenie, lahko sa v tychto mapach hladaji tzv. loxod-
rémy, co su krivky na sfére, ktoré so vsetkymi rovnobezkami zvieraju rovnaky uhol.

Loxodrémy vo vseobecnosti nie s ortordémami, napriek tomu sa v navigécii casto
pouzivaji, lebo sa Tahko vytycuju. V pripade Mercatorovej projekcie, kedze

e poludniky a rovnobezky sa zobrazujti na dve triedy navzdjom kolmych priamok
e ide o konformné zobrazenie,

tak loxodréomy st na tejto mape priamkami.

4.3. Lambertove konformné projekcie. Modifikécie klasickej Mercatorovej pro-
jekcie. Checeme zostrojit konformné zobrazenie. Dalej chceme zobrazit poludniky a rov-
nobezky na jednoduché triedy kriviek. Sféra sa bude zobrazovat na kuzelovi plochu,
ktord sa sféry dotyka pozdlz niektorej rovnobezky, a t4 sa nasledne rozvinie do roviny.
Namiesto osnovy priamok, ktoré v Mercatorovej projekcii reprezentuji rovnobezky, do-
staneme triedu sistrednych kruznic.

Podobne ako v predchadzajuicich pripadoch nie je nutné za dotykova krivku zvolit
rovnobezku, ale lubovolnt kruznicu na sfére.
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