1. Body a priamky v rovine

Priestorom, v ktorom pracujeme, je redlna euklidovské rovina E2.

1.1. Uréenost bodu na priamke: deliaci pomer (angl: signed ratio). Nech A, B, C si
tri navzdjom rozne kolinedrne body. Deliaci pomer usporiadanej trojice bodov A, B, C' (alebo
bodu C vzhladom na body A, B), ozn. (ABC), je také redlne ¢islo, ze

[AC]|
ABQO)| = ——,
(48O = {50,

pricom

e (ABC) <0, ak C je vnitornym bodom tisecky AB,
e (ABC) > 0, ak C lez{ zvonka AB.

Pomocou deliaceho pomeru urc¢ujeme polohu bodu C' na j@ vzhladom na body A a B.

Niekedy sa pouziva aj symbolicky zapis
AC
ABC) = —,
( ) BC
v ktorom éitatel aj menovatel si chdpané ako orientované dizky orientovanych tseciek. To
znamend, ze najprv si zvolime orientaciu priamky, na ktorej lezia body A, B, C' (napr. ,,sprava
dolava“). Orientovand dsecka méa potom kladni dlzku, ak jej orientécia sa zhoduje s orientéciou
priamky, v opac¢nom pripade ma zapornu dlzku. Pre deliaci pomer to znamend, ze

e (ABC) >0, ak AC a BC st rovnako orientované (obe ,,ukazuji na td istd stranu“),
e (ABC) <0, ak AC a BC st opacne orientované.

Standardne sa budete stretdvat s deliacim pomerom, ktory je raciondlne éislo. Je to vihodné

A C- B A B C
vlavo: (ABC) = —2, vpravo: (ABC) =5/3.

pri kreslen{ obrazkov (¢i uz ¢rtani alebo rysovani): na rovnobezné priamky, ktorym je /ﬁ trans-
verzalou, nandsame k bodu A dieliky, ktorych pocet je dany ¢itatelom (ABC'), a k bodu B pocet
dany menovatelom. Ak (ABC) > 0, nandSame do tej istej strany, inak do opaé¢nych stran od

A8

Z definicie deliaceho pomeru je zjavné, ze okrem bodu B mé kazdy bod C na priamke ﬁ
jednoznacne urceny deliaci pomer (ABC). Na druhej strane, pre takmer kazdé redlne ¢islo A
(vid nasledujice zamyslenie) existuje na priamke AB presne jeden bod C taky, ze (ABC) = \.
Deliaci pomer teda moézme chapat ako siradnicu bodu na priamke vzhladom na jej pevne zvolené
navzajom rozne body A a B.

NA zAMYSLENIE. Nie kazdému redlnemu ¢islu zodpoveda nejaky bod C € @, C # A, B.
Ktoré redlne hodnoty (ABC') nenadobudne?

Vedeli by ste dodefinovat deliaci pomer este pre nejaky bod na fﬁ?
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ULoHA 1. Pomocou deliaceho pomeru (ABC) vyjadrite deliace pomery (BAC), (BCA),
(CBA), (CAB) a (ACB)!

Tvrdenie 1.1. Majme dve trojice navzajom rdznych kolinedrnych bodov A, B,C a A’, B',C’,
pricom aB #+ A'B'.
>
(i) (TAlesova veta) Ak AA’, BB’ a CC’' patria jednej osnove, potom (ABC) = (A'B'C").
— = —
(ii) Ak AA’, BB" a CC’ patria jednému zvézku a 4B | A’B’, potom (ABC) = (A'B'C").

e
Dokaz. (i) Vedme bodmi A a C rovnobezky k A’B’ a zostrojme body P,Q ako na obrazku.

Trojuholniky AAPC a ACQB st podobné, teda
|AP|: |CQ| = |AC|: |CB].
Navyse z rovnobeznosti mame, ze |AP| = |A'C'| a |CQ| = |C'B’|.

(i)

Nech S je stred uvazovaného zvizku. Plati
|AC|:|A'C'| =|CS|:|C'S| = |CB|: |C'B'|,

kde prva rovnost vyplyva z podobnosti AACS a AA’C'S, druhé z podobnosti ACBS a AC'B'’S.
O

Veta 1.2 (Menelaova veta). Majme AABC a body A’ € %, B € ?1—5, C" € AB rbzne od
vrcholov A, B, C. Potom body A’, B’,C’ st kolinedrne prave vtedy, ked

(1) (ABC')(BCA')(CAB') = 1.

Doékaz. Ak st body A’, B’, C’ kolinedrne, tak priamka nimi uréend pretne bud dve strany AABC
alebo ziadnu. Pocet zapornych ¢initelov na lavej strane rovnosti (1) je tak parny, preto v stcine
mame kladné ¢islo. Stac¢i nam tak zamerat sa uz len na dlzky jednotlivych useciek.
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——
Predpokladajme, ze A’ B’ trojuholnik pretne a bez ujmy na vSeobecnosti nech pretina strany
AB a AC.

A ¢l x B

T

Nech X je taky bod na AB, ze oxX || A’B’. Z konstrukcie bodu X a z Télesovej vety 1.1, (i)
aplikovanej najprv na trojce A, B’,C a A,C’, X a potom na trojice A’,C, B a C’', X, B mdme

|AC'] | XC'| . |XC'|  |BC|

|AB'|  |CB| |CcA’| — |BA'|”
Tieto rovnosti teraz vyuzijeme pri vypocte:
_ |AC'||BA'[|CB'| |XC'||BA'||CB'| |XC'||BA'| 1
- |BC'||CA'| |AB'|  |CB'||BC'||CA| |BC'||CA T

(ABC')(BCA')(CAB')

e
Pripad, ked A’B’ trojuholnik nepretina, sa dokazuje podobne.

KedZze deliaci pomer (ABC’) je jednozna¢ne uréeny polohou bodu C' na jﬁ a naopak,
dokézali sme nielen implikéaciu, ale celt ekvivalenciu: ak by sa stalo, ze

(ABC")(BCA')(CAB') = 1,
<—— <——
ale A’ ¢ B'C', potom z prave dokdzaného by pre bod A” — B'C' 0 BC # A’ platilo, 7e
(BCA') = (BCA"), ¢o je spor. O

Veta 1.3 (Cevova VetaLMﬂn)e A(iB;C a body A’ € %, B € fﬁ, C’' € AB rozne od
vrcholov A, B, C. Potom AA’, BB’ a C'C’ patria tomu istému zvizku prave vtedy, ked

(ABC')(BCA')(CAB') = —1.

— = =
Dokaz. Predpokladajme, ze AA’, BB’ a CC’ patria jednému zvizku. Nech stred tohto zvizku,
bod X, lez{ vnitri AABC. Potom zrejme (ABC')(BCA')(CAB') je zéporné ¢islo a potrebujeme
tak sledovat uz len dizky jednotlivych tseciek.

A C’ B

Trojuholniky ANAXC a ACXB maja spoloént stranu XC, pomer ich obsahov je tak rovny
pomeru ich vySok na tito stranu, a ten je s podobnosti trojuholnikov (vid obrazok) rovnaky ako
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pomer dizok tseciek AC” a BC'. Podobne to plati pre dalsie dvojice trojuholnikov. Mézme tak
priamo po¢itat (obsah APQR oznacujeme ako Spgr):

_|AC'||BA'[|CB'|  Saxc Spxa Scxn

ABC")(BCA"(CAB')| = =

=1

Podobne (pomocou obsahov trojuholnikov) sa dokézu aj pripady, ked sa stred zvdzku na-
chadza mimo AABC.

A ako pri dokaze Menealovej vety sme vlastne dokézali ekvivalenciu. O

1.2. Dvojpomer (cross-ratio). Nech A, B, C, D st Styri navzajom rozne kolinedrne body.
Dvojpomer usporiadanej stvorice bodov A, B, C, D je realne ¢islo
(ABC)
(ABD)’

(ABCD) =
Podobne ako deliaci pomer, aj dvojpomer sa zvykne zapisovat pomocou orientovanych dizok
orientovanych useciek:

AC - BD
(ABCD) = 5o ap:

Tvrdenie 1.4, Majme dve Stvorice navzdjom rézn\zch kolinedrnych bodov A, B,C,Da A", B’,C', D',
< — <
pric¢om an # A'B’. Ak priamky AA’, BB’, CC" a DD’ patria jednému zvézku, potom (ABCD) =
(A’B'C'D").
<
Dékaz. Ak AB || A’B’, potom podla Tvrdenia 1.1(ii) plati
(ABC) = (A'B'C") a (ABD)=(A'B'D’)
a kedZe dvojpomer je podielom deliacich pomerov, tak aj (ABCD) = (A’B’'C'D’).
> = 2
Nech AA’, BB', CC" a DD’ patria jednému zvézku, ozna¢me jeho stred S.

——
Bez ujmy na vseobecnosti mézme predpokladat, Ze priamky /@ a A'B’ sa pretinaju v
bode B = B’: ak by to tak nebolo, premietneme body A’, B’,C’ a D’ zo stredu S na vhodnii
rovnobezni priamku (vid obrazok), ¢im sa podla Tvrdenia 1.1(ii) deliace pomery nezmenia.

S

A
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Deliaci pomer (A’ AS) ozna¢me ako A. VSimnime si teraz AA’AB a priamku CS. Kedze C,C’, S
st kolinearne, podla Menelaovej vety mame
(ABC)(B'A'C")(A'AS) =1
1 (A’B'C")

(ABC) = NB'ACH ~ A

Ten isty vztah dostaneme, ked bod C nahradime bodom D:
(A'B'D’)
-
a tak pre dvojpomery skumanych Stvoric bodov dostédvame

(aboD) = UBDL_IABC) _ ey,

(ABD) =

O

1.3. Urcenost bodu na priamke: afinné stiradnice. Polohu bodu B na priamke p
mozme urcit aj nasledovne: ak priamku p budeme chapat ako ¢iselni os, potom afinné stradnica
bodu B je jeho ¢iselnd hodnota na tejto osi.

Exaktnejsie: afinné siradnicové sistava na priamke je urcend

e bodom O (zaciatok siradnicovej stistavy)
e a bodom F (jednotkovy bod réznym od O.
Afinna stradnica bodu B € b_ﬁ rozneho od O aj E je
b= (BEO).

V pripade, ked B = 0, je afinnou siradnicou bodu B ¢islo 0, a ak B = F, je afinnou stiradnicou
tohto bodu 1.

Zvolena suradnicova stustava zjavne urcuje jedno-jednoznacni korespodenciu medzi bodmi
priamky a realnymi ¢islami.

Tymto spésobom moézme zaviest afinné stradnice aj v rovine ¢i vo viacrozmernom priestore.

V E? nech

e 1,y si roznobezné priamky (stradnicové osi) pretinajice sa v bode O (zaciatok
suradnicovej sustavy),
e E je bod neleziaci na ziadnej z priamok z,y (jednotkovy bod).

Nech E* a EY st rovnobezné priemety bodu E na stradnicové osi. V prvom pripade je smer
premietania rovnobezny s osou y, v druhom s osou x. Body E® a EY st jednotkovymi bodmi na
stradnicovych osiach. Afinnymi stiradnicami bodu O je usporiadana dvojica

((B"E*0), (B'E0)),

kde B* a BY su priemety bodu B na prislusnt siradnicovi os. Ako bolo popisané vySsie, surad-
nice bodu B mozu v $pecidlnych pripadoch nadobtidat aj hodnoty 0 alebo 1.




Uvedenu konstrukciu je mozné zovSeobecnit pre viac rozmerov. Napriklad pre suradnice v
E3 nech

e O je bod (zaciatok suradnicovej ststavy),

e z,y,z sd priamky, ktoré sa pretinaju v bode O a nelezia vsetky v jednej rovine (sa-
radnicové osi),

e FE je bod neleziaci na ziadnej z priamok z,y, z (jednotkovy bod).

Nech E*, EY, E* (jednotkové body na stiradnicovych osiach) st rovnobezné priemety bodu E na
sturadnicové osi. V tomto pripade je smer premietania na os x urceny nie priamkou, ale rovinou
@7, analogicky pre zvysné dve osi. Podobne nech B*, BY a B? st priemety bodu B na prislusni
suradnicovii os. Afinnymi stiradnicami bodu O je usporiadand trojica

((B*E*0),(B'EY0), (B*E*0)).

Ekvivalentne, namiesto jednotkového bodu E a jeho nasledného premietania na osi je mozné
volit si priamo jednotkové body jednotlivych stradnicovych osi. Jedind podmienka, ktortt musia
ieto body splnat je, ze st rozne od zaciatku O.

odkaz do analytickej geometrie
Priklad 1.5. Dokézeme si Menelaovu vetu (Veta 1.2) pomocou afinnych stiradnic.
Majme konfigurdciu bodov ako v tvrdeni Vety. Oznacme

(ABC') =~, (BCA')=a, (CAB')=38.

Prepiseme si situaciu z Menelaovej vety do afinnych suradnic.
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A/

A OW\ B

Zvolme si stradnice v rovine tak, ze A je zaciatok stradnicovej stustavy, B je jednotkovy bod na
prvej suradnicovej osi a C' je jednotkovy bod na druhej siradnicovej osi, Cize

A=(0,0), B=(1,0), C=(0,1).

Zrejme Ag je mnozinou bodov, ktorych druhd stradnica je nulova, A(Q pozostava z bodov s
nulovou prvou stradnicou.

Z deliacich pomerov (ABC") = v a (CAB’) = 8 vieme vypoditat afinné stradnice

; Y . 1
(). 7= (o)

Podla Tvrdenia 1.1 (i) (Talesova veta) sa deliace pomery kolinedrnych bodov zachovdvaji pri

rovnobeznom premietani na suradnicové osi. Rovnaké deliace pomery majua tak aj ich staradnice.
Z (BCA’) = a tak mame
bi — a{
1 N
s =a, =12,

Ci —a;

kde A" = (a},a}), B = (b1,b2) = (1,0), C' = (c1,¢2) = (0,1). Vieme tak vypocitat stradnice

bodu A:
( —1 "o — ) '
a—1"a—1

Predpokladajme teraz, ze st body A’, B’, C’ koline4rne. Ich deliaci pomer sice nepozndme,
ale vieme, Ze sa zachovéva pri premietani na osi, teda pre stradnice plati:

A-b _ G-b

ay — b} ay — by
0 =1
St S 1-8
=1 = _a _ _1
a—1 a—1 1-p5

odkial mechanickym pocitanim dostaneme, ze
afy=1.

Opac¢nd implikacia znovu vyplyva z jednoznacnosti medzi deliacim pomerom a bodom na
priamke.

2. Izometrie

2.1. Niektoré triedy izometrii. Budeme sa teraz chvilu zaoberat dolezitymi triedami
zobrazeni euklidovskej roviny. Zobrazenie, aké budeme $tudovat, kazdému bodu roviny E? priradi
nejaky iny bod tejto roviny. Mnozina obrazov je teda té istd ako mnozina vzorov a v takom
pripade hovorime o transformaciach euklidovskej roviny.



Pevny (samodruZny, invariantny) bod transformécie f je taky bod A, pre ktory plati
f(A) = A. Pevnou (samodruZnou, invariantnou) priamkou transformdcie f je priamka p,
pre ktort plati f(p) C p. Pokial je p takd samodruzné priamka, ze kazdy jej bod je samodruzny,
potom ju nazyvame aj silne samodruznou. Ak samoduznd priamka nie je silne samodruzn4,
potom sa nazyva aj slabo samodruzZnou.

Bod S je stredom tsecky AB ak

e Sc AB,
e |SA| =|SB|.

Ak mame v rovine zavedend afinni suradnicovi sistavu, v ktorej dané body A, B maju stradnice
A = (a1,0a2), B = (b1,b2), potom stred S tsecky AB mé stradnice

a1+b1 a2+b2
2 =\ — = = |-
@) o ( 2 72 )

Zobrazenie f : E? — E? je izometria (zhodnost, zhodné zobrazenie), ak zachoviva
vzdialenosti bodov, t.j. ak

VP,Q € E® |f(P)f(Q)l =|PQI.

Nech S € E? je pevne zvoleny bod. Stredova stimernost so stredom S je transformécia
E2, ktora kazdy bod A zobrazi do takého bodu A’, Ze S je stred tsecky AA’.

Ak by sme chceli stredovii simernost vyjadrit analyticky, mézme si pomoct predpisom pre stred
usecky (2): ak pevne zvoleny stred stimernosti je S = (s1, s2), potom obrazom bodu A = (ay,as)
v simernosti podla S je bod

A/ = (251 — ay, 252 — ag).

Stredova sumernost mé dolezitt vlastnost: ak roviny zobrazime stimerne podla toho istého
stredu dvakrat, kazdy bod roviny sa dostane na svoje pévodné miesto. Vo vysledku teda do-
stavame tzv. identické zobrazenie roviny, t.j. zobrazenie ponechavajice vsetky body na ich
povodnych miestach. Zobrazenia s touto vlastnostou nazyvame involtciami. Formalnejsie: zobra-
zenie f je involicia, ak fo f je identita (identické zobrazenie). odkaz: priklady na precvicenie

Nech o C E? je pevne zvolen4 priamka. Osova stimernost podla osi o je transformécia E?2,
ktora kazdy bod A zobrazi do takého bodu A’, Ze o je os tisecky AA’. Podrobnejsie: obraz A’
bodu A € E? v stimernosti podla osi o zostrojime nasledovne:

e ak A € 0, potom A’ = A,
e ak A ¢ o, nech
(1) o} je priamka prechadzajtica cez A a kolmé na o
(2) a At =o0noj,
potom A’ je taky bod na o, ktory lezi v opacnej polrovine od o ako A a |A’At| =
|AAL.
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doplnit bod A do obrédzka

Osové sumernost je zjavne tiez involiciou.

Analyticky popisat osovi stiimernost vo vSeobecnosti je trochu narocnejsie,
odkaz niekam do analytickej geometrie

odkaz: priklady na precvicenie

Posunutie (translédcia) je tranfromécia E? uréend orientovanou tiseckou Py P; (t.j. tiseckou
s uréenym poradim koncovych bodov). Obrazom bodu A je potom taky bod A’, Ze orientovand
usecka tisecka AA’ urcuje ten isty vektor ako orientovand usecka PyP;.

Vyjadrit posunutie analyticky je pomerne priamociare. Obrazom bodu A = (a1, as) v posu-
nuti o vektor u = (uy, uz) je bod A" = (a3 +uq,as+us). Ak mame vetor u reprezentovany orien-
tovanou useckou Py Py, kde Py = (p01,p02), P = (pn,plg), potom u = (p11 — P10, P21 —pgo) a A+
u = (a1+(p11—p10), a2+ (p21—p20)). odkaz: viac o posunutiach a vektoroch v analytivkej geometrii

Ak sa chceme v popise posunutia vyhnit pojmu vektora, moézme posunutie zadefinovat ako
transforméaciu E2, kde pre kazdd dvojicu bodov A, B a ich obrazy A’, B’ plati, Ze stred tsecky
AB’ a stred tsecky A’'B st totozné. Teda pre Iubovolné A, B € E? st body A, A’, B, B’ bud
kolinedrne (a spravne zoradené so spravnymi vzdialenostami) alebo tvoria rovnobeznik AA’B’B.

odkaz: priklady na precvicenie

Nech S € E? je pevne zvoleny bod a nech ¢ je orientovand velkost uhla (vid obrazok).
Otocenie (rotacia) okolo stredu S o uhol ¢ je transformacia E?, ktora kazdy bod A zobrazi
do takého bodu A’, ze |SA'| = |SA| a LASA" = .
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OBR. 2. Velkost £LABC' je 120°, velkost LC'BA je 240° alebo tiez —120°.

odkaz: analytické vyjadrenie rotacie.

odkaz: priklady na precvicenie

Tvrdenie 2.1. Stredova simernost, osova simernost, posunutie aj otocenie st izometriami euk-
lidovskej roviny.

ophit,sa o, stmennst, ostcné o anlogiché .

NA ZAMYSLENIE. Aké samodruzné body a samodruzné priamky maji doteraz spomenuté
izometrie?

Na stredova simernost mozme nahliadat ako na Specidlny pripad otocenia, ked uhol ¢, o
ktory otacame okolo stredu, ma velkost 180°. No oproti inym otoCeniam maji stredové simer-
nosti niektoré dolezité vlastnosti, preto na ne ¢asto nahliadame tak, zZe tvoria Specidlnu triedu
izometrii.

Podobne aj identita roviny by sa dala zaradif medzi posunutia, ked vektor posunutia je
nulovy, a tiez medzi rotacie okolo lubovolného stredu o nulovy uhol. No pri klasifikdcidch je
identita Specidlne zobrazenie majice akoby svoju vlastnu triedu.

2.2. Struktira mnozZiny izometrii. Izometria je jednozna¢ne uréena obrazmi troch ne-
kolinedrnych bodov: nech A, B, C' si nekolinearne, teda tvoria vrcholy trojuholnika, a nech o
zhodnosti f vieme, ze f(A) = A’, f(B) = B’ a f(C) = C'. Kazdy dalsi bod P € E? je jedno-
znacne urceny svojimi vzdialenostami od A, B a C. Potom P sa izometriou f nutne zobraz{ do
jednoznacne uréeného bodu P’, pre ktory

|P'A'| = |PA|, |P'B'|=|PB| a |P'C'|=|PC|.
Lahko sa presvedéime, ze

e zlozenim izometrii je zase izometria; naozaj, ak f a g si izometrie, potom pre ich
zlozenie

lgo f(A)go f(B)| = lg(f(A)g(f(B))| = [f(A)f(B)| = [AB],
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e neutralnym prvkom operécie skladania zobrazenii je identické zobrazenie, ktoré je tiez
zjavne a trividlne izometriou,
v .. . . 7’ . Do ’, . . 7’ . 71 v
e ku kazdej izometrii f vieme najst inverzné zobrazenie, t.j. také zobrazenie f~, ze
fof~' = f~lo f je identita. Toto inverzné zobrazenie je tiez izometriou: oznac¢me
f(A) = A, teda f~1(A") = A, podobne pre B, potom

LFHANFTHB = 1)V TH(B))] = |AB| = [f(A) f(B)| = |A'B'].

Tieto pozorovania mézme zhrntat do konstatovania:

Izometrie euklidovskej roviny tvoria grupu.

NA zamysLENIE. Co sii inverzné zobrazenia k jednotlivym spomenutym izometridm (stre-
dova simernost, posunutie, ...)7

Veta 2.2. Pre Iubovolné trojuholniky v euklidovskej rovine plati: AABC = AA'B'C’ préve
vtedy, ked existuje izometria f roviny taka, ze f(A) = A, f(B) =B a f(C) =C".

Dokaz. Ak f je zhodnost a f(A) = A’, f(B) = B" a f(C) = C’, potom AABC a AA’B’'C’ st
zhodné podla vety sss o zhodnosti trojuholnikov.

Nech teraz naopak su tieto trojuholniky zhodné. Ndjdeme nanajvys tri osové simernosti
f1, f2, f3 také, Ze pre ich zlozenie bude platit

f3o fa Ofl(A) = A/7 fzo fo Ofl(B) = B/, f3o fa Ofl(C) =C".

01 02

Ak A’ = A, tak f; nech je identita. Ak A’ # A, potom nech 07 je os tsecky AA’. Nech fy
je osova stimernost podla osi 01. Zrejme f; bod A zobrazi na bod f(A). Ozna¢me By = f1(B) a
Cy = f1(C). KedZe osova stmernost je zhodnost, tak plati

|A'B'| = |AB| = |A'By|.
Ak B’ = By, potom zas nech f je identita. Ak B’ # Bj, potom nech o5 je os tsecky B1 B’ a

nech f5 je osovd stimernost podla osi 09, teda fo(By) = B’. Kedze |A'B'| = |A'By], tak A" € 0,.
Preto fo(A’) = A’. Pre bod C oznacime f5(C1) = Cs. Pre vzdialenosti bodov mame

|A'C'| = |AC| = |A'Cy| = |A'Cy|
|B'C’| = |BC| = |B1Cy| = |B'Cs|,

kde v oboch riadkoch prva rovnost vyplyva z predpokladu, druhd z toho, ze f; je zhodnost a
tretia z toho, ze f5 je zhodnost.
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Nakoniec, ak C’ # Cs, potom nech o3 je os tsecky CoC’. Z préve ukdzanych rovnosti mame,
7e A, B’ € o3, teda st to pevné body stimernosti f3 podla osi 03. NavySe f3(Cs) = C’. (Znovu
v pripade, ze C’' = Cs, zvolime za f3 identitu.)

Nasli sme tak simernosti f; také, ze
fsofao fi(A)=A", fzofro fi(B)=B', fsofaofi(C)=C",

¢im sme tvrdenie dokazali. O

Dokaz predchadzajicej vety je velmi silny, dokazal viac, nez tvrdila samotna veta. Videli
sme v om, ze

kazdu zhodnost vieme napisat ako zlozenie nanajvys troch osovych siimernosti.

Tato vedomost nam dava do rik nastroj na klasifikaciu vsetkych izometrii roviny.

2.3. Klasifikacia izometrii. Zistime teda aké izometrie euklidovskej roviny existuju. Po-
stupne budeme preverovat, ¢o dostaneme zloZenim 0,1,2 a 3 osovych simernosti. Osi stmernosti
budeme oznacovat o;, prislusné stmernosti f;.

(i) Ziadna stimernost. V tejto triede je jedind izometria — identita.

(ii) Jedna stiimernost. Tiez pomerne trividlna situdcia: trieda pozostdva zo samotngch
osovych stiimernosti.

(iii) Dve simernosti. Pri skladani dvoch osovych stimernosti vysetrujeme jednotlivé pri-
pady podla vzajomnej polohy tychto osi:

® 01 = 09, vtedy f1 = f2 a fo o fi je identita.

® 07 a 09 st rovnobezné rozne. Liahko nahliadneme, Ze fyo f1 je posunutie v smere kolmom
na osi o dvojnasobok ich vzdialenosti. Délezitym pozorovanim je, ze to isté posunutie
dostaneme aj zlozenim inych stmernosti, ktorych osi budi Iubovolnym (spolo¢nym)
posunutim osi 01 a 0s.

01 09

/ /
0] Oy

® 01 a 0y su réznobezné. Znovu lahko vyargumentujeme, ze v tomto pripade je fa o
f1 otocenie so stredom v priesecniku osi a uhol otocenia je dvojndsobkom jedného z
uhlov uréenych osami. Podobne ako pri predchadzajiicom pripade, aj tu mo6zme obe osi
spolo¢ne Tubovolne otocit okolo ich priesec¢nika a vyslednym zlozenim novych osovych
stumernosti bude to isté otocenie.

(iv) Tri stmernosti. Pri skladani troch simernost{ méme dva na seba podobné Specidlne
pripady:

e 01,02 a o3 patria jednej osnove (t.j. st vSetky navzdjom rovnobezné). Vtedy fa o fi
je posunutie. To isté posunutie dostaneme aj ak obe osi posunieme tak, aby druhd os
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splynula s trefou, a tak druhd simernost bude mat t1 istii os ako tretia: f; = f5. Vtedy

fao(fao fi)=faso(fyofi)=(fso fy)ofi=fi

vyslednym zloZenim je teda osova simernost.

® 01,02 a o3 patria tomu istému zvizku, t.j. prechadzaji vSetky tym istym spolo¢nym
bodom. Tentokrat je fs o fi otocenie a toto znovu zapiseme ako zlozenie inych dvoch
osovych siimernosti, znovu tak, aby druhd os splynula s trefou. Znovu dostavame jed-
noduchid osovi simernost.

e Nakoniec nech nenastava ani jeden z predchadzajtcich pripadov, mame tak novu, do-
teraz nepopisanu izometriu. Aby sme nahliadli lepsie jej geometriu, nahradme pévodné
osové sumernosti inymi, ktoré po zlozeni dajui t1 istu transforméaciu. Najprv nahradime
prvé dve osi otocenim okolo ich priesetnika novymi osami o0}, o) tak, aby o), L o03. Po-
tom druhé dve (navzdjom kolmé) osi otocenim okolo ich prieseénika nahradime osami
oly, 04 tak, aby of || oj. (V pripade, keby 01 a o2 boli rovnobezné, zacneme ,, tocit*
najprv druhi a tretiu os, potom prvi a druhd.) Vidime, Ze ide o zloZenie osovej si-
mernosti a posunutia pozdiz osi tejto stmernosti. Tito izometriu nazyvame posunuta
stimernost. obrazok k manipuldcii s osami

NA ZAMYSLENIE. Aké pevné body a samodruzné priamky mé posunutéd simernost?

NA ZAMYSLENIE. V predchadzajicom zamysleni ste sa vlastne presveddili, ze os, ktorad sa
vynorila v rozklade posunutej simernosti na osovi simernost a s osou rovnobezné posunutie,
je jednoznacnd, volame ju os posunutej simernosti. Ako by ste ¢o najjednoduchsie nasli os
posunutej simernosti danej napriklad obrazom trojuholnika?

3. Podobnosti
Zobrazenie f : E> — E? je podobnost (podobné zobrazenie), ak zachovdva pomery
vzdialenosti bodov:
VP,Q,R,S €E* |f(P)f(Q)]:|f(R)f(S)|=|PQ|RS|

Iny, trochu doslednejsi popis podobnosti: zobrazenie f je podobnostou, ak existuje k € R™
(konstanta pre celtt podobnost) také, ze

VP,Q € E* |f(P)f(Q)| = k|PQ|.
Cislo k nazyvame koeficientom podobnosti f.

Zjavne ak k = 1, podobnost je izometriou.

Priklad 3.1. Majme v rovine afinni siradnicovt ststavu. Nech transforméacia f bod so strad-
nicami (a1, az) zobrazi do bodu (3ay,3az). Ide o podobnost s koeficientom 3.

Zobrazenie z prikladu je pripadom Specidlnej triedy podobnosti. Rovnolahlost (homoté-
tia, z angl. ,homothety“) v rovine E? uréend stredom S € E? a koeficientom k € R, k # 0

zobrazuje bod A na taky bod A’ € x<4—§, ze

e pre k > 0 lezi A’ na polpriamke S—/i, a pre k < 0 lezi na opacénej polpriamke,
o |SA'| = |K||SA

V priklade hore ide o rovnolahlost so stredom v zac¢iatku stradnic a s koeficientom 3.

Tvrdenie 3.2. Rovnolahlost s koeficientom & je podobnostou s koeficientom |k|.
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" D// o

A’B'C'D’ je obrazom ABCD v rovnolahlosti so stredom S a koeficientom 2,
A"B"C"D" je obrazom ABCD v rovnolahlosti so stredom S a koeficientom
~0,8.

‘rozviest podrobnejsie??? :
Rovnolahlost s koeficientom -1 je stredova siimernost. Inverznym zobrazenim k rovnolahlosti
s koeficientom k je tiez rovnolahlost s tym istym stredom a s koeficientom 1/k.

Veta 3.3. Kazda podobnost sa da napisat ako zlozenie rovnolahlosti a izometrie.

Dokaz. Nech f je podobnost s koeficientom k. Zvolme si lubovolnt rovnolahlost g s tym istym
koeficientom k. Potom ¢! o f je zhodnost, ozna¢me ju h. Podobnost f sme rozlozili:

f=goh.
O

Désledok. Trojuholniky AABC a AA’B’C’ st podobné préve vtedy, ked existuje podobnost
f roviny také, ze f(A) = A, f(B) =B a f(C)=C".

Poznamka 3.4. Tento dosledok resp. Veta 2.2 o zhodnosti sa v modernej geometrii vyslovuji
ako definicie podobnosti resp. zhodnosti trojuholnikov. Vyhodou takého pristupu je, ze takto
moézme jednotne a jednoducho zadefinovat podobnost ¢i zhodnost lubovolnych ttvarov, nielen
trojuholnikov.

4. Osova afinita

4.1. Afinita roviny. Zobrazenie f : E> — E? je afinita, ak obrazom priamky je priamka
a navyse f zachovava deliaci pomer, t.j.

VP,Q.REE* (P#Q#R#P): (f(P)F(Q)f(R)) = (PQR).

Kazda zhodnost ¢i podobnost je aj afinitou.

Priklad 4.1. Presved¢ime sa, Ze afinitou je aj zobrazenie f : (a1, a2) — (2a1,a2). Ak je priamka
/ﬁ kolm4 na z-o0s, zobrazi f tiato priamku na seba a zachova deliaci pomer bodov na AB. Ak
je priamka AB rovnobezna s z-osou, zobrazenie f kazdy bod priamky posunie o rovnaky vektor
v smere kolmom na fﬁ .

Inak nech P je priese¢nik 1@ s xz-osou a Ag, By, Cy nech st kolmé priemety bodov A, B, C
na z-os.
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P Ao Co By

Z podobnosti APAyA, APByB a APCyC ustdime, Ze aj trojuholniky APAqf(A), APByf(B)
a APCyf(C) st podobné a odtial st body f(A), f(B), f(C) kolinedrne a tiez prislusné pomery
dl%ok st zhodné.

Vidime, ze afinity st vicSou triedou transformécii E? ako podobnosti.
7 definicie afinity je zjavné, Ze zloZzenim dvoch afinit je tiez afinita.

V nasledovnej sérii tvrdeni budeme postupne odhalovat geometrické vlastnosti afinity.

Tvrdenie 4.2. Restrikcia (ziZenie) afinity na Iubovolnd priamku p je bijekciou medzi bodmi
priamok p a f(p).

Doékaz. Nech P, @ st také body na priamke p, ze f(P) # f(Q), t.j. f(P)f(Q; = p’. Potom kazdy
bod Y € p', Y # f(P), Y # f(Q) ma v afinite f na priamke p svoj vzor, konkrétne ten bod

X pre ktory (PQX) = (f(P)f(Q)Y). Z jednoznacnosti medzi bodmi priamky a ich deliacimi
pomermi vzhladom na pevne zvolend dvojicu bodov potom vyplyva, Ze f zobrazuje priamku p
na priamku p’ jedno-jednoznacne. O

Dosledok 1. Afinita roviny je injektivne zobrazenie.

Dékaz. Ak by pre rézne body A, B boli ich obrazy v afinite totozné, dostali by sme spor s
Tvrdenim 4.2 pre priamku AB. O

Dosledok 2. V afinite st obrazom rovnobeznych réznych priamok rovnobezné rozne priamky.

Tvrdenie 4.3. Nech f : E? — E? je afinita. Ak A, B, C nie st kolinedrne, potom ani f(A), f(B), f(C)
nie su kolinearne.

Dékaz. Sporom, nech sa nekolinedrne body A, B, C zobrazia na jednu priamku: f(C) € f(A)f(B ).

Nech (f(A)f(B)f(C)) = A. Potom pre bod X € AB taky, ze (ABX) = A, plati f(X) = f(C),
pricom X # C, ¢o je spor. O

Tvrdenie 4.4. Afinita roviny je bijektivne zobrazenie. Inverznym zobrazenim k afinite je tiez
afinita.

Dokaz. Injektivnost sme uz vyargumentovali. Surjektivnost tiez nahliadneme pomerne Tahko:
nech p, ¢ st réznobezky, ich obrazmi st tiez roéznobezky f(p), f(q). Ak kazdym bodom priamky
q vedieme rovnobezku k priamke p, tdto osnova jednak pokryje rovinu vzorov, a tiez obrazy
priamok tejto osnovy zjavne pokryjd rovinu obrazov — zobrazenie je tak surjektivne.
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Kedze ide o bijekciu, existuje inverzné zobrazenie, ktoré je tiez bijekciou. Z Tvrdenia 4.3
vieme usudit, Ze aj toto inverzné zobrazenie zobrazi priamku na priamku. To, Ze tiez zachovava
deliaci pomer, sa ukazuje rovnako, ako sme overili, Ze inverznym zobrazenim k izometrii je tiez
izometria:

Nech f je pdvodna afinita, ktora trojicu réznych kolinedrnych bodov A, B, C zobrazi v tomto
poradi do trojice A’, B/, C'. Potom

(fTHANFHB)FHEN) = (PN FB)THF(C)) = (ABC) = (A'B'CY).

Veta 4.5. Afinita roviny je jednoznac¢ne urcéend obrazmi troch nekolinearnych bodov.

Dokaz.

A B

Nech f je afinita a nech A, B, C' st nekolinedrne. Ozna¢me A’ = f(A), B’ = f(B), C' = f(C).
Nech X € E2 je lubovolny bod. Bez ujmy na vieobecnosti predpokladajme, Ze ﬁz lf BC'. Obraz
bodu P = jﬁk ﬂ% je na priamke B<'—>C” jednoznacne uréeny deliacim pomerom (BCP). Néasledne
je obraz bodu X € A’ f(P ) jednoznacne uréeny deliacim pomerom (APX). O

4.2. Osova afinita.

4.2.1. Ak m4 afinita f dva pevné body A, B, potom celd priamka j@ pozostava z pevnych

bodov: nech C' je dalsf bod na AB a nech (ABC) = A. Potom (f(A)f(B)f(C)) = A, no kedZe
f(A)=Aa f(B) = B, plati, ze (ABf(C)) = XA a teda C = f(C).

Afinitu, ktorej samodruzné body tvoria priamku, nazyvame osovou afinitou. Priamku sa-
modruznych bodov nazyvame osou afinity.

Z Vety 4.5 vyplyva, ze osova afinita je jednoznac¢ne urcend svojou osou a obrazom jedného
bodu, ktory na nej nelezi:

F(A)=A, f(B)=B (tj. AB je os afinity), f(C) = C' # C.

Poznamka 4.6. Identita je afinita roviny, ktord mé& tiez priamku pevnych bodov, dokonca
nekonecne vela priamok pevnych bodov, no medzi osové afinity ju nezaradujeme. Od osovej
afinity vyzadujeme, aby mala striktne jednu priamku pevnych bodov a ziaden dalsi pevny bod.

Ak by sme osové afinity skladali, rychlo zistime, Ze zloZzenim dvoch osovych afinit uz nemu-
sime dostat osovi afinitu — napriklad ked zloZzenim dvoch osovych simernosti ziskame posunutie.
Ak by sme vsak skladali iba osové afinity s tou istou pevne zvolenou osou, vo vysledku méame
stale osovu afinitu s touto osou alebo identitu. Toto pozorovanie by nabadalo k rozhodnutiu
zaradif identitu medzi osové afinity.

No na druhej strane, mnohé tvrdenia o vlastnostiach a invariantoch osovej afinity nedavajui
pre identitu zmysel. Javi sa preto vhodnejsie identitu medzi osové afinity neradit, a podla toho
sme osovu afinitu aj definovali.
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4.2.2. Osovd afinita ako ,zdznam® rovnobezného premietania. Uvazujme teraz dve rdzno-
bezné roviny «, 8 € E? a smer uréeny priamkou [ takou, Ze [ |f o, [ || 3. Nech 3 je priemetiiou
rovnobezného premietania so smerom [ a nech g je ztGzenie tohto premietania na rovinu «, t.j.
g : a — (. Lahko nahliadneme, Ze g je afinitou:

e obrazom priamky v « je priamka v 3,
e 7 Tvrdenia 1.1(i) vyplyva, Ze g zachovava deliaci pomer.

(Niekedy sa toto zobrazenie zo zrozumitelnych dovodov nazyva aj osové afinita medzi rovinami.)

V druhom kroku majme tretiu rovinu v a smer premietania uréeny priamkou m, ktorad nie
je rovnobezna so ziadnou z rovin «, B, 7, a sledujme premietanie h pozdlZ tejto priamky na
priemetnu . Vidime, ze

e zUzenie h na rovinu « je afinita o — 7y, oznacme ju h,,
e zlzenie h na rovinu 3 je afinita 5 — 7, oznacme ju hg.

Zobrazenie f = hgo goh ! je afinita v — 7, t.j. afinita euklidovskej roviny s priamkou samod-
ruznych bodov h(p), kde p = a N B. Teda pokial f nie je identitou, ide o osovid afinitu.

Teraz naopak, nech teraz f je Tubovolna osové afinita euklidovskej roviny. Presvedcime sa,
Ze f je rovnobeZnym priemetom rovnobezného premietania medzi dvoma rovinami (t.j. osovej
afinity medzi rovinami).

Vnorme rovinu, ktort f transformuje, do E® a ozna¢me ju 7. Nech o C v je os afinity f.
Zvolime si lubovolnt rovinu « taki, ze o je priesecnica « a 7, a tiez si zvolime smer réznobezny
s oboma rovinami (priamku m). Nech h je premietanie na v v smere m. Potom ¢ : o — 7,
g = f oh je rovnobezné premietanie medzi tymito dvoma rovinami.

Tvrdenie 4.7. Nech f je osova afinita roviny. Potom pre vietky A € E? neleZiace na osi afinity

patria priamky Af(A) jednej osnove.

Dékaz. Kazdi osovi afinitu E? mézme teda vnimat ako rovnobeZny priemet rovnobezného pre-
mietania medzi dvoma rovinami v E3. Ked sledujeme situdciu v E3, teda premietanie g : o« — 3

so smerom [ , pre kazdy bod B € « neleZiaci na prieseénici aN B méme, ze Bg(B) || I. Lubovolné

dva rdzne body B,C € o mimo priese¢nice tak uréia rovnobezky Bg(B) a Cg(C) v E?, ktoré sa
zobrazuji do rovnobeziek spajajucich kazdy bod s jeho obrazom v afinite f. O

Tvrdenie 4.8. Nech o C E? je priamka a nech A, A’ sti rézne body neleZiace na priamke. Potom
existuje prave jedna osové afinita, pre ktort je o jej osou a ktord A zobrazi do A’
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Dokaz. Jednoznacnost vyplyva, ako uz bolo spomenuté, z Vety 4.5. O existencii sa presved¢ime
napriklad , zdvihnutim®“ celej situacie do trojrozmerného priestoru: vnorime nasu rovinu ako
rovinu v do E? a zvolime si rovinu « tak, aby o (striktne: obraz o po vnoreni) bola priese¢nicou
« a 7. Zvolime eSte smer premietania m rdznobezne s « aj «y a premietneme bod A v tomto
smere do roviny «, ozname priemet ako A°. RovnobeZzné premietanie o — ~y, A° — A’ sa
potom spatnym premietanim do ~y pozdfi m stane hladanou afinitou. O

Priklad 4.9. Uzito¢nym dosledkom tvodného pozorovania v tejto Casti je ziskanie nového po-
hladu na konstrukciu rezov hranolovych (a ¢oskoro aj valcovych) pléch: dva rezy hranolovou
plochou (napriklad podstava a rez danou, s podstavou réznobeznou rovinou) si vo vztahu rov-
nobezného premietania medzi tymito rovinami, kde smer premietania je smer boc¢nych hran.
Pokial mdme situdciu zakreslent v nejakom rovnobeznom premietani (napriklad vo volnom rov-
nobeznom premietan{), bude rez hranolovej plochy danou rovinou obrazom podstavy v osovej
afinite, ktorej osou je priesecnica roviny podstavy a roviny rezu (presnejSie volny rovnobezny
priemet priesecnice).

4.2.3. Osovd afinita v praxi deskriptivnej geometrie. Nech o je os osovej afinity f a nech bod
A neleziaci na o zobrazi f do bodu A’, kde A’ # A, A’ ¢ o. Vieme uz, ze tymto je osova afinita
f jednoznacne urcena. Pre skratenie zapisu budeme pre kazdy bod X oznacovat jeho obraz v
afinite f ako X’.

Mdenie-Deﬁnicia 4.10. Nech o je os osovej afinity f a nech f zobrazi A ¢ o do A’. Nech
AA’" [} 0. Potom pre vsetky B ¢ o plati

—
(i) BB’ || A4, .
(ii) (B'BB,) = (A’AAp), kde Ay =0oN AA" a By =0N BB’

>
Smer AA’ nazyvame smerom afinity a ¢islo (A’ AAp) charakteristikou afinity f.

Ak je smer afinity kolmy na os, hovorime o kolmej osovej afinite.

Dékaz. O pravdivosti (i) sme sa uz presved¢ili pomocou interpreticie f ako priemete rovno-
bezného premietania, da sa to ale jednoducho nahliadnut aj z elementarnych vlastnosti afinity.
Priamka AA’ je samodruzné, kedZe bod Ay sa zobrazi na seba a A na A’. Preto priamka b cez
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v_ s 2 ) A . , ep oL~ v .
B rovnobezna s AA’ sa podla dosledku Tvrdenia 4.3 musi zobrazif tiez na rovnobeznt priamku.
Kedze By = bNo je pevny, lezi B tiez na p.

—
Pre dokaz (ii) uvazujme X = oN /ﬁ Kedze X je pevny, lezi aj na A’B’ a z podobnosti
trojuholnikov dostavame dokazované tvrdenie.

A

? . - PRI rva= S .
Ak by AB bola rovnobezna s osou o, bola by s 1ilou rovnobezné aj A’B’ a aj v tomto pripade
je tvrdenie (ii) pravdivé. O

Osov4 afinita zizend na priamku rovnobezni so smerom afinity je teda skdlovanim (po-
dobnostou) tejto priamky s pevnym bodom v prieseéniku tejto priamky s osou o a Skdlovacim
faktorom rovnym charakteristike afinity.

Vsimnime si tiez, ze postup v dokaze nam déva aj navod, ako konstruovat obrazy jednotlivych
bodov v danej osovej afinite.

Tvrdenie-Definicia 4.11. Ak pre afinitu f s osou o a bod A neleziaci na osi plati AA’" || o,
potom pre lubovolny bod B mimo osi plati BB’ || 0. Takdto osovd afinita sa nazyva elacia (v
pocitacovej grafike skosenie, angl. shear).

o>

—
Dokaz. Ide o pomerne priamodiary dosledok predchddzajiceho tvrdenia: ak by BB’ bola roz-

[

4

Sy

nobezna s osou, potom vsetky priamky urcéené bodom mimo osi a jeho obrazom boli s B
rovnobezné.

O

Obraz bodu v elacii ndjdeme s vyuzitim faktu, ze afinita zachoviva rovnobeznost, vid obra-
zok.

NA zZAMYSLENIE. Vedeli by ste analyticky popisat osova afinitu, ¢ize najst predpis, ako zo
suradnic bodu vypocitat siradnice jeho obrazu? Tieto vzorce budi jednoduché, ak si vhodne zvo-
lite suradnicovi sustavu: nech prva siradnicova os je totozné s osou afinity a druhd siradnicova
os nech je

e kolma na prva, ak ide o elaciu,
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e inak nech je rovnobezna so smerom afinity.

4.3. Grupa afinit roviny.
4.3.1. Osové afinity ako generdtory grupy.

Veta 4.12. (a) Nech A,B,C a A’, B’,C’ st dve trojice nekolinedrnych bodov v E2. Potom
existuje prave jedna afinita f takd, ze f(A) = A', f(B) = B’, f(C) =C".

(b) Kazd4 afinita roviny sa d4 napisat ako zloZenie najviac troch osovych afinit.

Dokaz. Jednoznacnost v ¢asti (a) sme uz ukdzali vo Vete 4.5. Existenciu budeme teraz demon-
Strovat dokazom casti (b) Postupovat budeme velmi podobne ako v dokaze Vety 2.2, tentokrat
je dokaz jednoduchsi.

Ak A # A, prva afinita f1 nech mé taki os, aby Ziadny z bodov A ani A’ na nej nelezal,
a nech f1(A) = A, ¢o podla Tvrdenia 4.8 urobit vieme. Ak A = A’ tento krok vynechame,
podobne pri zvysnych dvoch bodoch.

Ak teraz fi1(B) # B’, za fy zvolime afinitu, ktorej os prechddza bodom A’, neprechddza
Ziadnym z bodov f1(B) a B’ a nech fo(f1(B)) = B'.

Dvoma osovymi afinitami sme uz body A a B zobrazili na A" a B'. Kedze A’, B’,C’ st

—
nekolinedrne a tiez body A’, B’, fo(f1(C)) st nekolinedrne (vid Tvrdenie 4.3), priamka A’B’
neprechddza ani bodom C’, ani bodom f>(f1(C)). Zvolime ju za os tretej osovej afinity f3 a
afinitu dour¢ime tak, aby f3(f2(f1(C))) = C". O

Vidime teda, ze osova afinita hré v triede vSetkych afinit roviny presne ti istu tlohu, akd
hra osova stimernost medzi zhodnostami: je zdkladnym prvkom, z ktorych ,, vyskladdme“ vsetky
ostatné afinity.

4.3.2. Hlavné smery afinity. Pozrieme sa teraz, ako sa kruznica zobrazuje v fubovolnej osovej
afinite. Ako medzikrok najprv preskimame, ako sa kruznica zobrazuje v lubovolnej, t.j. nie nutne
kolmej, osovej afinite.

Ak zobrazime dva kolmé priemery kruznice, nemusia byt aj ich obrazy (t.j. zdruzené priemery
elipsy) navzdjom kolmé. Plati vsak, ze vzdy vieme najst taka dvojicu priemerov, ktorych kolmost
sa osovou afinitou zachovd, ¢o je velmi dolezita vlastnost:

Veta-Definicia 4.13. Pre kazdua osovu afinitu, ktord nie je osovou simernostou, existuje prave
jedna dvojica navzajom kolmych smerov, ktora sa zobrazi na dvojicu tiez navzajom kolmych
smerov; tito dvojicu nazyvame hlavnymi smermi afinity.

Doékaz. Nech f je osovd afinita s osou o zobrazujica bod A do A’. KedZe afinita zachovava rovno-

beznost, stac¢i pri hladani jej hlavnych smerov sledovat dvojice kolmych priamok prechadzajicich
bodom A.

—
Ak AA" 1 o, potom f je kolm4 afinita a o nej uz vieme, Ze jej hlavné smery st smer
rovnobezny s osou o a smer kolmy na o.
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A’

<
Nech teda AA’ J o. Potom existuje jedind kruZnica so stredom na osi o prechédzajica bodmi
A aj A, oznadéme ju t. Nech X a Y su prieseéniky ¢ s osou o. Z Télesovej vety st uhly ZXAY
a LXA'Y pravé. Navyse tsecka A’X je obrazom usecky AX, podobne A’Y je obrazom AY.

ey —
Vidime, ze obrazom na seba kolmych priamok AX a A? st na seba kolmé priamky A’X a A’Y.
7 konstrukcie tiez lahko usiidime, zZe ide o jedind dvojicu takychto smerov. O

Poznamka 4.14. Kazda osova afinita sa da napisat ako zlozenie podobnosti a kolmej osovej
afinity.

D6ka<,z._>Nech f je osové afinita s osou o zobrazujica bod A do A’. Nech U,V su také body, Ze
ﬁ, AV uréuji hlavné smery f a navySe nech |AU| = |AV|. Oznaéme U’ = f(U) a V' = f(V).
Potom A'U" L A'V'.

Nech g : E? — E? je také zhodnost, ze
T —
g(A) =4, gU)e AU, ¢(V)e AV,

(g9 napriklad zlozime z posunutia, otodenia a pripadne osovej stiimernosti). Nésledne nech h je
rovnolahlost so stredom A’, ktord g(U) zobrazi na U’. Nakoniec eSte priddme kolmu osovi afinitu

—
k, ktorej os je AU’ a ktord h(g(V')) zobrazi na V’. Kedze lubovoln4 afinita je jednoznac¢ne urcend
obrazmi troch nekolinedrnych bodov (Veta 4.5), plati

f=kohog,
kde h o g je podobnost a k je kolmé afinita.

(0]
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O
Obrazom kruznice v osovej afinite je preto elipsa s tymi istymi vlastnostami, ktoré sme

odvodili v Casti o kolmej afinite. Dokaz Vety 4.13 navyse poskytuje navod, ako v osovej afinite
f s osou o najst osi elipsy, ktora je v tejto afinite obrazom kruznice k so stredom S:

(0]

(1) nédjdeme obraz stredu S kruznice: S’ = f(.59),

(2) nech p je os tsecky SS’,

(3) P=onNp,

(4) zostrojime kruznicu t(P, |PS]),

(5) najdeme priese¢niky X,Y osi o a kruznice ¢,

(6) prieseéniky SX Nk a SY Nk sa zobrazia na hlavny a vedlajsi vrchol elipsy.

Veta 4.15. Lubovolna afinita sa da napisat ako zlozenie podobnosti a kolmej osovej afinity.

Dokaz. Kazda afinita je jednoznacne uréend obrazmi svojich troch nekolinedrnych bodov (Veta 4.5).
Nech teda afinita f zobrazi nekolinearne body A, B,C na A’, B’,C’. Ako v predchddzajicom
dokaze, aj teraz vyskladame f z elementdrnejsich zobrazeni.

—
Nech najprv g je zhodnost, ktord polpriamku 1@ zobrazi na polpriamku A’B’ (teda bod A
na bod A’). Nésledne nech rovnolahlost h so stredom A’ zobrazi bod g(B) na bod B’. Nakoniec

. M z 7 v
nech osové afinita j s osou A’ B’ zobrazi bod h(g(C)) na C’. Méme tak, ze
f=johoy,

kedze sa tieto dve afinity zhoduju v troch nekolinearnych bodoch. Navyse vieme uz, Ze j vieme
napisat ako zloZenie podobnosti p a kolmej afinity k, teda

f=kopohog,
kde k je kolma afinita a p o h o g je podobnost. O
Poznamka 4.16. Analdgia tohto tvrdenia pre n-rozmerny priestor je v matematike znama pod
nazvom singuldrny rozklad matice (anlg. SVD, singular value decomposition). Geometricky: kazda

afinnd transformécia n-rozmerného priestoru sa déa napisat ako zloZenie izometrie a nasledného
skalovania v n smeroch, ktoré si navzajom na seba kolmé.
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5. Osova kolineacia

Zhrnme si triedy bijektivnych transformécii roviny, s ktorymi sme sa uz stretli a pripomenme
si ich zakladné invarianty:

e zhodnost zachovava diiky useciek,

e podobnost zachovava pomery dizok tseciek,

e afinita zachovava deliaci pomer; afinitu by sme tiez mohli charakterizovat ako zobra-
zenie, ktoré zachovéva kolinearitu a pomery dlzok tsecick leziacich na jednej priamke
(t.j. restrikcia afinity na priamku je podobnost medzi priamkami).

Upustime na zaver od poziadavky, ze sa mé zachovavat deliaci pomer. Zobrazenie, ktoré Iubo-
volné navzajom rdézne kolinedrne body zobrazi na navzajom roézne kolinedrne body, sa nazyva
kolineacia.

Poznamka 5.1. Kolinedcie uz naozaj deliaci pomer zachovat nemusia, da sa vSak ukazat, ze
stale maju jeden invariant, a sice zachovavaji dvojpomer - odkaz na 1.2 stvorice bodov.

Aby sme vsak mohli kolineacie poriadne popisat, musime najprv obohatit euklidovsky pries-
tor o nové body.

5.1. Rozsireny euklidovsky priestor.

Priklad 5.2. Nech p C E? a Q € E?, Q ¢ p. Sledujme priamky prechadzajice bodom Q. Ak

N\ q

P/ P\ P P, P;

q |l p (¢ > Q), tak sa priamky p a ¢ nepretnti. Ak uvazujeme postupnost priamok ¢; cez bod Q
takd, Ze ich uhol s priamkou p sa blizi k 0 (teda ¢; — ¢), tak spolo¢ny prieseénik P; = pNg;
diverguje do nekonecna. Okrem priamky ¢ vidime prirodzenu bijekciu medzi bodmi P; priamky
p a priamkami zvizku so stredom . Doplinme priamku p o novy bod, ktory bude reprezentovat
prieseénik p a q (v E? neexistujici). Tento bod nazveme nevlastnym bodom priamky p a
budeme ho oznacovat pe.

Ak r je IubovoInéa ina priamka rovnobeznd s priamkou p, znovu bude existovat bijekcia medzi
bodmi priamky r a priamkami prechadzajicimi bodom (. Znovu to bude priamka ¢, ktord bude
reprezentovat nevlastny bod g, priamky g.

Vidime, ze je tak zmysluplné obohatit rovinu E? o nevlastné body tak, Ze
Doo = Too prave vtedy, ked p | r.

Jeden nevlastny bod roviny tak reprezentuje celtt osnovu navzajom rovnobeznych priamok. Ak
E2. oznaéuje mnozinu vietkych nevlastnych bodov euklidovskej roviny:

2 2 . .
EZ, = {ps | p C E* je priamka},
potom rozsirena euklidovska rovina je mnozina

E2 = E>UE%.
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Co vieme povedat o mnozine E2_ nevlastnych bodov euklidovskej roviny?
Priklad 5.3 (gnémonicka projekcia). Nech sa sféra juznym pédlom dotyka roviny. Premieta-

nim, ktorého stredom je stred sféry, konstruujeme bijekciu medzi bodmi E? a juznou polsférou,
vid obrazok. Obrazom priamky v E? na polsfére je kruznicovy oblik medzi dvoma protilahlymi

Gnémonicka projekcia.

bodmi na rovniku. Lahko sa presved¢ime, ze rovnobezné priamky zodpovedaji oblikom s tymi
istymi koncovymi bodmi. Dvojicu protilahlych bodov na rovniku tak mézme stotoznit s nevlast-
nym bodom prislusnej osnovy priamok. Zaujimavym pozorovanim je, ze vSetky nevlastné body
mozme vidiet ako rovnikovi polkruznicu. Je preto pochopitelné, ze mnozina vsSetkych nevlast-
nych bodov roviny tvori priamku.

Dalsf d6vod, prefo mnozinu nevlastnych bodov vnimat ako priamku, ndm dava poziadavka,
ze pre lubovolné dva rézne body by mala existovat préave jedna priamka, ktorda oboma prechadza.
Ziadna z priamok E? po rozsireni roviny neprechiadza dvoma nevlastnymi bodmi, preto musime
rozsirent rovinu obohatit aj o novu priamku — nevlastnu.

Neskor sa stretnete s dalsimi fenoménmi, ktoré nds presviedcaji, ze mnozinu nevlastnych
bodov roviny je vhodné povazovat za priamku — dokonca priamku tplne rovnocenni s ostatnymi
(Desarguesova veta, analytickd geometria).

Rovnako, ako sme rozsirili euklidovsktl priamku a euklidovskil rovinu, mézme rozsirif aj
euklidovsky priestor. Nech

E3. = {ps | p C E? je lubovoln4 priamka},

je mnozina vietkych nevlastnych bodov priestoru E3, potom rozsireny euklidovsky priestor
je

E3 =E*UE?,
Analogicky k uz uvedenému, mnozina E3_ vSetkych nevlastnych bodov priestoru tvorf rovinu.
Mnozina o nevlastnych bodov lubovolnej roviny « tvori priamku pozostivajicu z nevlasnych
bodov priamok leziacich v rovine a.

V rozsirenej euklidovskej rovine kazdé dve priamky maji spolo¢ny bod: v pripade, ze v
E2 boli dve priamky rovnobeiné, v E2 sa pretali v spoloénom nevlastnom bode. Podobne v
rozsirenom priestore E3 kazdé dve rozne roviny maji spoloéni prieseénicu; roviny, ktoré boli
v E3 rovnobezné, sa v E3 pretni v nevlastnej priamke. Podobne k vzajomnej polohe roviny a
priamky: pokial priamka v rovine nelezi, ma s nou spolo¢ny presne jeden bod, mozno nevlastny.
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Prirodzene a pomerne mechanicky mézme definiciu rozsireného euklidovského priestoru zo-
vSeobecnit pre Iubovolni dimenziu.

Poznamka 5.4. Rozsireny euklidovsky priestor je projektivnym priestorom (ten budete syste-
matickejsie skiimat neskér), v ktorom sme jednu z nadrovin oznaéili ako nevlastni, t.j. nadrovinu
nevlastnych bodov. Oproti standardnému projektivnemu priestoru mame aj metriku, tato je vsak
definovana len na mnozine vlastnych bodov.

Poznamka 5.5. Ak v projektivnej rovine , zrovnopravnime* nevlastné body s vlastnymi, rov-
nobeznost priamok prestava existovat. Podobne v projektivnom priestore napriklad dve roviny
uz nemdzu byt rovnobezné. My napriek tomu budeme stéle o rovnobeznosti hovorit, lebo projek-
tivny priestor budeme vnimat ako rozsireny euklidovsky priestor. V niom o kazdom bode vieme,
¢i je vlastny alebo nevlastny: napriklad metrika je definovana iba pre vlastné body priestoru.
Preto pod rovnobeznostou budeme rozumiet, ze spolo¢ny body dvoch priamok je nevlastny,
analogicky ostatné pripady.

5.2. Stredové premietanie v priestore. Gnémonickd projekcia je ztizenim nasledovného
zobrazenia.

Nech 7 C E3 je rovina a nech S € E3 je bod taky, Zze S ¢ 7. Pre kazdy bod A € E2, A # S,
uvazujme priamku /4, = SA (premietacia priamka bodu A). Ak 4 nie je rovnobeznd s rovinou
7, pretne ju v nejakom bode A’. Stredové premietanie uréené stredom S a priemetiiou 7
je zobrazenie, ktoré bodu A priradi bod A’.

Stredové premietanie zjavne nie je definované na celom priestore E3: body leZiace v rovine ¢
takej, Ze ¢ || m, ¢ © S, zobrazit nevieme. Toto sa vSak zmen{, ak namiesto E® budeme pracovat v
rozsirenom priestore E3. V takom pripade vieme bez problémov dodefinovat obraz Iubovolného
bodu A, ktory je rozny od S: v pripade, ze A € 7, bude jeho obrazom A’ nevlastny bod priemetne
7. Tiez vieme bez problémov dodefinovat priemety ostatnych nevlastnych bodov priestoru E3.

5.2.1. Obraz priamky v stredovom premietani. Uvazujeme stredové premietanie dané stre-
dom S a priemetniou w. Nech p je priamka.

e Ak p > S, potom p je aj premietacou priamkou kazdého svojho bodu, teda priemetom
celej priamky je bod p N m, ktory je vlastny, ak p ¢ ¢, a nevlastny, ak p C «.

Vo vseobecnejsom pripade, ked p 7 S, je premietacim Gtvarom (mnoZinou tvorenou premietacimi
priamkami bodov) priamky p rovina prechddzajtca S a p. Priemetom priamky p je tak priamka
p’ C 7. Rozanalyzujme si situdciu podrobnejsie.

e Ak p C 1, zobrazi sa této priamka na nevlastni priamku priemetne: p’ = 7.

e Ak p || map ¢ ¢, je zGiZenie zobrazenia ¢ na priamku p podobnostu medzi priamkami p
a p’, teda dokonca zachovava deliaci pomer bodov na tejto priamke (Tvrdenie 1.1, (ii)).

e Vo vSeobecnom pripade, t.j. ked p |f 7, sa deliaci pomer bodov na priamke nezacho-
vava, zachoviva sa dvojpomer (Tvrdenie 1.4). Bod p N ¢ priamky p v euklidovskom
priestore priemet nemé, v rozsirenom priestore sa zobrazuje na nevlastny bod priamky
p'. Zaujimavym je aj bod

gNm kde ¢ jepriamka ¢q | p,q¢>S.

Ide o bod priamky p’, ktory nemd na priamke p vzor. Ak vSak uvazujeme aj nevlastné body
priestoru, potom g7 € p’ je obrazom nevlastného bodu p,, priamky p, nazyvame ho tibeznik
priamky p. Analogicky bod p N ¢ priamky p sa zobrazuje na bod p/_ a odkazujeme sa nati ako
na ubeznik priamky p': situdciu totiZ m6Zme vnimat aj tak, Ze priamka p je obrazom priamky
p’ v premietani so stredm S.
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Priamka v stredovom premietani, priemetiiou je rovina zadnej steny kocky. Bod
U’ je ubeznikom priamky p, bod U je ubeznikom priamky p’.

5.2.2. Obraz roviny v stredovom premietani. Znovu majme stredové premietanie so stredom
S a priemetnou w. Skiimajme, ako sa v tomto premietani zobrazuji bodu roviny «.

e Ak a3 S, je obrazom rovny « priamka a N7, nevlastna, ak o = ¢, inak vlastna.

e Ak a # S, a || m, je obrazom roviny « rovina 7, presnejSie mnozina vlastnych bodov
roviny « sa bijektivne zobrazi na mnozinu vlastnych bodov roviny m. Toto zobrazenie
a — 7 je podobnostou medzi rovinami.

e Vseobecne, nech a Z S, o | w. Vtedy ak uvaZzujeme iba vlastné body oboch rovin,
potom body roviny « leziace aj v rovine ¢ nemaji obraz; pokial ale pracujeme aj s
nevlastnymi bodmi, zobrazia sa tieto body roviny « na nevlastni priamku priemetne
7. (Mmch toto je dalsi dévod, prec¢o sme sa mnozinu bodov rozhodli nazyvat priamkou.)
Analogicky v priemetni m mame priamku bodov, do ktorych sa nezobrazia vlastné body
roviny «, zobrazuju sa na nu vsak nevlastné body. Tento dolezity pripad si popiSeme
blizsie.

5.3. Kolineacia medzi rovinami.

5.3.1. Nech «a, 3 C E? st roznobezné roviny a nech S € E? je bod nepatriaci ani jednej z
tychto dvoch rovin. Nech S je stred premietania a 8 je priemetna. Z pozorovani v odseku 5.2.1
vidime, Ze restrikcia tohto stredového premietania na rovinu S:

k:a—p

je kolinedciou medzi rovinami « a 5. Bod S nazyvame stredom a priesecnicu o = a N 3 osou
kolinedcie k.

Zhrnme si, ze:

e k je bijektivne zobrazenie rozsirenych rovin @ — (3,
e inverzné zobrazenie k~! : B — « je restrikciou premietania s tym istym stredom S na
priemetnu a.

7 vlastnosti zobrazenia k je zjavné, preco toto zobrazenie nazyvame kolinedciou medzi rovinams:
obe roviny st si vzhladom na k akosi rovnocenné. Priamku v rovine 3, ktora je obrazom nevlastnej
priamky roviny « v kolineécii k, voldme tibeZnicou roviny «. Priamku v rovine «, ktora sa
zobrazi do nevlastnej priamky roviny 3, zas ibeznicou roviny f.



5. OSOVA KOLINEACIA 27

Tvrdenie 5.6. Obe ubeznice kolinedcie medzi dvoma rovinami, ktord je restrikciou stredového
premietania, st rovnobezné s osou tejto kolinedcie.

Dokaz. So zavedenym oznacenim, ibeZnica roviny [ je prieseCnicou rovin a a ¢, kde ¢t 2 S a
¢ || B, preto je této tbeznica robnobeind s osou o. Tak isto sa vyargumentuje rovnobeznost
druhej tbeznice. O

Priklad 5.7. Pohrajme sa trochu s kolinedciou medzi dvoma rovinami a s nevlastnymi bodmi.
Ak stred S kolineicie k posunieme do nevlastného bodu rozsireného euklidovského priestoru
(mimo nevlastnych bodov rovin a1 a «s), stredové premietanie sa zmeni na rovnobezné. Po-
dobne os 0 mozme skisit posuntit do nevlastnej roviny E3_. Skimajme chvilu tieto jednotlivé
situacie. Urcite v kazdom pripade sa kolinedrne body zobrazia na kolinearne a naopak, vzorom
kolinearnych bodov je tiez kolinedrna mnozina. Pri kazdej situacii sa aj na chvilu zamyslime nad
dalsimi jej invariantami, teda vlastnostami ¢i vztahmi, ktoré sa zobrazenim zachovavaju:

(a) S € E2, o C E3, — ide o posunutie medzi dvoma rovinami. Zobrazenie a3 — ay
zachovava vzdialenosti bodov, inymi slovami: ide o izometriu;

(b) o C E3, — rovnolahlost medzi rovinami. Vzdialenosti bodov sa nezachovavajt, no za-
chovavaji sa pomery vzdialenosti; zobrazenie je podobnostou;

(c) S € E2, — afinita medzi rovinami. Toto zobrazenie uz pomery vzdialenost{ nezachovéva,
no zachovava deliaci pomer trojic kolinearnych bodov, teda ide o afinné zobrazenie;

(d) ani stred ani os kolinedcie nelezia v nevlastnej rovine — kolinedcia medzi rovinami. Toto
zobrazenie uz deliaci pomer nezachovava.

Koline4cie medzi rovinami, ktoré st v E3 réznobezné.
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Poznamka 5.8. V skutocnosti vsetky rozobrané pripady méZzme nazvat kolinedciami, kedze
rozne kolinedrne body zobrazia na rozne kolinedrne body. Pripad (d) sa pre upresnenie ¢&i rozli-
Senie niekedy nazyva aj stredovou/osovou kolinedciou medzi rovinami, ¢i perspektivnou koline-
aciou.

Tvrdenie 5.9. Stredova kolineicia medzi rovinami zachovava dvojpomer stvoric bodov.

Dokaz. Nech k je kolinedcia medzi o a 8 so stredom S. Ak A, B,C, D € « su rozne kolinedrne
body, obmedzime sa na rovinu ABS a pouzijeme Tvrdenie 1.4. O

5.3.2. Priemet kolinedcie medzi rovinami. Pokracujme s popisanou kolineaciou k medzi roz-
nobeznymi rovinami a a 3 v priestore E3 so stredom S € E? a osou 0 = a N 3. Nech h : E3 — v
je rovnobezné premietanie zvolené tak, aby h(a) = h(8) = . Teda restrikcie projekcie h:

ha =h|a
hg=h|g

st bijekciami medzi rovinami « a v resp. 8 a . Kolinedcia k je bijekciou @ — (3 v rozsirenej
euklidovskej rovine.

5
A L
N, e
SN ,»f",:_-f" -
¥ h
h{s) LMY

Vsetky doteraz uvazované projekcie hq, hg, k, aj k nim inverzné zobrazenia zachovavaju koline-
arnost bodov. Preto aj zlozené zobrazenie

n:hBOkOh;1: vy

je kolineéaciou.

Tvrdenie-Definicia 5.10.

(i) Obraz priesec¢nice aNf (osi kolinedcie k) v premietani h je silne samodruznou priamkou
kolineacie k.

(ii) Obraz bodu S (stredu kolinedcie k) je samodruzny bod kolinedcie x a navyse vsetky
priamky roviny v prechadzajtce tymto bodom st samodruznymi priamkami zobrazenia
k — taky bod budeme nazyvat silne samodruznym bodom.

Dékaz. (i) Tvrdenie vyplyva z faktu, Ze o je spolo¢nou priamkou rovin « a j, teda kazdy bod
priamky o sa v kolinedcii k zobrazi sdm na seba (pred zobrazenim chipany ako bod roviny a a
po zobrazeni zas ako bod roviny §) a pre body X € o plati h,(X) = hg(X).
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(ii) obrazok???

Nech S’ = h(S) € v. Bod S’ je v premietani h obrazom nielen bodu S, ale aj ostatnych
bodov priamky lg (premietacia priamka bodu S), $pecidlne bodov g N« a Ig N B. Priamka g
je zaroven premietacu priamkou bodu lg N « v kolineécii k. Mame tak

k(S") =hgokoht(S")=hgok(lana)=hs(lanp)=29"

Analogicky ak p C v je Iubovolnd priamka prechddzajica bodom S’, je premietacia rovina
pristichajuca priamke p ta istd pre zobrazenia hq, hg, k. z ¢oho je zjavné, Ze p je samodruznou
priamkou kolinedcie . O

Priamku o/ C v = h(o) nazgvame osou a bod S’ € v = h(S) stredom kolinedcie k. Ak
S’ € 0, nazyvame kolineiciu x elaciou.

Obrazy tbeznic kolineicie k nazyvame tibeznicami kolineacie k. Z Tvrdenia 5.6 a z faktu,
ze h je rovnobezné premietanie, vidime, Ze tibeznice kolinedcie x st rovnobezné s osou tejto
kolineécie.

5.4. Kolinedcie v rovine. Uvazujme rovinu E? a jej projektivne rozsirenie E2. Nech &
je lubovolna kolineaciou v tejto rovine, t.j. zobrazenie, ktoré rozne kolinedrne body zobrazi na
rozne kolinedarne body.

Ubeznica kolineécie & je priamka, ktord je vzorom alebo obrazom nevlastnej priamky E2..

Tvrdenie-Definicia 5.11. Nech k je kolineicia v rovine rézna od identity. Potom

(a) k mé najviac jednu silne samodruzni priamku; ak takdto priamka existuje, nazyvame
kolinedciu osovou a silne samodruzni priamku nazyvame jej osou,

(b) k maé najviac jeden silne samodruzny bod; ak takyto bod existuje, nazyvame kolinedciu
stredovou a silne samodruzny bod nazyvame jej stredom.

Dékaz. (a) Nech p, ¢ st silne samodruzné a nech A je lubovolny bod neleZiaci na ziadnej z nich.
Vedme bodom A dve rbzne priamky 71 a r. Body r1 Np a r1 N ¢ sG pevné, preto je priamka
r1 samodruznd, podobne pre 9. Kedze A € r1 aj A € 19, je A je pevny bod kolineacie, teda
kolinedcia by musela byt identitou.

(b) Nech S, T su silno samodruzné body. Nech A je Iubovolny bod rdézny neleziaci na ST,
Priamky f@ a fﬁ st podla predpokladu samodruzné, preto A je pevny bod. V faktu, ze ide o
kolineaciu, potom tvrdenie plati aj pre body na . O

Lema 5.12. Nech & je osova kolineécia roviny a nech bod A nelezi na osi kolineécie .

(i) Ak A je samodruzny, potom je silne samodruzny.
(ii) Ak A nie je samodruzny, potom je samodruznou priamka AH(A;.

Dokaz. (i) Kazd4 priamka p prechddzajica bodom A mé dva pevné body: A aj pNo, a preto je
samodruznou. Teda A je silne samodruzny bod.

(i) Ak A° = Ar(A) Mo, tak k(1°4) = A°r(A) = 274, O

V predchddzajicom odseku (5.3.2 Priemet kolinedcie medzi rovinami) sme za os resp. stred
kolineacie povazovali vzdy vlastnd priamku resp. vlastny bod. Naozaj je prave toto situacia,
s ktorou sa v praxi deskriptivnej geometrie stretdvame. V skutoCnosti ale ni¢ nebrani vziat



30

napriklad ako stred kolinedcie niektory nevlastny bod. Ked toto pripustime, mdzme ukazat
nasledovnu vetu.

Veta 5.13.

(i) Osové kolinedcia roviny je aj stredovou kolinedciou.
(ii) Stredova koliendcia roviny je aj osovou koliendciou.

Dékaz. (i) Nech o je os kolinedcie k. Ndjdeme stred kolineécie «.

Hladanie stredu osovej kolineécie, vlavo: stred je mimo osi, vpravo: na osi

Nech A je bod neleziaci na osi. Ak A je samodruzny, tak je podla Lemy 5.12(i) uz stredom
kolineécie. Nech teda A nie je samodruzny bod. Nech B je dalsi bod neleziaci ani na osi o ani na

priamke AI{(A; Ak B nie je samodruzny (inak by bol uz stredom kolineécie), mdme samodruzné

priamky Ax(A) a Ak(B) (Lema 5.12(ii)). Potom bod S = Ax( A)n Br(B ;Je samodruzny.

Ak S nelezi na osi o, je silne samodruznym (Lema 5.12(i)), a teda stredom kolineécie «.

Nech S € o. Nech C je bod neleziaci na ziadnej z priamok o, Ax(A) a Br(B). Predpokla—

dajme, Ze samodruzna priamka Ck(C) neprechddza bodom S. Potom T' = Ck(C) N A/-@ A) by
bol samodruzny bod neleziaci na osi o, iSlo by teda o silne samodruzny bod. Potom aj prlamka
BT by bola samodruznd, a kedze BT — Bk(B ;, priamky Am(A; a Bn(Bi by sa pretali v dvoch
roznych bodoch S a T.

(ii) Pri konstrukeii dokazu sa mdzme opriet o princip duality, velmi ¢asto vyuzivany v pro-
jektivnej rovine. Body a priamky st navziajom dudlnymi konceptami: tak ako Tubovolné dva
rozne body jednoznacne urcuju priamku, tak aj dve rézne priamky jednoznacne urcuja bod —
ich priese¢nik. Podobne ako kazda priamka obsahuje nekonecne vela bodov, na druhej strane
kazndym bodom prechddza nekonecne vela priamok. Z dokazu v casti (i) skonstruujeme dékaz
tvrdenia (ii) tak, Ze slovo , priamka“ nahradime slovom ,, bod“ a naopak, slova ,lezat na“ na-
hradime spojenim , prechddzat cez* atd. Najprv sformulujeme a dokazeme dudlne tvrdenie k
Leme 5.12 a potom dokdZeme samotné tvrdenie (ii) tejto vety. O

NA zZAMYSLENIE. Na precvicenie dokazovania sa sktuste zamysliet, ako by ste vyargumento-
vali, ze

e kazda slabo samodruznda priamka osovej kolineacie prechadza stredom tejto kolineacie,
e kazdy slabo samodruzny bod osovej kolineacie lezi na osi tejto kolineécie.

Zhrnme si nase poznatky: nech x je osova kolineacia. Potom
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Kk mé jedinu silne samodruznd priamku, ktord volame osou kolineécie,

Kk ma presne jeden silne samodruzny bod, ktory volame stredom kolineacie,
vsetky slabo samodruzné priamky prechadzaju stredom kolineacie,

vSetky slabo samodruzné body lezia na osi kolineécie.

NA ZAMYSLENIE. Zamyslite sa nad zobrazeniami roviny, ktoré uz poznate, uchopte ich ako
kolineéacie:

(a) osova stmernost,
(b) osova afinita.

¢) otocenie,

d) rovnolahlost,

e) posunutie.

PN

Ktoré z nich st osovymi/stredovymi kolinedciami? Je niektoré z nich eldciou?

5.4.1. Osovd (stredovd) kolinedcia v praxi deskriptivnej geometrie. V tejto ¢asti bude koline-
acia k osovou (t.j. aj stredovou) kolinedciou, pricom jej stred je vlastny bod a tiez os bude vzdy
vlastnou priamkou. Pripominame, ze pod rovnobeznostou priamok v rozsirenej (t.j. projektivnej)
rovine rozumieme, ze spoloény bod priamok je nevlastny bod.

Tvrdenie 5.14. Osova kolineicia x je jednoznacne urcena svojim stredom S, osou o a obrazom
jedného bodu A, pricom body S, A a k(A) st navzajom roézne kolinedrne body.

Dékaz. Nech X je Iubovolny bod neleziaci na priamke jﬁ . Ak X nele7i na osi o (a teda nie je
samodruzny), je jeho obraz v kolnedcii k uréeny nasledovne:

(1) nech X°=o0n XA (XOH(A; je obrazom H),

(2) potom k(X) = XOK(A; n5X.
Bod X° alebo bod k(X) méze byt nevlastny.

« k(A)

Ak X € B , zostrojime si najprv obraz Iubovolného nie pevného bodu neleziaceho na ﬁ a
pomocou neho obraz bodu A. O

Tvrdenie 5.15. Nech « je osova kolinedcia. Potom tibeznice kolineédcie « st rovnobezné s osou.

Dékaz. Pre TubovoInu priamku p, ktora nie je samodruznou, plati, ze priesecnik osi kolineacie a
priamky p je pevny bod, teda je aj priese¢nikom p a k(p).

Nevlastnd priamka E2_ m4 s osou spoloény nevlastny bod osi, preto aj jej obraz x(EZ,) bude
mat s osou tento spoloény bod, t.j. priamka x(E2,) je s osou rovnobezna.

To isté plati pre vzor nevlastnej priamky, lebo je zaroven obrazom nevlastnej priamky v
kolinedcii £~ 1. O
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Vidime, ze ak kolinedcia x ma4 silne samodruzni priamku, méa nutne aj viacero dalsich vlast-
nosti, ktoré ma aj kolineacia, ktort sme dostali priemetom stredového premietania roviny « na
rovinu [3: existuje aj stred kolineacie a ibeznice kolineécie st rovnobezné s jej osou. Preto uz asi
nasledovné tvrdenie nie je velmi prekvapivé:

Tvrdenie 5.16. Kazda osova kolinedcia, ktorej os aj stred su vlastné, je kolmym priemetom
nejakej stredovej kolinedcie medzi dvoma rovinami.

Dokaz. Nech k je skimand osova kolineicia. Nech S je jej stred a o je jej os. Nech bod A sa
zobraz{ do bodu x(A). Stvorica S, 0, A, k(A) kolinedciu x jednoznaéne urcuje.

Vnorme rovinu, ktori x transformuje, do trojrozmerného priestoru a ozna¢me ju (v stlade
s oznac¢enim pouzitym v Casti 5.3.2 Priemet kolinedcie medzi rovinami) ako . Oznacenia urcu-
jucich prvkov kolineacie ponechajme bezo zmeny.

Dalej nech 8 je rovina totozna s rovinou v a nech « je rovina roéznobeznd s ( tak, aby
priese¢nicou N~y bola os 0. Zaroven nech a nie je kolmé na . Smer rovnobezného premietania
nech je kolmy na rovinu 7.

Oznaéme priemet bodu A € 5 do roviny a (vo zvolenom smere, t.j. kolmo na ) ako A. Nech
[ je priamka prechddzajiica bodom S € ~ kolmé na . Kedze A, k(A), A aj S lezia v jednej rovine,
ktord je kolméa na ~, lezi v tejto rovine aj priamka [, a teda je s priamkou fln(A) roznobezna;
oznacme ich priesecnik ako S.

Nech k je stredové premietanie medzi rovinami o — [ so stredom S. Nech h je kolmé
premietanie do roviny . Ako v ¢asti 5.3.2 nech h, resp. hg je restrikcia h na a resp. 5 a nech

f=hgokohyt=koh"
KedZe k je zlozenim kolinacii, je tiez kolineaciou. Lahko sa presvedcime, ze

e 0 je priamkou samodruznych bodov kolineacie &, lebo vSetky body priamky o st pev-
nymi v zobrazeni h, aj v zobrazeni k;

e kazda priamka roviny v prechadzajica bodom S je samodruznou v kolineécii &, lebo jej
premietacia rovina v zobrazeni h ! splyva s premietacou rovinou priamky h;1(l) C «
v zobrazeni k;

o #(A) = K(A).

Teda & = k. O
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Désledok 1. Nech S je stred a o os kolinedcie. Nech vy je obraz nevlastnej priamky v tejto koli-
neacii a nech u je vzor nevlastnej priamky. Potom orientovanda vzdialenost stredu S od tibeznice
u sa rovnd orientovanej vzdialenosti tibeznice v od osi o.

Dékaz. RozloZime kolinedciu x ako v dokaze Tvrdenia: k = ko h!, kde h, je kolmé premietanie

a — 7 a k je premietanie o — 3 = v so stredom (5). Ozna¢me este v; = h;(v1).

Priemet vsetkych tychto prvkov kolmo do roviny kolmej na os o je na obrazku.

B S
vt
| | 3
v 0 IS U

Vidime, Ze ouSv; je rovnobeznik a vy, S st kolmé priemety v a S na priamku . Odtial vyplyva
dokazovana vlastnost. (]

Daésledok 2. Kazda osova kolineédcia zachovava dvojpomer Stvorice bodov.

Dékaz. Okrem Tvrdenia 5.16 vid aj Tvrdenie 5.9. O

5.5. Zhrnutie. Sttdium kolinicii projektivnej roviny je velmi zaujimava a obsiahla oblast
geometrie. Zdaleka sme tuto triedu transformacii nepokryli tak systematicky ako predchadzajuce.
Urobime si preto este zhrnutie, aby sme si ujasnili, ¢o vieme a ¢o zatial mozno iba tusime. Venovat
sa téme budete este zvlast na predmete ,, Projektivna geometria®.

Vychadzame z definicie, Ze kolineédcia je zobrazenie, ktoré trojicu navzajom réznych koline-
arnych bodov zobrazi na trojicu navzdjom réznych kolinearnych bodov.

e Kolineicia rovny je bijektivne zobrazenie roviny do seba.

e Kolinedcia zachovava dvojpomer Stvorice bodov (pre osovi kolinedciu Désledok 2 Tvr-
denia 5.16).

e Osova kolinedcia je aj stredovou kolinedciou a naopak (Veta 5.13).

e Kazda osovd kolinedcia x je jednoznacne uréend Stvoricou S, o0, A, k(A), kde S, A, k(A)
su tri navzajom roézne kolinedrne body (Désledok 1 Tvrdenia 5.16).

e Tiez naopak, pre kazdu stvoricu S, 0, A, k(A), kde S, A, k(A) ¢ o a S, A,k(A) si tri
navzajom rozne kolinedrne body, existuje prislusna kolinedacia.
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