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KAPITOLA 1

Planimetria

1. Body a priamky v rovine
Priestorom, v ktorom pracujeme, je realna euklidovska rovina E2.

1.1. Incidencia bodov a priamok. V rovine uvazujeme tieto zdkladné objekty:

e body budeme oznacovat velkymi pismenami latinskej abecedy: A, B,C, P,Q, . ..,
e priamky budeme oznacovat malymi pismenami latinskej abecedy: p, q, a,b,....

Incidencia je zdkladnd reldcia bodov a priamok (a neskor zahrnie aj roviny). Je
suhrnnym pojmom pre relacie ,, byt podmnozinou®, , patrit, ,,obsahovat®, ,, prechadzat
cez, ... (C,€,D,3). Napriklad ,,bod je incidentny s priamkou“ znamend, Ze bod lezi na
priamke, priamka prechadza bodom. Dve priamky sd incidentné, ak si totozné.

Body incidentné s jednou priamkou (t.j. leziace na jednej priamke) nazyvame koli-
nearnymi.

Dve priamky v E? nazveme rovnobeZnymi (pieme p || ¢), ak st totozné alebo
st disjunktné. Priamky, ktoré maju spolocny jeden bod, nazyvame réznobeznymi a
spolo¢ny bod nazyvame ich priese¢nikom.

Priamka je jednoznacne urcend dvoma svojimi bodmi. Tiez mo6ze byt urc¢end jednym
svojim bodom a smerom (napriklad, Ze je rovnobeznd s nejakou inou danou priamkou).

Zvazok priamok je mnozina vSetkych priamok, ktoré prechadzaji jednym bodom,
tzv. stredom zvazku.

Osnova priamok je mnozina vSetkych navzajom rovnobeznych priamok.

V dalsom budeme predpokladat aj znalost pojmov tsecka, os tisecky, oriento-
vana usecka, vzdialenost dvoch bodov / dlzka tsecky, polpriamka, polrovina
a vektor tak, ako ste sa s nimi uz stretli na strednej skole.

1.2. Metrické zalezitosti. Dva uhly st susedné, ak jedno rameno maji spolo¢né
a ich druhé ramenda tvoria spolu priamku. Uhol nazveme pravym, ak je zhodny so
svojim susednym uhlom. Dve priamky st na seba kolmé, aj zvieraju pravy uhol.

TVRDENIE-DEFINICIA 1.1. Pre kazdi priamku a bod existuje prdve jedna kolmica
na dani priamku prechddzajica danym bodom. Priesecnik priamky a kolmice je pata
kolmice alebo tieZ kolmy priemet bodu na priamku.

Dokaz. Existencia: to, ze kolmica existuje, ukazeme tak, Ze popiseme jej konstrukciu
(cvicenie).

Jednoznacnost: ak by existovali dve kolmice z daného bodu na dani priamku, vznikol
by tak trojuholnik s dvoma pravymi uhlami, ¢o je spor. O
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6 1. PLANIMETRIA

Vzdialenost bodu od priamky je vzdialenost tohto bodu od jeho kolmého prie-
metu na tuto priamku.

TVRDENIE 1.2. Vzdialenost bodu od jeho kolmého priemetu na priamku je najkratsou
spomedzi vzdialenosti medzi dangym bodom a lubovolngm bodom priamky.

Dékaz. Nech M je uvazovany bod, nech M+ je jeho kolmy priemet na priamku. Ak X je
Iubovolny iny bod na priamke, potom AMMLX je pravouhly s preponou M X, ktord
je preto kratsia ako odvesna M M. O

O rovnobeznych priamkach hovorime, ze zvieraji nulovy uhol. Kolmé priamky zvie-
raju pravy uhol. Vo vSseobecnom pripade réznobezné priamky urcia Styri uhly so spo-
loénym vrcholom v priese¢niku. Tieto uhly st po dvoch vrcholové a teda zhodné. Uhol
dvoch r6znobeziek, ktoré nie st na seba kolmé, je mensi z dvoch roéznych uhlov urce-
nych tymito priamkami.

2. Izometrie

Budeme sa teraz chvilu zaoberaf doélezitymi triedami zobrazeni euklidovskej roviny.
Zobrazenie, aké budeme $tudovat, kazdému bodu roviny E? priradi nejaky iny bod tejto
roviny. Mnozina obrazov je teda té istda ako mnozina vzorov a v takom pripade hovorime
o transformaciach euklidovskej roviny.

Pevny (samodruzny, invariantny) bod transformaécie f je taky bod A, pre ktory
plati f(A) = A. Pevnou (samodruznou, invariantnou) priamkou transformaécie f je
priamka p, pre ktory plati f(p) C p. Pokial je p takd samodruznd priamka, ze kazdy jej
bod je samodruzny, potom ju nazyvame aj silne samodruznou.

Zobrazenie f : E? — E? je izometria (zhodnost, zhodné zobrazenie), ak zacho-
vava vzdialenosti bodov, t.j. ak

VP.Q € E* [f(P)f(Q)|=|PQI.

Nech S € E? je pevne zvoleny bod. Stredova stimernost so stredom S je transfor-
maécia E2, ktord kazdy bod A zobrazi do takého bodu A’, Ze S je stred tisecky AA’.

Nech o C E? je pevne zvolena priamka. Osova stimernost podla osi o je transfor-
maécia E2, ktord kazdy bod A zobrazi do takého bodu A’, Ze o je os tsecky AA’.

Posunutie (translacia) je taka transforméacia E2, Ze pre kazdu dvojicu bodov A, B
aich obrazy A’, B’ plati, Ze stred tisecky AB’ a stred tisecky A’B st totozné. Alternativne
mozme posunutie popisat ako transforméciu, pre ktort st pre lubovolné A, B € E? body
A, A', B, B’ bud kolinedrne alebo tvoria rovnobeznik AA’B’B.

Nech S € E? je pevne zvoleny bod a nech ¢ je orientovana velkost uhla (vysvetlit
trochu???). Otoé&enie (rotacia) okolo stredu S o uhol ¢ je transformécia E?, ktora
kazdy bod A zobrazi do takého bodu A’, ze |SA'| = |SA| a LASA' = ¢.

TVRDENIE 1.3. Stredovd simernost, osovd sumernost, posunutie aj otocenie st izo-
metriami euklidovskej roviny.

Dékaz. Cvici sa s vetami o zhodnosti trojuholnikov. doplnit??? stac¢i osovi stmernost,
ostatné je analogické O
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NA ZAMYSLENIE. Aké samodruzné body a samodruzné priamky maji spomenuté
izometrie?

[zometria je jednozna¢ne urcené obrazmi troch nekolinearnych bodov: nech A, B, C
st nekolinedrne, teda tvoria vrcholy trojuholnika, a nech o zhodnosti f vieme, ze f(A) =
A’ f(B) = B" a f(C) = C'. Kazdy dalsi bod P € E? je jednozna¢ne uréeny svojimi
vzdialenostami od A, B a C. Potom P sa izometriou f nutne zobrazi do jednoznacne
ur¢eného bodu P’, pre ktory

\P'A'| = |PA|, |P'B'|=|PB| a |P'C'|=]|PC|.

ZloZenim izometrii je zase izometria. Ku kazdej izometrii f vieme najst inverzné
zobrazenie, t.j. také zobrazenie f !, Ze fof~! = f~lof je identita. Inverzné zobrazenie
k izometrii je tiez izometriou: aj f(A) = A’, teda f~1(A’) = A, podobne pre B, potom

[FTHANSTHBN] = [(FH AN FHFB)))] = |AB] = [F(A) f(B)] = |A'B].

Na zAMYSLENIE. Co st inverzné zobrazenia k jednotlivim spomenutym izometridm
(stredova sumernost, posunutie, ...)?

VETA 1.4. Pre lubovolné trojuholniky v euklidovskej rovine plati: NABC = NA'B'C’
prave vtedy, ked existuje izometria f roviny takd, Ze f(A) = A’, f(B) = B a f(C) = C".

Dékaz. Ak f je zhodnost a f(A) = A', f(B) = B a f(C) = C’, potom AABC a
NAA'B'C’ st zhodné podla vety sss o zhodnosti trojuholnikov.

Nech teraz naopak su tieto trojuholniky zhodné. Najdeme nanajvys tri osové samer-
nosti f1, fo, f3 také, Ze pre ich zloZenie bude platit

fzofao fi(A)=A", fyofao fi(B)=DB', fsofaofi(C)=C"

Cy

¢

Ak A" = A, tak f1 nech je identita. Ak A’ # A, potom nech o; je os tsecky AA’.
Nech f; je osova stimernost podla osi 0;. Zrejme f1 bod A zobrazi na bod f(A). Ozna¢me
B1 = fi(B) a C = f1(C). Kedze osova stmernost je zhodnost, tak plati

|A'B'| = |AB| = |A'By|.

Ak B’ = By, potom zas nech fs je identita. Ak B’ # By, potom nech o3 je os tsecky
BB’ anech f; je osova stimernost podla osi 09, teda fo(B1) = B'. Kedze |A'B'| = |A'By|,
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tak A’ € 0y. Preto fao(A’) = A'. Pre bod C oznaéime f5(C1) = Cs. Pre vzdialenosti bodov
mame

|A'C’| = |AC| = |A'Cy| = |A'Cy|
|B'C’| = |BC| = |B1C1| = |B'Cs|,

kde v oboch riadkoch prva rovnost vyplyva z predpokladu, druha z toho, ze f; je zhod-
nost a tretia z toho, Ze fo je zhodnost.

Nakoniec, ak C’ # C5, potom nech o3 je os tusecky CoC’. Z prave ukazanych rovnosti
méme, ze A’, B’ € o3, teda st to pevné body simernosti f3 podla osi o3. Navyse f3(Cs) =
C'. (Znovu v pripade, ze C' = Cy, zvolime za f3 identitu.)

Nasli sme tak sumernosti f; také, ze

fzofao fi(A)=A", fsofoo fi(B)=DB', fsofaofi(C)=C",

¢im sme tvrdenie dokazali. O

Dokaz predchadzajicej vety je velmi silny, dokazal viac, nez tvrdila samotna veta.
Videli sme v nnom, ze kazdt zhodnost vieme napisat ako zlozenie nanajvys troch osovych
stmernosti. Tato vedomost ndm dédva do rik néstroj na klasifikdciu vSetkych izometrii
roviny.

Zistime teda aké izometrie euklidovskej roviny existuji. Postupne budeme preve-
rovat, ¢o dostaneme zlozenim 0,1,2 a 3 osovych simernosti. Osi simernosti budeme
oznacovat o;, prislusné simernosti f;.

(0) V tejto triede je jedind izometria — identita.

(1) Trieda pozostéva zo samotnych osovych simernosti.

(2) Pri skladani dvoch osovych stiimernosti vySetrujeme jednotlivé pripady podla
vzéajomnej polohy tychto osi:

— 01 = 09, vtedy fi1 = fo a fo o f1 je identita.

— 01 a 0y su rovnobezné rozne. Lahko nahliadneme, ze f2 o f; je posunutie
v smere kolmom na osi o dvojnasobok ich vzdialenosti. Dolezitym pozo-
rovanim je, ze to isté posunutie dostaneme aj zloZzenim inych stimernosti,
ktorych osi budi fubovolnym (spoloénym) posunutim osi 01 a 0s.

— 01 a 09 su roznobezné. Znovu lahko vyargumentujeme, ze v tomto pri-
pade je fo o f1 otocenie so stredom v priesecniku osi a uhol otocenia je
dvojnasobkom jedného z uhlov urcenych osami. Podobne ako pri predché-
dzajicom pripade, aj tu moézme obe osi spolocne Tubovolne otocit okolo
ich priese¢nika a vyslednym zlozenim novych osovych simernosti bude to
isté otocenie.

(3) Pri skladani troch stimernosti méme dva na seba podobné Specidlne pripady:

— 01, 09 a 03 patria jednej osnove. Vtedy foo f1 je posunutie. To isté posunutie
dostaneme aj ak obe osi posunieme tak, aby druha os splynula s tretou, a
tak druhd stimernost bude mat tu istd os ako tretia: f5 = f3. Vtedy

fzo(fao fi)=fao(fyo fi) = (fzof3)o fi=fi,

vyslednym zlozenim je teda osova simernost.
— 01,09 a 03 patria tomu istému zvizku. Tentokrat je fs o fi otocenie a
toto znovu zapiseme ako zlozenie inych dvoch osovych simernosti, znovu
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tak, aby druha os splynula s tretou. Znovu dostavame jednoducht osovi
stimernost.

— Nakoniec nech nenastéva ani jeden z predchadzajicich pripadov, mame tak
novi, doteraz nepopisani izometriu. Aby sme nahliadli lepsie jej geomet-
riu, nahradme p6vodné osové simernosti inymi, ktoré po zlozeni daji ta
istu transformaciu. Najprv nahradime prvé dve osi otocenim okolo ich prie-
secnika novymi osami o}, 0}, tak, aby o}, L 03. Potom druhé dve (navzajom
kolmé) osi otoc¢enim okolo ich prieseénika nahradime osami o}, o5 tak, aby
oy || 0. (V pripade, keby 01 a 03 boli rovnobezné, zacneme ,, to¢it“ najprv
druhi a tretiu os, potom prvi a druhi.) Vidime, Ze ide o zloZenie oso-
vej simernosti a posunutia pozdlz osi tejto simernosti. Ttto izometriu
nazyvame posunuti simernost.

NA ZAMYSLENIE. Aké pevné body a samodruzné priamky ma posunutd stmernost?

NA ZAMYSLENIE. V predchiddzajicom zamysleni ste sa vlastne presvedcili, ze os,
ktord sa vynorila v rozklade posunutej simernosti na osovi stimernost a s osou rov-
nobezné posunutie, je jednoznacné, volame ju os posunutej simernosti. Ako by ste ¢o
najjednoduchsie nagli os posunutej stimernosti danej napriklad obrazom trojuholnika?

3. Podobnosti

Zobrazenie f : E? — E? je podobnost (podobné zobrazenie), ak zachoviva
pomery vzdialenosti bodov, presnejsie ak existuje k € R™ (konstanta pre celti podobnost)
také, ze

VP,QeE* [f(P)f(Q)| = KkIPQ|.

Cislo k nazyvame koeficientom podobnosti f.

Zjavne ak k = 1, podobnost je izometriou.

PRIKLAD. Majme v rovine afinnt siradnicovi stustavu. Nech transformdcia f bod
so stradnicami (aq,as) zobrazi do bodu (3aq,3a2). Ide o podobnost s koeficientom 3.

Zobrazenie z prikladu je pripadom Specidlnej triedy podobnosti. Rovnolahlost (ho-
motétia, z angl. ,,homothety”) v rovine E? uréend stredom S € E? a koeficientom

k € R, k # 0 zobrazuje bod A na taky bod A’ € ﬁ, Ze

e pre k > 0 lezi A’ na polpriamke ﬁ, a pre k < 0 lezi na opacnej polpriamke,
o |[SA'| = |K||SA]

V priklade hore ide o rovnolahlost so stredom v zaciatku siradnic a s koeficientom 3.

TVRDENIE 1.5. Rowvnolahlost s koeficientom k je podobnostou s koeficientom |k|.

Dékaz. Argumentuje sa pomocou podobnosti trojuholnikov. rozviest podrobnejsie??? [J

Rovnolahlost s koeficientom -1 je stredova simernost. Inverznym zobrazenim k rov-
nolahlosti s koeficientom k je tiez rovnolahlost s tym istym stredom a s koeficientom

1/k.

VETA 1.6. KazZdd podobnost sa dd napisat ako zloZenie rovnolahlosti a izometrie.
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c” D" /B

A B’

Al

A'B'C'D’ je obrazom ABCD v rovnolahlosti so stredom S a koeficientom 2,
A"B"C"D" je obrazom ABCD v rovnolahlosti so stredom S a koeficientom
—0,8.

Doékaz. Nech f je podobnost s koeficientom k. Zvolme si lubovolnd rovnolahlost g s
tym istym koeficientom k. Potom g~ ! o f je zhodnost, ozna¢me ju h. Podobnost f sme
rozlozili:
f=goh.
O

DOSLEDOK. Trojuholniky ANABC a ANA'B'C" si podobné prdve vtedy, ked existuje
podobnost [ roviny takd, zZe f(A) = A’, f(B) =B a f(C)=C".

PozZNAMKA. Tento dosledok resp. Veta 1.4 o zhodnosti sa v modernej geometrii
vyslovuju ako definicie podobnosti resp. zhodnosti trojuholnikov. Vyhodou takého pri-
stupu je, Ze takto moézme jednotne a jednoducho zadefinovat podobnost ¢i zhodnost
lubovolnych utvarov, nielen trojuholnikov.

4. Urcenost bodu na priamke: deliaci pomer (signed ratio)

Nech A, B, C st tri navzajom rozne kolinedrne body. Deliaci pomer usporiadanej
trojice bodov A, B,C (alebo bodu C vzhladom na body A, B), ozn. (ABC), je také
redlne cislo, ze

[AC]
ABC)| = —==
(4BO)| = .

pricom

e (ABC) <0, ak C je vnutornym bodom tsecky AB,
e (ABC) >0, ak C lezi zvonka AB.

Pomocou deliaceho pomeru urcujeme polohu bodu C na 1@ vzhladom na body A a B.

Budeme pouzivat aj symbolicky zapis
AC
ABC) = —
( ) BC,
v ktorom ¢itatel aj menovatel chipeme ako orientované dizky orientovanych tseciek.
To znamen4, ze najprv si zvolime orientaciu priamky, na ktorej lezia body A, B,C
(napr. ,,sprava dolava®). Orientovand tsecka ma potom kladni dlzku, ak jej orientécia
sa zhoduje s orienticiou priamky, v opac¢nom pripade méa zapornu dlzku. Pre deliaci
pomer to znamena, ze



4. URCENOST BODU NA PRIAMKE: DELIACI POMER (SIGNED RATIO) 11

e (ABC) > 0, ak AC a BC st rovnako orientované (obe ,,ukazuju na td istd
stranu® ),
e (ABC) <0, ak AC a BC st opacne orientované.

Standardne sa budete stretdvat s deliacim pomerom, ktory je racionalne é&islo. Je

A C B A B C
vlavo: (ABC) = —2, vpravo: (ABC) = 5/3.

to vyhodné pri kresleni obrazkov (¢i uz ¢rtani alebo rysovani): na rovnobezné priamky,

ktorym je AB transverzalou, nandsame k bodu A dieliky, ktorych pocet je dany Citatelom
(ABC), a k bodu B pocet dany menovatelom. Ak (ABC) > 0, nandSame do tej istej

strany, inak do opa¢nych stran od AB.

Zdoraznit jednoznacnost medzi bodmi a deliacimi pomermi???

NA ZAMYSLENIE. Nie kazdému redlnemu c¢islu zodpoveda nejaky bod C € 1@,
C # A, B. Ktoré redlne hodnoty (ABC') nenadobudne?

Vedeli by ste dodefinovat deliaci pomer este pre nejaky bod na j@?

TVRDENIE 1.7. Majme dve trojice navzdjom réznych kolinedrnych bodov A, B,C a
A, B.C", pricom AB + A'B'.
S <——

(i) Ak M, Bi’ a Cg)patm’a jednej osnove, potom (ABC) = (A'B'C").
(ii) Ak AA’, BB' a CC' patria jednému zvizku a An | A’B’, potom (ABC) =
(A'B'C").

Dékaz. (i)

—
Vedme bodmi A a C rovnobezky k A’B’ a zostrojme body P, Q ako na obrazku. Troju-
holniky AAPC a ACQB sia podobné, teda

|AP|: |CQ| = |AC| : |CB].
NavySe z rovnobeznosti mame, ze |[AP| = |A'C’'| a |CQ| = |C'B/|.
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Nech S je stred uvazovaného zvézku. Plati

|AC| : |A'C'| =|CS|:|C'S| = |CB|:|C'B|,
kde prva rovnost vyplyva z podobnosti AACS a AA'C’'S, druh4 z podobnosti ACBS
a AC'B’'S. O

VETA 1.8 (Menelaova veta). Majme AABC a body A’ € %, B e jﬁ, C' e AB
rozne od vrcholov A, B,C. Potom body A’, B',C" si kolinedrne prdve vtedy, ked

1) (ABC')Y(BCA')(CAB') = 1.

Dokaz. Ak st body A’, B', C' kolinedrne, tak priamka nimi urcend pretne bud dve strany
AABC alebo ziadnu. Pocet zapornych ¢initelov na lavej strane rovnosti (1) je tak parny,
preto v sii¢ine mame kladné ¢islo. Stac¢i nam tak zamerat sa uz len na dlzky jednotlivych
Useciek.
. v eo_) . 7 . v . 7
Predpokladajme, ze A’ B’ trojuholnik pretne a bez ujmy na vSeobecnosti nech pretina
strany AB a AC.

A C'l X B

Nech X je taky bod na AB, ze C(’_X> I Z’? Z konstrukcie bodu X a naslednej podobnosti
trojuholnikov méame
AC'| IXC'||XC||BC|
[AB|~ joB| "t joA| T AT
Tieto rovnosti teraz vyuzijeme pri vypocte:
_ [ AC|BAT|CB'| _ |XC'|BA||CB] _ | XC'|BAT
|BC'||CA'| |AB'| |CB'||BC"||CA'| |BC'||CA ’

(ABC'")(BCA')(CAB')

—
Pripad, ked A’ B’ trojuholnik nepretina, sa dokazuje podobne, s vyuzitim podobnosti
trojuholnikov.



5. URCENOST BODU NA PRIAMKE: AFINNE A BARYCENTRICKE SURADNICE 13

KedZe deliaci pomer (ABC") je jednoznaé¢ne uréeny polohou bodu C na jﬁ a naopalk,
dokéazali sme nielen implikaciu, ale celi ekvivalenciu: ak by sa stalo, ze

(ABC')(BCA'Y(CAB') = 1,
—— —
ale A’ ¢ B'C’, potom z prave dokdzaného by pre bod A” = B'C" N BC + A’ platilo, Ze
(BCA") = (BCA"), ¢o je spor. O
VETA 1.9 (Cevova veta). Majme ANABC a body A’ € %, B e j@, C' € AB

— <
rozne od vrcholov A, B,C. Potom AA', BB’ a CC' patria tomu istému zvizku prdve
vtedy, ked
(ABC")(BCA')(CAB') = —1.

Dékaz. Predpokladajme, ze AA’, BB' a CC' patria jednému zviizku. Nech stred tohto
zvazku, bod X, lezi vnutri AABC. Potom zrejme (ABC')(BCA')(CAB') je zaporné

&slo a potrebujeme tak sledovat uz len dizky jednotlivych tsediek.

A C’ B

Trojuholniky AAXC a ACX B maju spolo¢nt stranu XC, pomer ich obsahov je tak
rovny pomeru ich vysok na tdto stranu, a ten je s podobnosti trojuholnikov (vid obra-
zok) rovnaky ako pomer dizok tsediek AC” a BC'. Podobne to plati pre dalsie dvojice
trojuholnikov. Mézme tak priamo pocitat (obsah APQR oznacujeme ako Spgr):

_|AC'||BA'||CB'|  Saxc Spxa Scxs

ABC"Y(BCAN(CAB| = =
I ) ) ) |BC'| |CA'| |AB/| ScxB Saxc Spxa

=1.

Podobne (pomocou obsahov trojuholnikov) sa dokazu aj pripady, ked sa stred zviazku
nachadza mimo AABC.

A ako pri dokaze Menealovej vety sme vlastne dokazali ekvivalenciu. O
5. Urcenost bodu na priamke: afinné a barycentrické staradnice

Nech A, B st rézne body. Polohu bodu C na 1@ moé6zme urcit aj nasledovne: priamku
AB budeme chépat ako ¢iselnt os, kde bod A zodpoveda ¢islu 0 a bod B ¢islu 1. Afinna
stradnica bodu C je jeho c¢iselnd hodnota na tejto osi.

Exaktnejsie: afinnd stradnicova ststava je ur¢end bodom O (zaciatok siradnicovej
sustavy) a nenulovym vektorom e (jednotkovy vektor). Bod P mé potom stradnicu

(p), ak
P=0+pe.

V situdcii hore je bod A zaciatkom sturadnicovej sustavy a bod B reprezentuje polohu
zaciatku po posunuti o jednotkovy vektor, t.j. B ma suradnicu (1). Zvolend stradnicova
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sustava zjavne urcuje jedno-jednoznac¢nil korespodenciu medzi bodmi jﬁ a realnymi
¢islami.

Majme znovu rézne body A, B. Polohu bodu C' vzhladom na A a B mo6zme teda
urcit

e pomocou deliaceho pomeru: A = (ABC),
e pomocou afinnych stradnic vzhladom na siradnicovi sustavu A, e (kde B =
A+e): C=A+ce.

Medzi tymito stiradnicami je vztah

dokaz ako cvicenie???

Aby sme sa vyhli pomerne abstraktnému pojmu vektora, pouzivaja sa v geometrii
(8pecidlne v geometrickom modelovani) aj tzv. barycentrické stradnice. Oprieme sa o
pozorovanie, ze ak mé vektor v zaciatok v bode P a koniec v bode @, tak stradnice
tohto vektora zodpovedaju rozdielu stradnic tychto bodov:

v=Q — P.

Ak teda bod C' v afinnej sturadnicovej ststave urcenej zaciatkom A a jednotkovym vek-
torom e = B — A m4 afinni siradnicu (¢), moézme pisat

C=A+ce=A+c¢B—-A)=(1-cA+cB.

Dvojicu 1 — ¢, ¢ nazyvame barycentrické siradnice bodu C vzhladom na barycen-
tricka stradnicovi ststavu A, B.

Sucet barycentrickych suradnic bodu je vzdy 1.
PRIKLAD. Dokdzeme si Menelaovu vetu (Veta 1.8) pomocou afinnych stiradnic.
Majme konfiguraciu bodov ako v tvrdeni Vety. Oznacme

(ABC') =+~, (BCA")=a, (CAB')=23.

Prepiseme si situdciu z Menelaovej vety do afinnych stradnic.

AI

A C’\ B
Zvolme si suradnice na jﬁ tak, aby A bol zaciatok a B jednotkovy bod, tdto priamka

bude prvou stradnicovou osou v rovine. Podobne si zvolme stiradnice na AC', kde znovu
nech A je zaciatok a C' jednotkovy bod:

A=(0,0), B=(1,0), C=/(0,1).
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Tymto sme zaviedli afinné stradnice v celej rovine.

Kedze (ABC’) = ~, afinné siradnice bodu C” st

’ i
C_<7_1,0>.

Pre bod B’ plati, ze (CAB’) = 3, ¢ize (ACB') = 1/, odkial vypocitame afinné strad-

nice
1
B = — .
<0’ = ﬁ)

Nakoniec eSte vypocitame afinné siradnice bodu A’. Z (BCA') = a mame

a —1 «

g — =
A —B+a_1(C B) a—lB+a—lc

A — -1 o
S \a—-1"a—-1)"

Chceme teraz konecne zistit, ¢i st A’, B’ a C’ kolinearne. Mo6Zme to previest napriklad

tak, Ze si napiSeme rovnicu B’C” v tsekovom tvare a budeme sledovat, ¢i A’ € B'C":

— 1
pc r+(1-By=1
Y
<
a dosadenim stradnic bodu A’ naozaj zistime, ze A’ € B’C’ prave vtedy, ked afy = 1.

6. Dvojpomer (cross-ratio)

Nech A, B, C, D st styri navzajom rozne kolinedrne body. Dvojpomer usporiadanej
stvorice bodov A, B, C, D je realne ¢islo

(ABC)
ABCD) = ———=.
( ) (ABD)
Podobne ako deliaci pomer, aj dvojpomer sa zvykne zapisovat pomocou orientovanych
dlzok orientovanych tseciek:

AC - BD
(ABCD) = 5o ap:
TVRDENIE 1.10. Majme dve stvorice navzdjom roznych kolinedrnych bodov A, B, C, D
— —
a A',B',C'", D, pricom AE + A'B’. Ak priamky AA’, BB', CC’ a DD’ patria jednému
2dzku, potom (ABCD) = (A'B'C'D").

—
Dékaz. Ak AB | A’B’, potom podla Tvrdenia 1.7(ii) plati
(ABC) = (A'B'C') a (ABD)= (A'B'D")
a kedZze dvojpomer je podielom deliacich pomerov, tak aj (ABCD) = (A’B'C'D").

<
Nech AA’, BB', CC" a DD’ patria jednému zvazku, ozna¢me jeho stred S.

Bez ujmy na vSeobecnosti mo6zme predpokladat, ze priamky jﬁ a ﬁ sa pretinaju
v bode B = B’: ak by to tak nebolo, premietneme body A’, B’,C’" a D’ zo stredu S
na vhodni rovnobezni priamku (vid obrazok), ¢im sa podla Tvrdenia 1.7(ii) deliace
pomery nezmenia.
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A

Deliaci pomer (A’AS) ozna¢me ako A. VSimnime si teraz AA’AB a priamku C'S. Kedze
C,C’, S st kolinearne, podla Menelaovej vety mame

(ABC)(B'A'C")(A'AS) = 1
1 (A'B'CY)

(ABC) = NBACY) ~ A

Ten isty vztah dostaneme, ked bod C' nahradime bodom D:
(A'B'D’)
N

a tak pre dvojpomery skiimanych stvoric bodov dostédvame

_ (ABC) _ XA'B'C") _ iy
(ABCD) = 5y = S(ampy ~ WB D)

(ABD) =

7. Konvexné mnoziny
Mnozina M C E? sa nazjva konvexnd, ak s kazdymi svojimi dvoma bodmi obsahuje
aj celd dsecku nimi urcent.
PRIKLAD. Konvexnymi mnozinami st napriklad: bod, tsecka, priamka, polrovina,
trojuholnik (hranica s vnditrom), vnutro trojuholnika bez hranice, ...

Konvexnymi mnozinami nie st: hranica trojuholnika, n-tica bodov pre n > 2, ...

Nech N/ C E? je Iubovolni mnozina. Konvexny obal mnoziny A je najmensia
konvexnd mnozina M obsahujiica mnozinu N .

PRIKLAD. Konvexnym obalom dvojice bodov je tisecka, trojice nekolinedrnych bodov
je trojuholnik.

Co je konvexnym obalom dvojice tseciek? Co je konvexnym obalom polpriamky a
bodu?
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konvexné kombindcie bodov??? bolo by treba zaviest barycentrické kombinacie via-
cerych bodov.
Cvicenia
1. Skonstruovat kolmicu z daného bodu na dand priamku — aj s argumentéciou, ze
je to naozaj kolmica (ako dokaz, ze kolmica existuje), t.j. doraz je rozbore.
2. Suvis medzi deliacim pomerom a afinnou stradnicou bodu.
3. Konstrukcia dotycénice k danej kruznici z daného bodu mimo nej:

e pomocou Talesovej kruznice,
e pomocou rovnoramenného trojuholnika.

4. Konstrukcia spolo¢nej dotycnice k danym dvom kruzniciam:

e zvac¢sovanim/zmensovanim polomeru (dilatacénd metéda),
e s vyuzitim rovnolahlosti.

5. Stredovy a obvodovy uhol, efektivna konstrukcia?






KAPITOLA 2

Stereometria

Pracujeme v redlnom euklidovskom priestore E3.

K zékladnym objektom pribidaji roviny, ktoré budeme oznacovat malymi pisme-
nami gréckej abecedy: o, 8,7, p, 7, . ...

1. Incidencia, vzajomné polohy
Priamky v E? st

e roznobezné, ak maju spolocny jeden bod; ten nazyvame priesecikom,

e rovnobezné, ak si totozné alebo ak su disjunktné a zaroven lezia v jednej
rovine,

e mimobezné, ak nelezia v jednej rovine.

Priamka s rovinou st

e rovnobezné, ak st disjunktné alebo incidentné,
e réznobezné, ak maju spolocny jeden bod, ich priesecik.

Dve roviny st

e rovnobezZné, ak su totozné alebo disjunktné,
e roznobezné, ak maju spolo¢nui priamku ktori potom nazyvame ich priesec-
nicou.

Je uzitocéné si uvedomit, kedy je rovina jednoznacéne urcena. Rovinu mézu urdéit:

3 nekolindrne body, o = m ,

bod a priamka, ktord nim neprechddza, o = 54—];,

dve rézne rovnobezné priamky, o = ﬁ,

dve réznobezné priamky, a = m,

bodom a smer, t.j. ako rovina prechddzajica danym bodom a rovnobezna s
nejakou inou danou rovinou.

Priamka v trojrozmernom euklidovskom priestore je urcéend ako v rovine: dvojicou
s nou incidentnym bodov alebo jednym bodom a smerom.

Zvazok rovin je mnozina vsetkych rovin, ktoré prechadzaji spolo¢nou priamkou,
tzv. osou zvazku.

Trs rovin je mnozina vSetkych rovin, ktoré prechiadzaji jednym bodom, tzv. stre-
dom zvazku.

Osnova priamok je mnozina vSetkych navzajom rovnobeznych rovin.

19
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1.1. RovnobezZnost rovin a priamok. Dokazovat vobec kritérid rovnobeznosti???
asi radsej nie.... nieCo zaujimavejsie radsej robit???

VETA 2.1 (Kritérium rovnobeznosti priamky a roviny).

plae3gca:p|q

(Priamka je rovnobeznd s rovinou, ak je rovnobeznd s nejakou priamkou tejto roviny.)
Doékaz. Ak priamka p lezi v uvazovanej rovine «, nie je ¢o dokazovaf. Budeme preto
predpokladat, ze tento Slecidlny pripad nenastava.

Dokazujeme dve implikacie.

»=": Predpokladajme, Ze p || «, t.j. aNp = 0. Nech A € « je lubovolny bod. Rovina

—

8 = pA mé s rovinou a bod S spolo¢ny, preto podla axiémy maju spoloéni celt priamku
q a to uz je hladana priamka:

- obe piamky lezia v spolo¢nej rovine j3,
- ak by p a ¢ mali spolo¢ny nejaky bod, bol by tento bod priese¢nikom p a «, ¢o
je spor s predpokladom.

»<": Nech teraz existuje priamka q C « taka, ze ¢ || p. Nech g = ﬁ Zrejme potom
g = anpB. Ak by p a « boli réznobezné, t.j. existoval by bod A € p N «, lezal by tento
bod aj v rovine 3 (lebo p C ), teda aj na priamke ¢ = aN B a priamky p, ¢ by neboli
rovnobezné. Il

TVRDENIE 2.2. Dve roviny su rovnobezné prave vtedy, ked vsetky priamky jednej
roviny su rovnobezné s druhou rovinou.
allf & VaCca:al|p
Dokaz. Ak o = 3, je tvrdenie zjavné. Predpokladajme teda, ze o # .

,» =" Trivialne.

»<": Nepriamo: nech « | 3, nech p = a N anech P € p. Ak a C « je priamka cez
P rozna od p (existuje cely zvizok), tak a | 5. O

VETA 2.3 (Kritérium rovnobeznosti dvoch rovin). Dve roviny si rovnobezné prdve
vtedy, ked jedna z nich je rovnobeznd s dvoma roznobezkami druhej.
allB & Ja,d Cazal|BArd|B
Dékaz. Znovu budeme predpokladat, ze a # (. ,,=* zrejmé z predchadzajicej vety.
»<"* nech p = aNf je priesecnica. Potom pre priamky a,a’,p C a nemoze platit, Ze
roznobezky a,a’ st obe rovnobezné s priamkou p. O
Tranzitivnost rovnobeznosti — len ako predstavovacie cvicenie (777).

PRIKLAD. Dany je Stvorsten ABCD. Bodom M € AD zostrojit rovinu rovnobeznii
k BCD. (vypracovat???)

PRIKLAD. o tazisku Stvorstena???
Z4kladné konstrukcie:

e najst priesecnicu dvoch rovin. Pre urcenie priesecnice najdemejej dva body.
Vela konstrukcif sa v zadvere redukuje na toto zadanie.
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e nijst priese¢nik priamky p s rovinou a. Standardnym je postup:
(1) priamkou p prelozime vhodni rovinu 3,
(2) néjdeme priesecnicu ¢ rovin «a a 3,
(3) M =pngq, potom M je hladany priesecnik p a «.
- priklad na kocke ABCDEFGH, o = EME kde H € CG, p = %, kde
PeABa@ € GH.
e rozhodntf, ¢i dve dané priamky p, ¢ st réznobezné alebo mimobezné Postupo-
vat mozme takto:
(1) priamkou p prelozimr rovinu «,
(2) néjdeme priesecnik M = aNgq,
(3) p,q st réznobezné vtedy, ked M lezi aj na q.

PRIKLAD. V Stvorsene ABC'D nech (ABP) = (BCQ) = (CDR) = (DAS) = —1.
Aka je vzajomnd poloha ﬁ% a m?

Castou tulohou v stereometrii je hladanie rezu mnohostenom danou rovinou. Pri
rieSeni sa vyrazne opierame o fakt, ze do hry vstupuje viac rovin.

Nech «, g st dve rozne roviny, ktoré budi reprezentovat roviny stien mnohostena,
a hladdme ich prienik s tretou rovinou p:

1. ak a a B st rovnobezné:
(la) aj p je z tej istej osnovy, potom ani jednu z rovin p nepretina
(1b) p je s nimi réznobeznd, potom priesecnice si navzajom rovnobezné
2. ak a a (§ s réznobezné, nech p je ich priesecnica
(2a) p prechddza tou istou priesecnicou,
(2b) p pretina « v priamke ¢, ktord je rovnobeina s p, potom aj priesecnica
r = pN B je s nimi rovnobezna
(2¢) p pretina « v priamke r, ktord je réznobeznd s p, potom aj priesecnica r
rovin p a 8 je s nimi réznobeznd a priamky p, ¢, r sa stretaji v spolocnom
bode

PRIKLAD. V kocke ABCDA'B'C'D’ nech M € CC'. Treba najst rez kocky rovinou
BMD'.

PRIKLAD. V §tvorsene ABCD nech K € AB, L € BC, M € CD, kde

(a) (ABK) = (BCL) = —1,
(a) (ABK) = —1, (BCL) # —1.

Treba néjst rez stvorstena rovinou %LM .

(spolo¢nd) priecka mimobeziek:
pokryvaju priecky cely priestor? zamysliet sa, ktoré body nepokryju

1. priecka mimobeziek cez dany bod - vypoctovo najrychlesie, aj najndzornejsie ako
prienik roviny a priamky - v deske prelozime rovinu kazdou z mimobeziek, priecka je
priesecnica

2. priecka mimobeziek s danym smerom
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2. Metrické zalezZitosti

S kolmostou réznobeznych priamok nemame ziaden problém: kedze lezia v jednej ro-
vine, skiimame ich kolmost v tejto rovine. Mimobezné priamky p, ¢ nazyvame kolmymi,
ak existuju p’, ¢’ navzdjom roznobezné, pre ktoré

Plp dlla a pld.
O pramke a rovine budeme hovorit, Ze st navzajom kolmé, ak je tato priamka kolma
na vsetky priamky roviny.

VETA 2.4 (Kritérium kolmosti priamky a roviny).

plasdgrCa:qlfr,pLlq pLlr

(Priamka je kolmd na rovinu, ak je kolmd na dve réznobezné priamky tejto roviny.)

Dékaz. ,,=*: Trividlne.

»<=": 7 definicie kolmosti priamok mé6zme predpokladat, ¢, prechaddzaji priesecni-
kom p N a. 777 dokoncit O

TVRDENIE-DEFINICIA 2.5. Pre kaZdi rovinu a bod existuje prdve jedna kolmica na
dani rovinu prechddzajica danym bodom, tzv. kolmopremietacia priamka. Priesecnik
roviny a kolmice je pata kolmice alebo tieZ kolmy priemet bodu do roviny.

Dokaz. Existencia: 77?7 dorobit

Jednoznac¢nost: presne ako v dokaze Tvrdenia 1.1 by vznikol trojuholnik s dvoma
pravymi uhlami, ¢o je spor. O

TVRDENIE-DEFINICIA 2.6. Pre kaZdi priamku a bod ewistuje prdve jedna rovina
kolma na dani priamku a prechadzajica danym bodom, tzv. kolmopremietacia rovina.
Priesecnik priamky a tejto roviny je kolmy priemet bodu na priamku.

Dokaz. Existencia: 77?7 dorobit

Jednoznacnost: ako v predchadzajucich pripadoch by vznikol trojuholnik s dvoma
pravymi uhlami, ¢o je spor. O

Vzdialenost bodu od roviny / od priamky je vzdialenost tohto bodu od jeho
kolmého priemetu na rovinu / priamku. Podobne ako v pripade vzdialenosti bodu od
priamky v rovine nahliadneme, Ze ide o najkratsiu spomedzi vzdialenosti medzi danym
bodom a Tubovolnym bodom uvazovanej roviny / priamky.

Doteraz vyslovené definicie a vykonané pozorovania o vzdialenostiach nas motivuja
k nasledovnej stihrnnej definicii: vzdialenost dvoch ttvarov U, Us (bodov, priamok,
rovin) je najmensia dosiahnutelnd vzdialenost medzi bodmi tychto tGtvarov:

|Z/[1U2| = mln{|AB| ’ Ael,Be MQ}.
Potom vieme, zZe
e vzdialenost dvoch roznobeznych alebo incidentnych dtvarov (priamok/rovin)
je 0,
e vzdialenost dvoch réznych rovnobeznych priamok (rovin) je vzdialenost ITubo-
volného bodu jednej priamky (roviny) od druhej,
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e vzdialenost priamky a s nou rovnobeznej roviny je vzdialenost lubovolného
bodu priamky od tejto roviny.

V zaujimavej situécii sa ocitneme, ked sa snazime najst vzdialenost dvoch mimobez-
nych priamok. 777 dokoncit

uhol priamok???
uhol priamky s rovinou???
uhol dvoch rovin???

kolmé roviny, ktirérium kolomosti dvoch rovin???

3. Principy premietania

3.1. Rovnobezné premietanie. Nech je dand rovina e (priemetna) a priamka
[ (smer premietania, urcuje tzv. osnovu premietania) taka, ze [ }f ¢. Rovnobezné
premietanie v smere [ do roviny ¢ je zobrazenie E3 — ¢, ktoré kazdému bodu A priradi
bod Ap nasledovne:

(1) nech I je takd priamka, 7e I4 || [ a 14 > A; (premietacia priamka bodu A),
(2) A; =14 Ne je (rovnobezny priemet bodu A).

B

1

NA zZAMYSLENIE. Ktoré body st pevnymi bodmi rovnobezného premietania? Ktoré
priamky st samodruznymi a ktoré z nich si silne samodruznymi?

Vlastnosti rovnobezného premietania:

e Ak je priamka p rovnobezné so smerom premietania, je jej obrazom jeden bod,
jej priesecnik s priemetnou.

e Ak priamka p nie je rovnobezna so smerom premietania, je jej obrazom priamka.
Vhodné ziiZzenie premietania je vtedy bijekciou medzi priamkou a jej obrazom
a z Tvrdenia 1.7(a) vyplyva, zachovava deliaci pomer bodov na p.

PRIKLAD. Nech p, ¢ C E? st dve rézne priamky, ani jedna z nich nech nie je osnovova.
Ako moze vyzerat priemet tejto dvojice, ak st p, g

e rovnobezné,
e roéznobezné,
e mimobezné?

PRIKLAD. Ako vyzerd premietaci titvar (t.j. zjednotenie premietacich priamok vset-
kych bodov objektu) a priemet

e rovinného n-uholnika,
e kruznice,
o sféry?
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3.2. Stredové premietanie.

e zikladné pojmy (podla g3, véetne ubeznika)
e deliaci pomer nie je invariant, dvojpomer dno (dékaz - je v planimetrii)



KAPITOLA 3

Osova afinita

1. Afinita roviny

Zobrazenie f : E?> — E? je afinita, ak obrazom priamky je priamka a navyse f
zachovava deliaci pomer, t.j.

VP,QREE* (P#Q#R#P): (F(P)(QF(R)) = (PQR).
Kazdé zhodnost ¢i podobnost je aj afinitou.

PRIKLAD. Presvedéime sa, ze afinitou je aj zobrazenie f : (a1, a2) — (2a1,a2). Ak
je priamka @ rovnobeznd s x- alebo y-osou, zjavne f zobrazi tuto priamku na seba a
zachové deliaci pomer. Inak nech P je jej priesecnik s z-osou a Ag, By, Cy nech st kolmé
priemety bodov A, B, C na x-os.

Y

P 4 Gy By

Z podobnosti APAyA, APByB a APCyC ustudime, ze aj trojuholniky APAyf(A),
APByf(B) a APCyf(C) st podobné a odtial si body f(A), f(B), f(C) kolinearne a

tiez prislusné pomery dlzok st zhodné.

Vidime, Ze afinity st vicsou triedou transformécii E? ako podobnosti.
7 definicie afinity je zjavné, Ze zlozenim dvoch afinit je tiez afinita.
V nasledovnej sérii tvrdeni budeme postupne odhalovat geometrické vlastnosti afi-

nity.

TVRDENIE 3.1. Restrikcia (ziZenie) afinity na lubovolni priamku p je bijekciou medzi
bodmi priamok p a f(p).

Dékaz. Nech P,Q st také body na priamke p, ze f(P) # f(Q), t.j. f(P)f(Qb = 9.
Potom kazdy bod Y € p/, Y # f(P), Y # f(Q) m4 v afinite f na priamke p svoj vzor,
konkrétne ten bod X pre ktory (PQX) = (f(P)f(Q)Y). Z jednoznacnosti medzi bodmi
priamky a ich deliacimi pomermi vzhladom na pevne zvoleni dvojicu bodov potom
vyplyva, Ze f zobrazuje priamku p na priamku p’ jedno-jednoznacne. O
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DOSLEDOK 1. Afinita roviny je injektivne zobrazenie.

Dékaz. Ak by pre rozne body A, B boli ich obrazy v afinite totozné, dostali by sme spor
s Tvrdenim 3.1 pre priamku xﬁ . O

DOSLEDOK 2. V afinite st obrazom rovnobezZnijch roznych priamok rovnobezné rozne
priamky.

TVRDENIE 3.2. Nech f : E?> — E? je afinita. Ak A, B,C nie si kolinedrne, potom
ani f(A), f(B), f(C) nie st kolinedrne.

Dékaz. Sporom, nech sa nekolinedarne body A, B, C' zobrazia na jednu priamku: f(C') €

f(A)f(B). Nech (f(A)f(B)f(C)) = AX. Potom pre bod X € 1B taky, ze (ABX) = A,
plati f(X) = f(C), pricom X # C, ¢o je spor. O

TVRDENIE 3.3. Afinita roviny je bijektivne zobrazenie. Inverzngym zobrazenim k afi-
nite je tiez afinita.

Dékaz. Injektivnost sme uz vyargumentovali. Surjektivnost tiez nahliadneme pomerne
Tahko: nech p, ¢ st roznobezky, ich obrazmi su tiez réznobezky f(p), f(q). Ak kazdym
bodom priamky ¢ vedieme rovnobezku k priamke p, tdto osnova jednak pokryje rovinu
vzorov, a tiez obrazy priamok tejto osnovy zjavne pokryji rovinu obrazov — zobrazenie
je tak surjektivne.

Kedze ide o bijekciu, existuje inverzné zobrazenie, ktoré je tiez bijekciou. Z Tvr-
denia 3.2 vieme usudif, Ze aj toto inverzné zobrazenie zobrazi priamku na priamku.
To, ze tiez zachovava deliaci pomer, sa ukazuje rovnako, ako sme overili, ze inverznym
zobrazenim k izometrii je tiez izometria:

Nech f je p6vodnd afinita, ktord trojicu réznych kolinedrnych bodov A, B, C zobrazi
v tomto poradi do trojice A’, B’, C’'. Potom

(f7HANHBNHEN) = (FTHAA) B TH(0)) = (ABC) = (A'B'C).
O

VETA 3.4. Afinita roviny je jednoznacne uréend obrazmi troch nekolinedrnych bodov.

Dokaz.

A B

Nech f je afinita a nech A, B,C si nekolinedrne. Ozna¢me A" = f(A), B’ = f(B),
C'" = f(C). Nech X € E? je Iubovolny bod. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme,

——
je AX ¥ BC. Obraz bodu P = AX N BC je na priamke B’C’ jednoznacne urceny

deliacim pomerom (BCP). Nésledne je obraz bodu X € A’f(P) jednozna¢ne uréeny
deliacim pomerom (APX). O
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2. Osova afinita

2.1. Ak m4 afinita f dva pevné body A, B, potom celd priamka j@ pozostava z pev-

nych bodov: nech C je dalsi bod na AB a nech (ABC) = A. Potom (f(A)f(B)f(C)) = A,
no kedze f(A) = A a f(B) = B, plati, ze (ABf(C)) = X a teda C = f(C).

Afinitu, ktorej samodruzné body tvoria priamku, nazyvame osovou afinitou. Priam-
ku samodruznych bodov nazyvame osou afinity.

7 Vety 3.4 vyplyva, ze osova afinita je jednoznacne urcend svojou osou a obrazom
jedného bodu, ktory na nej nelezi:

F(A)=A, f(B)=B (t.j. AB je os afinity), f(C)=C" #C.

PozNAMKA. Identita je afinita roviny, ktord m4 tieZ priamku pevnych bodov, do-
konca nekonecne vela priamok pevnych bodov, no medzi osové afinity ju nezaradujeme.
Od osovej afinity vyzadujeme, aby mala striktne jednu priamku pevnych bodov a ziaden
dalsi pevny bod.

Ak by sme osové afinity skladali, rychlo zistime, ze zlozenim dvoch osovych afinit
uz nemusime dostat osovi afinitu — napriklad ked zlozenim dvoch osovych stimernosti
ziskame posunutie. Ak by sme vsak skladali iba osové afinity s tou istou pevne zvolenou
osou, vo vysledku mame stale osovi afinitu s touto osou alebo identitu. Toto pozorovanie
by nabéadalo k rozhodnutiu zaradit identitu medzi osové afinity.

No na druhej strane, mnohé tvrdenia o vlastnostiach a invariantoch osovej afinity ne-
dévaju pre identitu zmysel. Javi sa preto vhodnejsie identitu medzi osové afinity neradit,
a podla toho sme osovi afinitu aj definovali.

2.2. Osova afinita ako ,,zaznam“ rovnobezného premietania. Uvazujme te-
raz dve roznobezné roviny a, 8 € E? a smer uréeny priamkou [ takou, ze | || o, I |f 3.
Nech S je priemetnou rovnobezného premietania so smerom [ a nech g je zizenie tohto
premietania na rovinu «, t.j. ¢ : @ — B. Lahko nahliadneme, ze g je afinitou:

e obrazom priamky v « je priamka v 3,
e z Tvrdenia 1.7(i) vyplyva, ze g zachovava deliaci pomer.

(Niekedy sa toto zobrazenie zo zrozumitelnych dévodov nazyva aj osova afinita medzi
rovinami. )

he
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V druhom kroku majme tretiu rovinu v a smer premietania urceny priamkou m,
ktord nie je rovnobeznd so ziadnou z rovin «, B, v, a sledujme premietanie h pozdlz
tejto priamky na priemetnu . Vidime, ze

e zlzZenie h na rovinu « je afinita o — 7, ozna¢me ju heq,
e zlZenie h na rovinu 3 je afinita 8 — ~, oznacme ju hg.

Zobrazenie f = hgogoh,! je afinita v — +, t.j. afinita euklidovskej roviny s priamkou
samodruznych bodov h(p), kde p = a N . Teda pokial f nie je identitou, ide o osovil
afinitu.

Teraz naopak, nech teraz f je lubovolna osova afinita euklidovskej roviny. Presved-
¢ime sa, ze f je rovnobeznym priemetom rovnobezného premietania medzi dvoma rovi-
nami (t.j. osovej afinity medzi rovinami).

Vnorme rovinu, ktorii f transformuje, do E? a ozna¢me ju . Nech o C v je os afinity
f- Zvolime si lubovolnd rovinu « taki, ze o je priesecnica « a 7y, a tiez si zvolime smer
roznobezny s oboma rovinami (priamku m). Nech h je premietanie na v v smere m.
Potom g : o — 7, g = f o h je rovnobezné premietanie medzi tymito dvoma rovinami.

TVRDENIE 3.5. Nech f je osovd afinita roviny. Potom pre vsetky A € E? neleZiace
na osi afinity patria priamky Af(A) jednej osnove.

Dékaz. Kazdi osovi afinitu E?2 moézme teda vnimat ako rovnobezny priemet rovno-
bezného premietania medzi dvoma rovinami v E3. Ked sledujeme situiciu v E2, teda
premietanie g : & — 8 so smerom [ , pre kazdy bod B € « neleziaci na priesecnici aN

mame, Ze Bg(B “ l. Lubovolné dva rézne body B,C € a mimo priesecnice tak urcia

rovnobezky Bg(Bj a Cg(CS v E3, ktoré sa zobrazujti do rovnobeziek spajajtcich kazdy
bod s jeho obrazom v afinite f. O

TVRDENIE 3.6. Nech o C E? je priamka a nech A, A’ si rézne body neleZiace na
priamke. Potom existuje prdve jedna osovd afinita, pre ktorid je o jej osou a ktord A
zobrazi do A’

Dékaz. Jednoznacnost vyplyva, ako uz bolo spomenuté, z Vety 3.4. O existencii sa pre-
svedéime napriklad ,,zdvihnutim® celej situicie do trojrozmerného priestoru: vnorime
nasu rovinu ako rovinu v do E? a zvolime si rovinu a tak, aby o (striktne: obraz o po
vnoreni) bola priesecnicou « a 7. Zvolime eSte smer premietania m réznobezne s o aj 7y
a premietneme bod A v tomto smere do roviny «, ozna¢me priemet ako A°. Rovnobezné
premietanie a — 7, A° — A’ sa potom spatnym premietanim do pozdiz m stane
hladanou afinitou. O

Uzito¢nym doésledkom tvodného pozorovania v tejto casti je ziskanie nového po-
hladu na konstrukciu rezov hranolovych (a ¢oskoro aj valcovych) ploch: dva rezy hrano-
lovou plochou (napriklad podstava a rez danou, s podstavou réznobeznou rovinou) s
vo vztahu rovnobezného premietania medzi tymito rovinami, kde smer premietania je
smer boénych hran. Pokial mame situdciu zakresleni v nejakom rovnobeznom premie-
tani (napriklad vo volnom rovnobeznom premietani), bude rez hranolovej plochy danou
rovinou obrazom podstavy v osovej afinite, ktorej osou je priesecnica roviny podstavy a
roviny rezu (presnejsie volny rovnobezny priemet priese¢nice).
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2.3. Dolezitost osovej afinity.
VETA 3.7. (a) Nech A,B,C a A',B',C" si dve trojice nekolinedrnych bodov v E2.
Potom ezistuje prdve jedna afinita f takd, zZe f(A) = A’, f(B) =B, f(C)=C".

(b) Kazdad afinita roviny sa dd napisat ako zloZenie najviac troch osovych afinit.

Doékaz. Jednoznacnost v Casti (a) sme uz ukézali vo Vete 3.4. Existenciu budeme te-
raz demonstrovat dokazom casti (b) Postupovat budeme velmi podobne ako v dokaze
Vety 1.4, tentokrat je dokaz jednoduchsi.

Ak A # A’, prva afinita f; nech ma taku os, aby ziadny z bodov A ani A’ na nej
nelezal, a nech fi(A) = A’, ¢o podla Tvrdenia 3.6 urobit vieme. Ak A = A’, tento krok
vynechame, podobne pri zvysnych dvoch bodoch.

Ak teraz f1(B) # B', za fy zvolime afinitu, ktorej os prechddza bodom A’, nepre-
chddza ziadnym z bodov f1(B) a B" a nech fo(f1(B)) = B'.

Dvoma osovymi afinitami sme uz body A a B zobrazili na A’ a B'. Kedze A’, B',C’
st nekolinedrne a tiez body A’, B', f2(f1(C)) st nekolinedrne (vid Tvrdenie 3.2), priamka

——
A'B' neprechddza ani bodom C’, ani bodom fo(f1(C)). Zvolime ju za os tretej osovej
afinity f3 a afinitu dourc¢ime tak, aby f3(f2(f1(C))) = C". O

Vidime teda, ze osova afinita hra v triede vsSetkych afinit roviny presne t1 ist ilohu,
akl hra osova simernost medzi zhodnostami: je zdkladnym prvkom, z ktorych ,, vyskla-
dame* vSetky ostatné afinity.

2.4. Osova afinita v praxi deskriptivnej geometrie. Nech o je os osovej afinity
f a nech bod A neleziaci na o zobraz{ f do bodu A’, kde A" # A, A" ¢ o. Vieme uz,
Ze tymto je osova afinita f jednoznacne urcena. Pre skratenie zapisu budeme pre kazdy
bod X oznacovat jeho obraz v afinite f ako X’.

TVRDENIE-DEFINICIA 3.8. Nech o je os osovej afinity f a nech f zobrazi A ¢ o do
A’. Nech AA" [ o. Potom pre véetky B ¢ o plati

——
(i) BB || AA',
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— —
(ii) (B'BB,) = (A’AAy), kde Ay =0nN AA" a By=0N BB'.

<
Smer AA" nazgvame smerom afinity a ¢islo (A’AAj) charakteristikou afinity f.

Ak je smer afinity kolmy na os, hovorime o kolmej osovej afinite.

Dékaz. O pravdivosti (i) sme sa uz presvedc¢ili pomocou interpretécie f ako priemete rov-
nobezného premietania, d4 sa to ale jednoducho nahliadnut aj z elementarnych vlastnosti
afinity. Priamka AA’ je samodruznd, kedze bod Ag sa zobrazi na seba a A na A’. Preto

priamka b cez B rovnobezna s AA’ sa podla dosledku Tvrdenia 3.2 musi zobrazit tiez
na rovnobeznu priamku. Kedze By = b N o je pevny, lezi B tiez na p.

—
Pre dokaz (ii) uvazujme X = oﬂfﬁ. Kedze X je pevny, lezi ajna A’ B’ a z podobnosti
trojuholnikov dostdvame dokazované tvrdenie.

ya

) . VD v AR
Ak by f@ bola rovnobeZnd s osou o, bola by s 1ou rovnobezna aj A’B’ a aj v tomto
pripade je tvrdenie (ii) pravdivé. O

Osové afinita zzena na priamku rovnobezni so smerom afinity je teda skalovanim
(podobnostou) tejto priamky s pevnym bodom v prieseéniku tejto priamky s osou o a
skalovacim faktorom rovnym charakteristike afinity.

Vsimnime si tiez, ze postup v dokaze ndm déava aj navod, ako konstruovat obrazy
jednotlivych bodov v danej osovej afinite.

TVRDENIE-DEFINICIA 3.9. Ak pre afinitu f s osou o a bod A neleZiaci na osi plati
AA" || o, potom pre lubovolng bod B mimo osi plati BB' || o. Takdto osovd afinita sa
nazyva elacia (v pocitacovej grafike skosenie, angl. shear).

<
Doékaz. Ide o pomerne priamociary dosledok predchadzajiceho tvrdenia: ak by BB’ bola
roznobeznd s osou, potom vSetky priamky ur¢ené bodom mimo osi a jeho obrazom boli

/i v,
s BB’ rovnobezné. O

Obraz bodu v elacii ndjdeme s vyuzitim faktu, ze afinita zachovava rovnobeznost,
vid obrazok.
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A

. o A

B

NA ZAMYSLENIE. Vedeli by ste analyticky popisat osovi afinitu, ¢ize najst predpis,
ako zo sturadnic bodu vypocitat siradnice jeho obrazu? Tieto vzorce buda jednoduché,
ak si vhodne zvolite stradnicovi ststavu: nech prva suradnicova os je totozna s osou
afinity a druha stradnicova os nech je

e kolma na prvi, ak ide o elaciu,
e inak nech je rovnobeznd so smerom afinity.

3. Elipsa ako afinny obraz kruznice

Ak uvazujeme rovnobezné premietanie medzi dvoma rovinami ako v odseku 2.2,
utvarom, na ktory sa zobrazi kruznica, je elipsa. (V Specidlnych pripadoch samozrejme
to moze byt aj kruznica, no také situacie budeme v dalsich ivahdch vynechavat.) To
isté povedané inymi slovami: rezom rotacnej valcovej plochy rovinou réznobeznou s osou
rotacie je elipsa.

Intuitivne ziskand predstava je teda, ze osova afinita, a tiez lubovolna afinita, typicky
zobrazi kruznicu na elipsu. Pri tomto tvrdeni spolu so skiimanim geometrie elipsy, sa na
chvilu pristavime.

Elipsa spolu s dalsimi kuzeloseckami tvori obsah samostatnej kapitoly. No elipsou je
rozumné sa pre jej velké vyuzitie v technickej praxi zaoberat do istej miery uz teraz. V
tejto kapitole budeme zatial elipsu vnimat vyluéne ako afinny obraz kruznice. Pomocou
tejto pribuznosti zavedieme zakladné pojmy tykajice sa elipsy.

3.1. Obraz kruznice v kolmej osovej afinite.

PRIKLAD. Nech f je kolmé osova afinita s charakteristikou 1/2. Hladajme obraz
kruznice, ktorej stred lezi na osi afinity f.

A
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Elipsu nevieme narysovat tak jednoducho ako priamku alebo kruznicu. Elipsu spravidla
len ¢o najpresnejsie értame, k comu ndm pomodze, ak najprv vykreslime viacero jej bodov.
To vieme urobit napriklad s vyuzitim kolmej osovej afinity.

Trochu terminolégie:

e tetiva elipsy je tsecka spajajuca dva body elipsy,

e stred elipsy je obraz stredu kruznice v prislusnej afinite; kedze afinita zachovava
deliaci pomer, t.j. stred tsecky zobrazuje na stred tsecky, je stred elipsy aj jej
stredom simernosti,

e priemer elipsy je tetiva prechadzajica stredom elipsy, ide teda o obraz prie-
meru kruznice,

e hlavna os je najdlhsi priemer elipsy, ide o tetivu spajajicu hlavné vrcholy
elipsy, tsecka spéjajtca stred a hlavny vrchol je hlavna poloos, jej dizka sa
standardne oznacuje a; analogicky vedlajsia os je najkratsi priemer elipsy,
spaja vedlajSie vrcholy a pozostdva z dvoch vedlajsich poloosi, dizka ved-
lajSej poloosi sa Sandardne oznacuje b; pre konstrukciu elipsy je vzdy dolezité
poznat jej hlavnu a vedlajsiu os.

Dolezitym prvkom pri konstruovani elipsy st zdruzené priemery elipsy, ¢o st
obrazy dvojice navzajom kolmych priemerov kruznice. Zdruzené priemery nemusia byt
na seba kolmé, kedze afinita nezachovava kolmost priamok, (vid na obrdzku na seba
kolmé priemery PQ a RS a ich obrazy). Zjavne jedinou dvojicou zdruzenych priemerov,
ktoré st na seba kolmé, si hlavna a vedlajsia os.

Avsak kedZe rovnobeznost a deliaci pomer sa afinitou zachovavaja, aj zdruzené prie-
mery elipsy maju niektoré vlastnosti ako dvojica navzajom kolmych priemerov kruznice.
Napriklad, ak PQ je priemer elipsy, potom

e dotycnica elipsy v bode P je rovnobezna s priemerom zdruzenym k PQ),
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e P(Q rozpoluje presne tie tetivy elipsy, ktoré si rovnobezné s priemerom zdru-
zenym k PQ.

Vidime, ze slovné spojenie , byt kolmy na priemer” v pripade kruznice sa pre elipsu
preklada ako ,,byt rovnobezny so zdruzenym priemerom®.

3.2. Obraz kruznice v afinite. Pozrieme sa teraz, ako sa kruznica zobrazuje v
lubovolnej osovej afinite. Ako medzikrok najprv preskiimame, ako sa kruznica zobrazuje
v Tubovolnej, t.j. nie nutne kolmej, osovej afinite.

Ak zobrazime dva kolmé priemery kruznice, nemusia byt aj ich obrazy (t.j. zdru-
zené priemery elipsy) navzajom kolmé. Plati vSak, ze vzdy vieme néjst takd dvojicu
priemerov, ktorych kolmost sa osovou afinitou zachova, ¢o je velmi délezita vlastnost:

VETA-DEFINICIA 3.10. Pre kaZdi osovi afinitu, ktord mie je osovou simernostou,
existuje prdve jedna dvojica navzdjom kolmgch smerov, ktord sa zobrazi na dvojicu tieZ
navzdjom kolmych smerov; tuto dvojicu nazjvame hlavnymi smermi afinity.

Dokaz. Nech f je osova afinita s osou o zobrazujtica bod A do A’. KedZe afinita zachovava
rovnobeznost, sta¢i pri hladani jej hlavnych smerov sledovat dvojice kolmych priamok
prechadzajiacich bodom A.

—
Ak AA’" L o, potom f je kolmé afinita a o nej uz vieme, Ze jej hlavné smery st smer
rovnobezny s osou o a smer kolmy na o.

X Y 0

A
A/

—
Nech teda AA" } o. Potom existuje jedind kruznica so stredom na osi o prechddzajica
bodmi A aj A’, oznacme ju t. Nech X a Y st priesecniky ¢ s osou o. Z Talesovej vety st
uhly ZXAY a ZXA'Y pravé. NavysSe tisecka A’ X je obrazom usecky AX, podobne A'Y

je obrazom AY. Vidime, Ze obrazom na seba kolmych priamok AX a AY s na seba
kolmé priamky A’X a A'Y. Z konstrukcie tiez lahko ustdime, Ze ide o jedind dvojicu
takychto smerov. O

DOSLEDOK. KaZdd osovd afinita sa dd napisat ako zloZenie podobnosti a kolmej
osovej afinity.

Dokaz. l\gh f je osova afinita s osou o zobrazujica bod A do A’. Nech U, V st také body,
Ze jm, AV urcéuju hlavné smery f a navySe nech |AU| = |AV|. Ozna¢me U’ = f(U) a
V' = f(V). Potom A'U" L A'V'.

Nech g : E? — E? je taka zhodnost, ze

— —
g(A) =4, gU)e AU, g(V)e AV,
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(g napriklad zlozime z posunutia, otoc¢enia a pripadne osovej simernosti). Nasledne nech
h je rovnolahlost so stredom A’, ktord g(U) zobrazi na U’. Nakoniec eSte priddme kolmu

osovu afinitu k, ktorej os je A’U’ a ktora h(g(V')) zobrazi na V'. Kedze lubovoln4 afinita
je jednoznaé¢ne urcend obrazmi troch nekolinedrnych bodov (Veta 3.4), plati

f=kohog,
kde h o g je podobnost a k je kolmé afinita.

g

Obrazom kruznice v osovej afinite je preto elipsa s tymi istymi vlastnostami, ktoré
sme odvodili v ¢asti o kolmej afinite. Dékaz Vety 3.10 navyse poskytuje navod, ako v
osovej afinite f s osou o najst osi elipsy, ktord je v tejto afinite obrazom kruznice k so
stredom S:
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(1) najdeme obraz stredu S kruzmice: S = f(S5),

(2) nech p je os tsecky S5,

(3) P=onNp,

(4) zostrojime kruznicu ¢(P,|PS|),

(5) najdeme priesecniky X,Y osi o a kruznice t,

(6) priesecniky SX Nk a SY Nk sa zobrazia na hlavny a vedlajsi vrchol elipsy.
VETA 3.11. Lubovolnd afinita sa dd napisat ako zloZenie podobnosti a kolmej osovej

afinity.

Dokaz. Kazda afinita je jednoznacne urc¢end obrazmi svojich troch nekolinearnych bodov
(Veta 3.4). Nech teda afinita f zobrazi nekolinearne body A, B,C na A’, B',C’. Ako v
predchadzajicom dokaze, aj teraz vyskladame f z elementarnejsich zobrazeni.

—
Nech najprv g je zhodnost, ktora polpriamku ﬁ zobrazi na polpriamku A’B’ (teda
bod A na bod A’). Nésledne nech rovnolahlost h so stredom A’ zobrazi bod g(B) na bod
B’. Nakoniec nech osové afinita j s osou A’B’ zobrazi bod h(g(C')) na C’. Mame tak, ze
f=johogy,
kedze sa tieto dve afinity zhoduja v troch nekolinearnych bodoch. Navyse vieme uz, ze
j vieme napisat ako zlozenie podobnosti p a kolmej afinity k, teda

f=Fkopohoy,
kde k je kolmé afinita a p o h o g je podobnost. O

POzZNAMKA. Analdgia tohto tvrdenia pre n-rozmerny priestor je v matematike zndma
pod nazvom singuldrny rozklad matice (anlg. SVD, singular value decomposition). Geo-
metricky: kazda afinnd transformacia n-rozmerného priestoru sa da napisat ako zlozenie
izometrie a nasledného skalovania v n smeroch, ktoré st navzajom na seba kolmé.
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3.3. Trojuholnikovéa (zdstavkova) konstrukcia elipsy. Skonstruujeme body elipsy
k' so stredom S, ktorej dlzka hlavnej poloosi je a a dlzka vedlajsej poloosi je b.

Konstruovana elipsu skimame ako obraz dvoch kruznic v dvoch kolmych osovych
afinitach, ktorych osi si na seba kolmé:

TVRDENIE 3.12. Nech k1 a ko st sustredné kruznice a nech f1, fo su kolmé afinity,
ktoré tieto kruZnice zobrazia na spolocni a s kruinicami sistredni elipsu K':

f1 : /{1(5, a) —> k‘/,
f2 : k‘Q(S, b) — k/.
Nech A’ € k' a nech Ay € k1 a As € ko st také body, Ze f1(A1) = fa(A2) = A’. Potom

A1. Ay leZia na priamke prechddzajicej bodom S.

Dokaz.

Kedze pre body Aj, As plati, ze f1(A1) = f2(As2), mame, Ze fl_l(fg(Ag) = Aj. Prizrime
sa blizsie afinite ffl o fy: stred S je pevnym bodom, bod P, zobrazi na P; a Q2 na
Q2 (vid obréazok). Kedze afinita je jednoznacne urcend obrazmi troch nekolinedrnych
bodov, mézme uz usudit, ze f; Lo f5 je rovnolahlost so stredom S a s koeficientom a /b.
Priamky prechddzajice stredom rovnolahlosti st samodruzné, preto st body S, As a Ay
kolinearne. 0

Tymto sme dostali metédu na konstruovanie bodov elipsy &'

(1) nech p je priamka prechédzajica stredom S,
(2) Ay =pNki, Ay =pNk,
(3) A’ je taky bod roviny, ze AjA" L P1S a AsA" 1 Q1S.
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3.4. Pruzkova konstrukcia elipsy, rozdielova. Znalosti, z ktorych vychadza
trojuholnikova konstrukcia elipsy, vieme vyuzit aj pri dvoch inych konstrukciach: roz-
dielovej a suctovej. Pomocou nich vieme skonstruovat elipsu, ak médme dané obidve jej
osi, ale daju sa priamo aplikovat aj v situécii, ak médme dant len jednu os a jeden bod
elipsy, ktory na nej nelezi.

Pre pochopenie principu tejto konstrukcie skimajme chvilku nasledovny obrazok.

Ay

A

/P

Stvoruholniky QA’A1S a SPA’ Ay st rovnobezniky, a preto |PQ| = |A1Az| = a—b (a je
dlzka hlavnej a b je dlzka vedlajsej poloosi). Ak pozname poloosi elipsy, jej dalsie body
moézme zostrojit takto:

(1) bodom P sa pohybujeme po hlavnej osi,

(2) na vedlajsej poloosi ndjdeme taky bod Q, 7e |PQ|=a — b,

(3) na polpriamke QP zostrojime bod A’ elipsy tak, ze |QA'| = a.
Konstrukcia sa nazyva ,, prazkova“, lebo ak ju chceme aplikovat, je vyhodné pouzif pra-
7ok papiera s vyznacenymi vzdialenostami, ako maji medzi sebou body S, As a Aj.
Tiez existuju fyzické nastroje, pomocou ktorych je mozné elipsu presne narysovat: v ich
mechanizme je implementovand presne tato konstrukcia.

Ak body elipsy zostrojujeme len pomocou kruzidla a pravitka, je pohodlnejSou tro-
juholnikova konstrukcia. Znalost priazkovej vsak mézme vyuzit:

NA zAMYSLENIE. Nech je dand hlavné os a jeden bod elipsy neleziaci na tejto osi.

e Ako skonstruujete dalsie body elipsy?
e Ako najdete dlzku vedlajsej poloosi?
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3.5. Pruzkova konstrukcia elipsy, stictova. Znovu ¢itame geometrické vztahy
z obrazka:

A

Bod P na priamke hlavnej osi a Q na priamke vedlajsej osi nech tvoria tsecku, ktora

prechddza bodom elipsy A’ a zviera s hlavnou osou rovnako velky uhol ako SA;. Preto
lichobeznik SPA’ A5 je rovnoramenny. To isté plati pre ,,lichobeznik so samopriesekom®
QSA A’ Preto |[PA'| =ba |QA| = a.

NA ZAMYSLENIE. Navrhnite postup konstrukcie bodov elipsy pomocou pruzku s
dlzkou a + b, na ktorom je vyznaceny bod deliaci prizok v pomere a : b.

NA ZAMYSLENIE. Nech je dana hlavna alebo vedlajsia os a jeden bod elipsy neleziaci
na tejto osi, ako s vyuzitim sictovej konstrukcie elipsy skonstruujete dalsie jej body?
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3.6. Rytzova konstrukcia. Casto sa v geometrii ocitdme v situdcii, ked mame
zakreslit elipsu, kde nepozndme ziadnu z osi, pozname vSak int dvojicu zdruzenych
priemerov. Vtedy mozme siahnut po tejto konstrukeii, ktorou zo zdruzenych priemerov
zostrojime osi elipsy a nasledne moézme aplikovat trojuholnikovi konstrukciu.

Q

Ay

A

Sledujme situaciu na obrazku. Body A; a Bj st koncovymi bodmi navzdjom kolmych
priemerov kruznice, ktorej afinnym obrazom je skiimand elipsa, teda A a B st koncovymi
bodmi zdruzenych priemerov tejto elipsy. Bod C dopliia AA3AA; na obdiznik a je
navyse aj obrazom bodu B v otoceni o 90°. Podobne ako pri stctovej konstrukeii elipsy
z rovnoramennosti lichobeznikov usudime, ze

|PA| = [SA4| = |QC| = b (dlzka vedlajsej poloosi)
|PC| = |SA1| = |QA| =a (diika hlavnej poloosi)

a tak stred R obdlznika AyAA;C je aj stredom tsecky PQ a navyse |RS| = |RP).

Téato analyza ndm uz dava ndvod na konstrukciu osi elipsy: nech AX a BY st
zdruzené priemery elipsy. Chceme najst hlavni a vedlajsiu os tejto elipsy.

nech R je stred usecky AC,
zostrojime kruzmcu t: t(R,|RS|),

)
)
4) % Qt=1tN 10
5) su osi elipsy, dlzky poloosi st |AP| a |C'P|.
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3.7. Oskulaéné kruznice vo vrcholoch elipsy. Pre akikolvek krivku, (nielen
v rovine, ale aj pre priestorovi krivku) jej oskulaénd kruzZnica v danom bode je
také kruznica, ktord krivku v tomto bode najlepsie aproximuje. Formalnejsie: oskulaéna
kruznica krivky k v bode P € k je kruznica, ktora

e prechadza bodom P,
e ma v bode P taku istil dotyc¢nicu ako krivka k,
e ma v bode P rovnaku krivost ako krivka k.

Skuimanie doty¢nic a najmé krivosti kriviek je predmetom sStudia diferencidlnej geomet-
rie. My si tu uvedieme Specidlnu situaciu, ktora ma velmi velké vyuzitie pri ¢rtani elipsy,
a sice konstrukciu oskulaénych kruznic vo vrcholoch elipsy.

TVRDENIE 3.13. Nech a je diZka hlavnej a b je diZka vedlajsej poloosi elipsy. Potom
oskulacnd kruznica v hlavnom vrchole elipsy md polomer b?/a a oskulacnd kruznica vo
vedlajsom vrchole elipsy md polomer a?/b.

Doékaz. Odvodime polomer oskula¢nej kruznice v hlavnom vrchole, vypocet pre vedlajsi
vrchol prebieha presne analogicky.

Nech k; je kruznica dotykajica sa elipsy v jej hlavnych vrcholoch A, B. Zmensujme tato
kruznicu tak, aby sa stdle dotykala elipsy vo vrchole A, tto zmenSujicu sa kruZznicu
oznacme ko. Stred ko tiez lezi na osi AB. Nech P, () st prieseéniky ko s elipsou a nech
P’, @ st priesecniky s kruznicou ko. Bod T je druhy prieseénik ko s hlavnou osou
elipsy.

Ako sa priesecéniky P, () priblizuja k vrcholu A, kruznica ko stéle lepSie aproximuje
elipsu v tomto vrchole, v limite tak dostaneme hladant oskula¢nti kruznicu. Vypocitajme
teraz jej polomer.

V pravouhlom AT AP z Euklidovej vety (t.j. z podobnosti ATRP a APRA) dosta-
neme
PRI? = |TR|.|RA|
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podobne v pravouhlom ABAP’ zas
|P'R|> = |BR|.|RA|.
Pre bod P kdekolvek na elipse je pomer |PR|/|P'R| vzdy rovny b/a. Pre oskula¢ni
kruznicu bod R splynie s bodom A a tak plati, ze |RB| = 2a a |T'R| = 2r, priemer
oskulacnej kruznice. Z tohto pozorovania a z uvedenych rovnosti tak dostavame
v |PR|* |TR| 2r
a?  |P'R]?  |BR| 2da’

¢ize

g

KedZe stred oskulac¢nej kruznice vo vrchole elipsy sa nachidza na osi elipsy, je pre
zostrojenie oskulac¢nej kruznice potrebné uz len skonstruovat na osi bod so vzdialenostou
b%/a & a?/b od vrchola. Na tento el ndm poslizi jednoduché konstrukeia:

TVRDENIE 3.14. Nech S je stred elipsy, A nech je hlavni a B vedlajsi vrchol. Nech
bod P doplnia ANSAB na obdiznik a nech p je priamka prechddzajica bodom P a kolmd na

x@. Potom pﬂjﬁ je stred oskulacnej kruznice vo vrchole A a pﬂﬁ je stred oskulacnej
kruznice vo vrchole B.

Dékaz. Majme konstrukciu ako v tvrdeni vety a stredu oskula¢nych kruznic ozna¢me S
a 52.

B P
S S A
S

Trojuholniky ASAB a AAPS; si podobné, preto

L. |SB||AP| V?
ASq|:|SB|=|AP|:|SA AS|=—F7—7=—.
ASi] £ |SB| = |AP|:54], dize |4S)| = i =2
Tak isto z podobnosti ASAB a ABS3P dostaneme
2
a
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Ako vidiet z obrazka, oskula¢né kruznice vo vrcholoch elipsy sa jednak velmi jed-
noducho hladaji, a tiez tato elipsu lokalne vynikajtico aproximuji. Preto je to casto
vyuzivany nastroj pri ¢rtani elipsy.

PozNAMKA. ukdzka oskulacnej kruznice elipsy v inom bode ako v jej vrchole???

POZNAMKA. elipsa parametricky? vSeobecne?
CvicCenia
6. dané osi a priamka, najst priesecniky

7. dané osi a bod, ndjst dotyc¢nice k elipse cez dany bod

8. dana je jedna os a bod elipsy neleziaci na tejto osi, najst dotycnicu k elipse v
danom bode

9.



KAPITOLA 4

Osova kolineacia

Zhrnme si triedy bijektivnych transformécii roviny, s ktorymi sme sa uz stretli a
pripomenime si ich zédkladné invarianty:

e zhodnost zachovéiva dizky tseciek,

e podobnost zachovava pomery dizok tseciek,

e afinita zachovava deliaci pomer; afinitu by sme tiez mohli charakterizovat ako
zobrazenie, ktoré zachovéva kolinearitu a pomery dizok tseéiek leziacich na jed-
nej priamke (t.j. restrikcia afinity na priamku je podobnost medzi priamkami).

Upustime na zaver od poziadavky, ze sa ma zachovavat deliaci pomer. Zobrazenie, ktoré
lubovolné navzajom roézne kolinedrne body zobrazi na navzdjom rozne kolinearne body,
sa nazyva kolineacia.

PozNAMKA. Kolineicie uz naozaj deliaci pomer zachovat nemusia, dé sa vsak uka-
zat, ze stale maju jeden invariant, a sice zachovavaji dvojpomer Stvorice bodov. (presu-
nit na neskor??7)

Aby sme vsak mohli kolinedcie poriadne popisat, musime najprv obohatit euklidov-
sky priestor o nové body.

1. Rozsireny euklidovsky priestor

PRIKLAD. Nech p C E? a Q € E2, Q ¢ p. Sledujme priamky prechadzajiice bodom
Q. Ak q || p (¢ 2 Q), tak sa priamky p a ¢ nepretni. Ak uvazujeme postupnost priamok

~\y q
q1 qs
P/ P\ Ps Py Ps

q; cez bod @ taki, ze ich uhol s priamkou p sa blizi k 0 (teda ¢; — ¢), tak spolo¢ny
prieseénik P; = p N g; diverguje do nekonec¢na. Okrem priamky ¢ vidime prirodzent
bijekciu medzi bodmi P; priamky p a priamkami zvézku so stredom (). Doplime priamku
p o novy bod, ktory bude reprezentovat priese¢nik p a ¢ (v E? neexistujtici). Tento bod
nazveme nevlastnym bodom priamky p a budeme ho oznacovat peo.

Ak r je Tubovolnd ind priamka rovnobeznd s priamkou p, znovu bude existovat
bijekcia medzi bodmi priamky r a priamkami prechddzajicimi bodom . Znovu to
bude priamka ¢, ktord bude reprezentovat nevlastny bod g, priamky gq.

43
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Vidime, Ze je tak zmysluplné obohatit rovinu E? o nevlastné body tak, Ze
Poo = Too Dprave vtedy, ked p | r.

Jeden nevlastny bod roviny tak reprezentuje celti osnovu navzajom rovnobeznych pria-
mok. Ak E2 oznacuje mnozinu vetkych nevlastnych bodov euklidovskej roviny:

EZ = {ps | p C E? je priamka},
potom rozsirena euklidovska rovina je mnozina
=53 2 2
E2 =E°UEZ.
Co vieme povedat o mnozine E2 nevlastnych bodov euklidovskej roviny?

PRIKLAD (gnémonicka projekcia). Nech sa sféra juznym pélom dotyka roviny.
Premietanim, ktorého stredom je stred sféry, konstruujeme bijekciu medzi bodmi E? a
juznou polsférou, vid obrizok. Obrazom priamky v E? na polsfére je kruznicovy oblik

Gnémonicka projekcia.

medzi dvoma protilahlymi bodmi na rovniku. Lahko sa presved¢ime, Ze rovnobezné
priamky zodpovedaji oblikom s tymi istymi koncovymi bodmi. Dvojicu protilahlych
bodov na rovniku tak mo6zme stotoznif s nevlastnym bodom prislusnej osnovy priamok.
Zaujimavym pozorovanim je, ze vSetky nevlastné body moézme vidiet ako rovnikovi
polkruznicu. Je preto pochopitelné, ze mnozina vsetkych nevlastnych bodov roviny tvori
priamku.

Dalsi dovod, pre¢o mnozinu nevlastnych bodov vnimat ako priamku, ndm déva po-
ziadavka, zZe pre lubovolné dva rézne body by mala existovat prave jedna priamka, ktora
oboma prechddza. Ziadna z priamok E? po rozsireni roviny neprechidza dvoma nevlast-
nymi bodmi, preto musime rozsireni rovinu obohatif aj o novi priamku — nevlastna.

Neskor sa stretnete s dalsimi fenoménmi, ktoré nas presviedcaji, ze mnozinu nevlast-
nych bodov roviny je vhodné povazovat za priamku — dokonca priamku tiplne rovnocennt
s ostatnymi (Desarguesova veta, analytickd geometria).

Rovnako, ako sme rozsirili euklidovski priamku a euklidovskt rovinu, mézme rozsirit
aj euklidovsky priestor. Nech
E3. = {po | p C E? je Iubovolna priamkal},
je mnozina vsetkych nevlastnych bodov priestoru E?, potom rozsireny euklidovsky
priestor je
E3 =E3UR3,



2. STREDOVE PREMIETANIE V PRIESTORE 45

Analogicky k u7 uvedenému, mnozina E3_ vSetkych nevlastnych bodov priestoru tvorf
rovinu. Mnozina a nevlastnych bodov Iubovolnej roviny « tvori priamku pozostavajicu
z nevlasnych bodov priamok leziacich v rovine a.

V rozsirenej euklidovskej rovine kazdé dve priamky maji spolo¢ny bod: v pripade,
ze v E2 boli dve priamky rovnobezné, v E2 sa pretali v spoloénom nevlastnom bode.
Podobne v rozsirenom priestore E3 kazdé dve rozne roviny maji spoloéni priese¢nicu;
roviny, ktoré boli v E3 rovnobezné, sa v E3 pretnd v nevlastnej priamke. Podobne k
vzajomnej polohe roviny a priamky: pokial priamka v rovine nelezi, ma s niou spoloény
presne jeden bod, mozno nevlastny.

Prirodzene a pomerne mechanicky mézme definiciu rozsireného euklidovského pries-
toru zovseobecnit pre lubovolnt dimenziu.

PozNAMKA. Rozsireny euklidovsky priestor je projektivnym priestorom (ten budete
systematickejsie skiimat neskor), v ktorom sme jednu z nadrovin oznacili ako nevlastnd,
t.j. nadrovinu nevlastnych bodov. Oproti standardnému projektivnemu priestoru mame
aj metriku, tato je vSak definovand len na mnozine vlastnych bodov.

PozNAMKA. Ak v projektivnej rovine ,, zrovnopravnime® nevlastné body s vlastnymi,
rovnobeznost priamok prestava existovat. Podobne v projektivnom priestore napriklad
dve roviny uz nemoézu byt rovnobezné. My napriek tomu budeme stale o rovnobeznosti
hovorit, lebo projektivny priestor budeme vnimat ako rozsireny euklidovsky priestor. V
nom o kazdom bode vieme, ¢i je vlastny alebo nevlastny: napriklad metrika je definovana
iba pre vlastné body priestoru. Preto pod rovnobeznostou budeme rozumiet, ze spolo¢ny
body dvoch priamok je nevlastny, analogicky ostatné pripady.

2. Stredové premietanie v priestore

Gnoémonicka projekcia je ztzenim nasledovného zobrazenia.

Nech 7 C E3 je rovina a nech S € E? je bod taky, ze S ¢ m. Pre kazdy bod A € E2,
A # S, uvazujme priamku [4 = ?4 (premietacia priamka bodu A). Ak [4 nie je
rovnobezné s rovinou 7, pretne ju v nejakom bode A’. Stredové premietanie urcené
stredom S a priemettiou 7 je zobrazenie, ktoré bodu A priradi bod A’.

Stredové premietanie zjavne nie je definované na celom priestore E3: body leziace
v rovine ¢ takej, ze ¢ || m, ¢t © S, zobrazit nevieme. Toto sa vSak zmeni, ak namiesto
E? budeme pracovat v rozsirenom priestore E3. V takom pripade vieme bez problémov
dodefinovat obraz Tubovolného bodu A, ktory je rézny od S: v pripade, ze A € 7, bude
jeho obrazom A’ nevlastny bod priemetne 7. TieZ vieme bez problémov dodefinovat
priemety ostatnych nevlastnych bodov priestoru E3.

2.1. Obraz priamky v stredovom premietani. Uvazujeme stredové premieta-
nie dané stredom S a priemetniou 7. Nech p je priamka.

e Ak p 3 S, potom p je aj premietacou priamkou kazdého svojho bodu, teda
priemetom celej priamky je bod p N, ktory je vlastny, ak p ¢ ¢, a nevlastny,
ak p Ct.

Vo vseobecnejSom pripade, ked p # S, je premietacim utvarom (mnozinou tvorenou
premietacimi priamkami bodov) priamky p rovina prechddzajica S a p. Priemetom
priamky p je tak priamka p’ C w. Rozanalyzujme si situéciu podrobnejsie.
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e Ak p C 1, zobrazi sa tato priamka na nevlastni priamku priemetne: p’ = ..

e Ak p || m a p & t, je ziiZenie zobrazenia ¢ na priamku p podobnostu medzi
priamkami p a p’, teda dokonca zachovava deliaci pomer bodov na tejto priamke
(Tvrdenie 1.7, (ii)).

e Vo vSeobecnom pripade, t.j. ked p || 7, sa deliaci pomer bodov na priamke
nezachovava, zachovdava sa dvojpomer (Tvrdenie 1.10). Bod p N ¢ priamky p v
euklidovskom priestore priemet nemad, v rozsirenom priestore sa zobrazuje na
nevlastny bod priamky p’. Zaujimavym je aj bod

gNm kde ¢ jepriamka ¢ | p,¢> S.

Ide o bod priamky p’, ktory nemé na priamke p vzor. Ak vSak uvazujeme aj nevlastné
body priestoru, potom ¢N7 € p’ je obrazom nevlastného bodu p, priamky p, nazyvame
ho tibeznik priamky p. Analogicky bod p N« priamky p sa zobrazuje na bod pl a
odkazujeme sa nan ako na tbeznik priamky p’: situdciu totiz moézme vnimat aj tak,
Ze priamka p je obrazom priamky p’ v premietani so stredm S.

Priamka v stredovom premietani, priemetniou je rovina zadnej steny kocky. Bod
U’ je ibeznikom priamky p, bod U je tibeznikom priamky p'.

2.2. Obraz roviny v stredovom premietani. Znovu majme stredové premieta-
nie so stredom S a priemetnou 7. Skiimajme, ako sa v tomto premietani zobrazuji bodu
roviny a.

e Ak a > 5, je obrazom rovny « priamka aN, nevlastnd, ak a = ¢, inak vlastna.

e Ak a # S, a || m, je obrazom roviny « rovina 7, presnejSie mnozina vlastnych
bodov roviny « sa bijektivne zobrazi na mnozinu vlastnych bodov roviny .
Toto zobrazenie o — 7 je podobnostou medzi rovinami.

e Vseobecne, nech o« Z S, « |f m. Vtedy ak uvazujeme iba vlastné body oboch
rovin, potom body roviny « leziace aj v rovine ¢ nemajt obraz; pokial ale pra-
cujeme aj s nevlastnymi bodmi, zobrazia sa tieto body roviny « na nevlastni
priamku priemetne 7. (Mmch toto je dalsi dovod, preco sme sa mnozinu bodov
rozhodli nazyvat priamkou.) Analogicky v priemetni 7 mame priamku bodov,
do ktorych sa nezobrazia vlastné body roviny «, zobrazuji sa na nu vsak ne-
vlastné body. Tento dolezity pripad si popiseme blizsie.
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3. Kolineacia medzi rovinami

3.1. Nech «,8 C E? st roznobezné roviny a nech S € E3 je bod nepatriaci ani
jednej z tychto dvoch rovin. Nech S je stred premietania a 3 je priemetna. Z pozorovani
v odseku 2.1 vidime, Ze restrikcia tohto stredového premietania na rovinu f:

k:a—p

je kolinedciou medzi rovinami a a 8. Bod S nazyvame stredom a priesecnicu o = anNpf
osou kolineécie k.

Zhrnme si, ze:

e L je bijektivne zobrazenie rozsirenych rovin a@ — 3,
e inverzné zobrazenie k! : B — « je reStrikciou premietania s tym istym stredom
S na priemetnu a.

7 vlastnosti zobrazenia k je zjavné, preco toto zobrazenie nazyvame kolinedciou medzi
rovinams: obe roviny su si vzhladom na k akosi rovnocenné. Priamku v rovine 3, ktora
je obrazom nevlastnej priamky roviny « v kolineécii k, voldime tibeZnicou roviny «.
Priamku v rovine «, ktora sa zobrazi do nevlastnej priamky roviny (, zas ibeznicou
roviny S.

TVRDENIE 4.1. Obe tbeznice kolinedcie medzi dvoma rovinami, ktord je restrikciou
stredového premietania, si rovnobezné s osou tejto kolinedcie.

Dokaz. So zavedenym oznacenim, tibeznica roviny [ je priesecnicou rovin « a ¢, kde
t> S a| B, preto je tato ibeznica robnobeznd s osou o. Tak isto sa vyargumentuje
rovnobeznost druhej tibeznice. O

PRIKLAD. Pohrajme sa trochu s kolinedciou medzi dvoma rovinami a s nevlastnymi
bodmi. Ak stred S kolinedcie k posunieme do nevlastného bodu rozsireného euklidov-
ského priestoru (mimo nevlastnych bodov rovin a; a aw), stredové premietanie sa zmeni
na rovnobezné. Podobne os 0 mézme skisit posuntit do nevlastnej roviny E2_. Skiimajme
chvilu tieto jednotlivé situacie. Urcite v kazdom pripade sa kolinedrne body zobrazia na
kolinearne a naopak, vzorom kolinearnych bodov je tiez kolinedrna mnozina. Pri kazdej
situdcii sa aj na chvilu zamyslime nad dalS$imi jej invariantami, teda vlastnostami c¢i
vztahmi, ktoré sa zobrazenim zachovavajua:

(a) S € E2, 0 C E2 —ide o posunutie medzi dvoma rovinami. Zobrazenie oy — as
zachovava vzdialenosti bodov, inymi slovami: ide o izometriu;

(b) o C E2, - rovnolahlost medzi rovinami. Vzdialenosti bodov sa nezachovavaj,
no zachovavaji sa pomery vzdialenosti; zobrazenie je podobnostou;

(c) S € E3, — afinita medzi rovinami. Toto zobrazenie uz pomery vzdialenosti
nezachovava, no zachovava deliaci pomer trojic kolinearnych bodov, teda ide o
afinné zobrazenie;

(d) ani stred ani os kolineacie nelezia v nevlastnej rovine — kolinedcia medzi rovi-
nami. Toto zobrazenie uz deliaci pomer nezachovava.

PozNAMKA. V skutocnosti vsetky rozobrané pripady moézme nazvat kolinedciami,
kedZe rézne kolinedrne body zobrazia na rézne kolinearne body. Pripad (d) sa pre upres-
nenie ¢ rozliSenie niekedy nazyva aj stredovou/osovou kolinedciou medzi rovinami, ¢
perspektivnou kolinedciou.
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(e

Kolineacie medzi rovinami, ktorych priesecnicou je nevlastnd priamka.

(@'

Kolineécie medzi rovinami, ktoré st v E3 réznobezné.

TVRDENIE 4.2. Stredovd kolinedcia medzi rovinami zachovdva dvojpomer stvoric
bodow.

Dékaz. Nech k je kolinedcia medzi o a 8 so stredom S. Ak A, B,C,D € « su rézne
kolinedrne body, obmedzime sa na rovinu ABS a pouzijeme Tvrdenie 1.10. 0

3.2. Priemet kolineacie medzi rovinami. Pokracujme s popisanou kolineiciou
k medzi réznobeznymi rovinami o a 3 v priestore E? so stredom S € E3 a osou o = anp.
Nech h : E? — « je rovnobezné premietanie zvolené tak, aby h(a) = h(f) = 7. Teda
restrikcie projekcie h:

ho = h |a
hg=hlg

st bijekciami medzi rovinami « a v resp. 8 a 7. Kolineacia k je bijekciou @ — § v
rozsirenej euklidovskej rovine.
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Vsetky doteraz uvazované projekcie hy, hg, k, aj k nim inverzné zobrazenia zachovavaji
kolinearnost bodov. Preto aj zlozené zobrazenie

m:h,gokohgl: ¥y
je kolineaciou.

TVRDENIE-DEFINICIA 4.3.

(i) Obraz priesecnice aNf (osi kolinedcie k) v premietani h je silne samodruznou
priamkou kolinedcie k.

(ii) Obraz bodu S (stredu kolinedcie k) je samodruzny bod kolinedcie k a navyse
vsetky priamky roviny v prechddzajice tymto bodom su samodruznymi priam-
kami zobrazenia k — taky bod budeme nazyvat silne samodruznym bodom.

Dékaz. (i) Tvrdenie vyplyva z faktu, Ze o je spolo¢nou priamkou rovin « a 3, teda kazdy
bod priamky o sa v kolinedcii k zobrazi sdm na seba (pred zobrazenim chépany ako bod
roviny « a po zobrazeni zas ako bod roviny ) a pre body X € o plati ho(X) = hg(X).

(ii) obrazok???

Nech S" = h(S) € ~. Bod S’ je v premietani h obrazom nielen bodu S, ale aj
ostatnych bodov priamky lg (premietacia priamka bodu S), $pecidlne bodov Ig N« a
lg N B. Priamka lg je zaroven premietacu priamkou bodu lg N« v kolineacii k. Mame
tak

k(S") =hgokoh ' (S") =hgok(lana)=hg(lanB) =S
Analogicky ak p C ~ je lubovolnd priamka prechddzajica bodom S’ je premietacia
rovina prisichajuca priamke p t4 istd pre zobrazenia hg, hg, k. z ¢oho je zjavné, Ze p je
samodruznou priamkou kolineécie . O

Priamku o' C v = h(0) nazyvame osou a bod S’ € v = h(S) stredom kolineicie .
Ak S’ € 0, nazyvame kolineiciu x elaciou.

Obrazy tbeznic kolinedcie k nazyvame Gibeznicami kolineicie . Z Tvrdenia 4.1 a
z faktu, ze h je rovnobezné premietanie, vidime, ze tibeznice kolinedcie x st rovnobezné
s osou tejto kolinedcie.

Pohlad na rez ihlanovej/kuzelovej plochy cez kolineaciu 777
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4. Kolineacie v rovine

Uvazujme rovinu E2 a jej projektivne rozsirenie E2. Nech & je Iubovoln4 kolinedciou
v tejto rovine, t.j. zobrazenie, ktoré rozne kolinedarne body zobrazi na rézne kolinedrne
body.

UbeZnica kolinedcie & je priamka, ktor4 je vzorom alebo obrazom nevlastnej priamky
B2

TVRDENIE-DEFINICIA 4.4. Nech k je kolinedcia v rovine rozna od identity. Potom

(a) kK md najviac jednu silne samodruzni priamku; ak takdto priamka existuje,
nazyvame kolinedciu osovou a silne samodruzni priamku nazgvame jej osou,

(b) kK md najviac jeden silne samodruzny bod; ak takgto bod existuje, nazgvame
kolinedciu stredovou a silne samodruzny bod nazjvame jej stredom.

Dékaz. (a) Nech p, ¢ st silne samodruzné a nech A je lubovolny bod neleziaci na ziadnej
z nich. Vedme bodom A dve roézne priamky 71 a 9. Body r1 Np a r1 N ¢ st pevné, preto
je priamka 1 samodruznd, podobne pre ry. Kedze A € r1 aj A € r9, je A je pevny bod
kolineacie, teda kolinedcia by musela byt identitou.

(b) Nech S, T st silno samodruzné body. Nech A je lubovolny bod rézny neleziaci
na ﬁ Priamky jﬁ a 1<4.T) st podla predpokladu samodruzné, preto A je pevny bod. V
faktu, ze ide o kolineaciu, potom tvrdenie plati aj pre body na . O

LEMA 4.5. Nech k je osovd kolinedcia roviny a nech bod A nelezi na osi kolinedcie

(i) Ak A je samodruzny, potom je silne samodruzny.
(ii) Ak A nie je samodruzny, potom je samodruznou priamka AI{(A;.

Dékaz. (i) Kazda priamka p prechddzajica bodom A mé dva pevné body: A aj pNo, a
preto je samodruznou. Teda A je silne samodruzny bod.

(ii) Ak A° = Ar(A) o, tak r(A°4) = A°k(A) = ToA. O

V predchadzajicom odseku (3.2 Priemet kolinedcie medzi rovinami) sme za os resp.
stred kolinedcie povazovali vzdy vlastni priamku resp. vlastny bod. Naozaj je prave
toto situécia, s ktorou sa v praxi deskriptivnej geometrie stretdavame. V skutocénosti
ale ni¢ nebrani vziat napriklad ako stred kolinedcie niektory nevlastny bod. Ked toto
pripustime, mézme ukazat nasledovnu vetu.

VETA 4.6.

(i) Osovd kolinedcia roviny je aj stredovou kolinedciou.
(ii) Stredovd koliendcia roviny je aj osovou koliendciou.

Dékaz. (i) Nech o je os kolinedcie k. Ndjdeme stred kolineacie k.

Nech A je bod neleziaci na osi. Ak A je samodruzny, tak je podla Lemy 4.5(i) uz
stredom kolineédcie. Nech teda A nie je samodruzny bod. Nech B je dalsi bod neleziaci

ani na osi o ani na priamke Ax(A). Ak B nie je samodruzny (inak by bol uz stredom

kolinedcie), méme samodruné priamky Ar(A) a Ax(B) (Lema 4.5(ii)). Potom bod
S = Ak(A) N Br(B) je samodruzny.
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Hladanie stredu osovej kolineacie, vlavo: stred je mimo osi, vpravo: na osi

Ak S nelezi na osi o, je silne samodruznym (Lema 4.5(i)), a teda stredom kolineacie «.

Nech S € o. Nech C je bod neleziaci na ziadnej z priamok o, Ax(A) a Br(B).
Predpokladajme, ze samodruznd priamka Ck(C) neprechiddza bodom S. Potom T =
m ﬁm by bol samodruzny bod neleziaci na osi o, islo by teda o silne samodruzny
bod. Potom aj priamka ﬁ by bola samodruzna, a kedze ﬁ = m , priamky m
a Bk(B) by sa pretali v dvoch réznych bodoch S a T

(ii) Pri konsStrukcii dékazu sa moézme opriet o princip duality, velmi casto vyuzi-
vany v projektivnej rovine. Body a priamky st navzdjom dudlnymi konceptami: tak
ako lubovolné dva roézne body jednoznac¢ne urc¢uju priamku, tak aj dve rézne priamky
jednoznacne urc¢uju bod — ich priese¢nik. Podobne ako kazda priamka obsahuje neko-
necne vela bodov, na druhej strane kazndym bodom prechadza nekonec¢ne vela priamok.
Z dokazu v casti (i) skonstruujeme dokaz tvrdenia (ii) tak, ze slovo , priamka“ nahra-
dime slovom ,,bod“ a naopak, slova ,lezat na“ nahradime spojenim ,, prechiddzat cez*
atd. Najprv sformulujeme a dokdzeme dudlne tvrdenie k Leme 4.5 a potom dokazeme
samotné tvrdenie (ii) tejto vety. O

NA ZAMYSLENIE. Na precvicenie dokazovania sa skuste zamysliet, ako by ste vyar-
gumentovali, ze

e kazda slabo samodruzna priamka osovej kolineacie prechadza stredom tejto
kolineacie,
e kazdy slabo samodruzny bod osovej kolinedcie lezi na osi tejto kolineécie.

Zhrime si nase poznatky: nech x je osové kolinedcia. Potom

k ma jedinu silne samodruzni priamku, ktori volame osou kolineécie,

k ma presne jeden silne samodruzny bod, ktory volame stredom kolineécie,
vSetky slabo samodruzné priamky prechadzaju stredom kolineacie,

vSetky slabo samodruzné body lezia na osi kolineacie.

NA ZAMYSLENIE. Zamyslite sa nad zobrazeniami roviny, ktoré uz poznate, uchopte
ich ako kolineécie:

(a) osovéa stimernost,
(b) osova afinita.
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(c) otocenie,
(d) rovnolahlost,
(e) posunutie.

Ktoré z nich st osovymi/stredovymi kolinedciami? Je niektoré z nich elaciou?

4.1. Osova (stredova) kolineacia v praxi deskriptivnej geometrie. V tejto
Casti bude kolinedcia k osovou (t.j. aj stredovou) kolinedciou, pricom jej stred je vlastny
bod a tiez os bude vzdy vlastnou priamkou. Pripominame, Ze pod rovnobeznosfou pria-
mok v rozsirenej (t.j. projektivnej) rovine rozumieme, ze spoloény bod priamok je ne-
vlastny bod.

TVRDENIE 4.7. Osovd kolinedcia k je jednoznacne uréend svojim stredom S, osou o
a obrazom jedného bodu A, pricom body S, A a k(A) st navzdjom rozne kolinedrne body.

Dokaz. Nech X je Iubovolny bod neleziaci na priamke j4—§ . Ak X nelezi na osi o (a teda
nie je samodruzny), je jeho obraz v kolnedcii £ urceny nasledovne:

(1) nech X°=o0nN XA (XOR(A; je obrazom ﬁ),

(2) potom k(X) = XOH(A; n5X.
Bod X? alebo bod k(X) moze byt nevlastny.

° «k(A)

Ak X € j4—§ , zostrojime si najprv obraz Iubovolného nie pevného bodu neleziaceho
na AS a pomocou neho obraz bodu A. O

TVRDENIE 4.8. Nech k je osovd kolinedcia. Potom tubeznice kolinedcie k st rovno-
bezné s osou.

Doékaz. Pre Iubovolnt priamku p, ktord nie je samodruznou, plati, Ze priesecnik osi
kolineécie a priamky p je pevny bod, teda je aj priesecnikom p a k(p).

Nevlastna priamka E2, mé s osou spoloény nevlastny bod osi, preto aj jej obraz
x(E2,) bude mat s osou tento spolo¢ny bod, t.j. priamka x(E2,) je s osou rovnobezna.

To isté plati pre vzor nevlastnej priamky, lebo je zaroven obrazom nevlastnej priamky
v kolineécii k1. O

Vidime, ze ak kolineécia k ma silne samodruzni priamku, ma nutne aj viacero dalsich
vlastnosti, ktoré ma aj kolineécia, ktori sme dostali priemetom stredového premietania
roviny « na rovinu §: existuje aj stred kolinedcie a ibeznice kolineacie si rovnobezné s
jej osou. Preto uz asi nasledovné tvrdenie nie je velmi prekvapivé:
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TVRDENIE 4.9. KaZdd osovd kolinedcia, ktorej os aj stred su vlastné, je kolmym
priemetom nejakej stredovej kolinedcie medzi dvoma rovinami.

Dékaz. Nech k je skiimand osova kolinedcia. Nech S je jej stred a o je jej os. Nech bod
A sa zobrazi do bodu k(A). Stvorica S, 0, A, k(A) kolinedciu x jednoznaéne urcuje.

Vnorme rovinu, ktori s transformuje, do trojrozmerného priestoru a ozna¢me ju
(v stlade s oznacenim pouzitym v Casti 3.2 Priemet kolinedcie medzi rovinami) ako ~.
Oznacenia urcujucich prvkov kolinedcie ponechajme bezo zmeny.

Dalej nech 8 je rovina totozna s rovinou v a nech « je rovina réznobeznda s 3 tak,
aby priesecnicou aN~y bola os 0. Zaroven nech « nie je kolmé na ~. Smer rovnobezného
premietania nech je kolmy na rovinu .

Oznac¢me priemet bodu A € 7 do roviny « (vo zvolenom smere, t.j. kolmo na =) ako
A. Nech [ je priamka prechddzajica bodom S € 7 kolmd na . Kedze A,k(A), A aj S
lezia v jednej rovine, ktora je kolméa na v, lezi v tejto rovine aj priamka [, a teda je s

priamkou Ax(A) roznobeznd; oznacme ich priesecnik ako S.

.S
B=r
A 5 K(A)
«h ' (S)

Nech k je stredové premietanie medzi rovinami o — 3 so stredom S. Nech A je kolmé
premietanie do roviny 7. Ako v Casti 3.2 nech h, resp. hg je restrikcia h na a resp. 8 a
nech

fF=hgokohy' =koh,
Kedze k je zlozenim kolinécii, je tiez kolineaciou. Lahko sa presvedc¢ime, ze

e 0 je priamkou samodruznych bodov kolineicie &, lebo vsetky body priamky o
st pevnymi v zobrazeni h, aj v zobrazeni k;

e kazda priamka roviny ~ prechiadzajica bodom S je samodruznou v kolineacii
%, lebo jej premietacia rovina v zobrazeni h;! splyva s premietacou rovinou
priamky h;1(l) C a v zobrazeni k;

e K(A) =k(A).

Teda & = k. O

DOSLEDOK 1. Nech S je stred a o os kolinedcie. Nech vy je obraz nevlastnej priamky
v tejto kolinedcii a nech u je vzor nevlastnej priamky. Potom orientovand vzdialenost
stredu S od 1beznice u sa rovnd orientovanej vzdialenosti ubeznice v1 od osi o.



54 4. OSOVA KOLINEACIA

Dokaz. Rozlozime kolinedciu x ako v dokaze Tvrdenia: k = ko hgi, kde h, je kolmé

premietanie &« — v a k je premietanie &« — [ = 7 so stredom (5). Ozna¢me eSte
~ —1
v = ha (Ul).

Priemet vsetkych tychto prvkov kolmo do roviny kolmej na os o je na obrazku.

Vidime, ze ouSv; je rovnobeznik a vy, S st kolmé priemety v1 a S na priamku .
Odtial vyplyva dokazovana vlastnost. O

DOSLEDOK 2. KaZdd osovd kolinedcia zachovdva dvojpomer Stvorice bodov.

Dokaz. Okrem Tvrdenia 4.9 vid aj Tvrdenie 4.2. O

5. Zhrnutie

Stadium kolinacii projektivnej roviny je velmi zaujimava a obsiahla oblast geometrie.
Zdaleka sme tuto triedu transformécii nepokryli tak systematicky ako predchadzajuce.
Urobime si preto eSte zhrnutie, aby sme si ujasnili, ¢o vieme a ¢o zatial mozno iba
tusime. Venovat sa téme budete este zvlast na predmete ,, Projektivna geometria®.

Vychadzame z definicie, Ze kolineécia je zobrazenie, ktoré trojicu navzajom réznych
kolinearnych bodov zobrazi na trojicu navzidjom roéznych kolinearnych bodov.

e Kolineacia rovny je bijektivne zobrazenie roviny do seba.

e Kolinedcia zachovava dvojpomer Stvorice bodov (pre osovi kolinedciu Dosle-
dok 2 Tvrdenia 4.9).

e Osova kolinedcia je aj stredovou kolinedciou a naopak (Veta 4.6).

e Kazda osova kolinedcia k je jednoznacne urcend Stvoricou S, o0, A, k(A), kde
S, A, k(A) st tri navzajom rozne kolinearne body (Ddsledok 1 Tvrdenia 4.9).

e Tiez naopak, pre kazdu stvoricu S, 0, A, k(A), kde S, A,k(A) ¢ 0 a S, A, k(A)
st tri navzajom rozne kolinearne body, existuje prislusna kolineacia.

Cvicenia
10. Que? daco, ze stred sa zjavne nezobrazi na stred, napr., skratka, ze kolineacia

nemusi zachovat deliaci pomer.

11. Nech k je osova kolineicia. Potom kazda slabo samodruzna priamka precha-
dza silne samodruznym bodom. Inak: Vsetky slabo samodruzné priamky prechadzaju
spolo¢nym bodom, ktory je silne samodruzny. Dokazat.

12. Sformulovat a dokdzat dudlne tvrdenie k Leme 4.5

13. Dokazat Vetu 4.6 (ii).



KAPITOLA 5
Kuzelosecky

1. Elipsa ako afinny obraz kruznice
1.1. Kruznica. Je dand stredom S € E? a polomerom r € R, r < 0 ako mnozina
bodov, ktorych vzdialenost od stredu S je r:
k={X cE?||XS|=r}.

7 tejto definicie potom uz lahko odvodime rovnicu kruznice. V Specidlnom pripade,
ak S = (0,0), tak bod X = (z,y) lezi na kruznici prave vtedy, ked /22 +y? = r.
Tato rovnost standardne upravujeme tak, aby sme sa vyhli odmocnine. Dostdvame tak
implicitni rovnicu kruznice, t.j. ¢osi ako vseobecnil rovnicu:

Pri hladani rovnice pre kruznicu so stredom v Iubovolnom bode S = (m,n) moézme
uvazovat dvoma sposobmi:

(a) Priamo z definicie kruznice musi pre bod (z,y) kruznice platit, ze

(@, y)(m,n)| = r
Ve mP it P = 1
(z—m)*+(y—n)? = r%

Ak to nie je pre nejaké nésledné vypocty potrebné, rovnicu pre prehladnost
nechdvame v tomto tvare, neroznasobujeme.

(b) Rovnicu kruznice odvodime tivahami o jej posunuti tak, aby stred kruznice sply-
nul so zaciatkom siradnicovej sustavy. Postvat teda budeme o vektor (—m, —n),
¢im sa bod so siradnicami (z,y) zobrazi do bodu so siradnicami (x—m,y—n).
Uvazujeme napriklad takto: bod (x,y) lezi na kruznici so stredom S = (m,n)
a polomerom r prave vtedy, ked posunuty bod (z — m,y — n) lezi na kruznici
s tym istym polomerom a so stredom v zaciatku sdiradnic, t.j. ked

(@ —m)* + (y —n)* =1

PRIKLAD. Aku kruznicu popisuje rovnica
32?2 +3y? — 122 + 4y + 12 = 07
1.2. Elipsa. V kapitole o osovej afinite sme si predstavili elipsu najprv ako obraz

kruznice v kolmej osovej afinite. Analyticky: nech k& ma stred v zaciatku stradnic a
polomer a, teda jej rovnica je

(2) 2 4y = a’,

55
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Tato rovnicu mézme tiez zapisat

®) (2) () -1

¢o sa spolu d4 ¢itat: , to, Ze bod (z,y) spliia nasu rovnicu (2), znamend, ze bod (z/a,y/a),
lezi na jednotkovej kruznici, vid (3).

Nech osou afinity je xz-os a nech této afinita zobrazuje bod (0,a) do bodu (0,b),
(b > 0). Vieme, ze obrazom kruznice s polomerom a bude elipsa s poloosami a a b.
Navyse z postupu jej zostrojenia rychlo zistime, ze rovnicou tejto elipsy je

0 ORC

Z definicie elipsy ako obrazu kruznice v kolmej osovej afinite sme odvodili mnohé uzito¢né
vlastnosti elipsy. Nasledne sme si zdévodnili, Ze elipsu s tymito vlastnostami dostaneme
ako obraz kruznice v lubovolnej afinite (Veta 3.11). Preto je obrazom elipsy v afinite
znovu elipsa (kruznicu chdpme ako $pecidlny pripad elipsy).

Vratme sa k obrazu kruznice v kolmej afinite. Na takuato afinitu mézme nahliadnut
ako na rovnobezné premietanie medzi rovinami a obraz kruznice moézme vidiet ako rez
rotacnej valcovej plochy rovinou.

OTAzKA 1. Uvazujte rotacni valcovii plochu. Aké ttvary moézu vzniknit ako rezy
tejto plochy rovinou?

NA ZAMYSLENIE. Majme rota¢nt valcovi plochu V s polomerom 1, t.j. polomer
kruznice k leziacej v rovine a kolmej na os rotacie valcovej plochy je 1. Nech rovina
zviera s rovinou « uhol ¢ (0 < ¢ < 7/2). Aké st dlzky poloosi elipsy V N 57

1.3. QD veta pre valcovi plochu: metricka definicia elipsy.

OTAZKA 2. Nech S je sféra (gulovd plocha) a nech B je vonkajsi bod sféry. Nech ¢ je
priamka prechadzajica bodom B a dotykajica sa sféry S v bode T'. Zddvodnite, preco
dlzka | BT'| nezavisi od volby doty¢nice ¢.

VETA 5.1. [Quetelet-Dandelin, QD] Nech V je rotacnd valcovd plocha a nech 3 je
rovina takd, Ze SNV je elipsa, ktori oznacime &.
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Nech §1, S su sféry vpisané do V a dotygkajice sa roviny B z navzdjom opacnijch
stran od 8 (tzv. Dandelinove sféry), body dotyku nech si Fy a Fs.

Potom sucet vzdialenosti

|PFy| + | PF5]

je konstantny pre vsetky P € £.

Dokaz.

Nech P je Tubovolny bod elipsy € = 5 N V. Kedze rovina § sa dotyka sféry S1 v bode
Fy, je priamka £ P dotycicou sféry &1 v F1.

Uvazujme priamku na valcovej ploche prechddzajicu bodom P (tzv. tvoriaca priam-
ka valcovej plochy). Tato priamka je tiez dotycnicou sféry Si, bod dotyku Pj lezi na
kruznici, pozdlz ktorej sa &1 dotyka valcovej plochy. Preto

|PFy| = |PPy
(vid Otazka 2).

Analogicky skonstruujeme bod P, na dotykovej kruznici sféry Sy a valcovej plochy
tak, ze

|PFy| = |PPs|.
Preto
‘FIP‘ + ‘PFQ' = ’P1P’ + ’PPQ’ = ‘P1P2|,
pricom vzdialenost bodov P; a P» nezavisi od volby bodu P € £. O

Vlastnost elispy odhalena QD-vetou pre rota¢nii valcovii plochu umoznuje alterna-
tivnu definiciu elipsy.

Elipsa je tak dand dvoma réznymi bodmi Fi, F» (ohniskami) v rovine a kladnym
redlnym ¢islom a, pre ktoré navyse musi platit 2a > |F, F|. Sama elipsa je potom
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definovana ako mnozina takych bodov roviny, ktorych sucet vzdialenosti od ohnisk je
konstantné. Presnejsie:

E={X cB?||XF|+|XF,| = 2a}.

Pre odvodenie implicitnej rovnice elipsy (t.j. rovnice, ktord spliiaji presne body elipsy)
vlozime vhodnym sp6sobom situaciu do stiradnicovej ststavy. Oznacme

e = ’FlFQ‘/2,

¢islo e je (linedrna) excentricita elipsy. llahko nahliadneme, ze dané ¢islo a je dizkou
hlavnej poloosi a ze medzi dlzkami poloosi a linedrnou excentricitou je vztah
(5) a? = b* + 2.
Zvolime teraz suradnice tak, ze stred elipsy je v zaciatku stiradnic a ohniska lezia na
x-osi, teda

Flz(_e70)a FZZ(eaO)
a koneCne moézme pristipit k odvodeniu rovnice elipsy. Bod X = (x,y) lezi na elipse
prave vtedy, ked

(@, 9)(=€,0)[ + [(z,y)(e,0)| = 2a
Vie+eZ+y+V(@—e?+¢? = 2a

Trpezlivymi a pozornymi tpravami (dvakrat treba rovnicu umocnit, vyuzit vztah (5))
sa nakoniec dopracujeme ku kvadratickej rovnici
2 2
x
— + yf — 17
a? b2

ktortd nazyvame kanonicka rovnica elipsy.

PozNAMKA. Tito istt rovnicu sme dostali, aj ked sme elipsu analyticky popisovali
ako obraz kruznice v kolmej afinite, vid (4). Mame tak popri QD-vete vlastne druhy
dokaz tvrdenia, ze elipsa definovand ako afinny obraz kruznice je taky isty utvar ako
mnozina bodov s konStantnym stictom vzdialenosti od danych dvoch ohnisk.

Okrem linedrnej excentricity e priradujeme elipse aj numericka excentricitu e:
e
€= —.
a
Numerickd excentricita popisuje tvar elipsy, presnejsie, ako velmi sa elipsa 1isi od kruz-

nice. Na rozdiel od linedrnej sa numerickd excentricita zachovava pri skalovani.

NA ZAMYSLENIE. Aké hodnoty moéze nadobtdat numerickd extentricita elipsy?

Vratme sa spat k vseobecnej rovnici elipsy. Ak by sme chceli zapisat rovnicu elipsy
so stredom v bode S = (m,n), hlavnou osou rovnobeznou s z-osou, na zaklade tvah
vykonanych pri kruznici len urobime posunutie a dostaneme

x —m)? —n)?
( - ) +(ybz)

PRrIKLAD. Akt elipsu (kde m4 stred, vrcholy, aki mé excentricitu) popisuje rovnica

=1.

o 222 4+ 5942 - 10=0,
o 4 +4x +9y? —6y+6=0,
o 522 + 62 + 5y% — 8y + 10 = 0?
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2. Kuzelosecky st rezmi kuzelovej plochy (QD-vety)

Majte teraz rotacnu kuzelovi plochu K. Rovina a nech je kolmé na os rotacie a
neobsahuje vrchol kuzelovej plochy, teda k = o N K je kruznica.

NA ZAMYSLENIE. Aky utvar mdézme dostat ako prienik roviny a kuzelovej plochy,
ak rovina prechadza vrcholom tejto plochy?

Nech g je Tubovolné rovina neprechadzajica vrcholom S kuzelovej plochy K.

Topologicky rezom rotacnej kuzelovej plochy rovinou mézme dostat tri rézne krivky,
v zavislosti od uhla, ktory s osou roticie plochy K zviera na jednej strane rovina f
(oznacme tento uhol #) a na druhej strane tvoriace priamky kuzelovej plochy (uhol ¢).
Mobzme dostat

e suvisli ohranicend krivku, ak 8 > ¢
e suvisli neohranicend krivku, ak 8 = ¢, alebo
e nesuvisli neohranicend krivku pozostavajicu s dvoch komponent, ak 6 < ¢.

Je uzitotné mat na pamaéti, ze hladat rez plochy X rovinou  je to isté ako hladat
obraz kruznice k v stredovom premietani so stredom S a priemetnou 3. Krivka K N S8
je tak obrazom kruznice k = K N a v osovej kolineacii medzi rovinami « a 3

OTAZKA 3.

(a) Nech 6 < ¢, teda k sa zobrazi na krivku pozostavajicu z dvoch komponent.
Ktoré body kruznice k sa zobrazia na nevlastné body roviny 37

(b) To isté zadanie ako v Casti (a), ale nech 6 = ¢, ¢ize obrazom kruznice je stvisld
neohranicena krivka.

2.1. Elipsa ako rez kuzelovej plochy. Zamierame sa najprv na prvy pripad, ked
prienikom K N B je stvisld ohranicend krivka.

VETA 5.2 (Quetelet-Dandelin, QD). Nech K je rotacnd kuZelovd plocha. Nech rovina
B meprechddza vrcholom tejto kuZelovej plochy a nech zviera s osou rotdcie uhol vacsi,
ako s osou rotdcie zvieraji tvoriace priamky K.
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Potom KN B je elipsa. Navyse, ak S1, Sy st sféry vpisané do K tak, Ze sa dotykaji
roviny 8 z navzdjom opacnych stran (tzv. Dandelinove sféry), body dotyku sfér Si, Sa
s rovinou 3 su ohniskd tejto elipsy.

Dékaz. Pomocou obrazku si skiste premysliet detaily dokazu samostatne. Postupuje sa
presne tak isto, ako pri dokaze Vety 5.1.

O

DOSLEDOK. Nech tibeznica u je vzorom nevlastnej priamky v stredovej kolinedcii k.
Ak kruznica k nemd s u spoloény Ziaden bod, potom k(k) je elipsa.

2.2. Metricka definicia hyperboly. Nech Fi, F; € E? st rozne body (tzv. oh-
niskd) a nech a je kladné redlne ¢islo, pre ktoré plati 2a < |Fi, F3|. Hyperbola je
mnozina takych bodov roviny, ktorych rozdiel vzdialenosti od ohnisk je 2a:

H={X cE?|||XF| - |XF|| = 2a}.

Implicitni rovnicu hyperboly odvodime presne tak, ako sme to urobili pre elipsu.
Nech
e = |F1Fy|/2,

¢islo e je (linedrna) excentricita hyperboly. Ozna¢me b kladné redlne ¢islo, pre ktoré
plati

(6) e* =a’+ .



2. KUZELOSECKY SU REZMI KUZELOVEJ PLOCHY (QD-VETY) 61

(Pozor na rozdiel oproti elipse!) Znovu zvolime siradnice tak, aby ohniské lezali na z-osi
stmerne podla y-osi:
F1 = (—6,0), F2 = (6,0)
Bod X = (x,y) potom lezi na hyperbole prave vtedy, ked
[1(z, y) (=€, 0)| = [(z,)(e, 0)] 2a
‘\/(x+e)2+y2— Vie—e)?2+y? = 2a.

Algebraickymi upravami nakoniec dostaneme rovnicu

2 2

€T Yy

ktort nazyvame kanonicka rovnica hyperboly.

K dalsej terminoldgii:
e Pre hyperbolu s rovnicou (7) sa priamky

b
y==+-x
a

nazyvaju asymptotami hyperboly. St to priamky, ktoré nemaji s hyperbo-
lou ziaden spolo¢ny bod. Vseobecnejsie, priamka tvaru y = kx, je secnicou
hyperboly prave vtedy, ked k € (—b/a,b/a).

e Priesecnik asymptot hyperboly je stred hyperboly. Stred hyperboly je tiez
jej stredom stimernosti.

e Priamka F1F5 je hlavna os hyperboly. Body hyperboly na hlavnej osi, t.j.
body (—a,0). (a,0) st vrcholy, alebo tiez hlavné vrcholy hyperboly. Dizka
a, ktord je tiez vzdialenostou hlavného vrchola od stredu hyperboly, je dizka
hlavnej poloosi.

e Priamka prechddzajica stredom hyperboly a kolma na hlavni os je vedlajsia
os hyperboly. Veli¢ina b sa nazjva dizkou vedlajSej poloosi hyperboly. Body
(0, —b) a (0,b) na vedlajSej osi sa nazyvaju vedlajsimi vrcholmi hyperboly.
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Pozor: vedlajsie vrcholy nie s bodmi byperboly! St ale (hlavnymi) vrcholmi
tzv. konjugovanej hyperboly k hyperbole (7), t.j. hyperboly s rovnicou

$2 y2

a? b2
e Charakteristicky trojuholnik hyperboly je pravouhly trojuholnik s dlz-
kami strdn a, b, e, ktorého dva z vrcholov st stred a hlavny vrchol hyperboly
a jeho treti vrchol lezi na asymptote hyperboly, vid obrazok.
e Hlavné aj vedlajsia os hyperboly st aj osami jej simernosti.
e Ak e je linedrna excentricita hyperboly a a je dlzka jej hlavnej poloosi, potom
e= &
a
je numericka excentricita hyperboly. Numerickd excentricita hyperboly je
vzdy vécsia ako 1. Numerickd excentricita sa (na rozdiel od linedrnej) podob-
nostou zachovava.

= 1.
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2.3. Hyperbola ako rez kuzelovej plochy.

VETA 5.3 (Quetelet-Dandelin, QD). Nech K je rotac¢nd kuzelovd plocha. Nech rovina
B neprechddza vrcholom tejto kuzelovej plochy a nech zviera s osou rotdcie uhol mensi,
ako s osou rotdcie zvieraji tvoriace priamky K.

Potom KNS je hyperbola. Navyse, ak S1, So st sféry vpisané do K tak, Ze sa dotykaji
roviny 8 (Dandelinove sféry), body dotyku sfér S1, Sa s rovinou B si ohniskd tejto
hyperboly.

Dokaz. Dokazuje sa presne tak isto, ako v pripade elipsy. Tentokrat bod P z rezu SN
nelezi medzi bodmi P; a P, na tvoriacej priamke K ale zvonka tsecky P P,, inak dokaz
postupuje rovnako.

O

DOSLEDOK. Nech tbeznica u je vzorom nevlastnej priamky v stredovej kolinedcii k.
Ak u je secnicou kruznice k, potom k(k) je hyperbola.

2.4. Metricka definicia paraboly. Nech d je priamka a F bod v rovine E?, pri¢om
F nelezi na d. Parabola je mnozina takych bodov roviny, ktoré maji od F' a d rovnaka

vzdialenost:
P={XcE?||XF|=|Xd|}.
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Bod F nazyvame ohniskom a priamku d riadiacou priamkou (directrix) paraboly
P. Vzdialenost p = |F'd| sa nazyva parameter paraboly.

Pre odvodenie implicitnej rovnice zvolime stradnicovi sustavu tak, ze F' = (p/2,0)
a d je rovnobeznd s y-osou a x-os pretina v bode (—p/2,0). Bod X = (z,y) vtedy lezi
na parabole, ked

@9) (5.0)] = I@wa

_EY 2 _ r
(x 5 +vy x+2

odkial nakoniec dostaneme kanonickt rovnicu paraboly:
y2 = 2px.
Os sumernosti paraboly, pre parabolu v uvedenom kanonickom tvare ide o z-os,
nazyvame aj os paraboly. Bod paraboly na jej osi je vrchol paraboly.

Numericka excentricita paraboly je rovna 1.

2.5. Parabola ako rez kuzelovej plochy.

VETA 5.4 (Quetelet-Dandelin, QD). Nech K je rotacnd kuZelovd plocha. Nech rovina
B neprechddza vrcholom tejto kuzelovej plochy a nech zviera s osou rotdcie rovnako velky
uhol ako tvoriace priamky K.

Potom KNS je parabola. Navyse, ak S je sféra vpisand do K tak, Ze sa dotgka roviny
B (Dandelinove sféra), bod dotyku sféry S s rovinou [ je ohnisko tejto paraboly.

Dokaz.
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Bod dotyku sféry S s rovinou § ozna¢me F. Dalej ozna¢me ako a rovinu, v ktorej lezi
dotykova kruznica sféry S a kuzelovej plochy K. Nech d je priese¢nica rovin a a 5.

Pre Iubovolny bod P krivky KN 3 nech P; je bod sféry S leziaci na tvoriacej priamke
prechadzajticej bodom P a nech Pt je kolmy priemer P na priamku d v rovine 3. Ako
pri predchadzajtcich dékazoch, aj tu plati, ze

(8) |[PP| = |PF|.
—
Navyse podla predpokladu o rovine [ vieme, ze priamky ?Pl a PP zvieraju s rovinou
a zhodné uhly. Odtial uz mézme usudit, ze
|PPy| = |PP|,

¢o spolu s (8) dokazuje tvrdenie vety. O

—>

NA ZAMYSLENIE. Vyargumentuje detailnejsie, preco z faktu, ze priamky ﬁPl a PP+

zvierajii s rovinou a zhodné uhly, vyplyva, ze |PPy| = |PP*|. (Premietnite si bod P
kolmo do roviny « a overte, Ze ste tak ziskali dva zhodné trojuholniky.)

DOSLEDOK. Nech tbeznica u je vzorom nevlastnej priamky v stredovej kolinedcii k.
Ak u je dotycnicou kruznice k, potom (k) je parabola.
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3. Este nieco malo k terminolégii kuzZeloseciek

Elipsa a parabola rozdeluju rovinu na dve suvislé oblasti. Hyperbola sa javi rozde-
lovat rovinu na oblasti tri. No kedZe vieme, Ze ide o obraz kruznice v kolineécii, dve z
tychto oblasti st obrazom jednej oblasti uréenej kruznicou, a preto na ne aj v pripade
hyperboly budeme nahliadat ako na jednu oblast.

Mnohé pojmy spojené s kuzeloseckami a tiez ich vlastnosti mézme velmi jednoducho
a pohodlne odvodit z faktu, ze kazda kuzelosecka je obrazom kruznice v nejakej koli-
nedcii. Tak vnatrom kuzelosecky nazyvame ta oblast roviny, ktora je obrazom vnutra
kruznice, druha oblast urcend kuzeloseckou je jej vonkajSkom.

Vsimnite si, ze vnutorna oblast kuzelosecky je v kazdom pripade ta oblast, ktorad
obsahuje aj jej ohniska v pripade elipsy a hyperboly (stred kruZnice tu povazujeme za
dvojicu splyvajucich ohnisk elipsy), ¢i ohnisko v pripade paraboly.

Kolineacia zachovava incidenciu utvarov a tiez bijektivne zobrazuje priamky na
priamky. Tento fakt mézme vyuzit pri skimani vzdjomnej polohy priamky a kuzelo-
secky. Velmi rychlo tak ziskame dalSie vlastnosti a pojmy a to vdaka tomu, Ze st nam
doverne zname v pripade kruznice a kolineacia ich zachovava:

e [ubovolna priamka ma s kuzeloseckou spolo¢né najviac dva body.

e Nesecnica nemé s kuzeloseckou spoloény ziaden bod a celd sa nachadza vo
vonkajsej oblasti kuzelosecky.

e Dotyc¢nica ma s kuzeloseckou spolo¢ny jediny bod, vsSetky ostatné body do-
tyCnice st vonkajsimi bodmi kuzelosecky.

e Kazdym bodom kuzelosecky prechddza prave jedna dotycnica.

e Secnica ma s kuzeloseckou spolo¢ny jeden alebo dva body a okrem nich obsa-
huje vnitorné aj vonkajsie body kuzelosecky.

Ak by sme brali do ivahy aj nevlastné body roviny, secnica by vzdy pretinala kuzelosecku
v dvoch bodoch. Pokial uvazujeme len vlastné body, v pripade paraboly aj hyperboly
existuju secnice, ktoré ju pretinaju len v jednom bode. Smery (t.j. nevlastné body)
takychto se¢nic nazyvame asymptotické smery kuzelosecky. Inak povedané: asympto-
tickymi smermi kuzelosecky su jej nevlastné body. Hyperbola ma tak dva asymptotické
smery, parabola jeden a elipsa nemd ziaden (redlny) asymptoticky smer.

Sprievodi¢ bodu kuzelosecky je priamka spajajica tento bod s ohniskom kuzelo-
secky. Elipsa a hyperbola tak prirodzene maju dva sprievodice. Pre parabolu dodefi-
nujeme druhy sprievodi¢ ako priamku s asymptotickym smerom prechddzajicu danym
bodom. Pod diZzkou sprievodi¢a rozumieme

(a) vzdialenost prislusného bodu a ohniska;
(b) v pripade paraboly a jej sprievodica s asymptotickym smerom ide o vzdialenost
prislusného bodu od riadiacej priamky.

Vonkajsi uhol sprievodicov je uhol urceny sprievodi¢mi bodu kuzelosecky, ktorého
jedno rameno smeruje dovnitra kuzelosecky a druhé von.
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4. Elipsa
4.1. Dotycnice elipsy.

OTAZKA 4. Preco je dotycnica ku kruznici kolmé na polomer prechddzajuci bodom
dotyku?

OTAzKA 5. Nech body A, B lezia na jednej strane od priamky p. Nech X je taky

bod na p, ze vzdialenost |AX |+ |BX]| je minimélna. Preco priamky AX a zvieraja
s p zhodné uhly?

VETA 5.5. Nech P je bod elipsy a t nech je dotycnica tejto elipsy v bode P. Potom

sprievodice bodu P zvieraju s dotycnicou t zhodné uhly. Ekvivalentne: dotycnica elipsy
rozpoluje vonkajsi uhol sprievodicov.

Dékaz. Nech X € t je Iubovolny bod rézny od P. Bod X je vonkajsim bodom elipsy,
preto

|F1X| + |XF2| > |F1P| + ‘PFQ‘,

kde F7 a F5 st ohniska elipsy.

Vidime, ze bod P je presne tym bodom priamky ¢, pre ktory je sicet jeho vzdialenosti
od ohnisk minimélny. Odtial dostavame tvrdenie vety (vid Otézka 5). O

4.2. Elipsa ako obraz kruzZnice v kolineécii.

ZADANIE 1. Nech k je stredova kolineécia (stred kolinedcie je vlastny bod euklidov-
skej roviny) s osou 0. Majme dant kruznicu k. Nech tbeznica u (vzor nevlastnej priamky)
nepretina kruznicu k a ani sa jej nedotyka. Zostrojte obraz kruznice k v kolineécii .

Rozbor. Obrazom kruznice k v kolineécii « je elipsa, ndjdeme jej osi.

V kolineacii £ obrazom dvojice navzdjom kolmych priemerov uréite nebude dvojica
zdruzenych priemerov, ako tomu bolo v pripade afinity. Dokonca ani stred kruznice sa
urcite nezobrazi na stred elipsy, vid obrazok.



68 5. KUZELOSECKY

Teda v kolineacii nemame zarucené ani to, ze priemer kruznice sa zobrazi na priemer
elipsy. Vieme len, zZe obrazom priemeru kruznice je tetiva elipsy.

Pozrime sa ale blizsie na priemer BC kruznice k, ktory je kolmy na os o:

S

Doty¢nica b ku kruznici k£ v bode B je rovnobezna s osou o, preto aj jej obraz
b’ je rovnobezny s osou o a tiez je b’ dotycnicou elipsy &’ v bode B’; to isté plati
pre bod C.

KedZe dotycnice elipsy &’ v koncovych bodoch tetivy B’C’ st navzajom rovno-
bezné, je tetiva B’C’ urcite priemerom elipsy k’; ide o jediny priemer kruznice,
ktory sa zobrazi na priemer elipsy.

e Smer priemeru zdruzeného s priemerom B’C’ je ten isty, ako smer dotycnic o/
acd

a kedZze ide aj o smer osi o, ktory sa v kolineécii zachovava, bude mat ten isty
smer aj tetiva kruznice k, ktord sa zobrazuje na priemer zdruzeny s B'C".

Postup konstrukcie.

(1) B,C; BC je priemerom kruznice k kolmy na os o,
(2) B',C'; B' = k(B), C' = k((),
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/ Je stred tsecky B'C’,
k(0) (O je vzor O’),
; D e k OD 1 BC,
"D = /{(D),
zo zdruzenych polomerov O’'B’; O'D’ pomocou Rytzovej konstrukcie (vid od-
sek 3.6 v kapitole o osovej afinite) najdeme osi elipsy a zostrojime elipsu.

Qo

5. Parabola

5.1. Doty¢nice paraboly.
TVRDENIE 5.6. Dotycnica paraboly v lubovolnom jej bode rozpoluje vonkajsi uhol jeho

sprievodicov.

Dékaz. Vonkajsie body paraboly st presne tie body X, pre ktoré plati, ze
| Xd| < |XF],
kde d je riadiaca priamka a F' ohnisko paraboly.

Nech ¢ je os vonkajsieho uhla sprievodicov bodu P danej paraboly. Nech P; je kolmy
priemet bodu P na riadiacu priamku (t.j. PPy je sprievodi¢ bodu P). Potom z definicie
paraboly je t aj osou usecky F'Pj.

Pre bod X priamky ¢ rézny od P potom plati
[ XF|=|XFy| > [Xd],
ide teda o vonkajsi bod paraboly. Odtial vidime, Ze t je jej doty¢nicou v bode X.

Kedze kuzelosecka ma v kazdom svojom bode presne jednu dotycnicu (odsek 3),
plati aj opa¢nda implikacia: ak ¢ je jej doty¢nicou v bode P, potom t rozpoluje vonkajsi
uhol sprievodi¢ov bodu P. O

VETA 5.7.

(i) Body sumerne zdruzené s ohniskom paraboly podla vsetkych jej dotycnic tvoria
riadiacu priamku paraboly.
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(ii) Kolmé priemety ohniska paraboly na vsetky jej dotycnice tvoria dotycénicu vo
vrchole paraboly.

Doékaz. Ide o dosledok Tvrdenia 5.6.

(i) Doty¢nica v bode P je osou tsecky P;F. Bod P, je teda obrazom ohniska v stimernosti
podla dotycnice a lezi na riadiacej priamke.

Naopak nech D je Iubovolny bod na riadiacej priamke. Potom bod na osi tsecky
DF leziaci zaroven na priamke prechadzajicej bodo bodom D a rovnobeznej s osou
paraboly, je bodom paraboly, a body D a F' st osovo zdruzené podla dotycnice v tomto
bode.

(ii) Pdta kolmice z ohniska na doty¢nicu v bode P je stredom tsecky F'P;. Tvrdenie
je tak priamociarym dosledkom casti (i). O

VETA 5.8.

(i) Pre lubovolnyg smer rozny od asymptotického smeru paraboly existuje dotycnica
k tejto parabole rovnobeznd s danym smerom.

(ii) Lubovolngm vonkajsim bodom paraboly mozno viest k tejto parabole dve dotyc-
nice.

Dékaz. Vyjdeme z toho, ze Tubovolnym vlastnym aj nevlastnym vonkajsim bodom kruz-
nice prechadzaju dve jej dotycnice. Kolineacia tieto vlastnosti zachovava, preto tvrdenie
plati aj pre parabolu. Dostavame tak tvrdenie (ii) vety.

Lubovolny smer, ktory nie je asymptotickym smerom paraboly, je nevlastnym bo-
dom, ktory je vonkajsi vzhladom na parabolu. Existuji preto dve dotycnice obsahujice

tento nevlastny bod: nevlastna priamka a doty¢nica, ktoréd je predmetom tvrdenia (i).
O

ZADANIE 2. Parabola nech je urcend ohniskom a riadiacou priamkou. Pre dany smer
rozny od asymptotického smeru paraboly zostrojte k parabole dotyc¢nicu majicu dany
smer.

Rozbor. Vyuzijeme znalost, ze dotycCnica v bode P paraboly je osou useCky urcenej
ohniskom F' a péatou kolmice P; z P na riadiacu priamku.
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Postup konstrukcie. Nech F' je ohnisko, d riadiaca priamka paraboly a s nech je dany
smer dotycnice.

(1) L1 F, 1 Ls,
(2) Py; Pyednl,
(3) t; t je os FP; —t je hladana doty¢nica.

ZADANIE 3. Parabola nech je urcena ohniskom a riadiacou priamkou. Zostrojte jej
doty¢nice prechadzajice danym vonkajsim bodom.

Rozbor. Znovu vyuzijeme vlastnost dotyc¢nice, Ze je osou tisecky urcenej ohniskom F' a
péatou kolmice z bodu paraboly na riadiacu priamku.

Py

Nech B je priesecnik dotycnic tp a tg paraboly v bodoch P a Q. Potom |BP,| = |BF],
lebo tp je osou PyF'; analogicky |BQg| = |BF|. Body P;, F a Qg tak lezia na spolo¢nej
kruznici so stredom B.

Postup konstrukcie. Nech F' je ohnisko, d riadiaca priamka paraboly a B vonkajsi bod
paraboly.

(1) k; k(B,|BF),
(2) Pi,Qq; {Ps,Qa} = knNd,
(3) tp,to; tp je os FPy, tq je os FQq — tp,tq st hladané dotycnice.

5.2. Parabola ako obraz kruznice v kolineacii.

ZADANIE 4. Nech k je stredova kolinedcia Nech sa tbeznica u (vzor nevlastnej
priamky) dotyka kruznice k. Zostrojte obraz k v kolineacii .

Rozbor. Obrazom kruznice k v kolineicii k je parabola, ndjdeme jej ohnisko a riadiacu
priamku.

Akykolvek zvizok priamok so stredom na tibeznici sa v kolinedcii x zobrazi na os-
novu. Spomedzi tychto zvizkov st pre konstrukciu dolezité dva. Prvy ma stred v bode
dotyku U kruznice k s tibeznicou u. Samodruznou priamkou tohto zvéizku je a tak
sa v koline4cii zobrazi na osnovu, do ktorej patri aj os paraboly k’. Druhym dolezi-
tym zvizkom je zvizok obsahujici samodruznt priamku prechddzajicu S a kolmi na
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ﬁ . Tento zvizok sa zobrazi na osnovu kolmu na os paraboly £/, teda bude obsahovat
riadiacu priamku paraboly aj dotyc¢nicu v jej vrchole.

Postup konstrukcie.

(
(2) ;155,11 50,
(3) Ly Lelnu,
(4) m, A; m > L, m sa dotyka kruznice k v bode A réznom od U,
(5) A’; A = k(A) — A’ je vrchol paraboly £/,
(6) 003 A, o SU o je osou paraboly &/,
() T,t; Tek, T#U,T#A,tje dotycnlca kruznice k v bode T,
(8) T’,t’7 T = /@(T) t’ = K(t)
9) al’; a{/ 5T, al || o~ al” je sprievodi¢ bodu T’ paraboly K,
(10) ad’; a2’ je obraz al’ v simernosti podla dotyénice ¢’ — a3’ je druhy sprievodié

bodu T7,
(11) F; F € oNal’ — F je ohnisko paraboly &/,
(12) d; d L o, |DA’| = |FA'| - d je riadiaca priamka paraboly k'.

NA ZAMYSLENIE. Vedeli by ste pre parabolu najst kolinedciu, ktora tito parabolu
zobrazi na kruznicu?

5.3. Vizualizacia paraboly.

ZADANIE 5. (Bodova konstrukcia paraboly.) Parabolu dani riadiacou priamkou
a ohniskom vizualizujeme tak, Ze najdeme niekolko jej bodov a néasledne nacrtneme
krivku, ktord tieto body interpoluje.
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Postup konstrukcie. Nech F' je ohnisko a d riadiaca priamka paraboly. Jednotlivé body
konstruujeme z metrickej definicie paraboly:

) nech ¢ je lubovolné ¢islo nie mensie ako |dF|/2,
) L d, fid] =,

) ki k(Fc),
)

4) P; P elnk — P je bod paraboly.

Py

Ak parabolu len ¢rtame, je uzitocné poznat polomer oskulacnej kruznice v jej vrchole.

VETA 5.9. Polomer oskulacnej kruznice vo vrchole paraboly je rovny parametru pa-
raboly.

Dokaz. Nech sa kruznica so stredom na osi paraboly a polomerom r dotyka tejto paraboly
vo vrchole a pretina ju v dvoch dalsich bodoch, navzajom stmernych podla osi paraboly.

Bod P lezi na parabole, preto |PF| = |Pd|, teda
D)= et
<ac 9 +y =[x+ 5)
Z podobnosti trojuholnikov AV P+P a APP+U (oba st podobné s AV PU) zas mame

_ Y
or —zx

<8

7 tychto dvoch rovnosti po tpraviach dostaneme
2r = x + 2p.

Oskula¢nt kruznicu ziskame ako limitu, ked sa bodom P pohybujeme po parabole sme-
rom k vrcholu, teda ked x = 0. Odtial vidime, ze polomer oskula¢nej kruznice je rovny
p, parametru paraboly. O

NA ZAMYSLENIE. Ak na dvoch navzajom priamkach pospédjate body s rovnakymi
rozostupmi (vid obrdzok), objavi sa parabola. Pre¢o?



74 5. KUZELOSECKY

ST

e
e

7 Z
H1ZZ
77
7
7
7

H7
/7

117
[T
7

N
RN
RN
BRI
R

Muslia byt dané priamky na seba kolmé, aby obalkou bola ¢ast paraboly?

ZADANIE 6. (Parabola ako obélka svojich doty¢nic.) Parabolu dant riadiacou
priamkou a ohniskom vizualizujeme tak, ze vykreslime jej dotycnice.

Postup konstrukcie. Nech F' je ohnisko a d riadiaca priamka paraboly. Doty¢nice para-
boly konstruujeme podla Vety 5.7.

(1) nech D je lubovolny bod na riadiacej priamke d,
(2) t; t je os FD —t je dotycnica paraboly.

POzZNAMKA. Z projektivnej geometrie mozno uz poznate pojem duélna krivka: pre
danu krivku v projektivnej rovine ide o mnozinu jej doty¢nic chapana ako krivku v dual-
nej projektivnej rovine. Ked vizualizujete parabolu ako obalku doty¢nic, robite vlastne
bodovi konstrukciu duélnej krivky k tejto parabole.

ZADANIE 7. (Parabola ako kvadraticka Bézierova krivka.) Nech & je stredova
kolinedcia a nech sa ibeznica u (vzor nevlastnej priamky) dotyka kruznice k. Nech A, B
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st body na kruznici neleziace na u. Ndjdeme obraz oblika AB kruznice disjunktného
S u.

Rozbor. Kvadratickd Bézierova krivka je vzdy castou paraboly a naopak ktorykolvek
oblik Tubovolnej paraboly moézme interpretovat ako Bézierovu krivku.

Kvadratickd Bézierova krivka je urcend troma riadiacimi vrcholmi. Prvy a posledny
vrchol interpoluje ako zaciatocny a koncovy bod krivky. Prostredny riadiaci vrchol zas
urcuje smery dotycnic v zaciato¢nom aj koncovom bode krivky.

Postup konstrukcie.

1) A,B; A,Be€k, A,B ¢ u,
2) Al A" = k(A),

) ta; ta je doty¢nica kruznice v bode A,

) t'4s thy = K(ta),

) B, tp, t)3 — analogicky,

) C; Cetyntly,

) Bézierova krivka s riadiacimi vrcholmi A’ C, B’ je obraz oblika AB v koline-
acii k.

(
(
(3
(4
(5
(6
(7

6. Hyperbola

6.1. Dotycnice hyperboly.

TVRDENIE 5.10. Dotycnica hyperboly v lubovolnom jej bode rozpoluje vonkajsi uhol
jeho sprievodicov.
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Doékaz. S oznacenim podla metrickej definicie hyperboly pre jej vonkajsie body plati, ze
|| X F1| — | X F3| < 2a,

pre vnutorné plati opa¢néd nerovnost.

Bez ujmy na vSeobecnosti nech bod P lezi na vetve paraboly blizsie k ohnisku F5 a nech
t je os vonkajsieho uhla sprievodi¢ov bodu P danej hyperboly. Nech @) je bod stimerny
s bodom P podla priamky t. Z konstrukcie priamky ¢ potom @ lezi na F} P a z definicie
hyperboly |F1Q| = 2a. Potom pre Tubovolny bod X € t rézny od P plati

[XQ| = [ X Fy|

a preto ak X je blizsie k ohnisku F» nez Fy (pripad X7 a X2 na obrézku), tak s vyuzitim
trojuholnikovej nerovnosti

0 <[XF| - [XF| <(XQ+[QF]) — |XFo| = (| XFy| + 2a) — | X Fy| = 2a
pripade, ak X je blizsie k ohnisku F; (X3 na obrazku), potom
0 < [XFy| — |XFy| = |XQ| - |XF| < |[FQ| = 2.

V kazdom pripade je X vonkajsim bodom hyperboly, a preto je ¢ dotyénicou. Tvrdenie

potom tak ako v pripade paraboly vyplyva z faktu, Zze doty¢nica v bode hyperboly je

jedina. O
VETA 5.11.

(i) Body simerne zdruZené s jedngm ohniskom hyperboly podla vsetkych jej dotycnic
véetne asymptot (i.e. dotycénic v nevlastnijch bodoch) tvoria kruznicu so stredom
v druhom ohnisku a polomerom 2a (tzv. riadiacu kruznicu hyperboly ).

(ii) Kolmé priemety ohniska paraboly na vsetky jej dotycénice tvoria kruznicu so
stredom v strede hyperboly a polomerom a.

Dékaz. (i) Podla dokazu Tvrdenia 5.10 ak uvazujeme dotycnicu hyperboly v bode P
leziacom na vetve, ktora je blizsie k Fy ako k F, potom obraz Fy podla tejto dotycnice
lezi na F1 P vo vzdialenosti 2a od Fj. Ak by sa bod P nachadzal na vetve blizsej k
ohnisku Fi, jeho obraz v simernosti podla dotycénice by lezal na polpriamke opacnej k
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Fi ﬁ, no jeho vzdialenost od F} by zase bola rovna 2a. V kazdom pripade teda obraz
ohniska lezi na kruznici g; so stredom F} a polomerom 2a.

Q2+

Zo spojitosti tymto spdsobom pokryjeme vsetky body kruznice g;(F1,2a) okrem dvoch
bodov, konkrétne obrazov ohniska Fy podla asymptot.

(ii) Hladand mnozina je obrazom mnoziny bodov z ¢asti (i) Tvrdenia v rovnolahlosti
so stredom v skiimanom ohnisku a koeficientom 1/2. g

NA ZAMYSLENIE. Pri uvazovani o dotycniciach hyperboly s uréenym smerom c¢i
doty¢niciach prechéddzajiacich danym vonkajsim bodom hyperboly je vyhodné, podobne
ako v pripade paraboly, nahliadat na hyperbolu ako na obraz kruznice v kolineécii.
Uvazujte len dotyc¢nice vo vlastnych bodoch hyperboly. Skiste odpovedat:

(i) Aké smery mozu mat dotycnice hyperboly? Kolko dotyénic hyperboly s danym
smerom existuje?

(ii) Ktorymi vonkajsimi bodmi hyperboly mozno viest k hyperbole dve dotyé¢nice?
7 ktorych bodov je mozné zostrojit iba jednu dotyc¢nicu?

ZADANIE 8. Pre hyperbolu urcent ohniskami a jednym vrcholom a pre dany smer s
zostrojte k hyperbole dotycnice majice smer s, ak existuju.

Postup konstrukcie. V konstrukeii sa oprieme o Vetu 5.11.

(1) S; S je stred hyperboly,

(2) k; k(S,a) — k je kruznica dotykajiica sa vrcholov hyperboly,
(3) l,lEFQalJ_s

(4) K; K € knl,

(5) t;to K, t L l — t je hladand dotyc¢nica.

Alternativne mozme namiesto kruznice k vyuzit riadiacu kruznicu hyperboly:

(1) g1, gl(F17 2&),
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(2) ;1> Fyal Ls,

(3) L; L € g1 N,
(4) t; t je os FoL — t je hladana doty¢nica.

ZADANIE 9. Pre hyperbolu urcenti ohniskami a jednym vrcholom a pre dany vonkajsi
bod zostrojte dotyc¢nice hyperboly prechadzajice tymto bodom, ak existuju.

Rozbor. Vyuzijeme znovu Vetu 5.11.

Nech Fy, F» st ohniskd hyperboly, a dlzka hlavnej poloosi a B nech je dany vonkajsi
bod hyperboly. Obraz @) ohniska F) v siimernosti podla dotyc¢nice ¢; lezi na riadiacej
kruznici ga(F3,2a). Kedze bod B lezi na doty¢nici ¢;, plati, ze |BQ| = |BF1|.

Postup konstrukcie.

(1) go; g2(F2,2a),
(2) & k(B,|BR),
(3) @; Q€ kN ga,
(4) t; t je os F1Q — t je dotyénica prechddzajica bodom B.

Diskusia. Kruznica k vzdy pretne kruznicu g2 v dvoch bodoch, a to aj napriek tomu, ze
vo vonkajsej oblasti hyperboly existuji body, z ktorych nie je mozné zostrojit k hyper-
bole dve dotycnice. V takych pripadoch namiesto doty¢nice tymto postupom zostrojime
asymptotu, ¢o je de facto tiez dotyc¢nica, akurat v nevlastnom bode.

6.2. Hyperbola ako obraz kruznice v kolineacii.

ZADANIE 10. Nech & je stredova kolinedcia Nech tbeznica u (vzor nevlastnej priamky)
pretina kruznicu £ v dvoch bodoch. Zostrojte obraz k v kolineacii .

Postup konstrukcie. Nech S je stred, o os a u ubeznica kolinedcie k.
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i; t; je doty¢nica k v bode T; (i = 1,2),
;/; t: = k(t;) (i =1,2) — t; st asymptoty hyperboly &',

()

A,B; {A,B} =knNo,
A" B'; Al =k(A), B' = k(B) — A, B’ si vrcholy hyperboly £’.

Pre pevne zvolent dvojicu réznobeziek existuje vela hyperbol takych, ze dané rézno-
bezky su jej asymptotami. Tieto hyperboly pokryvaji vsetky body roviny okrem asymp-
tot a dve rézne hyperboly si navzidjom disjunktné. Preto kazdym bodom neleziacim na
ziadnej z asymptot prechadza presne jedna hyperbola.
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Zaujimavou otazkou je, ako tito hyperbolu skonstruovat, ¢ize ako néjst nejaky urcujici
prvok — kedze asymptoty si zndme staci jedna z veli¢in a, b alebo e.

Téato konstrukcia moéze byt uzitoéna napriklad aj pri hladani obrazu kruznive v
kolineacii, vid predchadzajice zadanie: ak tbeznica pretina kruznicu v dvoch bodoch,
zobrazi sa v kolinedcii na hyperbolu. Asymptoty tejto hyperboly vieme néjst velmi lahko
zobrazenim prieseCnika dotyc¢nic kruznice v jej priesec¢nikoch s tibeznicou. Pokial ma
napriklad kruznica s osou kolineicie spolo¢ny bod, mame hned aj jeden bod hyperboly
a tymito prvkami je hyperbola uz jednoznacne urcena.

ZADANIE 11. Dané st asymptoty a jeden bod hyperboly. Najdite vrcholy tejto hy-
perboly.

Rozbor. Nech aq, ag st asymptoty a P je bod hyperboly. Zavedieme si stradnice tak,
aby hyperbola mala kanonicky tvar

2 2
T
S -5=1
a b2
teda asymptoty s priamky
b
y==L-x.
a

Dany bod P hyperboly nech mé stiradnice P = (p,q). Body K, L nech st body na
asymptotach s rovnakou z-stradnicou ako mé bod P:

b b
K = <p7 ap) ) L= <p7_ap> .
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b b 2 2
PKLIPL = (p—q) (2p+a) =0 (5 -5 ) =
a a a2 b2

Velkost b sa preto rovna dizke tsecky PR, kde R je bod na kruznici nad priemerom KL
kolmej na K'L (vid obrézok).

Potom

Analogicky sa d4 skonstruovat dizka a hlavnej poloosi: bude rovné dizke tsecky M S,
vid obréazok.

Postup konstrukcie.

(1

0; 0 je os uhla asymptot obsahujiceho bod hyperboly,
;I3 P, 1 Lo,
, Ly K=1Nay, L=101Nay,
; k je Talesova kruznica nad KL,
R Rek, PR 11,

pomocou b = |PR| a asymptot ndjdeme pozadované urcujtice prvky hypeboly.

2

) o
(2) 1
(3) K
(4) k
()
(6)

6.3. Vizualizacia hyperboly. Ako v pripade paraboly, aj hyperbolu mézme vy-
kreslit tak, ze s vyuzitim jej metrickej definicie skonstruujeme viacero bodov a nésledne
nacrtneme krivku, ktord tieto body interpoluje. Ide o tzv. bodovi konstrukciu.

Ako u elipsy a paraboly, aj pri ¢rtani hyperboly je uzitocné poznat polomer osku-
lac¢nej kruznice v jej vrcholoch. Situacia sa vyrazne podoba na pripad elipsy.

VETA 5.12.

(i) Ak a je dl3ka hlavnej a b di3ka vedlajsej poloosi hyperboly, potom polomer
oskulacnej kruZnice vrchole tejto hyperboly je b?/a.

(ii) Nech S je stred elipsy, A nech je hlavng vrchol a ASAB nech je charakteristicksy
goguhlmk hyperboly. Priamka p prechddzajica bodom B a kolmd na asymptotu

pretinag oS ?4 v strede oskulacnej kruznice vo vrchole A.

Dékaz. (i) Pre najdenie polomeru oskulaénej kruznice vo vrchole hyperboly pouZijeme
jej analytické vyjadrenie.
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Nech sa kruznica so stredom na hlavnej osi hyperboly dotyka hyperboly v jej vrchole
a nech pretina ttuto vetvu hyperboly v dalsich dvoch podla osi simernych bodoch. Pre
priesetnik P = (x,y) kruznice s polomerom r a hyperboly potom plati, ze

2 2
2ry
a b2

kedZze ide o bod hyperboly, a tiez plati, ze
y  2r—(z—a)

)

T —a Y

lebo kruznica je Talesovou kruznicou nad VU, a tak st trojuholniky AV PLP a APPLU
podobné. Z druhej rovnosti vyjadrime y a po dosadeni do prvej a malej iprave dostavame

@—a) (:c—l—a_2r—x+a> o

a? b2

RieSenie x = a nateraz ignorujme, kedze nas zaujima podmienka pre polomer r. Dostéa-
vame tak, ze
r+a 2r—zxz+a
a2 b2
Ako sa bod P blizi k vorcholu V', kruznica k sa stava oskula¢nou v tomto vrchole a v
limite, ked P =V, a teda x = a, tak dostaneme polomer oskulacnej kruznice

b2

=0.

r

Nech O je priesecnik ?4 a p. Potom AOAB a ABAS st podobné a preto pre dizky ich
odvesien plati

|OA|  |AB]
|AB|  |AS|’
kde |[AB| = b, |AS| = a. Odtial
b2
’OA‘ =
a

a teda podla (i) je O stredom oskula¢nej kruznice vo vrchole A. O
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ZADANIE 12. (Hyperbola ako obalka svojich dotyénic.) Podobne ako parabolu,
mozme aj hyperbolu pomerne efektivne vizualizovat vykreslenim jej doty¢nic.

Postup konstrukcie. Nech Fy,F, st ohniskd hyperboly a a nech je dizka jej hlavnej
poloosi. Doty¢nice hyperboly konstruujeme podla Vety 5.11:

(1) g1; 91(F1,2a) — riadiaca kruznica hyperboly,
(2) nech D je lubovolny bod na riadiacej kruznici g1,
(3) t; t je os F»D —t je dotyCnica paraboly.

7. Dodatok: konfokalne kuzelosecky

Parabola je az na zhodnost uréend parametrom p, t.j. vzdialenostou ohniska od ria-
diacej priamky. To znamena, ze vsetky paraboly s rovnakym parametrom p st navzajom
zhodné. Vsetky paraboly az na zhodnost teda tvoria jednoparametrickt triedu kriviek.
Ked namiesto zhodnosti za¢neme uvazovat grupu podobnosti euklidovskej roviny, zis-
time, Ze vSetky paraboly st si navzajom podobné.

Elipsa je naproti tomu urc¢end dvoma parametrami: volne si m6zme zvolif napriklad
excentricitu e a dizku hlavnej poloosi a. Pre elipsy neplati, ze by vietky boli navzajom
podobné. Podobné s si presne tie elipsy, ktoré maju rovnaky pomer velkosti e a a, teda
presne tie elipsy, ktoré maju rovnaki numericki excentricitu e.

Taka ista situacia ako pre elipsy nastava aj pri hyperbolach.

Majme teraz pevne zvolent dvojicu navzajom roéznych bodov F} a Fs. VSetky elipsy,
pre ktoré st tieto dva body jej ohniskami (tzv. konfokélne elipsy), tvoria potom uz len
jednoparametrickt triedu kriviek. Tieto elipsy st navzajom disjunktné a okrem tsecky
Fy Fy pokryvaju celu rovinu. Analogickd vlastnost maja aj hyperboly s ohniskami Fi,
Fy. Tieto dve tiedy konfokalnych kuzeloseciek tak tvoria v rovine akusi siet, o ktorej sa
navysie s nadobudnutymi znalostami o kuzeloseckdch vieme uz lahko presvedcit, Ze je
ortogonélna:
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TVRDENIE 5.13. Nech Fi, Fy st navzdjom rézne body. Elipsa s ohniskami Fy, Fy a
hyperbola s ohniskami Fy, Fo maju v priesecniku navzdjom kolmé dotycnice.

Doékaz. Nech P je bod leziaci na elipse aj hyperbole. Priamky ﬁ a ﬁ’ su sprievo-
di¢mi bodu P, ¢i ho chapeme ako bod na elipse alebo ako bod na hyperbole. Vonkajsi
uhol sprievodicov bodu P vzhladom na elipsu a vzhladom na hyperbolu st navzajom
susednymi uhlami a preto ich osi, ktoré si zadroven dotyc¢nicami elipsy a hyperboly, si
na seba kolmé. O

PozNAMKA. V degenerovanom pripade, ked by boli body F; a Fy totozné, elipsy
by sa stali kruznicami a namiesto hyperbol by sme mali tzv. singularne kuzelosecky
hyperbolického typu, ¢ize dvojice réznobeziek. Krivky vo vyslednej sieti, ststredné
kruznice a polpriamky so zaciatkom v splyvajicich ohniskach, by tak boli mnozinami
bodov, ktoré vzhladom na polarne siradnice maju jednu zo siradnic konStantnd.

Ak namiesto poldrnych stradnic uvazujeme standardni kartezidnsku stradnicovi
sustavu, vidime, Ze td4 m& tu istu vlastnost, ako sme overili v Tvrdeni: krivky pozos-
tavajice z bodov, ktorych jedna zuradnica je konsantna a druhd nadobuda Tubovolni
hodnotu (t.j. vodorovné a zvislé priamky) tvoria ortogonalnu sief.

NA zAMYSLENIE. Vedeli by ste analogickt situdciu namodelovat pomocou parabol?
Parabola méa na rozdiel od hyperbol a elips iba jedno ohnisko, sktste preto pouzif dve
jednoparametrické triedy parabol.



