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Oknove a bodoveé poziadavky

e Pre dané body, najdi z nich také, ktoré patria
danému dtrozmernému intervalu

e Pre dané d-rozmerné intervaly, najdi z nich
také, ktoré obsahuju dany bod

e Pre dané dtrozmerné intervaly, najdi z nich
take, ktore sa pretinaju s danym intervalom

e dfrozmerny interval: interval, obdlznik,
kvader, ...

e Priklad pre 1D:

— Vstup: mnozina n intervalov, realna hodnota g
— Vystup: kintervalov obsahujucich hodnotu g
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Ktoré budovy
su vo vyznacenom
regione?
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a) exhaustive traversal

Ktoré objekty su
v pohlfadovom
objeme?
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o V grafike, databazach, GIS systémoch su
objekty aproximované ohranicujucimi
viacrozmernymi intervalmi (AABB)

e Naprv sa problém riesi pre AABB a az potom
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Intervalovy strom

e Binarny strom obsahujuci intervaly

e Zostrojeny pre najdenie intervalov obsahujuci
danu hodnotu

e V/stup: mnozina S uzavretych
jednorozmernych intervalov, realna hodnota

Xg

o Vystup: vsetky intervaly 7 € Stake, ze x, e 1
o S={ll,rJjprei=1, .., n}
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Vrcholy intervalovéeho stromu

e X— hodnota, ktorou bola rozdelena mnozina
intervalov v tomto vrchole

e M— usporiadana mnozina intervalov, ktoré
obsahovali X, usporiadana vzostupne podla l'avych
koncovych bodov intervalov

e M- usporiadana mnozina intervalov, ktoré
obsahovali X, usporiadana zostupne podla pravych
koncovych bodov

e Smernik na I'avého syna, obsahujuceho intervaly s
hodnotami mensimi ako X

e Smernik na pravého syna, obsahujuceho intervaly
s hodnotami vacsimi ako X
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Konstrukcia stromu

e Rekurzivna konstrukcia

e \Vlyber rozdel'ovacej hodnoty X
— Pre vyvazeny strom — median krajnych hodnot
intervalov

— Median — pre statickl mnozinu intervalov, bez
insert/delete

e Pri vytvarani vrcholu stromu z mnoziny
intervalov S'sa najprv najde X, potom sa
rozdeli $na 3 mnoziny podla toho, Ci
intervaly obsahuju X, Ci su hodnoty v
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Konstrukcia stromu

struct Interval

LeftSegments(x, S)
{
list<Interval*> result;
Interval* [;
for (each linS)
{

{
float left;
float right;
}
struct IntervalTree
{
IntervalTreeNode* root;
}

if (I->right < x)
result.add(l);
}

return result;

HitSegments(x, S)
{
list<Interval*> result;
Interval* I;
for (each linS)
{
if (I->left <= x && x <= |->right)
result.add(l);
}
return result;
}

struct IntervalTreeNode

{

float x;

IntervalTreeNodeConstruct(S)

{

vector<Interval*> Ml;
vector<Interval*> Mr;
IntervalTreeNode * left;
IntervalTreeNode * right;

}
IntervalTreeConstruct(S)
{
T = new IntervalTree;
T = IntervalTreeNodeConstruct(S);
returnT,
}

if (Size(S) == 0) return NULL;

v = new IntervalTreeNode;

v->x = Median(S);

Sx = HitSegments(v->x, S);

L = LeftSegments(v->x, S);

R = RightSegments(v->x, S);

v->Ml| = SortLeftEndPoints(Sx);

v->Mr = SortRightEndPoints(Sx)

v->left = IntervalTreeNodeConstruct(L);
v->right = IntervalTreeNodeConstruct(R);
returnv;
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Viastnosti

e Kazdy interval je ulozeny prave v jednom
vrchole stromu

e Pocet vrcholov stromu je O(n)

e Suma vel'kosti zoznamov v M, a M, je O(n)

e Pri pouziti medianu pri deleni je vyska
stromu O(log(n))

e Pre n intervalov, intervalovy strom sa da

vytvorit’ v ¢ase O(n.log(n)) a zaberie O(n)
pamate
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Vyhl'adavanie

IntervalStabbing(IntervalTreeNode* v, float xq)

e Najdi vsetky intervaly  |' inenors

if (xq < v->x)
Interval* F = v->Ml first;

IeStaké, ze x, e I |
, while (F != NULL && F->left <= xq)
e Rekurzivny prechod R

F = v->Ml.next;

® Pri pOUEitII med ia, n u J }Dl :;?ter)\./aIStabbing(v->Ieft, Xq);
pre mnozinu n B |
i nte rva IOV, p02iad aVka Interval* F = v->Mr.first;

while (F = NULL && F->right >= xq)

Na VYhIladanie Vréti k ' Dnsertisegtf)

F = v->Mr.next;

intervalov v Case 5 - tertStsbbinglvoright )
O(k + Iog(n)) } D.add(D2);

return D;

}
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Prekryvanie intervalov

e Pre dany interval 7=//r], najdi v mnozine S
intervaly, ktoré maju prienik s 7

e Rekurzivne prehladavanie

— Ak v->x e I, potom vSetky intervaly ulozené vo v->M,
maju prienik s 7, d'alej treba prehladat’ podstromy v->/eft
aj v->right

— Ak v->x </, potom intervaly z v->M, pre ktoré r, >=/
maju prienik s 7a treba prehladat’ podstrom v->right

— Ak v->x > r, potom intervaly z v->M, pre ktoré /, <=r
maju prienik s 7a treba prehladat’ podstrom v->/eft

o Zlozitost’ O(k + log(n)), k je poCet najdenych
intervalov
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Iny intervalovy strom

e Vrati iba jeden interval z mnoziny S ktory ma
prienik s danym intervalom

e \V kazdom vrchole vje ulozeny 1 interval z S
(v->int) a maximalna hodnota z koncovych
hodnot intervalov z podstromu s korenom v
(v->max)

e Pridané usporiadanie na intervaloch, napr.
[lpr<[r] <=> <[ | (IF[& r<ry)

e Vytvoreny binarny prehl'adavaci strom
(Cerveno-Cierny strom)
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Iny intervalovy strom

e Rekurzivne prehl'adavanie pre interval 7=//r]
— Ak v->int ma prienik s 7, vrat’ v->int
— Inak ak v->/eft->max >= [ prehladaj v->/eft
— Inak prehladaj v->right

a=<1,2>
b=<4,6>

c=<2,4> @
d=<5,7>
e (04 @7

Diskrétne Geometrické Struktiry



Segmentove (useckove) stromy

e Vyhl'adanie vsetkych useciek z danej mnoziny,
ktore sa pretlna]u s danou zvislou priamkou

e Vstup: mnozina useciek S'v rovine, zvisla
priamka /

o Vystup: vsetky usecky s e S, ktoré pretinaju /
e S5={s,5,.. 5}

Diskrétne Geometrické Struktiry



Prehl'adavaci strom

e Pomocna struktura

e Usporiadame x-ove suradnice koncovych
bodov useCiek z S, £ = {e,, e, ..., €,,}

 Predpokladame vSeobecnu poziciu

e Rozdelime E na atomickeé intervaly /-o0,e,],
"/ [ eZn 7 62/7] [ eZn/ 00]

. Atomlcke intervaly budu |Isté

prehl'adavacieho stromu 5 E rs E DE\D
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Prehl'adavaci strom

e VVytvorime vyvazeny binarny strom
obsahujuci intervaly, v koreni cela realna os

—V kazdom kroku rozdelime mnozinu atomickych
intervalov na dve skoro rovnaké polovice, jedna
ide do I'avého podstromu, druha do pravého

SearchTreeNodeConstruct (E)
struct SegmentTreeNode {

{ if (|E| == 0) return NULL;
float istart; v = new SegmentTreeNode;
float iend; struct SegmentTree n=|El;m=n/2;

List L; { (L, R) = Split(E, m);
IntervalTreeNode* left; SegmentTreeNode* root; v->istart = E.get(1);
IntervalTreeNode* right; } v->iend = E.get(n);

} v->left = SearchTreeNodeConstruct(L);
v->right = SearchTreeNodeConstruct(R);
returnv;

}
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Prehl'adavaci strom

root
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Segmentovy strom

e Mame malé (atomicke) intervaly ulozené v
stromovej strukture = prehl'adavaci strom

e Naplnime tento strom prislusnost'ou ku
useckam tak, aby kazda usecka bola pokryta
Co najmensim poctom intervalov (vrcholov)
prehl'adavacieho stromu

 Vytvorenie: O(n.log(n)) e
e Pamat: O(n.log(n)) A — —
/
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Vytvorenie segmentoveho stromu

InsertSegment(v, s) I

{
if (v == NULL) return;
if ([v->istart, v->iend] s == 0) return;

if ([v->istart, v->iend] ¢ s)

|{ v->istart, v->iend] s f
AN
52
/

v->L.add(s);
}

else

{ ;

InsertSegment(v->left, s); , 1 .
InsertSegment(v->right, s); 51 51 51 55

BuildSegmentTree(S) : .

{ . - L
Sx = S.SortX(); : : : :
Sx.ExtendInfinity(); : : P83 : g
T = new SegementTree; : ; TTT——— : ——
T->root = SearchTreeNodeConstruct(Sx); : e ; 8=
while (S.first 1= 0) : _,,-a-"'r- ____‘f—-——__
{ D £ —

InsertSegment(T->root, S.first); 31 : ——
S.deleteFirst(); ) 54

-
L
]
]
E |
»
|
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Vyhl'adanie

e Pre n Useciek v rovine, najdenie vsetkych
useciek ktoré pretinaju danu zvislu priamku
ma casovu narocnost’ O(k + log(n)), kde k je
pocet najdenych Useciek

StabbingQueryNode(y, I)
{
List L;
If (v != NULL && v->istart <= | && | <= v->iend])
StabbingQuery(T, | {
{ & v(rh L.add(v.L);
Return StabbingQueryNode(T->root, I); L1 = StabbingQueryNode(v->left, I);
} L2 = StabbingQueryNode(v->right, |);
L.add(L1);
L.add(L2);
}
returnL;
}
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Viastnosti

e Usporiadanie koncovych bodov O(n.log(n))
e Vytvorenie prehl'adavacieho stromu O(n)

e Vlozenie jedného segmentu O(log(n))

e Vlozenie n segmentov O(n.log(n))

e Pamadt'ova narocnost’ O(n.log(n))
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Viacrozmerné segmentoveé stromy

Vstup: mnozina d-
rozmernych obdiznikov S
rovnobeznych so
suradnicovymi osami, bod
gz Rd

Vystup: mnozina
obdlznikov z S ktoré
obsahuju bod g

e V kazdom vrchole d-

rozmerného stromu sa
moze nachadzat’ d-1
rozmerny strom
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MLSegmentTree(B, d)
{
S = B.FirstSegmentsExtract;
T = SegmentTreeConstruct(S);

T.dim=d;
if (d>1)
{
N = T.GetAlINodes;
while (|N] !=0)
{
u = N.First;
N.DeleteFirst;
L=u->L;
List B;
while (|L]| !'=0)
{
s = L.First;

L.DeleteFirst;
B.add(s.Box(d - 1));
}
u->tree = MLSegmentTree(B, d - 1);
}
}

returnT;




Viacrozmerné segmentoveé stromy

e Cas zostrojenia: O(n.logd(n))
e Pamat”: O(n.logd(n))

. Poiiadavka: O(k + logd(n))

MLSegmentTreeQuery(T, q, d)
{
| if (d==1)
L | (
| \ L = StabbingQuery(T, q);
| i | _ | return L;
LY I W }
| : 5'I |54I 3""I| | else
I'-. r {
| i’|| |q"||5|| | l"ﬂ | List A;
L = SearchTreeQuery(T, q.First);
while (| L] !'=0)
54,53, | {
t = (L.First)->tree;
1 B = MLSegmentTreeQuery(t, q.Rest, d - 1);
A.ListAdd(B);
L.DeleteFirst;
}
return A;
}
— }
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e Poziadavka: d-rozmerny interval Bz Rd
rovhobezny so suradnicovymi osami

e Vystup: Mnozina bodov z S, ktoré sa
nachadzaju v B

e Podobna metdda ako pri segmentovych
stromoch - vytvorenie prehl'adavacieho
stromu na zaklade suradnic bodov

e Pre jednorozmerny pripad — hl'adanie bodov
vo vnutri intervalu
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e VVytvorenie prehl'adavacieho stromu

e Vo vrchole podstromu je ulozeny interval

bodov Vv listoch

j &

[x1. xg]

[x)

, X4]

[x5, xs]

/

[x1, x2]

[x3. x4]

[x5. %]
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M1 ]

[x5]|[x6]
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Range strom

e Vrchol d-rozmerného range stromu moze
obsahovat’ d-1 rozmerny range strom

r RangeTreeConstruct(S, d)
[x1,.x5,] { _
> S; = S.FirstCoordElements();
" Sp.Sort;
| [xl_l X4 | | [_"'.';'I X8 | , T = SearchTree(S;);
/ Y T->dim=d;
x1y. %2, ] %3, . %4, [[%5, . 26,0 x7, . x5, ] if (d>1)
S S o e e N = T->GetAlINodes();
||-"-'|] 'Ill J‘-‘H]“-"-'.L, 1|-"-'ﬁl |_-‘fh| | [x7, |_|-_‘~'H| | while (|N| !=0) 0
- X {
_ | | u = N.PopFirst;
T|In | . : Tlx_-,] vy, | L = u->GetAllPoints();
! X | . - fl S : . .. Wil ] List D;
M' ------- . NI while (|L] 1= 0)
; X3 i X7 ! [ X3, ./%4,] {
P [x4] x = L.PopFirst;
. g L] D.add(x.Point(d - 1));
X4 i ; }
_:h [Iﬁrh u->tree = RangeTreeConstruct(D, d - 1);
| [xs,.xs,] }
Y SO o g kel I \
X2 - - return T;
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Range stromy

JII.J

1. x5, RangeTreeNodeQuery(v, B, d)
| xpxal | [xs.xs)] List result;
N ' if (d ==0)
return result;
(min, max) = GetRangelnDimension(B, d);

x1,,x2, | (%3, x4, [[x5, . x6,(Yx7, . x&, ]
1° %2 PSRN0y 157, - 5

||:-.'|] 1.1:1[ ]1"”1||"-*| 1|.1:5l Ixe, || [x7, |_|.~:_~¢|] if (v->min > max || v->max < min)
return result;
: If (v->IsLeaf() && v->pointin B)
T | : T! result.Add(v->point);
3 ; : else if (min <= v->min && max >= v->max)
|[_|:| _______ & : B sl result.Add(RangeTreeNodeQuery(v->tree, B, d-1));
X2 3 ; 32

- X

else

fo - {
o : [x4y) result.Add(RangeTreeNodeQuery(v->left, B, d));
— result.Add(RangeTreeNodeQuery(v->right, B, d));

Xe [-x'f'l:ht"“'-. }

r..---'-‘ 2° return result;

YRORREPRVURR N
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Range stromy

e Konstrukcia: O(n.log4-1(n))
e Pamat’: O(n.log4-1(n))
e Vyhl'adanie: O(k + logd(n))

Min=1
Max=5

(1,4) 1 (1,1) A (1,5) X (2,2) § (3,5) A (3,2) } (4,3) ] (5,2) (3,2) § (5,2) § (4,3) } (3,5)
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e Vstup: mnozina S 2D obdiznikov (intervalov),

2D obdlznik B

e VVystup: Intervaly z S ktoré maju prienik s B

e Tri moznosti prieniku:

________

l

— Bje vnutri B
—Roh Bileziv B

B,

— Strana B;pretina B a ziadny koncovy bod B; nie

jev B
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Riesenie

e Pripad 1. — 2D segmentovy strom. Hl'adame do
ktorych intervalov B;z S padnu styri rohy B
— cas O(k; + log?(n)) a pamat’ O(n + log?(n))

e Pripad 2. — Range strom v 2D. Hl'adame rohy
intervalov B, ktoré padn( do obdiznika B
— cas O(k, + log?(n)) a pamat’ O(n.log(n)).

e Pripad 3. — Nova poziadavka:
— Vstup: Mnozina S horizontalnych Useciek v 2D
— Poziadavka: Vertikalna Usecka sv 2D
— Vystup: VSetky usecky pretinajuce s
— + otocCenie o0 90°
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Pripad 3 - konstrukcia

e Kombinacia intervaloveho a range stromu

e Najprv vytvorime intervalovy strom z
vodorovnych hranic (intervalov)

e M a M vo vrchole intervaloveho stromu
nahradime prislusnymi 2D range stromami

e Pamat: O(n.log(n)) /N
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Pripad 3 - hl'adanie

e V smere x hl'adanie horizontalnych hranic
intervalov z S ktoré obsahuju hodnotu x-ovej
suradnice s — vysledkom je vrchol
intervaloveho stromu v

e Vo vrchole vsa podla x a y suradnic s zacne
prehladavat’ M, resp. M. (Co su 2D
segmentoveé stromy) za ucelom najdenia
bodov v range strome ktoré sa nachadzaju v
prislusnom rozsirenom 2D intervale (do +oo

alebo -o0)
e Cas O(k; + log?(n))
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