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Uvod

Cielom tejto diplomovej prace je blizsie preskimanie vlastnosti Béziero-
vych Stvorstenov v Stvorrozmernom euklidovskom priestore. Bézierove stvors-
teny st analégiou Bézierovych trojuholnikov z trojrozmerneho euklidovského
priestoru a preto prenesieme niektoré idey z Bézierovych trojuholnikov na
Bézierove Stvorsteny. Zameriame sa hlavne na rieSenie spojitosti Bézierovych
Stvorstenov, ich zovSeobecnenie v podobe raciondlnych Bézierovych Stvors-
tenov a na preskiimanie a vizualizaciu Bézierovych telies v trojrozmernom
euklidovskom priestore. Tieto telesa tvoria podmnozinu Bézierovych stvors-
tenov, pretoze ich mézeme vnorit do nadplochy v Stvorrozmernom euklidov-
skom priestore.

V prvej kapitole Bézierov Stvorsten zadefinujeme, popiSeme jeho vlast-
nosti. Dalej uréime parcidlne a smerové derivacie a ich pouzitim odvodime
podmienku na spojitost dvoch Bézierovych stvorstenov. Nakoniec sa po-
zrieme na racionalne Bézierove Stvorsteny.

V druhej kapitole sa zameriame na Bézierove telesa. Ukazeme, ako ich
vnorit do Stvorrozmerného euklidovského priestoru tak, aby sme ich dostali
ako Bézierove Stvorsteny. Tym ur¢ime jeho vlastnosti (pouzitim vysledkov
prvej kapitoly) a mozeme ho vizualizovat. Ukazeme si aj priklady telies, ktoré
je mozné vymodelovat pomocou racionalnych Bézierovych $tvorstenov.

Na vizualizaciu pouzijeme grafické rozhranie OpenGL od SGI vo vy-
vojovom prostredi Delphi od Borland Software Corporations. Na spojenie
OpenGL a Delphi pouzijeme komponent GLScene, ktory bol vydany pod
open-source licenciou Mozilla Public License a ktorého autorom je Mike
Lischke.



Kapitola 1

Bézierove Stvorsteny v E*

1.1 Definicia Bézierovych Stvorstenov pomo-

cou Casteljauovho algoritmu.

Nech je dané:
e stupen Bézierovho Stvorstena, oznacenie n

e siet riadiacich vrcholov Vi € E* | kde i je $tvorindex, i = (4,7, k,1)

li|=i+j+k+1=n

e Nech su dané styri nekoplanarne body A, B,C,D € E*. Potom kla-
dieme $tvorsten ABCD defini¢nym oborom Bézierovho $tvorstena. Da-
lej pre bod P stvorstena ABC'D uvazujeme Styri realne ¢isla u, v, w,t
tak, ze P=uA+vB +wC +tD,u+ v+ w4+t = 1. Tato $tvoricu bo-
dov budeme nazyvat barycentrickymi stradnicami bodu P vzhladom

na Stvorsten ABC'D a oznacovat u = (u,v,w,t).

Zadanu siet riadiacich vrcholov je mozné schematicky zobrazit v tvare $tvors-
tennej Struktary s vrcholmi v bodoch Viy,.0,0,0), Vi0,1,0,0), V(0,0,n,0)> V(0,0,0,n)- Pre-
toze bod P v definicii barycentrickych sturadnic patri Stvorstenu ABC'D a
body A, B, C, D st nekoplanarne, patri aj nadrovine uréenej bodmi A, B, C, D
a vektor P — A mdzeme napisat ako linedrnu kombinaciu vektorov B— A, C'—
A, D — A z ¢oho po uprave dostaneme existenciu ¢isel u, v, w,t. Jednoznac-

nost potom vyplyva z nekolineadrnosti bodov A, B, C, D.



Podobne mozeme definovat aj barycentrické stiradnice vektora d € E* vzhla-
dom na Stvorsten ABCD: d = (d,e, f,g) kded =dA+eB+ fC+gD , d+
e+ f+g=0.

Teraz mozeme definovat Bézierov Stvorsten pomocou Casteljauovho algo-

ritmu:

e majme dany bod P z definicného oboru Bézierovho Stvorstena s bary-

centrickymi suradnicami u = (u, v, w, t)

e ozna¢me V9 (u) =V; pre | i |= n a dalej oznaéme zékladné multiindexy

el =(1,0,0,0), e2 =(0,1,0,0), e2=(0,0,1,0), e4 = (0,0,0,1)
e rekurzivne definujeme:
Vi) = uViiq(u) +oViia) +wliig(u) +1V )
prer=12 ..n;|li|=n—r

e bod Bézierovho Stvorstena stupna n so sietou riadiacich vrcholov V; pre
| i |= n, prislichajici parametru u definujeme ako Vg'(u) a budeme ho

oznacovat ako B"(u).

Teraz ukazeme, ako vypocitat barycentrické siradnice bodu F vzhladom na
Stvorsten ABC'D. Najprv ur¢ime redlne cisla e, f, g tak, aby platilo £ —
A =eB—A)+ f(C—A) + g(D— A). Ide o ststavu Styroch rovnic o
troch neznamych. Pretoze bod E patri nadrovine ur¢enej bodmi A, B, C, D,
je jedna z tychto rovnic linedArnou kombinéciou ostatnych a preto ju mozeme

vynechat. Cramerovym pravidlom potom dostaneme:

E—A B—A B—A
C— A E—A C—A
D—A D—A E—A
‘“IB-A4 B-A| 97 1B-4
C-A C—A C—A
D—A D—A D—A

kde do riadkov jednotlivych matic dosadzujeme tri siradnice danych vekto-
rov, ktoré sme nevynechali. Potom tpravou dostaneme F = (1—e— f—g) A+

eB+ fC+gD, ¢ize pre u,v,w,t mame: u = l—e—f—g, v =¢, w=f, t =g.
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Vieme, ze dané determinanty ndm v trojrozmernom euklidovskom priestore
urcuje v absolitnej hodnote Sestnéasobok objemu (trojrozmernej miery) stvor-
stena urceného danymi bodmi. Podobne je to aj v pripade Stvorstenov v
stvorrozmernom euklidovskom priestore. Preto mozeme parameter v ur¢it az
na znamienko ako pomer objemov stvorstenov EBCD a ABC D. Znamienko
u potom ur¢ime podla polohy E vzhladom na rovinu BC'D. Ak A a E lezia
v tom istom polpriestore ur¢enom rovinou BCD, je znamienko u kladné, v

opa¢nom pripade je zaporné. Podobne sa daju uréit aj v, w a t.

1.2 Analytické vyjadrenie Bézierovho Stvors-

tena. Bernsteinove polynomy.

ZovSeobecnené kombinacné cislo (T) definujeme ako

n\ n!
i) ik

kde i = (4,4, k,0);|i|=i+j+k+1=mnpreijkl>0.V pripade, ze

. PR . , . n\
niektoré z cisel 1, 7, k, [ je zaporné, kladieme (1) =0.
Nech u = (u,v,w,t) pricom u+v+w-+t =0 alebo u+v+w+t = 1. Potom

Bernsteinov polynom definujeme ako

Bi'(u) = (n) u'vIwht!

1

Veta 1.2.1: Plati:

Bl'(u) = uB!(u) + vB5(u) + wBl5(u) + tB ) (u)

i—el i—e2 i—e3
Doékaz: Pouzitim definicie Bernsteinovho polynému na prava stranu tejto
rovnosti dostavame:
uBi () + vB o (u) + wB(u) + By (u) =

(n—1)! (n—1)! (n—1)!

iy g kgl C i G kgl SRR
R T T T I 1) T VT e b T
(n—1)! ijkl_(n_l)!ijkl- - _
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Jwktt = B
Zvjvkvlvu v'w i ()

Veta 1.2.2: Plati
Vi'(u) = Y Viy;Bj(u)

l=r

Dokaz: Matematickou indukciou podla r.

1. Pre r = 0 méame

W=Vi= Y VigBw |il=n

ljl=0

2. Nech pre r plati
Vi) = > ViyBi(u)
l=r
Ukézeme, ze plati aj pre r+1. Pocitajme z definicie:

Vitt(u) = uVi ep(u) + 0V o (u) + wVi eg(u) + 1V o4(u) =

wy Viter4jB; (u) + v > Viea3Bj(u) +w > Vites+j B (u)+

dl=r dl=r dl=r
t Z VitearjBj Z VigiBi_e1(u) +v Z VitiBi_ea(u)+
lil=r |J =r+1 lil=r+1

w Y Vi Bi_ s(u) +1t > VigiBi_ea(u) =

l=r+1 sl=r+1

5 Visi 0B ea(W) + 0B} g W) + W p(w) + B} ()| =
lil=r+1

> VB

il=rt1
kde sme vyuzili Vetu 1.2.1 a transforméciu multiindexu.

Teraz pre r = n vo Vete 1.2.2 dostaneme:

B*(u) = V5" = |_Z ViBj'(u)

¢im sme dostali analytické vyjadrenie Bézierovho Stvorstena.

Veta 1.2.3: Pre Vn € N, u = (u,v,w,t) plati:

ZB” =(u+v+w+t)"

=n

Dokaz: Matematickou indukciou podla n :

9



1. Pre n = 0 dostaneme:

Y By(u)=(u+v+w+t)=(u+v+w+t)"
lil=0

2. Nech rovnost plati pre n. Ukdzeme, ze plati aj pre n+ 1 .Pouzijeme pri
tom Vetu 1.2.1:

> Biu) =

lijl=n+1 lijl=n+1

U’Bln el( )+UB1 92( )+wB1 e3( )+

+tB1e4 :|_UZB1e1u +UZB1e2
fij=n+1 fij=n+1

+wZBle3 +tZBle4
=1 =1
—u Y Bl'(u +UZB” )+ +w Y Bi(u)+t > Bi'(u)=
lil=n lil=n lil=n
:(1,H—v+w+t)z:Bi"(u):(u%—UJFuH—t)”H
li|l=n

Veta 1.2.4: Plati:

Z "By
a analogicky pre v, w, t:
v = Z =B{'(u), w= Z —B{'(u), t= Z —B;'(u)
li=n " lij=n " li=n "

kde i = (7, J, k,) je multiindex a u = (u, v, w,t).

Doékaz: Postupne upravime sumu v dokazovanej rovnosti pouzitim definicie

Bersteinovho polynému:

. . o
> iBi"(u) = Y L uvurt =u Y ,(n—)uz_lvjwktl

li|=n

n s o iR 5o (1 — 1)K

Transforméaciou multiindexu i a aplikovanim Vety 1.2.3 dostaneme:

by "B =u Y B w) =

lijl=n—1
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1.3 Vlastnosti Bézierovych Stvorstenov.

Veta 1.3.1: Bézierov $tvorsten je afinne invariantny, t.j. ak A je afinna trans-

formacia, potom

A(Y viBr(w) = > A(V)Br(u)
li|=n li|=n
Dokaz: Podla Vety 1.2.2 mozeme B"(u) vyjadrit ako Y;—, ViBj'(u), t..
ako linedrnu kombinéciu bodov V;. A podla Vety 1.2.3 je >, Bf'(u) = 1.
Cize B"(u) mozeme vyjadrit ako barycentrickét kombiniciu bodov V;. Kedze
afinnd transformaécia zachovava barycentricki kombinaciu bodov, je Bézierov

Stvorsten B™(u) afinne invariantny.

Veta 1.3.2: Pre kazdé u z definicného oboru Bézierovho Stvorstena patri
B™(u) do konvexného obalu bodov V; , |1 |=n.

Dokaz: Pretoze podla Vety 1.2.2 je B"(u) = ¥ ;, ViB{'(u) a pre kazdé u
z defini¢ného oboru je Bf*(u) > 0 ( (?) > 0 a aj u,v,w,t st nezdporné ),
potom je B"(u) konvexnou kombindciou bodov V; , |i|= n. t.j. B"(u) patri

do konvexného obalu bodov V; , |1 |=n.

Veta 1.3.3: Rohové body Bézierovho Stvorstena si totozné s rohovymi bodmi
riadiacej siete, t.j. body V(5 0.0,0), V(0,n,0,0» V(0,0,n,0)» V(0,0,0,n) Patria Bézierovmu
Stvorstenu B™(u).

Doékaz: Ak mame dany defini¢ny obor ABC D Bézierovho Stvorstena B™(u),
mozeme z neho vybrat prave body A, B, C, D. Tieto maju vzhladom na $tvor-
sten ABC'D barycentrické stradnice (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0),
(0,0,0,1). Ked tieto stradnice dosadime za u v rovnosti B"(u) =

= Yjij=n ViB{'(u), dostaneme B"((1,0,0,0)) = V(u0,00),B"((0,1,0,0)) =
Vio,n0,0), B™((0,0,1,0)) = Vio,0,n,0), B"((0,0,0,1)) = Vio,0,0,n), €0 bolo treba

ukazat.

Veta 1.3.4: Hrani¢né plochy Bézierovho Stvorstena su Bézierove trojuhol-
niky, hrani¢né krivky st Bézierove obluky.
Doékaz: Hrani¢né plochy Bézierovho Stvorstena dostaneme vtedy, ak za u

berieme stradnice v tvare (0,v,w,t), (u,0,w,t), (u,v,0,t), (u, v, w,0).
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Preberieme pripad u = (0,v, w, t):

= > WB!(0,v,w,t)) =

Z V( >Ozvj kyl Z Vl<?> ikt = 2 Vj(?>vgwktz
lij=n lil=n

i=0
kde j = (j,k,l) a v+ w4+t = 1. Takto sme dostali vyjadrenie pre jednu
hrani¢nt plochu. Z jej analytického vyjadrenia vidime, ze tato plocha je Bé-
zierova. Podobne sa urcia aj ostatné tri hrani¢né plochy.

Analogicky pre hrani¢né krivky. Tieto krivky dostaneme dosadenim nasle-
dovnych stradnic za u:

(0,0,w,t),(0,v,0,t), (0,v,w,0), (u,0,0,t), (u,0,w,0), (u,v,0,0)
Preskiimanim pripadu u = (0,0, w, t) by sme dospeli k analytickému vyjad-

reniu tejto hranic¢nej krivky:

B"((0,0,w,8)) = ¥ vj(7f‘>wktl j= D), wtt=1

il=n  \J

¢o je analytické vyjadrenie Bézierovho oblika. Podobne pre ostatnych pat

hrani¢nych kriviek.

Veta 1.3.5: Bézierov $tvorsten je v premennej u polynomicka funkcia stupna
n. Je vSak mozné zapist takyto Bézierov Stvorsten ako Bézierov Stvorsten
stupna n + 1:
=Y ViBi(u)= } WiB"'(u)
li|=n li|=n+1
kde Wi = 5 Vier +
j+k+l=n+1

Dokaz: Prva cast vety priamo vyplyva z analytického vyjadrenia Bézie-

V; e2 + ‘/;—e3 + ‘/1—e4 pre i= (7’ .7) k l)

n+1 n+1 n+1

rovho Stvorstena podla Vety 1.2.2. Druha ¢ast ukdzeme dokdzanim rovnosti
Y jijen ViBi (1) = Ejijzns WiBP T (u). Plati:

. . L
WiB{H (u) = — Viat —Viat —Vie
li%:H By (u) i;n:H pg1 ety e Ty Viest
l (n+1)! i gl
Ve et = B VB

li|=n+1

12



v Z ‘/i—e2Bin—e2(u)+w Z ‘/i—e3Bin—e3(u)+t Z ‘/i—e4BiTL—e4(u)

lijl=n+1 lij=n+1 lijl=n+1

Transforméaciou parametrov v jednotlivych sumach dostaneme:

> WiBMu) = (u+v+w+t) Y ViBl(u) = |2_: ViB}' (u)

1.4 Parcialne a smerové derivacie.

Majme dva body F, G z defini¢ného oboru Bézierovho Stvorstena. Tieto dva
body urc¢uji vektor d = F' — G s barycentrickymi stradnicami (d, e, f, g) ;
d+e+ f+ g = 0. Potom deriviciu Stvorstena B™(u) v smere vektora d

definujeme ako

DyqB"(u) _da_uB (u)+eavB (u)+fawB (u)—i—gatB (u)

0 nn 0 nn 0 pn 0 pn . t4 frd ol fr'
kde 5-B"(u), 5-B"(u), z-B"(u), 5;B"(u) su parcidlne derivacie Bézierovho
Stvorstena. Pomocou analytického vyjadrenia Bézierovho Stvorstena sa tieto
parcidlne derivacie daju vyjadrit pomocou parcidlnych derivacii Bernsteino-

vych polynémov:

0 pniy) — 0 pueny 9 pney 9 pn
%B (u) = }: VlauBi (u), (%B (u) = |iz:n‘/lavBi (u)

Ak definujeme

. 1l
Lt p—

= gugvowion s W 1= G0k

potom mozeme prva smerovi derivaciu napisat aj ako

D4B"(u) = DyB"(u) = Y 9'B"(u)B}(d)

li|=1

Dalej mozeme rekurzivne definovat smerovi derivaciu r-tého radu:

rn_grfln grfln irfln
DiB (“)_dauDd B"(u) + eade B"(u) + fawa B"(u) +

13



a7’177,
+ 95, Da B"(w)

Veta 1.4.1: Plati:

DB"(u Z 0'B"(u) B} (d)

Dokaz: Matematickou indukciou podla r:
1. Pre r =1 vyplyva tvrdenie z definicie

2. Nech tvrdenie plati pre nejaké r, 1 < r < n — 1. Ukdzeme, ze plati aj

pre r + 1. Pouzijeme definiciu smerovej derivacie vyssieho radu:

D' B (u) = d% [DyB"(u)] + e(% [DyB" (u)] + fa% [D5B" ()] +
ggt [DyB" ()] = da—u[ Z &' B"(u )]w%[; 0'B" () By (d)]+

AN > o @B )] + 9%[; OB w)B{()] =
dz:[ 05" (w] B (d) + eZILi@B” JE)

fZ[ 0'B" (u)] B (d) )+e % (2 5B (w)] B (a) =

4y 9B BI(d) +e Y 0B (u) Bl (d)+
li|=r li|=r

f32 078 w)B{(d) +g > 0B " (0)B](d) =
li|=r li|=r

d Y OB*(w)B] 4(d)+e > 9B (u)B] (d)+

fii=rt1 =
f Y OB (w)B] 4(d)+g Y. 0'B"(w)B o4(d) =
li|=r+1 |ij=r+1

> 9'B"(w)[dB{_¢(d) + B 3(d) + fB]_3(d) + gB}_os(d)]
lij=r+1

Pouzitim Vety 1.2.1 dostaneme:

DT+1Bn Z aan Br+1 (d)

li|=r+1

14



Veta 1.4.2: Pre parcidlnu derivaciu Bernsteinovho polynému podla u plati:

9 Br(u) = n[Bid (w) — B ()

au i—el
pre u= (u,v,w,t), u+v+w+t=1.
Podobne pre ostatné parcidlne derivacie plati:
0 n n—1 n 0 n _ n—1 n
- Bp(0) = n[ B (w) — BY(w)] L o BY(w) = n[Bh(w) - Bl (w)] |

9 By(w) = n[ By () — By (w)

Doékaz: Nech P z defini¢ného oboru Bézierovho $tvorstena mé homogénne
suradnice U, V, W, T, pricom U+V +W 4T # 0 a jeho barycentrické saradnice
st [U+V4(r]W+T’ U+V‘+/W+T’ U+VV+VW+T’ U+V+W+T] Oznacme § = U+V +W+T.
Potom:

%B() B‘((f’f’f’f’))

k + | = n. Pocitajme:

U+V+W+T=1

L UVIWT]
1

B n—1\U" 1VJWle UZVJW’“TZ
() e ( )
U V W
A ”}

Y Y Y

Teraz pre £ = 1 dostavame:
0
— B
ou (w) = [

Analogicky sa da tvrdenie dokdzat aj pre ostatné parcidlne derivacie.

Bi“ i (w) - B} (u)]

i—el

Veta 1.4.3: Plati:

Dan( o Z Br Bn 1" )

(n—r)
Dokaz: Matematickou indukciou podla r:
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1. Pre r = 0 méame

B (u) = DgBy (u) = ZBO d)Bi(u)

I\O

2. 7 definicie smerovej derivacie mame:

G, G, G,
D BMu) = do-DyBi'(u) + ez Dy By (u) + f 5Dy B (u) +
)2
—D} By
95 PaBi (u)

Teraz budeme upravovat len ¢len 2 D% Bf'(u) , ostatné tri ¢leny sa urcia

analogicky. Pouzitim induk¢ného predpokladu dostaneme:

0 8

o 2 5@ B

(n—r)
Pouzijeme Vetu 1.4.2:

2 BB -0y B @8 W

(n—( 7“—1—1 (n—r

Pouzitim 1ndukcneho predpokladu dostaneme:

9 pBp(u) =

- Y B @B W) - (- r)DyB (w)

(n—( r+1 m imj—el

Podobne aj pre ostatné parcidlne derivacie:

0 - . r n—r—1 T BN
—avD B ( ) W ‘%: B Bl —j— e2( ) (n — T)DdBi (u)
O vpnpy . nt 2 r(d)Br L n — r)D%B(u
8 n o r n—r—1 T Rn
G DRB () = s J2| B (d)B{-{ () — (n— 1) Dy (w)

Pretoze mame urcené parcidlne derivacie D;B!'(u) , mozeme urcit
r+1 pn .
D5 Bl'(u):

0 0
DB} (w) + e DB (w) + f DB (w)+

r n 0
Dd+1Bi (u) =d— ov

ou
16



8
Dan = BT Bn r—1
8t () (n—(T+1 |: ? 1Jel( )+
e > Bi(d)B{j (u) + f 3 Bj(d)B{ " s(u)+
lj|=r li|=r

0 Y BB 5w — (0= )+ e+ [+ ) DiBi (w)

Vieme, 7ze d + e+ f + g = 0. V jednotlivych sumach transformujeme
premennt j+ el na j v prvej sume, j + €2 na j v druhej sume, j + e3

na j v tretej sume a j + e4 na j v stvrtej sume. Dostaneme:

DBl (u) = ﬁ[ XT:—H Bin_—jr—l(u)_{_

e Y Bl o(A)By Hu)+f D Bj s(d)BiyH(u)+

il=r+1 m:m
> BB )| = e B
li|=r+1 ! ! (n (T+1)) lil=r+1 K

B}y () + eB}_p(d) + B _o(d) + gB;_e4<d>]

Pouzitim Vety 1.2.1 dostaneme:

DBl (u) = m XT;HBTH (r+1)(u)

Tym sme dokazali pozadované.

Veta 1.4.4: Pre r—tt smerova derivaciu Bézierovho $tvorstena B™(u) plati:

Dan( o ZBT Vn 1" ):

(n—r

-~ |Z By ()17 (d)

Doékaz: Plati:
DyB"(w) = Dy Y Vi (w)] = 3 ViDiBi(w)
li li|=n
Pomocou Vety 1.4.3 dostaneme:

> By (w5 (@) =

li|=r

DB (u Z v{(

n—r)
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2 2 VB (W) By (d)

(” =

Oznacme k :=1i — j. Potom:

DB (w) = —2 Y S VB (w)Bl(d) =

(=) 52 =

Z BT Z V]+kB Z BT Vn T )

(n—r) (n—r)
‘J|_T |k|=n—r \JI—T

V poslednej rovnosti sme vyuzili Vetu 1.2.2. Podobnou tpravou dostaneme

druht dokazovant rovnost:

DyB"(u) = 72 2 VBT (Wb (d) =

n—
( \JI 7 [k|=n—r

F Y. BiT(w) )] ViaeBi(d) = > B T(w)i(d)

(” M lij=r (” M
Ked teraz polozime r = 1, dostaneme:
DyB"(w) = n 3 Bi( (w) = AV (w)+eVg " () +/ Vi (w)+9 Ve (u)

lil=1

Teda kazda prva smerova derivacia Bézierovho Stvorstena je barycentrickou
kombinéciou bodov VZi *(u), Vs *(u), Vi H(u), Ve H(u). Preto kazdy vek-
tor prvej smerovej derivacie lezi v nadrovine urcenej danymi Styrmi bodmi.
Této nadrovina sa nazyva dotykovou. Jej analyticky zapis mozeme formdlne

vyjadrit v tvare determinantu:

r Yy 2 t
Ve ' (u)
“(u)
~(u)

Sktimajme teraz hranicu Bézierovho stvorstena, ktort dostaneme pre u = 0.
Majme dany vektor d = (d,e, f,g) nie rovnobezny s touto hranicou, t.j.
vektor, pre ktory je d # 0. Potom definujeme derivaciu v smere priecnom k

danej hranici v hranicnom bode nasledovne:

)| =" BETw| =

u=0 (n,—-r)! u=0

li|=n—r
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S B @)
(n r).‘i()':nir

kde ip = (0, j, k,1)

1.5 C-spojitost Bézierovych Stvorstenov.

V tejto Casti sa budeme zaoberat spojitym spojenim Bézierovych Stvorste-
nov. Pre jednoduchost skiimame iba spojitost dvoch $tvorstenov.

Majme dané dva Bézierove Stvorsteny B™(u) a C™(v) rovnakého stupna n.
Bézierov stvorsten B"(u) mé defini¢ny obor stvorsten ABC'D |, siet riadiacich
vrcholov Vi, | i |= n. Bézierov Stvorsten C™(v) mé defini¢ény obor Stvorsten
EBCD |, siet riadiacich vrcholov W;, |i|=n.

Majme tiez dany vektor prie¢ny k hranici BC'D, ktory méa vzhladom na
ABCD barycentrické suradnice d a vzhladom na EFBCD barycentrické si-
radnice e . Potom st dva Bézierove Stvorsteny B"(u) a C™(v) C° spojité
(spojité s-tého rddu) na hranici BC' D prave vtedy, ked D3B™(u) = DiC™(v)
pre r = 1,.., s a u resp. v st barycentrické siradnice hrani¢ného bodu vzhla-
dom na Stvorsten ABC'D resp. $tvorsten ABC'E. Dané definicia ndm hovori,
ze kazda smerova derivacia v lubovolnom smere prie¢nom k spolo¢nej hranici
musi byt pre oba Bézierove $tvorsteny zhodna.

Nasim cielom bude teraz ur¢it W; pomocou V; tak, aby B"(u) a C™(v) boli

C* spojité.

Veta 1.5.1: Nutnou podmienkou pre C* spojitost B"(u) a C"™(v) na hranici
BCD je:

Wegkn =Yy (W) §=1(0,4,k1); j+k+l=n—r; r=0,..,s

kde w st barycentrické suradnice bodu E vzhladom na Stvorsten ABCD.
Dokaz: Najprv dokdzeme nutnost podmienky. Z definicie musi pre kazdy

bod hranice a pre kazdy vektor nie rovnobezny s danou hranicou platit:
D}B"(u) = D3C"(v) r=1,.,s

kde u resp. v su barycentrické suradnice hrani¢ného bodu vzhladom na

ABCD resp. ABCFE ad resp. e su barycentrické suradnice vektora vzhladom
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na ABCD resp. ABCE. Teraz nech u = (uy, us, uz, us) a v= (vq, Uz, v3, g).
Aplikovanim Vety 1.4.4 dostaneme:

Z Vi'(d)B;* "(u Z Wi (e)Bj" "(v) r=0,..5s
lij=n—r lijl=n—r
Pretoze bod prislichajtci parametrom u, v patri hranici BC'D a tato hranica
je spolo¢nd pre oba Stvorsteny ABCD, EBCD, je u; = 0,v; = 0 a uy =
U, U3 = U3,Us = U4 t.j. u = V. Aby sme zo sumy vylacili nulové c¢leny,

polozime i = (0, j, k, ). Potom porovnanim koeficientov méame:
‘/;r(d) :Wir(e) TZO,...,S

Majme teraz [ubovolny bod s barycentickymi siradnicami u resp. v vzhladom
na ABCD resp. EBCD. Podla Vety 1.2.2 su V{(d) a W/ (e) polynémy

stupnia r nad sietou riadiacich vrcholov Vj resp. Wj. Pretoze medzi d a e je

taky isty vztah, ako medzi u a v, plati aj
‘/ir(u) :Wir(v) 7":0,...,8

Ked teraz polozime v = el, potom u = w a pouzitim Vety 1.2.2 dostaneme:

Vi(w) =W (el) = Y WiyBj = > Wiy AR 1]10920]3034
lj|=r ljl=r jl J2:73: j4
kde j = (j1,72,J3,J4)- Jediny nenulovy ¢len v sume dostaneme pre j =

(r,0,0,0). Potom:
Vi (W) = Witr0,00 = Wik

pretoze i ma tvar (0, j, k,1). Tym sme vetu dokazali.

D& sa ukédzat, ze dand podmienka je aj postacujica pre spojitost s-tého
radu dvoch Bézierovych Stvorstenov.

Predchadzajica veta ndm hovori, Ze pre spojitost s-tého radu su dolezité len
vrcholy ktoré maju prva suradnicu multiindexu maximalne s, t.j ich ”vzdia-
lenost” od skiimanej hranice je maximéalne s. Pre s=0 takto dostaneme, ze
oba Bézierove §tvorsteny musia mat spolo¢na siet riadiacich vrcholov pozdlz

spoloc¢nej hranice.
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1.6 Modelovanie a vizualizacia Bézierovych

Stvorstenov.

V tejto Casti sa zameriame na zakladné postupy modelovania Bézierovych

Stvorstenov v F*.

1.6.1 Generovanie siete interpola¢nych Stvorstenov

V tejto metdde sa vypocitavajia hodnoty B"(u) pomocou Casteljauovho al-
goritmu alebo z analytického vyjadrenia podla Vety 1.2.2, ale za u berieme

iba vybrané hodnoty. Postup moze byt nasledovny:

1. Zvolime prirodzené ¢islo m. Cim vécsie je toto ¢islo, tym je aproximacia

presnejsia.

2. Za u berieme iba stradnice tvaru (ui,us,us,us), kde uy = 2;uy =
Q.. dn.. i . i i i
2iug = 2iug = gAopre i = 0,..,myie = 0,.,mii3 = 0,..,mj1y =

0,..,m;7}1+i2+i3+i4:m(abyu1+uz+U3+u4:1)

3. Pre takéto hodnoty parametra u vypocitame B"(u). Takto ziskanu siet
bodov Bézierovho Stvorstena spojenim ”susednych” bodov prevedieme

na vysledna siet Stvorstenov.

Nevyhodou tejto metddy je vicsia ¢asova narocnost, pretoze pre kazdy vy-

brany bod z defini¢ného oboru sa musi vypocitat hodnota B™(u).

1.6.2 Aproximacia Bézierovho Stvorstena pomocou sub-

division algoritmu.

Predpokladajme, ze vo Vete 1.5.1 zoberieme vrchol E z vnutra stvorstena
ABCD a budeme pozadovat C™ spojitost Bézierovych §tvorstenov B"(u) a
C™(u). Pretoze Bézierov Stvorsten je polynomickd funkcia stupfia n, bude
potom C™(u) podmnozinou B"(u). Podobne pre ostatné tri Bézierove Stvor-
steny, ktoré dostaneme skiimanim C" spojitosti na hraniciach ABC, ABD,

ACD. Takymto sposobom sme povodny Bézierov Stvorsten rozdelili na Styri
Bézierove Stvorsteny so svojimi vlastnymi sietami riadiacich vrcholov. Takto
mozeme rekurzivne postupovat az kym siet riadiacich vrcholov nie je dosta-

tocne mald. Rekurzivny postup je nasledovny:
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1. Ak je siet riadiacich vrcholov dostatoéne mala, vykresli ju ako jeden
bod.

2. Vyber jeden bod z vnutra definicného oboru Bézierovho Stvorstena

(napr. tazisko) s barycentrickymi siradnicami w.

3. Vypocitaj nové riadiace vrcholy pre Styri nové Bézierove Stvorsteny

nasledovne:

W(lryjakvl) - ‘/(ijakvl)(w) = 0’ o n 7 j + k + l =n-=r
W(2i,r,k,l) = V(E,O,k,l)(w) r=0,.,n;i+k+l=n—r

Wiy = Vigon(W)  1=0,.n;i+j+l=n—r

Wé,j,k,r) =Viijro(W) r=0,.n;i+j+k=n—r

kde W™ st riadiace vrcholy m-tého nového Bézierovho Stvorstena, m =
1,2,3,4.

4. Pre kazdy novy Bézierov Stvorsten opakuj bod 1.

Tymto postupom budeme dostavat stale jemnejsiu siet Bézierovych Stvorste-
nov, ktoré dokopy vytvaraji aproximéaciu modelovaného Bézierovho Stvors-
tena. Vyhodou je, Ze rekurziu mozeme kedykolvek zastavit ak sme spokojny

aj s medzivysledkom.

1.6.3 Vizualizacia

Pri vizualizacii sa stretavame s problémom premietania zo Stvorrozmerného
priestoru do dvojrozmerného. Vyriesime to tak, ze najprv budeme premietat
zo Stvorrozmerného do trojrozmerného priestoru a potom z trojrozmerného
priestoru do dvojrozmerného. Budeme premietat dvojakym spdsobom - rov-
nobeznym kolmym premietanim a perspektivou.

Pre rovnobezné kolmé premietanie z E* do E® mame v E* definovant nad-
rovinu ¢, do ktorej budeme premietat. Nech tato nadrovina ¢ ma analytické
vyjadrenie az + by +cz+dt = 0. Potom smer premietania je vektor (a, b, ¢, d).
Ak teraz mame bod (x, yo, 20, to) € E*, premietaci 1a¢ ma parametrické vy-

jadrenie x = xq + pa, y = yo + pb, z = 2o + pc, t =ty + pd pre p € R. Prie-

az0+byo+czo+dto

sefnik lac¢a s nadrovinou ¢ ma potom stradnice QQ = [zg — a T
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_ pazg+byo+czo+dt _.azo+byo+czo+dt _jazo+byo+czo+di N’
Yo — b ((1)2+b20+023—d2 L,z — ¢ 22+b2()+c2?|—d2 4 to—d 22+bg+c2?|—d2 ¢] Teraz staci
zaviest v nadrovine ¢ ortonormalnu bazu (O, e, f, g) suhlasne orientovani s

ortonorméalnou bazou v E3. Rovnice premietania s potom nasledovné:
e
X=(Q-0)|f
g

kde v prvej matici st stradnice vektora v stipci a v druhej matici v riadku.
V pripade perspektivy z E* do E? mame dant nadrovinu ¢ do ktorej pre-
mietame a bod P = [p,q,r,s] z ktorého premietame, P ¢ ¢. Ak mame
Tubovolny bod [z, yo, 20,t0] € E*, premietaci 11¢ méa parametrické vyjad-
renie t = p+m(p — o), ¥y = ¢+ mlg —yo), z =1+ m(r —z), t =
s+ m(s —ty), pre m € R. Priese¢nik tohto li¢a s nadrovinou ¢ je potom

bod Q@ = [p — (p — 20)mo, ¢ — (¢ — Yo)mo, 7 — (r — 20)mo, 5 — (5 — to)my)
ap+bq+cr+ds
ap+bq+cr+ds—axg—byo—czo—dty

bq + cr + ds — axy — byy — czy — dty # 0, t.j. dany bod P nesmie lezat v

kde moy =

. Aby sme nedelili nulou, musi byt ap +

nadrovine, ktora vznikne z ¢ posunutim do bodu P. Dalej postupujeme ako
v predchadzajicom pripade.
Premietanie z 2 do E? sa ur¢i takym istym sposobom ako premietanie z £*

do E3, pricom kazdy bod a vektor maji o jednu stiradnicu mene;j.

1.7 Raciondlne Bézierove Stvorsteny.

Majme dany definiény obor Bézierovho Stvorstena a siet riadiacich vrcho-
lov. Naviac pre kazdy bod V; siete riadiacich vrcholv majme dany parameter
w; € R. Tento parameter budeme nazyvat vdhou daného bodu. Aby raci-
onalny Bézierov Stvorsten lezal v konvexnom obale riadiacich bodov, kla-
dieme w; > 0. Potom pre lubovolné u = (u,v,w,t) z definiécného oboru
Bézierovho Stvorstena urc¢ime raciondlnym Casteljauovym algoritmom bod

B™(u) racionalneho Bézierovho §tvorstena:

T 1 r— r— r— r— r— r—
Vi'(u) = wl () uwi+ell(u)Vi+ell(u)—i—vaelz(u)VHelz(u)+wwi+el3(u)Vi+e§(u)+
1
twles(WViih(m)| =1 n]il=n—r
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kde w{(u) je rekurzivne definované ako:

wi () = wwf gy (W)+vwfy o (W) +wf g(w)+wl gy(w) r=1.n[i|=n—r

pricom w?(u) = w;. Bod racionalneho Bézierovho $tvorstena B™(u) je potom
definovany ako V{'(u). Teraz analogicky ako pre oby¢ajny Bézierov Stvorsten

ur¢ime analytické vyjadrenie racionalneho Bézierovho stvorstena.

Veta 1.6.1: Pre analytické vyjadrenie racionalneho Bézierovho Stvorstena

plati:
_ Yji=n wiViBl (u)

B(w) = >jij=n WiB} (u)

Doékaz: Podobne, ako v pripade obycajného Bézierovho Stvorstena najprv

ukazeme, ze
Vr(u) = 2 j=r U)i+j‘/i+jrB}(u)
> jjl=r Wi BY ()

1
Dokazovany vyraz potom dostaneme pre r = n.

Matematickou indukciou podla r mame:

1. Pre r =1 plati:
UWitelVitel T VWite2Vite2 + WWitesVites + tWiteaVitea

Vi (w) = t -
UWitel T VWite2 T+ WWites + (Witea

> 511 Wit Viei By (u)
> =1 witi By (u)

2. Nech dana rovnost plati pre r € N. Ukazeme, ze plati aj pre r +

lijl=n—1

1.Pocitajme:

, 1 r r r "
Vi = 1 Uwi+e1(u)vi+e1(u) + Uwi+e2(u)vi+e2(u)+

Wi

Wi e3(W)Vies () + twiyoq (1) Vi ea (1)

Ststredime sa na ¢len uwy, o;(1)Vy 4 (u). Z predpokladu:

Yjjl=r Witjre1 Vitjre1 B (u)
> ljl=r Witjre1 B (u)

uw{+el(u) i:el (ll) = uw{+el (ll)

Podla dokazu Vety 1.2.2 s& da ukédzaf, ze wi(u) = 5=, wir; Bj ().

Pomocou tohto tvrdenia a transformaciou parametra dostaneme:

) Z\j|:r+1 wi+j‘/i+ijrfel (u) _

uw;, . (W)Vi" o (u) = uwi, ., (u
1+e1( ) 1+e1( ) 1+el( wir+e1(u)
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> wisjVigjuB]_g ()

lil=r+1

Analogicky sa vypocitaju aj ostatné ¢leny. Potom:

) 1
Vit ) = —5 > wiyViy

i jl=r+1

UBj_g1 (1) + VB]_es(u) + wBj_eg(w)+

+1
D Wit Vi Bi (u)

Yjjl=r+1 Wit Bj (0)

B} _ea(w)|

Kde sme pouzili Vetu 1.2.1.

Pripad parciadlnych a smerovych derivacii racionalneho Bézierovho stvorstena
uz nie je taky trividlny ako analytické vyjadrenie. Pre parcidlnu derivaciu
mame:
QB”(u _ 0 > jij=n wiViBi' (1) _ Y jijen wiViZ Bl (u)
ou oul 3=y wiBf (u) >fij=n wi B} (u)

E|i\:n wl‘/;BF(u) Z\i|:n wlaiuBln(u)
[ jj=n wi BF (w))”

Pouzijeme Vetu 1.4.2:
9 ) _ 1S wiVilBIA () — B (w)

i—el i

du () > ij—n wiB{'(u)

N = WiVABY' (0) Cjy—p wi[ B gy (u) — Bf (u)] _ M X jij=n wiViB' g (u)
[ = wiB(w)]? 3 jij=n wiB}'(u)
n Y= wiViBE(w) Yo, wiViBE () i, wiBl G (u)
> jij=n wi Bl (1) N (3 i wiBP (w))?
N e WiViB (W) iz wiB(u) Yy, wiViBi g (u)
[ S wiBY (w)]” C O TgeewBw)
N Y jij=p wiViBY (1) 35— wi By (u)

i—el
[Sjijen wiBI ()]

Analogicky aj pre ostatné parcidlne derivacie.
Smerova derivacia raciondlneho Bézierovho Stvorstena sa definuje rovnako
ako v pripade obycajného Bézierovho Stvorstena. Pre prvii smerova derivaciu
racionalneho Bézierovho Stvorstena plati:

0 0 0

0
DygB"(u) = da—uB”(u) + e%B"(u) + fa—wB"(u) + gaB”(u) =
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n Y- wiVi[dBi gy (u) 4 eBj" elz( ) + [ B s(u) + 9B 4 (u)]

2 lij=n wiB{ (u)
TLE| il=n Wi VB W - .
[Em:n i i(u) Z Bl el dBl el( )+ Bl 62( ) fBl 63( )+
_ Dav(u)  v(u)Dgw(u)
gB;” e4( )] S u) w(u)2

kde v(u) = Xjj=p wiViB'(u) a w(u) = ¥ jj=, wiBf (u). Podobne modzeme

postupovat aj pri vypocte smerovych derivacii vyssieho radu.
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Kapitola 2

Aplikacie Bézierovych

Stvorstenov.

2.1 Bézierov Stvorsten leziaci v jednej nad-

rovine v E*. Vnorenie £° do nadplochy v
B4,

V tejto Casti sa budeme zaoberat Specidlnym pripadom Bézierovho $tvors-
tena. Majme dany Bézierov Stvorsten ktorého riadiace vrcholy lezia v jednej
nadrovine ¢. Nech tato nadrovina ¢ mé analytické vyjadrenie ax + by + cz +
dt+e = 0. Pretoze nadrovina je konvexna a podla Vety 1.3.2 patri Bézierov
stvorsten do konvexného obalu riadiacich vrcholov, cely Bézierov stvorsten
lezi v danej nadrovine ¢. Takyto Bézierov Stvorsten ma vSetky vlastnosti

obycajného Bézierovho Stvorstena plus Specialne vlastnosti:

1. Podla Vety 1.2.2 je kazdy ¢iastkovy vrchol V{"(u) konvexnou kombi-

naciou vrcholov Vi, t.j. lezi v nadrovine ¢.

2. Z vyjadrenia Iubovolnej smerovej derivacie podla Vety 1.4.4 vyplyva,

ze smerova derivacia taktiez lezi v nadrovine ¢.

3. V kazdom bode takéhoto Bézierovho Stvorstena je potom normaélovy
vektor Bézierovho stvorstena zhodny s normaéalovym vektorom ¢, t.j.

tymto normélovym vektorom je vektor (a,b, ¢, d).
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7 predchéadzajucich vlastnosti vidime, ze vlozenim Bézierovho Stvorstena do
nadroviny sme akoby stratili jeden rozmer tohto Bézierovho Stvorstena, v
E* je teraz viac ”plochy”, ale prave preto ho médzeme pouzit na skiimanie
podobnych telies z E3.

Teraz presktimame spominané vnorenie celého priestoru E? do nadplochy ¢
s analytickym vyjadrenim az + by + cz + dt = 0 v E*. Aby bolo toto vnore-
nie jednoznac¢né, musime najprv zaviest v nadrovine ¢ sturadnicova ststavu,
t.j. urc¢it zaciatok a tri bazové vektory. Za zaciatok stradnicovej stustavy v
¢ zoberieme pre jednoduchost bod (0,0,0,0). Najprv vyberieme dva jednot-
kové vektory e, f z E* také, Ze patria nadrovine ¢ a st na seba kolmé. Treti
bazovy vektor g dordtame tak, aby bol kolmy na e, f, patril nadrovine ¢ a
baza (0, e, f,g) bola sthlasne orientovand s ortonormélnou bézou v E?.

Ak zoberieme Iubovolny bod X € E* patriaci nadploche ¢, jeho stiradnice v
béaze (0, e, f,g) vyjadrime pomocou skalarneho sacinu ako [(x, e), (x, f), (x,8)],
kde x je polohovy vektor bodu X.

Vnorernie E* do nadplochy ¢ uskuto¢nime zobrazenim ortonormadlnej bazy
E? nananagu bazu (0, e, f, g) v nadrovine ¢. Cize ak Y je Iubovolny bod z E3
a X je jemu prislichajici bod z nadroviny ¢, tak plati Y = [(x, e), (x,f), (x, g)].
Pretoze bod X patri nadrovine ¢, spliia aj analytické vyjadrenie nadroviny
¢. Takto sme pre X dostali ststavu styroch linedrnych rovnic, ktoré moézeme

vyriesit napriklad Cramerovym pravidlom.

2.2 Bézierove teleso v E°.

Teraz mame vybudovany dostato¢ny aparat na to, aby sme mohli skiimat
trojrozmerné telesi, ktoré st podobné Bézierovym Stvorstenom v E*. Do-
konca po vnoreni do E* ich mézeme povvazovatf za Bézierove Stvorsteny.
Tieto telesd nazyvame Bézierove. Bézierove teleso je teleso z E® definované

podobne ako Bézierov stvorsten v E*. Je urcené:
1. Stupniom n.
2. Sietou riadiacich vrcholov V; € E® i = (i,5,k,0); i+j+k+1=n.
3. Defini¢nym oborom, ktorym je mnozina pripustnych hodnot pre para-
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meter u, u = (u,v,w,t); u+v+w+t=1, u>0,v>0, w>0,t>0.
Tato mnozinu moézeme znazornit ako barycentrické suradnice Tubovol-
ného vnatorného bodu stvorstena ABC' D vzhladom na body A, B, C, D
tak, ako v pripade Bézierovho §tvorstena v E* (Body A, B, C, D st ne-

koplanarne).

4. Rekurzivnym Casteljauovym algoritmom pre u z definicného oboru ur-

¢ime Ciastkové riadiace vrcholy:
Vi) = ulia(w) +oWiiea(u) +wliigu) + 1V 4(u)
kder=1,.,na V% (u)=Vipre |i|=n
5. Bod Bézierovho telesa prislichajici parametru u definujeme ako V' (u).

Racionalne Bézierove teleso definujeme raciondlnym Casteljauovym algorit-

mom:
L. u= (u,v,w,t),u+v+w+t=1V"u)=Vw(u) =w

2. wi(u) = uiie; (u) + vwiier(u) + wwiies () + twiiey(u)
r=1,.,n|il=n—r
3. V() = ooy |uwier (W Ver (0) + vwf o (W) ep(u) +

W o3 (W) Vi o3 (W) + 1] og (W) V7 s (1)

4. Bod raciondlneho Bézierovho telesa prisluchajici parametru u definu-
jeme ako Vj'(u).

Ked teraz vnorime Bézierove teleso do nadroviny v E*, podla predchadzaja-
ceho bude toto teleso aj Bézierovym $tvorstenom leziacim v nadrovine. Preto

pre Bézierove teleso platia tie isté vlastnosti ako pre Bézierov Stvorsten:

1. Analytické vyjadrenie Bézierovho telesa resp. racionalneho Bézierovho
telesa dostaneme z Vety 1.2.2 resp. Vety 1.6.1. Pre Bézierove teleso
mame:

B"(u) =Vg' = > ViB}'(u)
il=n

a pre racionalne Bézierove teleso mame:

Bu) = Yjij=n wiB{' ()
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Obr. 2.1: Bézierove teleso s ndhodne vygenerovanou sietou riadiacich vrcholov

Obr. 2.2: Raciondlne Bézierove teleso s rovnakou sietou riadiacich vrcholov

ako na Obr 2.1 a s ndhodne vygenerovanymi vidhami.
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2. Pre Bézierove teleso platia vSetky vlastnosti Bézierovho stvorstena tak,

ako boli spomenuté v casti 1.3.

3. Na modelovanie a vizualizaciu Bézierovho telesa mozeme pouzit obe
metddy spominané v casti 1.6. Metdda subdivision nie je v tomto pri-
pade vhodnd, pretoz nezjemnuje pri rekurzivnych krokoch hranicu Bé-

zierovho telesa, ktort jedina pri vizualizacii vidime.

4. Podla Vety 1.4.4 pre r-t smerovi deriviciu Bézierovho telesa plati:

D} B™(u) = ( |Z By (d)V;" " (u) = (nﬁ—!?ﬁ)!'._z_ B " (u)Vy'(d)

Obr. 2.3: Dve C! spojité Bézierove telesd

5. Ak méame dve Bézierove telesd B"(u) a C™(u) rovnakého stupia n s
definiécnym oborom ABCD resp. EBC D, tak nutnou a postacujicou
podmienkou pre ich spojitost s-tého radu na hranici BC'D je podla
Vety 1.5.1:

W(T,j,k,l)zvjr(w) i=0,4,k0; j+k+l=n—r; r=0,.
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kde w st barycentrické stradnice bodu F vzhladom na $tvorsten ABCD.

2.3 Niektoré telesa vyjadrené ako racionalne

Bézierove telesa.

Teraz sa pokisime urcit niektoré zdkladné geometrické telesd pomocou raci-
onalnych Bézierovych telies, t.j. siet riadiacich vrcholov a k nim prislichajice

vahy.

2.3.1 Stvorsten

Toto teleso sa d& urcit jednoducho. Staci ndm na to racionalne Bézierove te-
leso stupnia 1 kde vrcholy raciondlneho Bézierovho telesa st vrcholmi Stvor-

stena a vahy si rovné 1.

2.3.2 Kuzel

Kuzel dostaneme ako racionédlne Bézierove teleso stupnia 2 s takto danymi
vrcholmi a vdhami: Vrchol V(g ,0,2) s vahou 1 je vrchol kuzela. Vrcholy V{; j x 1)
pre i+j+k = 1 st na plasti kuzela s vdhou 0. Vrcholy V(2.0,0,0), V(2,0,0,0)s V(2,0,0,0)
st usporiadané pravidelne na odvode podstavy kuzela a vrcholy V(; 10,0y,

V(1,0,1,0), V{0,1,1,0) lezia taktiez pravidelne okolo stredu podstavy v rovine pod-
stavy kuzela v dvojndsobnej vzdialenosti od stredu podstavy kuzela. vahy

W(1,1,0,0),W(1,0,1,0),W(0,1,1,0) Maju hodnotu 0,5 a ostatné tri maju hodnotu 1.

2.3.3 Gulovy klin

Gulovy klin je teleso vytvorené stredom gule a trojuholnikom na povrchu
gule. Vymodelujeme ho ako raciondlne Bézierove teleso stupna 2 s takto de-
finovanymi vrcholmi: Vrchol V(g 902y s vahou 1 je stred gule. Vrcholy V{z,0,0,0),
V(0,2,0,0) V(0,0,2,0) s vrcholy trojuholnika na povrchu gule s vdhami rovnymi
1. Vrcholy Vi1,1,0,0), V(1,0,1,0)» V(0,1,1,0) 1€Zia vo vzdialenosti dvojnasobnej ako
polomer gule v strede stran trojuholnika na povrchu gule tak, ze ich vahy
maji hodnotu 0,5. Vrcholy V{; 1) pre ¢t +j +k = 1 maji vahu 0 a lezia na

spojniciach stredu gule a vrcholov trojuholnika na povrchu gule.
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Obr. 2.4: Stvorsten vymodelovany ako Bézierove teleso.

Obr. 2.5: Kuzel vymodelovany ako racionalne Bézierov teleso.
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Obr. 2.6: Gulovy klin vymodelovany ako raciondlne Bézierove teleso.
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