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Uvod

Cielom tejto préace je vytvorenie zakladov jednotnej tedrie Bézierovych telies v trojroz-
mernom euklidovskom priestore, presnejsie sa skiimaju dva zakladné typy tychto telies,
Bézierove stvorsteny a Bézierove telesa tenzorového stcinu. Tieto trojparametrické telesa
st analogiou Bézierovych trojuholnikov resp. Bézierovych zéaplat a Bézierovych kriviek.
Oba druhy telies sa zadefinuji podobne na zaklade zovseobecnenych Bernsteinovych poly-
némov a barycentrick§ch stradnic. Dalej sa urcia a popisu zakladné vlastnosti, derivacie.
Budeme sa venovat aj zovSeobecneniu v podobe racionalnych Bézierovych telies, ktoré sa
daju pouzit na modelovanie dal$ich Gtvarov (napr. kuzeloseciek).

Druhé cast prace je zamerand na grafické znazornenie telies, vyuzijiuc aj vysledky
zékladnej tedrie. Popisu sa metdédy , ktoré vedu k diskretizacii telies a ich néslednej
vizualizacii, taktiez sa popisu zakladné implementacné postupy. Zakladnym stavebnym
prvkom tejto ¢asti je diskrétna Struktira sief bodov, ktora sltzi na uloZenie riadiacej siete
telesa ako aj vyslednej aproximacie telesa. Na vizualizaciu pouzijeme grafické rozhranie

OpenGL od SGI vo vyvojovom prostredi Visual C++ .Net od spolo¢nosti Microsoft.



Kapitola 1

Bézierove telesa

1.1 Barycentrické staradnice

Definicia 1.1.1 Majme dané v E™,m € N m + 1 bodov Ay, ..., Ayi1 takich, Ze nelezia
v jednej nadrovine. Potom pre kaZdy bod P € E™ definujeme jeho barycentrické siurad-
nice vzhladom na body Ay, ..., A1 ako m + 1 cisel (ug, ug, ..., Umi1) =0, u; € R, j =
1,....m-+1, pricom P = Z;":ﬁl ujA; a Z;’Zﬁl uj = 1. Pre vektor d € E™ moZeme po-
dobne definovat jeho barycentrické siuradnice vzhladom na body A, ..., Apy1 ako m + 1

N2 . c v 1 1
cisel (U1, V2, .oy Umg1) = V, 05 € R, j = 1,...,m+1, pricomd = X770 v A; 0 Y70 vy = 0.

Veta 1.1.1 Pre vypocet barycentrickych suradnic bodu alebo vektora plati:

Al _Am-i-l
AQ _Aerl
B_Am—I—l
AL A _ m
Uj = 141_—14711-1—1’ J = 17"'7m7 Um+1 = 1 _j;u]
A2 _Am-i-l
Ap — Amr

V riadkoch sa nachdadzaju rozdiely afinnych suradnic dangch bodov, B su afinné suradnice

bodu P resp. vektora w a B — A,,11 sa nachddza presne v j-tom riadku .

Dokaz: Pretoze body Aj, ..., A4 1 nelezia v jednej nadrovine, st vektory A1 — A, 11, ..., A —

A1 linedrne nezavislé, ich pocet je m, ¢ize tvoria bazu vektorového priestoru V (E™).
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Preto potom mozeme pre vektor B — A, 1 € V(E™) pisat:

Jer, . em € R, B— Apyr =Y ej(Aj — Anpa) (%)
j=1
Upravou dostaneme:
B — Am+1 = Z ejAj — Z ejAm+1
j=1 j=1
m m m m m-+1
B = Z ejAj - Z ejAm+1 + Am+l = Z ejAj + (]_ - Z ej)Am+1 = Z U]A

Jj=1 J=1 j=1 j=1 j=1

Porovnanim dostaneme u; = ¢; pre j = 1,...,m a up1 = (1 = X7, ;) = (1 = X7 uy).

Pre vypocet e; sa v (x) pouzije Cramerove pravidlo pre rieSenie sustavy m hnearnych

rovnic o m nezndmych (mozu sa pouzit aj iné metédy). Tym dostaneme pozadované.

Determinanty z predchadzajicej vety ndm az na znamienko urc¢uji mieru mnoziny v
danom priestore (v jednorozmernom euklidovskom priestore je to dlzka tise¢ky, v dvojroz-
mernom priestore je to obsah trojuholnika, v trojrozmernom priestore objem Stvorstena).
Preto sa aj barycentrické siradnice daji uréit (az na znamienko) ako pomer mier prislus-

nych mnozin. Znamienko sa potom uréi podla polohy bodu vzhladom na dané stradnicové

body.

1.2 Zovseobecnené Bernsteinove polynomy.

Pred definiciou zovSeobecneného Bernsteinovho polynému si zadefinujeme zovseobecnené

kombinacné ¢islo, ktore potom vyuzijeme.

Definicia 1.2.1 Majme dany multiindexi = (1,142, ...,1;); k € N;i; € N prej=1,2, ... k.

Zovseobecnené kombinacné cislo (?) k-teho radu definujeme ako

(n) . n!

i/’ HJ 145!

kden =|i| = ] 1 4 pret; > 0 . V pripade, Ze niektoré z cisel i; je zaporné, kladieme
(i) =o.

Definicia 1.2.2 Majme dané€ prirodzené cislo k, multiindex i = (i1, 19, ...,5);n =| 1| a
barycentrické suradnice u = (uy, ug, ..., Ug); E?:l ur = 0,1. Potom zovseobecneny Berns-

teinov polynom B!' (u) k-teho rddu definujeme ako

o)
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kde () je zovieobecnené kombinacné cislo k-teho rddu. V danom vyraze kladieme 0°
definitoricky rovné 1.

V predchadzajucich definicidch sa v definovanom vyraze nepouziva oznacenie radu

pretoze rad je zahrnuty v multiindexe resp. braycentrickych stradniciach
Veta 1.2.1 Zovseobecnené Bernsteinove polynomy maju nasledovné vlastnosti:

a) By () >0

b) Bl'(u) = Zj L u; B 1( ),| 1 |=n, pricom e; su zdkladné multiindezy, ktore maji
na j-tom mieste 1 a vsade inde 0.

¢) Yijij—n Bf(u) =1

d) Pre parcidlnu derivdciu Bernsteinovho polyndmu podla u;,j =1

. k plati:
9 po(w) = n[Brd(w) — B (u)]
Ou, 3
pre u = (uq, Uz, ..., Ug) ,Zle u; = 1.
e) Funkcia BY (u) : R* — R dosahuje svoje mazimum pre u; = %,j =1,.,k

Dokaz:

) Této nerovnost vyplyva z toho, Ze zovSeobecnené kombina¢né ¢islo je nezdporné a
<y i n ‘ )
aj Cisla uy', ..., u su nezadporné.

b) Upravou pravej strany dostavame

k

Jj=1

c¢) Matematickou indukciou podla n ukazeme, ze 3= -, Bf'(u) = (u1+ug+...4up)" = 1

1. Pre n =0 plati 55— BY(u) = 5%5ud..uf =1 = (ug +uz + .. + )"



2. Nech rovnost plati pre n, ukdzeme, Ze plati aj pre n + 1:

(ug +ug 4+ oo+ up)" ™ = (ug Fup + o F ) (ug Fug o ug)" =

n!
i Lji=n L1tk

: up gt L+ > - TR
ii=n Zl....Z ii=n k:

i1 i __
up. Lyt =

7/1+1 (n+]-) 21+1 k Zk+1 n—l_]‘)' i1 ip+1
n+1 (i + 1) kT +Z Ll + )l

it nl i+ 1 Brtl
:.Zl: 1 v (W T 2 01 Dived®)

Transformaciou indexov v jednotlivych suméach dostaneme:

i,]i|=n

Llil=n

)t = — B (u) + ... U priy) =
(u1 +ug + ... +uy) i,igﬂ — (u) + +i,i§r:1+1 1D (u)
- ¥ B;@H(u)m - Y Brlu)
iij=n+1 n+1 i,)ij=n+1

Tym sme dokazali indukény krok a aj celé tvrdenie.

d) Nech P s barycentrickymi siradnicami u = (uy, ug, ..., ux) ma homogénne sturad-
nice Uy, Us, ..., U, pricom Z;?:l U; # 0 a jeho barycentrické stradnice st u; =
Us -4 =1,...,k. Oznac¢me § = E?:l U;. Potom:

Nech i = (iy, ia, ..., iz) ,zg?:l i; = n. Pocitajme:

0 . Ui U U 0 Upyin (U Ukyin] _
o B D = g K >(§) (52) ~(F) ]_
(o= (e - .o

_n[ n—1\ULUP U (n U{1U§'2...U,ﬂ
EL\i—e gt i én

Ut U Uiy pa Ui Uz U
LG IR A(C I e )]
Teraz pre £ = 1 dostavame:
8 n n n
g B () = [ B (w) = B (u)



e) Ak by pre nejaké j = 0,1, ...,k bolo i; = 0, tak maximum sa pre tento index dosahuje

pre u; = 0 = %, pretoze (7:) u’fu?uﬁj < (T) u’f..OO..uﬁf. Cize pre i; = 0 ndm
tvrdenie plati. Predpokladajme teraz, ze i; # 0 pre vSetky j = 0,1, ..., k. Z vety o
Lagrangeovych multiplikdtoroch definujme funkciu L(u) = Bf*(u)+ M ui+...+up—1)

pre A € R. Parcialne derivacie tejto funkcie si:

d 0 n n—1 n
aiujL(u) = aiujBl (u) + )\ = n[Biiej (u) — Bi (u):| + )\

Teraz pre najdenie extrémov Bernsteinovho polynému potrebujeme najst staci-

onarne body funkcie L(u), t.j. ked st vSetky jej parcidlne derivécie nulové. Z toho

dostavame: 5 5 5
—L = —1L =..=—1L =0
e, (u) 90, (u) un (u)
n (Bl (w) = By ()] +A = n[ B (w) = BP(w)] + A = ... = n[BIg: (u) = B (w)] + A
nB{ o (u) + A =nBl"(u)+ A= ..=nB"_ (u) + A
(n—1)! =1 ik (n —1)! i in—1
iluﬁlfl...uff =..= iku?...uﬁj_l

Aby sme dosiahli maximum, musi byt u; # 0,7 = 1,..., k, pretoZze ak by sme mali

aspon jedno u; nulové, dostali by sme B!'(u) = 0, a to nie je maximum. Preto
mozeme pisat:
i1 i i1 ik
Uty Cuttuy)
11 = ... =1
(751 U
2! Ik
—=.=—=5S85€R
Uy Uk
—J 5 . =1 = 2 — = =
uj—S,j—l,..,k‘, ZUJ—I—ZS:}S—ZZJ—TL:U]— -
i=1 j=1 j=1

Definicia 1.2.3 Majme dany vektor d s barycentrickymi siradnicami d = (vy, v, ..., vg).
Potom definujeme smerovi derivdciu Bernsteinovho polynomu r-tého radu v smere vektora

d rekurzivne ako
Dr Bn( ) a Dr—an( ) + a Dr—an< ) + + a Dr—an( ) 1
Mu) = vy — Mua Vg —— M(ua v U — far=1,..
d~i 1811/1 d i 2(9U2 d i kauk d i ) )
pricom DYB!(u) = Bf*(u).

Veta 1.2.2 Plati:



Dokaz: Matematickou indukciou podla r:

1. Pre r = 0 mame

BY(w) = DB (W) = o ,Zw )BI(u)
lil=0

2. 7 definicie smerovej derivacie mame:

) o) 0
DM B (u )_vla—lpr”( )+v28—2Dan( u) + ... +vka—kD1;B?(u)

Teraz budeme upravovat ¢len -2-D5BP(u) pre [ = 1,.... k. Pouzitim indukéného
ouy d~i

predpokladu dostaneme:

0 r N _8 r TL'I‘ _
%DdBi(u) > B(d)Bry (u) =

Oy (n—r i

E B;(d B” "
' aul ( )
Pouzijeme Vetu 1.4.2:

ail DyBi'(u) = ( Z Bi(d)(n—7) [Bn—Jr 911( )~ Bin_jT(u)} -

Y B @B W~ (=)

\ |=r

o X BB W

(n— (7“ +1)) \Jl—r

(n —r)
Pouzitim induk¢ného predpokladu na druhy ¢len dostaneme:

a 'S n
G- DaBi () = S BB W) — (0 — 1) DB (w)
|J|

(n—( 7°+1

Pretoze méame uréené parcidlne derivicie D BP(u) , mozeme urcit D™ B (u):

T n a T PN a r PN 8 n
Dy B'(u) = Uli@ul D3 B{*(u) + waTLQDdB () + ... + ”’“a DiBl'(u) =
n' 7" n—r—1 r n—r—1
:w%thZB )Bi e (W) 4 v Y By () B (w) + ot

Ll lil=r

o 3 BI(d)BI 2 (u )} — (n— ) (vr + Vs + .. + vx) DLB ()

i—j—ex
lil=r

Vieme, ze 25:1 v; = 0. V jednotlivych suméch transformujeme premennt j + e; na

jprel=1,.... k. Dostaneme:

n! n—r—1
Dg" Bi'(u) = (n—(r+1))[ Zr:+1 d) B (w)+



Z Bnrl( + +Ukz Bnrl()

|J| r+1 ljl=r+1

:m S B [ Bl (d) + 02B]_,(d) + ... + v, B, (d)
ljl=r+1

Pouzitim Vety 1.2.1 dostaneme:

|
D' Bi(w) = ————= 3 Bi{d)B ()
=t 2, B @B

Tym sme dokazali pozadované.

1.3 Bézierove stvorsteny.

Definicia 1.3.1 Nech je dané:
e stupen Beézierovho stvorstena, oznacenie n

o siet riadiacich vrcholov V; € E® | kde i je Stvorindex, i = (i, 7, k,1) | i| = i+j+k+] =
n. Zadani siet riadiacich vrcholov je moZné schematicky zobrazit v tvare Stvorstennej

§t7’ukt12ry S w’cholmi v bOdOCh ‘/(n,070,0)7 ‘/(07717070), ‘/(0’077170), ‘/(070’0771).

e Nech su dané styri nekoplandrne body A, B,C,D € E3. Potom kladieme $tvorsten

ABCD definicnym oborom Bézierovho stvorstena.
Teraz moZeme definovat Bézierov Stvorsten pomocou Casteljauovho algoritmu:

e majme dany bod P z definicného oboru Bézierovho stvorstena s barycentrickymi

sturadnicami u = (u,v,w,t),u+v4+w+t=1

e oznacme VY (u) =V; pre | i |=n a dalej oznacme zdkladné multiindexy

e; =(1,0,0,0), e2 =(0,1,0,0), e3 = (0,0,1,0), e4 = (0,0,0,1)
o rekurzivne definujeme:

Vi) = uVii, (0) +oVi, () +wlig () + iV, ()

prer=12,..n;|li|l=n—r

e bod Bézierovho Stvorstena stupria n so sietou riadiacich vrcholov Vi pre | i |= n,

prislichagici parametru u definujeme ako Vg'(u) a budeme ho oznacovat ako B"(u).
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Veta 1.3.1 (Analytické vyjadrenie Bézierovho stvorstena) Pre r = 0,1,

.y plati
Vi(u) = ) Vi Bj(u)
lil=r
kde Bj(u) je zovseobecneny Bernsteinov polynom sturtého radu
Dokaz: Matematickou indukciou podla r
1. Pre r = 0 méame
W =Vi= ¥ VigBlw) |il=n
ljl=0
2. Nech pre r plati
Vr Z VlﬂBT )
lil=r
Ukazeme, ze plati aj pre r+1. Poc¢itajme z definicie:
V7i‘+1( ) - u‘/lz-e]_( ) ‘/l:-ez( ) ‘/13—93( ) ‘/13—94( ) =
Uu Z Vvi-l—el-i-jB}(u) +v Z ‘/i-i-ez-‘erjT(u) +w Z ‘/i+'33+ijT(u)+
l§l=r lil=r lil=r
t Z ‘/l+e4+.] Z ‘/H-.] j— e1 + v Z ‘/H-J j—e2 (u)+
li|=r |J| r+1 lil=r+1
w Z V;JFJ j— e3 +t Z ‘/1+J j— e4(u>
ll=r+1 lil=r+1
= VB () 0B () 0B () 4155 o ()
lil=r+1

Z Vi+jBJT+1(u)

ljl=r+1
kde sme vyuzili Vetu 1.2.1 a transforméaciu multiindexu
Teraz pre r = n vo Vete 1.3.1 dostaneme:

B(u) = V' = HZ_: ViBj'(u)

¢im sme dostali analytické vyjadrenie Bézierovho stvorstena

potom

A(S WMiBM(w) =3 A(V)B

li|=n li|=n

11
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Dékaz: Podla Vety 1.3.1 mozeme B"(u) vyjadrit ako 3;—, ViB{*(u), t.j. ako linedrnu
kombinaciu bodov Vi. A podla Vety 1.2.1 je >, Bi'(u) = 1. Cize B"(u) moZeme
vyjadrit ako barycentrickit kombinédciu bodov V;. KedZe afinné transformacia zachovava

barycentricki kombinéciu bodov, je Bézierov Stvorsten B™(u) afinne invariantny.

Veta 1.3.3 Pre kaZdé u z definicného oboru Bézierovho Stvorstena patri B"(u) do kon-

vezného obalu bodov Vi , |1 |=n.

Dékaz: Pretoze podla Vety 1.3.1 je B"(u) = 5=, ViB{'(u) a pre kazdé u z defini¢ného
oboru je Bf'(u) > 0 (Veta 1.2.1), potom je B"(u) konvexnou kombindciou bodov V;,

| i|=n. t.j. B"(u) patri do konvexného obalu bodov V; , |1 |=n.

Veta 1.3.4 Rohové body Bézierovho stvorstena su totozné s rohovymi bodmi riadiacej

siete, t.5. body Vin 0,00y V(0,2,0,0)5 V(0,00 V(0,0,0,n) Patria Beézierovmu stvorstenu B™(u).

Doékaz: Ak mame dany definiény obor ABC'D Bézierovho $tvorstena B™(u), mozeme z
neho vybrat prave body A, B, C, D. Tieto maji vzhladom na Stvorsten ABC D barycen-
trické saradnice (1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1). Ked tieto stiradnice dosadime

za u v rovnosti B"(u) = X5 -, ViB{'(u), dostaneme
BTL((:[’ 07 07 0)) = ‘/(TL,0,0,0)u Bn((()? 17 07 0)) = ‘/(O,n,0,0)7 Bn((07 07 17 O)) = ‘/(O,O,n,0)7
Bn<<07 07 07 1)) = ‘/(07010771)
, ¢o bolo treba ukézat.

Veta 1.3.5 Hranicné plochy Bézierovho Stvorstena su Bézierove trojuholniky, hranicné

krivky su Beézierove obluky.

Dokaz: Hrani¢né plochy Bézierovho stvorstena dostaneme vtedy, ak za u berieme strad-
nice v tvare (0,v,w,t), (u,0,w,t), (u,v,0,t), (u,v,w,0).

Preberieme pripad u = (0, v, w, t):

Bn(u) = Z ViBin(((L'vavt)) =

li|l=n
= Z Vl<n> Ol wht! = Z M(n) vkt = Z ‘/J-(?:L)vjwktl
i=n \! li=n 1 i=n \J

kde j = (j, k,1) a v+ w+t = 1. Takto sme dostali vyjadrenie pre jednu hrani¢nt plochu.
7 jej analytického vyjadrenia vidime, ze tato plocha je Bézierova. Podobne sa urcia aj

ostatné tri hranicné plochy.
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Analogicky pre hrani¢né krivky. Tieto krivky dostaneme dosadenim nasledovnych strad-
nic za u: (0,0,w,t),(0,v,0,t),(0,v,w,0), (u,0,0,t), (u,0,w,0), (u,v,0,0). Preskimanim
pripadu u = (0,0, w, t) by sme dospeli k analytickému vyjadreniu tejto hrani¢nej krivky:

B"((0,0,w,t)) = 3 X/J-(??)w'%l j=EDwrt=1
il=n I
¢o je analytické vyjadrenie Bézierovho oblika. Podobne pre ostatnych pif hrani¢nych

kriviek.

Veta 1.3.6 Bézierov Stvorsten je v premennej u polynomickd funkcia stupria n. Je vsak

mozné zapist takyto Bézierov Stvorsten ako Bézierov Stvorsten stupria n + 1:

= > ViB'(u)= Y W;B!''!(u)

li|=n lij=n+1

kde W; = anVI e1 n+1V1,e2 n+1v1 e:,,—i—nJrl‘/;,e4 prei= (i,5,k,0), i+j+k+l=n+1.

Dokaz: Prva cast vety priamo vyplyva z analytického vyjadrenia Bézierovho Stvorstena

podla Vety 1.3.1. Druh ¢ast ukdZeme dokazanim rovnosti 3y, ViBf' (u) = X ji1=11 W; B!

Plati: | | )
G J

WiB*!(u) = —Vie, Vi, t ——Viest

izn:ﬂ (- (w) |i|§n:+1 n+1 toon+1 2 n+1 3
l (n+1)! , ;
Vi_e} — vl wkt = Z Vice, B o, (u)+
n+1 """ gkl Mt ! 1
v Z ‘/; e2Bln e ) + w Z ‘/; eSB;n e3 +t Z ‘/1 e4B;n eq )

li|=n+1 li|=n+1 li|=n+1

Transforméaciou parametrov v jednotlivych suméch dostaneme:

Y. WiBH(u) = (u+v+w+t) Y ViBi(u) = Y ViB'(u)
lil=n+1 lil=n i
Definicia 1.3.2 Majme dany vektor d s barycentrickymi suradnicami (d,e, f,q) ; d+e+

f+ g =0. Potom derivdiciu Stvorstena B"(u) v smere vektora d definujeme ako

0 0 o o
DgB"(u) = dauBn( )+€%Bn(u>+f%3n( u) + aBn( u)

kde a%B”( ), ng"( ) 8(203”( ), aatB"( ) st parcidlne derivdcie Bézierovho Stvorstena.

Ak definujeme
ol

9'B"(u) = mEn(u) i=(i,j, k1)

potom moZeme prui smerovi derivdciu napisat aj ako

DgB"(u) = D}B"(u) = ¥ 8'B"(u)B}(d)

li[=1

13
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Dalej moZeme rekurzivne definovat smerovi derivaciu r-tého rdadu:

rn_gr—ln gr—ln ir—ln
DiB (u)—dauDd B"(u) + eade B"(u) + fawa B"(u) +

a7"1n

Veta 1.3.7 Plati:
DdBn Z aan r )

Dokaz: Matematickou indukciou podla 7:
1. Pre r =1 vyplyva tvrdenie z definicie

2. Nech tvrdenie plati pre nejaké r , 1 < r < n — 1. Ukédzeme, ze plati aj pre r + 1.

Pouzijeme definiciu smerovej derivacie vyssieho radu:

Dy B u) = daau [D3B"(u)] + eai (DiB"(w)] + fa‘jv [D3B" (u)]+

u

gg; [DaB"(w)] = d(f[ > 9B () B ()] + e;v [ ) 5'B"(w)B; ()] +

lil=r

[ > 0B (w)Bj(d)] + ggt | Z_ 0'B"(u)B;(d)] =

lij=r

d Z [ 0'B"(w)| By (d) + ¢ Z [i&‘B”( )| By (d)+

fz[ 0B ()| Bi(d) +9 X [0 (w)] B (d) =

li|=r

43" 9 B (u)BI(d) + e 3 9 B (u) Bl (d)+
li|=r li|=r
§Y B B () g Y 9B () B (d) =

d > 9'B"(u)B . (d)+e Y. &B"(u)B{,,(d)+

lil=r+1 li]=r+1
f Y 9B (WB,(d)+g > 9'B"(u)B,,(d)=
li|=r+1 li|l=r+1
> 0'B"(u)|dB_,(d) + eB_o,(d) + B ¢, (d) + 9B, (d)]

li|=r+1
Pouzitim Vety 1.2.1 dostaneme:

Dr+1 Bn Z aan Br—i—l(d)
li]=r+1
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Veta 1.3.8 Pre r—ti smerovi derivdciu Bézierovho Stvorstena B™(u) plati:

n' T n—r
szj(d)vj (u) = (

" il=r

D}B"(u) =

Z Bn r T‘(d)

|J|—” r
Doékaz: Plati:
DB (w) = Dy 30 VB (w)] = X ViDiBi ()

li|=n li|l=n

Pomocou Vety 1.2.2 dostaneme:

DB"(u Z Vi [ e r) > B (u)B] (d)} =

lil=r

F 2. 2. VB (w)Bj(d)

(”_7’ lil=r lij=n

Oznacme k :=i — j. Potom:

D}B"(u)

(0) B (d) =

/\

|J =r |k|=n—r

X B Y Vi) - (nf'), S BV (w)

n-—r) B
( |J| T \klzn—r lil=r

V poslednej rovnosti sme vyuzili Vetu 1.3.1. Podobnou tpravou dostaneme druhii doka-

zovani rovnost:

"(u)Bj(d) =
( =r |k|=n—r

Ik\—n T Li\=7"

> BiT(wV(d)

(TL |k\—n r

1.4 Bézierove telesa tenzorového sucinu.

Definicia 1.4.1 Nech je danée:
e stupne Bézierovho telesa tenzoroveho sucinu, oznacenie n,m, o

e siel riadiacich vrcholov Vi € E3 | kde i je trojindez, i = (i,j,k) 0 <i<n,0 <1<
m,0 < k < o. Zadani siet riadiacich vrcholov je mozZné schematicky zobrazit v tvare

kvddrovej struktury s vrcholmi v bodoch
‘/(0,0,0)7 Vv(n,O,O)a ‘/(O,m,O)u Vv(n,m,O)7 ‘/(0,0,o)) ‘/(n,O,o)a WO,m,o)a ‘/(n,m,o)

e Nech je dany kvider ABCDEFGH, ktory budeme nazyvat definicnym oborom Bé-

zierovho telesa tenzorového sucinu.

Teraz mozZeme definovat Bézierove teleso tenzorového sicinu pomocou analytického vyjad-

renia:;
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e majme dany bod P z definicného oboru Bézierovho telesa tenzorového sucinu a nech
u,v,w st po rade dvojrozmerné barycentrické suradnice kolméeho priemetu bodu P
na priamky AB, AD, AE vzhladom na body A, B (resp. A,C resp. A, E)

e bod Bézierovho telesa tenzorového sucinu stupriov n,m, o so sietou riadiacich vrcho-
lov Vi prei= (i,7,k) 0 <i<n,0<1<m,0 <k <o prislichajici parametrom

u, v, w budeme oznacovat ako B™™°(u,v,w) a definujeme ako

Brmo(u,v, w) = > SN Vi g B (w) B (v) B (w)

lij=n ljl=m [k|=o
kde Bf(u), Bi*(v), By(w) st zovseobecnené Bernsteinove polynomy druhého stupria,

i= (i17i2)7j = (j17j2)>k = (klakQ)-

Bézierove teleso tenzorového stucinu sa neda vo vSeobecnosti vyjadrit pomocou rekurziv-
neho Casteljauovho algoritmu, preto je definované analytickym vyjadrenim. Len v pripade

n = m = o sa to da tak, ako hovori nasledujica veta.

Veta 1.4.1 Majme dané Bézierove teleso tenzorového sucinu stupriov n,n,n. Definujme

V(?J-,k) = Viijw) pre 0 <i,j,k < n. Dalej rekurzivne definujme
Vijm v, w) = (1—u)(1—v)(L —w) Vi) (v, w) + (1= w)o(l —w)Vi L, ) (w v, w)+

u(l = v) (1 =)V (0, v, w) +uo(l — w)Viiy i (0, v, w)+
(1= w1 = 0)wV oy (w,v, w) + (1= uw)owVi L (v, w)+
w(l = V)WV ey (W vV, W)+ wwwVi ey (w, v, w)
preu = (u,1 —u),v = (v,1 —v),w = (w,1 —w),r =1,...n ai,jk=01..n—r.
Potom plati

V(Zo,jmko u,v, W Z Z Z 21+10,J1+Jo,k1+k0)B ( )Br( )Bﬂ(w)
|=r |j|=r |k|=r

pre 1o, jo, ko = 0,1, ...,n — r. Potom pre r = n dostaneme

Viooo(wv,w) =" > > VinBi(w)Bj(v)Bi(w) = B"""(u,v,w)

lil=n [j|=n |k|=n

Dokaz: Tak ako v pripade podobnej vety pre Bézierove stvorsteny sa pouzije matematicka
indukcia. V indukénom kroku sa po dosadeni predpokladu a tiprave pouzije viackrat Veta

1.2.1b pre zovSeobecnené Bernsteinove polynémy druhého radu.
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Pre vSeobecné Bézierove telesd tenzorového sucinu sa moze pouzit krivkovy Castel-
jauov algoritmus pre kazdy smer zvlast. Najprv sa urobi tento algoritmus pre vSetky
krivky v u smere. Tieto maju riadiaci polygén (Vo jx, Vi ks -, Vinjik). Ked urobime tento
algoritmus pre vSetky 7 =0,...,n;k =0, ..., 0, dostaneme (m + 1).(o + 1) bodov. Na tieto
body sa znova aplikuje m + 1 krivkovych Casteljauovych algoritmov vo v smere, dosta-
neme o + 1 bodov a na ne sa nakoniec aplikuje jeden krivkovy Casteljauov algoritmus a
tym dotaneme prislusny bod. Dalej ndm z tohto algoritmu vychadzaju aj ¢iastkové vrcholy

ktoré sa daju pouzit ako lepSia aproximécia nasho telesa.

Veta 1.4.2 (Viastnosti Bézierovho telesa tenzorového sucinu) Pre Bézierove teleso ten-

zorového sucinu plati:
a) Je afinne invariantné

b) Patri do konvexného obalu svojich riadiacich bodov

¢) Jeho rohové body si totozné s rohovymi bodmi riadiacej siete, t.j. sem patria body

‘/(0,0,0)7 ‘/(n,0,0a ‘/(07771,0)7 Vv(n,m,O)y ‘/(0,0,o)a ‘/(n,O,o)a ‘/(O,m,o)u ‘/(n,m,o) .

d) Hranicné plochy si Bézierove zaplaty tenzorového sucinu, hranicné krivky su Bézie-

rove obluky.

e) ZvySovat stupern sa dda po zloZkdch, napr. ak chceme zvysit stuper telesa v u smere,
urobime zvysenie pre vsetky krivky v u smere, ¢iZe tdto vlastnost sa zredukuje na

zvysovanie stupna Bézierovej krivky.

Dokaz predchadzajicej vety neuvadzam, dokaze sa analogicky ako podobné veta pre
Bézierove stvorsteny.
Derivéacia Bézierovho telesa tenzorového stc¢inu sa robia pre kazdy parameter zvIast, preto

sa mozu pouzit jednoduchsie postupy pre derivacie Bézirovych kriviek.

1.5 Racionalne Bézierove telesa.

Definicia 1.5.1 Raciondlne Bézierove telesd pridavaji ku kazZdému vrcholu riadiacej re-
alny parameter, ktory nazyvame vaha daného bodu. Pre raciondlne Bézierove stvorsteny
je definované analyticke vyjadrenie ako:
i—p w; ViB(u
RBn<u) — Zm— J"J nJ ( )
Zji=n w3 Bf' (1)
a pre raciondlne Bézierove telesd tenzorového sucinu
Ylij=n ZJjl=m Z[kl=0 Wi j1ka) Vi g1k B (W) B" (V) B (W)
X lil=n Zljl=m 2= [kl=o Wirjn k) Bi (W) B" (v) B (W)

RB™™°(u,v,w) =
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kde wy resp. w, j, k) st vahy bodov Vj resp. Vi, ji k)

Existuje aj alternativna definicia, ktora vyuziva zéklady projektivnej geometrie v F*.
VloZenim telesa do E* s pomocou vah a naslednd projekcia do E? dava veobecnejsiu

triedu telies.

Definicia 1.5.2 Majme dand riadiacu siet Vj resp. Vi, j, k) v E® a pre kaZdy vrchol siete
jeho vdhu wy resp. w, j, k- Ndsledne vioZime tieto body do priestoru E* nasledovne:

Vi = x5, 45, 23] — Vi = [wyz;, wiys, wyzg, w]

V(ilyjl,lﬂ) = {x(ilajlyklﬁ Y(iv,ga.k1)> Z(ilyjlvkl)]
l

w —
Vi k) = (W iy 1 k) T(in, k) s Wi, k) Yin k) s Winn k) Z(in g k) s Wiin k)
Teraz sa v E* vymodeluje obycajné Bézierove teleso s riadiacou sietou Vi¥ resp. V¥
J (i1,71,k1)
a toto teleso sa projektivne premietne v smere sturtej suradnicovej osi do nadplochy xyz.
Tymto postupom dostaneme raciondlny Bézierov stvorsten resp. raciondlne Bézierove te-

leso tenzorového sudinu.
Veta 1.5.1 Definicie 1.5.1 a 1.5.2 su ekvivalentné

Doékaz: UkaZeme, Ze vlozenim do E* a néaslednou projekciou do E? spominanym v defini-
cii 1.5.2 dostaneme analytické vyjadrenie racionalneho Bézierovho telesa. Pre analytické

vyjadrenie racionalneho Bézierovho Stvorstena po vnoreni mame:

BY"(u) = Y VB (u) = > [wyz;, wiy;, wiz, ws) B (w) =

lij=n li=n
[ wizBy(w), Y wyy; B (v), Y wiz By (u), Y wiBf (u)]
lij=n lij=n lij=n lij=n
Projektivna projekcia z E* do E? sa analyticky uskutoéni predelenim prvych troch strad-
nic stvrtou suradnicou. Tym dostaneme jednoducho analytické vyjadrenie racionalneho
Bézierovho stvorstena. Vyjadrenie racionalneho Bézierovho telesa tenzorového stcinu ako

aj opacna implikacia sa dokazu analogicky.
Racionalne Bézierove telesa tvoria zovSeobecnenie obycajnych Bézierovych telies, pre-
toze nahradzaju polynomické bazické funkcie racionalnymi:

> jjj=n Wi V3B (u) -y w; BY (u)
S wiBi () iz wi By ()
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Dlil=n 2fjl=m 2ofk=o Wiir,jr.k1) Viinji k) B (@) B (v) Bg(w)
D lijmn 2= fk|=o Wir.jr k) B (W) B (v) B (w)
w(il,jhkl)Bi ( ) m(")Bﬁ(W)
Vi J1k n m o
2 2 2 Vi 1)Z|i|="Z|.i|=mZ|k|=0w(im17k1)Bi (u)BI(v)Bg(w)

lil=n [j|=m |k|=o J

Podobne ako v pripade obycajnych Bézierovych telies, aj v pripade racionalneho

Bézierovho stvorstena resp. Specidlneho pripadu Bézierovho telesa tenzorového sucinu
(n = m = o) existuje rekurzivny Casteljauov algoritmus na vypocet bodu telesa pre dané
parametre. Tento algoritmus sa dostane aplikovanim Standardného Casteljauovho algo-
ritmu na teleso vnorené do E* a naslednou projekciou do E3. Potom v pripade Bézierovho

Stvorstena su vztahy algoritmu nasledovné:

T 1 T T r
‘/i (u) = wT(u) uw1+el( )V;Jrei( ) + /Uw1+62( )‘/1+ei( ) + ww1+eg< )‘/‘Hrei( )
twire, Vi ()| r=1mlil=n—r

kde w{(u) je rekurzivne definované ako:

wf(u) - uw1+e1( ) + vw1+e2< ) + ww1+e3< ) + tw1+e4(u> r= 17 7n? | 1 |: n—r

pre u = (u,v,w,t) A potom méame:
Vo' (u) = RB"(u)
V pripade Bézierovho telesa tenzorového stcinu pre n = m = o mame:
Vi = Vism; 0 < i, 5,k <n

1 _
(1= ) (1= o) (1 = wuf o (v, W)V b (0, v, w)+

Vi o(u, v, w) = .
(78) w(i,j,k:) (U,V,W)

T r—1

(1_U)U(1_w)w(ijjl+1,k)(ua v, W)V(;;-lu,k)(uv v, W)+“(1_U)(1_w)w(i1117j,k)(“’ v, W)V (W v, w)+
uv(l—w)w&fl J+t(W Y, W)‘/(er%,jJrl,k)(u’ v, w)+(1—u)(1-v)ww ; k+1)(ua Vs W)‘/(Z,;}Hl)(u? v, W)+
(1- U)wa(uﬂ k) (W, V W)V(z]Jrl k+1)(u,v,w)+u(1—v)ww€ Lt (W V7W)v(§jrij,k+1)<u7vvw)+

1

uvww(Hl J+1, k+1)(ua v, W)V(:J:1,j+1,k+1)(uv v, W)]

Postupné vahy sa vypocitaju podla vztahu:
Wejgy = Wik 0 < 4,5,k <m

w€i7j7k)(u,v,w) =(1-u)(1—v)(1- w)w(”k)(u v W)+(1—u)v(l—w)w”(”iv_jilvk)(u,v,w)+

w(l = 0)(1 = w)wih (W v, w) + wo(l — w)wiy (W, v, w)+
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(1 —u)(1- U)ww(ijj%k—&-l)(u’ v,w)+(1- U)UWWZi,_lerl,k+1)(ua v, W)+

r—1
(i+1,5,k+1)

r—1

u(l —v)ww (w, v, W) + uwowwg g (W, v, w)

Vsetky vstahy sa pocitaja pre u = (u,1 —u),v=(v,1 —v),w = (w,l —w),r=1,....,n a

1,7,k =0,1,...,n — r. Potom plati

V(ﬁ,o,o) (u,v,w) = RB™""(u,v,w)

Pre racionalne Bézierove telesa platiatie isté vlastnosti ako pre obycajné telesa, vicsinou
sa tieto vlastnosti daju ukazat z analytického vyjadrenia. Derivacia sa pocita ako derivécia
podielu dvoch funkcii, takze dostévame zloZitejSie vyrazy, ktoré sa daju tazsie vyjadrit

analyticky pre derivaciu lubovolného radu.
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Kapitola 2

Vizualizacia Bézierovych telies

2.1 Siete bodov

Pretoze sa zaoberame trojrozmernymi ttvarmi (telesami), budeme pouzivat trojrozmerné
siete bodov. Najzakladnejsie dve konfiguracie bodov v sieti st Stvorstenna a kvadrova.
Budeme ich pouzivat hlavne preto, lebo maju uzky stvis s dvoma zdkladnymi druhmi
Bézierovych telies. Okrem bodov méame v tejto Struktire zavedent topoldgiu, t.j. méame

dané spojenie bodu s jeho sesednymi bodmi. Tieto siete bodov st definované nasledovne:

Definicia 2.1.1 Stvorstennd siet bodov rozmeru n je mnoZina bodov v priestore, ktord
sa dd usporiadat tak, aby sme ju mohli zapisat v tvareV; € E%i = (i,7,k,1);0 <
i,j,k,l < nyli|=1i+j+k+1 = n. Pre bod V,;r; mdme danych jeho susedov
nasledovne:Vi_1 j11 k0, Vi1, jk+1,05 Vie1j k415 Vit j—1,k0 Vig—1k+1,05 Vij—1k 141 Vitl,jk—1,14+15
Vigrrh—10 Vijk—1041, Vit 1jki-1, Vij+1ki-1, Vijk+1,i-1. Samozrejme musia patrit index pri

danom susedovi do prislusnych hranic, inac sused neexistuje.

Definicia 2.1.2 Kwvddrovd siet bodov rozmerov n,m,o je mnoZina bodov v priestore, ktord
sa dd usporiadat tak, aby sme ju mohli zapisat v tvare:Vi; jx) € E30<i<n0<j<
m;0 < k < o. Pre bodV; ;. mdme danych jeho susedov nasledovne:Vi_1 i, Vii1 i, Vij—1k;
Viit1k Vijk—1, Vijk+1. Index pri danom susedovi must patrit do prislusnych hranic, indc

sused neexistuje.

Ak teraz porovname tieto definicie s definiciami Bézierovych telies, vidime, Ze riadiaca
siet Bézieroveho Stvorstena resp. Bézierovho telesa tenzorového stcinu sa dé napist aj
ako Stvorstenné resp. kvadrova sief bodov. Pre pocet bodov siete bodov plati nasledujtce

tvrdenie:

Veta 2.1.1 Kvddrovd siet bodov obsahuje (n + 1)(m + 1)(o + 1) bodov, §tvorstennd siet

bodov obsahugje (”H)(”cw bodov.
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Obr. 2.1: Jednoduché stvorstenné siet bodov s vykreslenymi vrcholmi a hranami.

Obr. 2.2: Jednoduché kvadrova sief bodov s vykreslenymi vrcholmi, hranami a trojuhol-

nikmi.
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Dokaz: Pre kvadrovt siet bodov je dokaz jednoduchy, pretoZe pre i mame n+1 moznosti,
pre j mame m+1 moznosti a pre k méame o+1 moznosti, potom pre index (i,j,k) méame
(n+1)(m+ 1)(0 + 1) moZnosti, ¢o je aj poc¢et bodov kvadrovej siete bodov. V pripade
Stvorstennej siete bodov mame index (i, j, k, ) taky, ze i+ j+k+1 = n. Ked polozime i ako
pevné,0 < i < n, dostaneme j+k+1 = n—i. Teraz ked polozime aj j pevné,0 < j < n—i,
dostaneme k41 =n —i — j. Pretoze teraz 0 < k <n —1i— j, mame pre k (n —i—j + 1)

moznosti (I je zavisla od k, preto ju nezaratame). Teraz ked berieme j = 0,....n — i,

(n—142)(n—i+1)
2

n+2)(n+1 n+1)n

[ 2ntD) | (o

dostavame pre j a k [(n —i+ 1)+ (n — i) + ... + 1] mozZnosti, t.j. moznosti.

Poslednd vec je braf i z intervalu 0,...,n a potom pre i,j,k dostavame

("H)(”Gw moznosti, ¢o je aj pocet bodov Stvorstennej siete

..+ %] mozmosti, t.j.
bodov. Vypocet sim spomynanych v dokaze sa da Tahko ukézat pomocou matematickej

indukcie.

Na znazornenie definovanych sieti bodov je ¢asto potrebné ich vizualizacia. Vizualizo-
vat sa mozu vrcholy siete, hrany ktoré spajaju susedné vrcholy siete a aj mnoZina troj-
uholnikov siete. Tato mnozina trojuholnikov sa vytvara tak, ze pre kazdu trojicu bodov,
ktoré s navzajom susedmi, sa prida trojuholnik tvoreny tymito vrcholmi. Samozrejme
pri tomto postupe treba davat pozor, aby sa rovnaké trojuholniky neopakovali. V pri-
pade, Ze nie je potrebné vizualizovat vnutro siete, je mozné vykreslit sief len pomocou
bodov, ktoré tvoria hranicu siete. Obrazky 2.1 a 2.2 nam ilustruju dva zékladné typy sieti
s vizualizaciou moznych casti siete.

Pre kazdy vrchol siete bodov sa moze pridavat nepovinny parameter alebo funkcia,
ktoré mozu urcovaft vlastnosti bodu v sieti (napr. ¢i sa bod ma vykreslit, hustotu v danom
bode,...).

2.2 Aproximacia Bézierovych telies siefou bodov

Kedze Bézierove teleso je spojita struktira a na vizualizaciu potrebujeme diskrétnu Struk-
turu, aproximujeme Bézierove teleso siefou bodov, v pripade Bézierovho $tvorstena pou-
Zijeme Stvorstennu sief bodov, v pripade Bézierovho telesa tenzorového sicinu pouzijeme

kvéadrovu siet bodov. Taktiez si moZeme vSimnut, Ze aj riadiaca siet Bézierovho telesa

.....

aproximaciu. Teraz si popiSeme tri metddy na ziskanie takejto presnejsej siete bodov.

2.2.1 Diskretizacia defini¢ného oboru

V tejto metdde vyberame z definicného oboru Bézierovho telesa konecny pocet bodov,

ktoré nam reprezentuju definicny obor. Na takto vybraté hodnoty sa potom aplikuje
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vypocet bodu Bézierovho telesa pomocou analytického vyjadrenia alebo Casteljauovho
algoritmu.

V pripade Bézierovho Stvorstena sa pouziva rozdelenie, pri ktorom sa pre zvolené
prirodzené ¢islo p vyberaji body v tvare X = I%A + %B + %C’ + éD, kde ¢,7,k,l =0,...,p
ai+ 7+ k+1=p. Prekazdy takto dany bod definicného oboru sa vypocita prislusny
bod Bézierovho stvorstena a ten sa ulozi do vyslednej stvorstennej siete bodov rozmeru p
ako V(i jri)- Cislo p ndm uréuje presnost, s akou sa vyberaji body z defini¢ného oboru a
teda aj presnost aproximacie Bézierovho Stvorstena.

V pripade Bézierovho telesa tenzorového stcinu sa pouziva rozdelenie, pri ktorom sa
pre zvolené prirodzené Cisla py, pe, p3 vyberaji body v tvare X = [z,y,z] = [A + pi'l(B —
A), A+ p%(D —A), A+ p%(A — E)],kde i =0,...,p1;5 =0,...,p2;k =0, ..., p3;. Pre kazdy
takto dany bod defini¢ného oboru sa vypocita prislusny bod Bézierovho telesa tenzorového

stcinu a ten sa ulozi do vyslednej kvadrovej siete bodov rozmerov py, pa, p3 ako V{; ;).

2.2.2 ZvySovanie stupna

Vieme, ze riadiacia sief Bézierovho telesa je prvou aproximéciou tohto telesa. Ked teraz
pouzijeme na tuto riadiacu siet algoritmus na zvySovanie stuptia, dostaneme siet bodov,
ktora je hustejsia a lepSie aproximuje dané teleso, pricom sa stale jedna aj o jeho riadiacu
siet. V pripade Bézierovho telesa je tento krok jednoduchy, v pripade Bézierovho telesa
tenzorového stcéinu sa musi urobit zvysenie stupiia vzdy vo vSetkych troch smeroch. Tento
postup mozeme opakovat pokial nemame dostatocne presni aproximéaciu Bézierovho te-

lesa.

2.2.3 Casteljauov algoritmus

Tento postup je odlisny od predchadzajucich dvoch. Teraz budeme mat viacero sieti bo-
dov, ktore budii dokopy aproximovat Bézierove teleso. Najprv si ukdZzeme postup v pri-
pade Bézierovho Stvorstena. Na zaciatku mame riadiacu sief ako prvi aproximéciu. Vybe-
rieme bod z definicného oboru a pre tento bod urobime Casteljauov algoritmus. Jednym
z vysledkov tohto algoritmu st Styri podsiete, ktoré dokopy aproximuji zadany Bézierov
stvorsten. Tieto Styri siete bodov tvoria riadiace siete Styroch Bézierovych stvorstenov s
definiénymi obormi, ktoré vzniki rozdelenim defini¢ného oboru pomocou vybraného bodu.
Preto mozeme tento postup opakovaft na tieto Styri Bézierove Stvorsteny. Takto dostavame
v kazdom kroku nové siete bodov zo starych, ak nejakd sief dostatoc¢ne aproximuje cast
Bézierovho stvorstena, viac sa uz nedeli. V pripade Bézierovho telesa tenzorového sucinu

sa toto delenie robi v kazdom smere samostatne, t.j. robi sa len krivkovy Casteljauov
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algopritmus v kazdom smere. V kazdom kroku ndm potom moze vzniknit pre dant siet

bodov az 8 novych podsieti.

2.3 Implementacia

Najdolezitejsou ¢astou implementécie su triedy, ktoré obsahuju Stvorstennt a kvadrova
siet bodov a taktiez metddy na naplnenie a vykreslenie tychto Struktur. Tieto triedy sa
potom pouzivaju na uloZenie riadiacej siete v triedach, ktoré obsluhuju Bézierove stvor-
steny a telesa tenzorového sucinu. Nakoniec sa tieto siete bodov pouziju na uskladnenie
a vizualizaciu siete, ktora aproximuje vizualizaciu Bézierovych telies sa pouzije prevod
telesa na sief bodov tak, aby dostatocne aproximoval dané teleso. Nasledovné obrazky

zobrazuju rozne typy a konfiguracie telies v roznych typoch vizualizacie.

Obr. 2.3: Bézierov stvorsten v tvare kuzela. Vykreslené st hrany a trojuholniky siete
bodov.
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Obr. 2.4: Bézierove teleso v tvare valca s vykreslenou riadiacou sietou.

Obr. 2.5: Bézierove rotacné teleso s vykreslenou hranicou bez hornej hranice.
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Obr. 2.6: Bézierove teleso v gule s vykreslenou riadiacou sietou.

Obr. 2.7: Bézierove skrutkové teleso.
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